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Uber Normen von Matrizen.

Dem Andenken an Issai SCHUR gewidmet.

Von
ALEXANDER OSTROWSKI.

Einleitung..

1. Im folgenden sollen die groBen lateinischen Buchstaben 4, B, C, ... mit
Ausnahme des §3 quadratische Matrizen einer festen Ordnung » mit reellen
‘oder komplexen Elementen a,, bzw. b,,,¢,,, ... bezeichnen. ‘Werden andere
Matrizen betrachtet, so wird dies jedesmal ausdriicklich angegeben werden.
Die griechischen Buchstaben &, 4, ... bedeuten n-dimensionale (Kolonnen-)
Vektoren mit den Komponenten %;, %,, ..., &, bZW. ¥1, ¥, .o, ¥y, -+ -

2. Bei verschiedenartigsten Untersuchungen wurden bereits zur unge-
fihren Charakterisierung der , GréBe einer Matrix verschiedene Ausdriicke
benutzt, die man als Betrige, Schranken oder auch Normen bezeichnet. In
der Literatur sind vor allem sechs verschiedene solche Normen verwendet
worden. Es sind dies in der weiter unten zu erliuternden Nomenklatur die
drei Holderschen Normen

>

(1) IAIIZ%;v]aM,’ |A|2;(§Jaw|2);’ N*(4) :lAIOO = Nllf‘vxlauv

sowie die zu den drei entsprechend definierten Vektornormen gehdrenden
symmetrischen Schrankennormen.

Es scheint nunmehr angebracht zu sein, eine systematische Untersuchung
des Normbegriffes vorzunehmen unter Zugrundelegung geeigneter Postulatel).
Sind auch, wie es sich herausstellt, fiir Limes- und Konvergenzbetrachtungen
alie hier in Frage kommenden Normbegriffe im wesentlichen (fiir festes )
gleichberechtigt, so liefern sie andererseits in der Abschitzung der Eigen-
werte oder bei der Diskussion des Fehlers in verschiedenen Iterationsverfahren
sehr verschiedene Ergebnisse, so daB es wertvoll erscheint, {iber eine ge-
niigende Anzahl Normen zu verfiigen. Dazu kommt noch, daf nicht alle
Normen fiir Grenziiberginge mit #—>oo brauchbar sind. Es scheint, daf
hierzu nur die symmetrischen Schrankennormen verwendet werden kdnnen.

1) Diese Untersuchung wurde fiir die sog. Schrankennormen in einer Note des Ver-
fassers (OsTrRowski [2]) begonnen und in allgemeineren Fillen von -Herrn WE. GAUTSCHI
in seiner Basler Dissertation ([2], [3]) fortgesetzt.
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3. Wir definieren im folgenden eine allgemeine Norm N(A) durch die drei
Postulate:
Iy Nd)>o0 td == 0);
Iy N(cd)=|c|N(4) fiir jede skalare GrdBe c;
1Ly N(4 + B)< N(4) + N(B)9.
Aus ITy folgt offenbar fiir c=0, daB N(0) =0 ist.

4. Neben diesen Normen betrachten wir noch speziellere, sog. multiplika-
tive Normen M(A), die den folgenden vier Postulaten geniigen (vgl. z.B.
FADDEJEWA (1], wo aber Iy statt I, benutzt wird, p. 60; NBSR p. 83):

I; M(4)=0 und fiir wenigstens &in 4,: M(4))> 0;
U, M(cA) =|c| M(4) fiir jede skalare GroBe c;
1L, M(A+ B)< M(4) + M(B);"
IVy M(AB)<M(A)M(B).

5. Wie man sieht, kommt hier das Postulat IV, dazu; andererseits wird
das Postulat I,, abgeschwéicht. Wir beweisen nun im §1, der der Diskussion
der multiplikativen Normen gewidmet ist, den

Satz I. J ede multiplikative Norm ist auch eine- allgemeine Norm.

Andererseits ergibt sich, daB M(E), unter E die Einheitsmatrix ver-
standen, stets =1 ist. Offenbar ist keine dhnliche Relation bei allgemeinen
Normen generell méglich, da ja mit N(4) auch ¢N{4) fiir jede positive Kon-
stante ¢ eine allgemeine Norm ist. ‘

6. Wir bezeichnen in dieser Arbeit mit 1, den maximalen absoluten Betrag
der Fundamentalwurzeln der Matrix 4. Eine besonders wichtige Eigenschaft

multiplikativer Normen kommt zum Ausdruck im
Satz I1. Es gilt stets M(A)=1,43).

7. Fiir einen allgemeinen Vektor & wird eine allgemeine Norm % (&) durch
die Postulate definiert (vgl. z.B. FappEjEwa [1], p. 59; NBSR p. 81):

Iy h(€)>0 (E40);
1T, A(c&) =|c|n{&) fiir jede skalare GroBe c;

ML, (& +n)<h(E) + him).
8. Sind nun A(£) und A, (£) zwel derartige Vektornormen, so wird durch

: — Sup H48).
(2) Sh,iu (A) - ?E(I)) hl (5)

eine Schrankennorm von A definiert', die zu den Vektornormen #%(£) und
hy (&) gehort. Ist insbesondere A(£) = k,(£), so haben wir es mit einer

?) Diese Postulate sind von Gaurscur (2], p. 375 als Postulate VI, VII und VIII
benutzt worden.

3} Fiir zahlreiche Spezialfille und auch fiir éinige nicht multiplikative Normen hat
GaurscHi ([1], [2], [3]) die Ungleichung des Satzes 1T bewiesen. Im allgemeinsten Falle
einer multiplikativen Norm ist der Satz II auf einem anderen Wege als bei uns bewiesen
bei FADDEJEWA [I], p. 65; NBSR p. 90.
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symmetrischen Schrankennorm zu tun (vgl. z.B. FADDEJEWA [I], pp. 60, 61;
NBSR pp. 84, 85):
h(4§)

S,(4) = Su -
3) ) = Sup 5

Offenbar gilt fiir symmetrische Schrankennormen stets

() SpE) =

Ubrigens folgt aus den Postulaten I bis IIIV, daB eine Vektornorm stets
eine stetige Funktion der Vekiorkomponenten ist (vgl. den Stetigkeitsbeweis
fiir allgemeine Normen in Nr. 20). Daher kann man in den Definitionen (2)
und (3) das Supremum durch das Maximum ersetzen.

9. Aus der Definition (2) und den Postulaten I, bis III; folgt sofort,.
daB S, ; (4) den Postulaten Iy bis IIIy geniigt, also eine allgemeine Norm
ist, Fiir die symmetrische Schrankennorm S,(4) folgt aber leicht, daB auch
das Postulat IV,, erfiillt ist, so daB S W(A) stets eine multiplikative Norm ist.
In der Tat gilt ja '

h(A4Bg) (h(ABE)) <h(35))
R k{BE) h(E) /7
“woraus IV, sofort folgt. Im allgememsten Falle der nicht notwend1g sym-
metrischen Schrankennormen wird in Nr. 19 als Formel (1.10) einé andets
beschaffene ,,Multiplikationseigenschaft* aufgestellt.
10. Ist N(A) eine allgemeine Matrizennorm, so liBt sich aus ihr eine
Vektornorm %(£) herleiten, indem man dem Vektor &=(x,,..., x,) eine

(nXn)-Matrix A4, zuordnet, die in der ersten Kolonne x,, %, ..., %, hat und
in den iibrigen Kolonnen lauter Nullen. Dann kann man definieren
(5) hy(€) = N(4g)*):

Am Schlusse des § 1 beweisen wir den

Satz III. Wird aus einer multiplikativen Norm M(A) die zugehorige
Vektornorm hy (&) hergeleitet und sodann die zu dieser Vektornorm gehdrende
symmetrische Schrankennorm Si, (A) gebildet, so gilt stets

(6) ' M(A) = Siy (4).
14. Im §2, der allgemeinen Normen .N(4) gewidmet ist, beweisen wir
zuerst den
N(4)

Satz IV. Fiir zwei beliebige Normen N(A) und Ny(A) liegt der Quotient Noar
zwischen zwet positiven von A unabhingigen Konstanten. Nad)

Es geniigt hierzu zu beweisen, daB

- _N)
(/) 151< N*(A) <ﬁ2
4 Naturhch konnte man hier auch N(4g) so definieren, daf die Komponenten von
4. anstatt in der ersten Kolonne in der - ten Kolonne von A ¢ stehen, und man erhilt
auf diese Weise mehrere aus N (4) herleltbare Vektornormen, auf die unsere Betrachtungen
genau so anwendbar bleiben.
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gilt, wo N*(4) die in (1) definierte Norm ist und p, und p, von A unab-
héingige positive Zahlen sind.

Sodann beweisen wir eine Abschitzung von N(4?) fiir natiirliche ¢, die
fiir £— oo die ,,richtige’* GroBenordnung von N(4*) liefert. Wir leiten nimlich
her den ‘

Satz V. Es scien die Elementarteiler der Matrix A durch

8) (A= 2™, (A — 2™, ..., (A — L™
gegeben, wobei die Anordnung so ist, daf
9) A== =|2|>|hnlz =4
und ferner
(10) MEI’nl:"'zms>ms+12".'2mr
gilt. Dann besteht fiir jede allgemeine Norm N(A) die Relation
N4t

(11) Ps < tﬁﬁT})?“ < P4,

4

wo Py und p, zwes positive von t unabhingige und nur von N(A) abhingende
Zahlen sind. Gilt aber

(12) == =4,

s0 kohvergiert der Quotient in (11) sogar gegen einen ﬁoéz’ﬁ'ven endlichen Grenz-
wertd),
Aus den Sétzen IV und V folgt dann sofort der

Satz VI. Fiir jede allgemeine Norm gz'lt

[
(13) VN4 —244  (E—>o0)Y).
12. Im §3 diskutieren wir die Hélderschen -Matrizennormen
(14) 4]y = (Z |2 l?* B=1).

5) Die aus (11) folgende Abschitzang der allgemeinen Norm N(A4) nach oben hat in
etwas schwicherer Form Herr Gautscat ([1], [2]) bewiesen [dort ist M das Maximum
samtlicher Exponenten m, in (8)]. Die zweite, unter der Annahme (12} geltende Be-
hauptung des Satzes V hatte ich urspriinglich nur fiir die spezielle Norm N*(4) bewiesen.
Erst durch Herrn GavuTtscHI bin ich in freundlicher Weise darauf aufmerksam gemacht
worden, daB eine geringfiigige Abdnderung meines Beweises ‘sie fiir jede allgemeine Norm
lLiefert. i ‘

%) Die Relationen (7) und (13) sind unabhéngig von miir auch von Herrn L. CARLESON
bewiesen worden im Laufe einer fiir mich sehr anregenden Diskussion, fiir die ich ihm
auch hier meinen herzlichsten Dank aussprechen mochte.

Es sei noch bemerkt, dal die Relation (13) fiir den allgemeinsten Fall von (sym-
metrischen und unsymmetrischen) Schrankennormen sich bei Gaurscar [2], p. 377,
Formel (34), findet. Im Falle der symmetrischen Schrankennorm stellt sie einen Spezial-
fall eines allgemeinen Satzes der Theorie der linearen Transformationen im Hilbertschen
Raum dar (vgl. Riesz-NaGy [I], p. 421). ~
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Bei dieser Diskussion werden wir die Annahme, daB die Matrizen 4, B, C,...
quadratische Matrizen sind, fallen lassen und sie fiir diesen ganzen Para-
graphen nur als rechteckige Matrizen voraussetzen, wobei natiirlich, damit
das Produkt AB ,existiert”, vorausgesetzt werden muB, daf die Kolonnen-
anzahl von 4 gleich der Zeilenzahl von B ist. Wir beweisen dann den Satz VII,
aus dem insbesondere folgen wird, daB im Falle quadratischer Matrizen die
Norm |A|, fir 1< p<2 eine multiplikative Novm ist: '

Satz VII. Euxistiert das Matrizenprodukt AB und ist 1 < p <2, so gilt)
(15) |[4B|,<|4],|Bl, (1=<p<2),

wdhrend (15) fiir jedes p > 2 dann und nur dann allgemein®) gilt, wenn 4 aus
einer einzigen Zeile und B aus einer einzigen Kolonne besteht.

Fiir p=2 gelten aber zwei der Hélderschen Ungleichung analoge Rela-
tionen.

Satz VIII. Istp =2, % -+ ;— =1 und existiert das Produkt C = AB, so gilt
(16) |4Bl,<[4],|Bl,,
(17) |4AB|,< 4], |Bl,.
Dagegen gilt fiir jedes p mit 1 <p <2 die Relation (16) dann und nur dann all-
gemein, wenn die Matrix B aus einer einzigen Kolonne besteht. Amalog gilt

(17) fiir jedes p mit 1 <p <2 dann und nur dann allgemein, wenn die Matrix
A aus einer einzigen Zeile besteht.

13. Im Falle einer ungeraden Anzahl von Faktoren gilt aber eine dhnliche
Ungleichung fir alle p=1:

Satz IX. Ist w>1 ungerade, und existiert das Produkt A, 4, ... 4,, so gilt

| 1
]‘w};—{——q— =1 |
(18) [ 414y Ay <14, ol |Asly - 4ul, (2 21).

Ist aber g>0 gerade und sind die Matrizen Ay, ..., A, die allgemeinsien
Matrizen mit den vorgegebenen Zeilen- und Kolonnenanzahlen, fiiv die das Pro-
dukt Ay ... A, existiert, so gilt allgemein dic Relation

(19) |44, A, <Ay Asl, - [Ag—alp |4,

dann und nvr dann, wenn emtweder =2 oder die Kolonnenanzahl in 4,
gleich 1 ist.
Uber die zu (17) analoge Ungleichung gilt der

Satz X. Sind 4, ..., 4, | allgemeinste Matrizen mit vorgegebenen Zeilen-
und Kolonnenanzahlen, deven Produkt existiert, so gilt im Falle eines ungeraden |

1 1
(20) Ay dy o A, |l |4, (545 =1
?) Fiir p =2 wurden diese Ungleichungen schon seit lingerer Zeit verwendet (vgl.
OsTrROWSKI [17).
8) Wir sagen hier (und spiter), daB eine solche Relation ,,allgemein® gilt, wenn sie
fiir alle Matrizen mit festen Zeilen- und Kolonnenanzahlen gilt.
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dann und nur dann allgemein, wenn entweder =2 oder die Zeilenanzahl in 4,
und die Kolonnenanzahl in. A, beide gleich A sind. Fiir ein gerades g gilt aber

Y 1 1
00 e Al A A4, (=)

allgemein dann und nur dann, wenn entweder =2 oder die Zeilenanzahl tn A,
gleich 1 ist.

— Ubrigens ergeben sich im Text die Beweise der Unméglichkeitsbehaup-
tungen der Sidtze VII bis X, indem man simtliche Elemente der Matrizen
gleich 1 setzt.

Unsere Beweise der obigen Sitze machen fortgesetzt Gebrauch von der
folgenden speziellen Norm der Matrix A:

@ Al = [T (el (G r=1),

iiber die im §3 verschiedene Hilfsformeln (3.9), (3.10), (3.11) und (3.12)
hergeleitet werden. Diesé spezielle Norm kann aber auch bei gewissen Ab-
schitzungen von Matrizenpotenzreihen verwendet werden. Wir beweisen daher
noch den

Satz XI. Ist A eine quadratische Matriz, so gilt filr jedes natiirliche !
_ 1 1
(22) <Al (55 =1)
Sitnd - allgemeiner A, ..., A, vechteckige Matrizen, deven Produkt A, ...4,
existiert, so gilt
(23) |A1 Al|i>s [A”q,f) lAl;~1|q,1> |Ak‘¢; |Ak+1]q,1’ e lAllq,P’
wo k auch gleich 1 oder | sein kann.

Endlich geben wir zum SchluB des §3 verschiedene vereinzelte Formeln
fiir die Schrankennormen, die zu den Hoélderschen Vektornormen gehoren.

§ 1. Multiplikative Normen.

14. Aus I, und IV, folgt fiir A= A4, und B=E, wo E die Einheitsmatrix
bedeutet, M(A,) <M (4,) M(E), '
(1.1) ME)=1.

15. Wir verstehen im folgenden unter E,, die Matrix, bei der das in der
u-ten Zeile und der »-ten Kolonne stehende Element gleich 4 ist, wéhrend
alle tibrigén Elemente verschwinden. Dann gelten fiir jedes A=(a,,) die
allgemeinen Formeln )

(1.2) A= a,,E,,

(1.3) EMAzgaWEM.

Um (1.3) aus (1.2) herzuleiten, geniigt es zu beachten, dafl allgemein, unter
d,, das Kroneckersche Symbol verstanden, gilt

(14) E;“'Eou'__avoEyu'
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Multiplizieren wir (1.3) rechtsseitig mit E,, und beachten (1.4) fiir %=y, so
folgt, wegen E, E  =0,,E ‘

uxZop up?
(1.5) E, AE,,=a,E,,
Ersetzen wir in (1.5) 4 durch E,, und setzen g=7», so ergibt sich
(1.6) E,EE, =E,,

. k)
16. Wegen ). E,, = E, wo E die Einheitsmatrix ist, folgt nach ITI,, und (1.1)
=1

2 M(E,,) > 0.

p=1 .
Daher ist M(E,,) fiir wenigstens ein g positiv. Aus (1.6) folgt aber wegen IV,
(1.7) M(E,)<ME,)ME,)ME,,),

so daB alle M(E (B, positiv sind. Sodann folgt aber weiter aus (1.7), daf
M(E,,) fir alle p und v positiv ist.

17 Wendén wir nun IV, auf (1.5) an, so ergibt sich
(1.8) |a,,| M(E, )< M(E,,) M(E,,) M(A).
Man setze nun .

ﬁ:MinM(E Ry P=MaxM(E o
Wahlen wir dann » und o in (1.8) so, daB ]aw[ = Max]a
folgt schlieBlich fiir 4==0

M)z -5 Nr4) > o,

.| =N*(4) ist, so

so daf fiir M(A) auch das Postulat Iy erfiillt ist. Damit ist der Satz I be-
wiesen.

18. Es sei nun & ein Eigenvektor von A, zu einer Fundamentalwurzel 4
von A4 mit |A|=2, (vgl. Nr. 6) gehorend; dann gilt die Relation 4&=1¢,
die sich in den Bezeichnungen der Nr. 10 auch in der Form A4 ¢=AA, schreiben
148t. Daraus folgt aber wegen II, und IV,

|2] M(4,) < M(4) M(4,),
und da M(4,) >0 ist, folgt daraus
(1.9) MA)z A4,
d.h. die Behauptung von Satz I
19. Endlich ergibt sich der Satz IIT unmittelbar. In der Tat gilt nach (5)
hy(Ag)  M(Ad4g) . M(4)M(4
By (§) T M(dg M(de)

und (6) ergibt sich dann ohne weiteres aus der Definition (3).

_In der Nr. 9 ist fiir allgemeine, durch die Formel (2) definierte Schranken-
normen ‘die Giiltigkeit des Multiplikationspostulates IV,, nur im Falle der
symmetrischen Schrankennormen bewiesen worden. Im Falle der allgemeinen

= M),
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zu zwei Vektornormen % und %, gehdrenden Schrankennormen gilt indessen
eine etwas ‘anders beschaffene ,,Multlphkatlonsrelatlon Existiert ndmlich
das Produkt AB und sind &,, b, und k, drei Vektornormen, so_ gilt

(1.10) Shy 1A B) < Sy, 1,(4) Sy, 1,(B).

sofern die Dimensionen von Ay, hy, ks bzw. der Zeilenanzahl von 4, der
Zeilenanzahl von B und der Kolonnenanzahl von B gleich sind. In der Tat
ist ja

hABY _ WABS (S
"Ry (&) ky(BE) ~ hgld) 7
woraus (1.10) sofort folgt.
— Im Falle, daBl die Normen #,, %,, 5, als Quadratwurzeln aus positiven
hermiteschen Formen in den Vektorkomponenten definiert werden, ist die
Relation (1.10) von GaurscHr ([3], p. 4, Formel (1 5)) gegeben worden.

§ 2. Allgemeine Normen.
20. Wir beweisen nunmehr den Satz IV. Aus (1.2), 11, und Il folgt

(2.1) NAy<Ya,|NE,,)
und daher o
(22) |AT(A) _N(B)!gz.jlayv——byv'N(Euv)'

Daher ist N(A4) stetig in den a

wy?

N(4) < N*(4) ;ﬂN(E,”) =p:N*(4), pq =”Z”N(E,w) -

und zugleich gilt

Andererseits existiert wegen der Stetigkeit von N(4) auf der abgeschlossenen
Menge Max [a,,|=1 das
o Min N(4) =,
und ist positiv; daher gilt dann allgemein
| N(4) = N (),
und (7) ist bewiesen.

21. Wir kommen nunmehr zum Beweis des Satzes V. Es moge 4 durch
die Matrix S auf die Jordansche Normalform?). entsprechend den Elementar-
teilern (8) transformiert werden:

(2:3) T=SAS1=T, + T, +...+ T,.

Hierbei zerfillt also T wollstindig in die k quadratischen Matrizen T,, wo T,
eine Matrix der Ordnung m, ist, die zum Elementarteiler (A — 4,)"* gehort.
Jede dieser einzelnen Matrizen T, ist gleich

Ao Em,‘ + UmH ’
%) Vgl. z.B. ScHREIER und SPERNER [I], pp. 126—129, sowie namentlich TURNBULL
and AITKE\I [1], pp. 58—63.
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wo En, die Einheitsmatrix der Ordnung m, ist, wihrend U, eine qua-
dratische Matrix der Ordnung m, ist, in der lings der Hauptdiagonalen und
darunter lauter Nullen stehen, in der nichsten. Superdiagonalen lauter Einsen
und dariiber wiederum lauter Nullen. Das Element #,, von U,, ist also
gegeben durch das Kroneckersche Symbol d, ;.

" Man beachte, daB wenn eine solche Matrix Uy, in die Potenz o (6=2, 3, ...)
erhoben wird, dann eine Matrix entsteht, die in der o-ten Superdiagonalen
lanter Einsen hat und sonst durchweg Nullen. Die Elemente #{% von U,
sind daher gegeben durch 4, ,.,. Insbesondere enthalt Up~ ’ nur eine
Einheit in der rechten oberen Ecke und sonst durchweg Nullen, wihrend
U,,, fiir o= m, verschwindet.

22. Daher gilt

(AeEm, + Uny)’
= KB (1) 2550 U+ () A2 U (. AU

£

Daraus folgt fiir den maximalen absoluten Betrag eines Elementes der Matrix
links die fiir hinreichend groBe ¢ geltende Relation

t —
NI =, 1l
Dariiber hinaus gilt fiir £ — oo offenbar
¢ -
(L e B oA,

wo E{,_ eine quadratische Matrix der Ordnung m, ist, die in der rechten
oberen Ecke eine Eins enthilt und sonst lauter Nullen.

23. Nunmehr folgt aus (2.3) fiir hinreichend gréBe ¢

t ¢ - i ~

R R ML

(2.4) N¥(TY) = ( 11)% —M+1

und, A4/A,;=e¢, (v=1,2,...,5) gesetzt,

Tt:(M )lt ~M+1 [E t M+1+EM+1 2M£2 M~,—1+

“l‘ E v, sm €M 40 (tM_Z ),

wo nunmehr die Symbole E,, die in-der Nr. 15 festgelegte Bedeutung haben.
Daraus folgt im Falle, daB3 die Relation (12) gilt, da ja dann alle &, einander
gleich sind,

(25) T'= (3 L) B8 B pasn,on + 0@ Y
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24. Wegen (2.3) gilt T'=S4°'S7, Af=ST'S fiir jedes natiirliche t
und daraus folgt fiir .
{ S=l) ST o= Dl Tl
N*(T) <oN*(4Y), N*(4Y) <oN*(TY
und daher wegen (2.4)
(2.7) 5=

(2.6)

N*(49)
¢ t—M+1
<M —1 )'1‘4

womit wegen (7) auch (11) bewiesen ist.
25. Andererseits folgt aus (2.5) fiir £—>oc0

A

¢ =M1
(M— 1 )Zl

Daher gilt wegen Il in Nr.3 fiir £— o0
N4

t t—M+1
(M—i)l*‘

. s, . .
=C4+0 (7), C =o§15‘1E(u—1)M'+1,aM S.

- N(C).

Wire nun N(C) =0, so wire N(A) =o(*~1A}), entgegen (2.7). Daher folgt
die zweite Behauptung des Satzes V unmittelbar??).

§ 3. Holdersche Normen.

26. Von nun an sollen die Matrizen A4, B, ... nur als rechteckige Matrizen
vorausgesetzt werden. Auch fiir soiche Matrizen, z.B. Matrizen vom (m X #)-
Typus, d.h. mit m Zeilen und » Kolonnen, soll der Normbegriff durch die
Postulate I,y bis IIIy der Nr.3 definiert werden. Eine solche Norm kann
z.B. in sehr allgemeiner Weise aus gegebenen Vektornormen fiir #- und m-
dimensionale Vektoren gebildet werden. Es seien (), ..., 4,(&) » gleiche
oder verschiedene Vektornormen fiir m-dimensionale Vektoren & und es sei
k(n) eine Vektornorm fiir n-dimensionale Vektoren 7. k(yn) soll ferner die
Eigenschaft haben, daB sie fiir nicht negative Komponenten y;, ..., y, von g
eine nicht abnehmende Funktion dieser Komponenten ist. Bezeichnen wir
dann mit &, den »-ten Kolonnenvektor der Matrix 4, so daB also

Ev = (alw a2v’ -' amv)
1st, so setze man

(3.1) H(4) = h[(&), Ba(&), - - -, Bu(&,)].
Damit ist eine Norm von A definiert.

1) Wir hitten anstatt der Jordanschen Normalform auch z.B. die explizite Dar-
“stellung von A¢ wie sie sich bei H. Scumint ([1], p. 549, Formel (9)) findet, benutzen
konnen, doch wire hierzu erst eine weitere Diskussion der in diese Formel eingehenden
Vektoren notwendig.



12 ALEXANDER OSTROWSKI:

27. In der Tat, daBl die Postulate I, und II, der Nr. 3 erfillt sind, ist
unmittelbar klar. Bei III,, ergibt sich dies aber wie folgt: Es sei A° eine weitere
(m X n)-Matrix und es seien ihre Kolonnenvektoren £2,...,£. Dann ergibt
sich wegen (3.1) unter Benutzung der Postulate der Nr. 7:

H(A + A% = k(& + &), (s + &))<
A& + m(E), - b)) + B(EN <
SA(ED, - BulE)] + B T(E), ..., ha(60)] = H(A) 4 H(A0).

28. Definieren wir z.B. allgemein fiir einen k-dimensionalen Vektor &
und fiir ein p, 1< p< oo,

(3.2) &l = (lel)”" (1<p< 00),

wobei natiirlich fiir p= o0, |&|= Max |%,| ist, so ist |£|, eine Norm im Sinne

der Postulate der Nr. 7. Dabei folgt insbesondere das Postulat IIIV aus der
Minkowskischen Ungleichung.

Setzen wir nun insbesondere 1n (3.1) & =|§[ o und hn)=|77|m: so
erhalten wir die Norm
(3-3) 14,5 = {Z (Z laﬂvlh)ﬁzlh]llm,
v\

wo #, und p, zwischen 1 und oo liegen. Andererseits ergibt sich, wenn (3.2)
auf den Fall k=m n angewandt wird, daB der fiir eine Matrix 4 durch (14)
definierte Ausdruck fiir 1 <p<oo eine Norm ist.

Man beachte, daB wiihrend |4|, beim Ubergang zur transponierten Matrix
unverdndert bleibt, |A’|,=]|A|,, dies bei der Norm (3.3) im allgemeinen
nicht der Fall ist. — Ist die Kolonnenanzahl in 4 gleich 1, so gilt, wie.man
sich sofort iiberzeugt,

' "IA,PhP.z = IAIP1' .

29. Mit Hilfe von (3.2) 148t sich die Héldersche Ungleichung so formu-
lieren; Gilt ‘

1 1
(3-4) st =1 [1=p=c,
so gilt fiir das innere Produkt »
(3.5) & n) =2 %5,

der Vektoren &, 5 der Dimension #, die Relation

(3.6) & m]<|l,]nl,

Andererseits gilt bekanntlich, daB der Ausdruck (3.2) mit zunchmendem
p=1 monoton abnimmi. (Diese Tatsache ist zuerst von A.PRINGSHEIM an-
gegeben worden (vgl. HARDY-LITTLEWOOD-PSLYA [1], P. 28).)

Ist nun $<2, so ist wegen (3.4) =2, p<gq, so dall

(3.7) e, <&,  (<2<9)
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gilt. Daher folgt nunmehr aus (3.6), wenn (3.7) auf # angewendet wird,
(3-8) lEnl<|E,Inl, (1<p<2).

30. Wir beweisen nun einen Hilfssatz iiber den Ausdruck (3.3) unter der
Annahme, daB p,=¢ und p,=p durch die Relation (3.4) verknupft sind.

H11fssatz Gilt (3.4), so gilt fitr zwei Matrizen A, B, fiir die das Produkt
AB existiert: ’

(39) |4B|,,<14];|Bl,.
Ist aber dariiber hinaus p =2, so gilt ’
(3-10) 4, <4,  =2).
31. Beweis. Es sei 4 eine (mxk)- und B eine (2x#)-Matrix. Dann ist
AB=C=(c,,) eine (mxn)-Matrix und es g11t wegen ¢, —Za,m .» nach

(3 6), wenn dort p mit ¢ vertauscht wird und belde Seiten in d1e g-te Potenz
erhoben werden,
Ic,ut"qg (; Iaynlq) (; | bMV’)q/p’
und daher, wenn nach g summiert wird, wegen (14),
DIETTNDREE
(; !c/w! q)ﬁ/‘qg ,AI;J; ! bnvlp’
- und wenn hier tiber » summiert wird, wegen (3.3). und (14},

|4Bl} ,<|4]7|B1,

womit (3.9) bewiesen ist.

32. Andererselts 148t sich, wenn
(Z ‘a )1/4

gesetzt wird, [Alq » schreiben als

[l = (S 92)1
und dies ist, wenn P 2zgq ist, nach. (3;7),.Wenn dort $ mit ¢ vertauscht wird,
héchstens gleich

(Z y5>llq = (Z l dm|q)1/q = A4,,
» Av,u

womit (3.10) bewiesen ist.

33. Um nun den Satz VII zu beweisen, nehmen wir an, daB 4 eine (m X &)-
und B eine (kX #)-Matrix ist. Ist dannc,, das allgemeine Element von C =AB,

so gilt ¢,,= X a,,b, und daher wégen (3.8) fiir p<2
|cusl? S Zfal? 2 0o |-
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Summieren wir hier iiber # und », so folgt

[Cli<4]5]BI2,
woraus (15) unmittelbar folgt

34. Ist aber > 2, so wihlen wir als Matrizen 4 und B die Matnzen
deren simtliche Elemente gleich 1 sind. Dann ist ¢,,=Fk und

IA[p (m )P, [Bl? = (nk)V?, Cp=k(mn)1/?.,
Hier liefe die Relation (15) hinaus auf
(m w1 E< mliP pUD plip pLIB,

was fiir > 2 unmoglich ist, solange k> 1 ist. Fiir £=1 dagegen ist (15)
offenbar fiir alle =1 richtig, sogar mit dem Gleichheitszeichen. -Damit ist
der Satz VII bewiesen.

35. Es sei wiederum A eine (mXx#k)- und B eine (kx#n)-Matrix. Dann
gilt nach {3.6) fiir cm,::; a,,b
[eul? < Sl aul? (S8l
und daher, wenn nach g und » summiert wifd :v;'egen (3.3
|ABIE< (4 3 (S8l = 43 Bl

P’

' 1 .1
3.11) |4Bl,=|4},]Bl,, (5 +5=1)-
Andererseits folgt wiederum aus (3.6), wenn dort $ mit ¢ vertauscht wird:.

P < 2l (S 81l

und daraus durch Summation nach g und »
BBl (3 [a,. P

Der zweite Faktor rechts ist aber gleich |A'|: »» unter 4" die zu A gehdrende

transponierte Matrix verstanden, so daB wir schlieSlich erhalten

(3.12) [4B, <{Bl, |4,

36. Ist nun p =2, so folgt aus (3.11) und (3.10), auf B angewandt, die
Relation (16). Aus (3.12) und (3.10) folgt aber :

|[4B|,<|B|, |4'|, =B, |4],,
womlt auch (17) bewiesen ist. '

37. Ist jetzt p <2, so spezialisiere man A und B wiederum o~ Matrizen,
deren simtliche Elemente gleich 1 sind. Dann gelten die Relationen

[l = (B, |Bly= (B, [Cl, = E{m )t
Dann liefe die Ungleichung (16) hinaus auf
k (m n) VP < mit BUIP yla prig,



Uber Normen von Matrizen. 15

d.h. wegen (3.4) auf #2.<n't, was fir n>1, p<2 unmoghch ist. Ebenso
ist (1 7) fiir m>1, p <2 unmoéglich.

38. Ist aber n=1, so folgt aus der Definition (3.3), daB |B|, p—lqu: 0
daB (16) fir alle p =1 aus (3.11) folgt. Ebenso reduziert sich fiir m=1, [4"], ,
auf |4'|,=|4|,, so daB dann (17) aus (3.12) fiir alle p=1 folgt. Damit ist
der Satz VIII bewiesen. .

39. Um die Relation (18) des Satzes IX zu beweisen, beachte man, daB
aus (3.11) folgt

(3.13) : [4;4,.. A, ,< A1} [4s . 4], ,
und daher, wenn auf den zweiten Faktor rechts (3.9) angewendet wird,
(3-14) |4y 4], < |4a|p 4l 4s - Aulp,

Worausb(18) durch vollstandlge Induktion hervorgeht.

40. Soll nun die Relation (19) allgemein gelten und ist A, eine (m X ky)-,
A, eine (kB Xky)-, ..., 4, eine (k,_, X n)-Matrix, so spezmllslere man alle diese
Matrizen in der Welse daB ihre simtlichen Elemente gleich 1 gesetzt werden.
Dann ist das Produkt eine (mX#)-Matrix, deren simtliche Elemente gleich
kyky ... k,_, sind. Daher wird die linke Seite von (19) gleich

(mn) P Ryky.. kg,
wihrend das Produkt rechts in (19) zu
(MY (R k)1 .. (R, ok

§—2 g1
wird. Aus (19) folgt aber dann #'? <#1/7, was nur fiir n=1 oder p=2=¢
gelten kann.

Um aber einzusehen, daB in den beiden letzten Fillen (19) gilt, beachte

man, daf im Falle eines geraden g genau wie oben aus (3.13) und (3.14) durch
vollstindige Induktion die Formel

(3.15) [414,... 4,],< l{A1|1> [Aa]y - |Ag-alp|4gly,»

folgt. Fiir p =2 folgt aber dann (19) aus (3.10) und fiir ﬁ=1 daraus, daB

dann wegen (3.3) der letzte Faktor in (3.15) gleich |4,|, wird. Damit ist
Satz IX bewiesen.

YU (g m)N8 == 0 M Ry By

41. Soll nun die Relation (20} des Satzes X allgemein gelten, so speziali-
siere man die Matrizen A4,, ..., 4, wiederum derart, daB ihre simtlichen
Elemente gleich 1 werden, und nehme die zugehérigen Zeilen- und Kolonnen-
anzahlen, wie in der Nr. 40, bzw. gleich m, &, k,,.... k_;,#. Dann ist
Ay ... A, eine (mXxmn)-Matrix, deren sdmtliche Elemente gleich % ...k
sind, so daB8 der Ausdruck links in (20) zu (m #)%k, ... k,_, wird. Das Pro-
dukt rechts in (20) wird im Falle eines ungeraden I, wie in der Nr. 40, zu
(1m0 Rey)V9 (ByReg)V? ... (R,_ym)'M, so daB hier (20} auf

()t < (m )t
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hinausliuft, und wir entweder m=n=1 oder p=2=¢ erhalten. Fiir ein
gerades ! dagegen wird das Produkt rechts in (20) zu (m &)V (ke ko)V2 ... (k,_yn)V?
und (20) lduft auf

(m n)llf' —_— ml/q nI/P
hinaus; so daB entweder m=1 oder p=2>=q ist.

42. Ist andererseits =2, so folgt aus (17)
[y Ay < il 4. 41,
und (20) bzw. (20°) folgt hier aus (18) oder (19), da ja auch die Relation (19)
fiir p =2 gilt. Ist aber m=1, so folgt aus (3.12)
[Al"'AllpSlAz'“Al!plAll.lq,p‘

Der letzte Faktor ist aber gleich |4;|,=|4,|,, da die Kolonnenzahl m in A,
den Wert 1 hat. Daher folgt

(3.16) |4y A, < |4, [ Ag - 4],  (m=1).

Ist nun g gerade, also die Faktorenzahl in 4,... 4, ungerade, so folgt
(20°) aus (3.16) wegen (18). Ist dagegen !/ ungerade, so haben wir auch zu-
gleich #n =1 vorausgesetzt. In diesem Falle ist aber auf den zweiten Faktor
rechts in (3.16) die Ungleichung (19) anzuwenden, so da8 (20) folgt Damit
ist der Satz X bewiesen.

43. Zum Beweise des Satzes XI geniigt es offenbar (23) zu beweisen, da
(22) daraus fiir 4;=A,="...=4;, k=<1 ohne weiteres folgt. Nun folgt aber
aus (3.12)

Ay o Ay <45l A Ay S S Ay 1A s A A
Fiir den letzten Faktor rechts folgt durch wiederholte Anwendung von (3.11)

|4y A, <A Ay Ay p S S g Apsp 1Al 1A, £ <
S sl - 14l
Damit ist Satz XI bewiesen.

44. Wir wollen noch einige Angaben iber diejenigen Schrankennormen
[vgl. die Definition in (2)] hinzufiigen, die zu den durch (3.2) definierten
Holderschen Vektornormen gehoren. Wir setzen

(.17) Spn (4) = Sup 17 f"" (1< b1, pas o)
und ferner .
(3.18) S,(4) = S, ,(4) (1<p<L o).

" Aus dem in Nr. 29 erwidhnten monotonen Abnehmen von (3.2) folgt, dafl
Sp.p.(A) eine monoton abnehmende Funktion von p; und eine monoton zu-
nehmende Funktion von $, ist. Von den symmetrischen Schrankennormen
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(3-18) lassen sich namentlich die p=1 und p=co entsprechenden sehr ein-
fach darstellen:

(3.19) Si(4) = Max X |a,,|,
(3-20) Seo(d) = Max X a,|-

Diese beiden sehr leicht zu beweisenden Formeln werden hiufig in der Itera-
tionstheorie der Matrizen verwendet).

45. Es ist von Interesse, den Wert der Norm (3.17) fiir A=E, wo E eine
n-dimensionale Einheitsmatrix ist, zu bestimmen. Hlerzu ist es offenbar
notwendlg das Extremalproblem zu losen -

(3.21) Max( > xf*)‘”’l =? (élef - 1>.

y=1

Ist Py =P, so folgt aus der oben erwidhnten Monotonieeigenschaft von
Sppld), daB S, L (E)<S,, 5 (E)=1 ist, und die Schranke 1 wird erreicht

flir =1, xy=H;="---=1%,=0. Fiir p;<<p, liefert die Lagrangesche Multi-
plikatorenmethode sofort das Resultat, daB wenn keines der %, im Extremal-
punkt verschwindet, x, = %,=-..=x, =n"1% und dafir |&|,, =nl/f’1 —1t: 9

ist. Wiren aber einige der x,=0, so hitte man hier #» durch eine kleinere
Zahl zu ersetzen, so dal} sich schlieBlich ergibt:

, 1 (P12 2)
(3.22) Sy p: (E) = I
» nt ) % (1< pPa).
46. Existiert das Matrizenprodukt A B, so folgty wenn (18) auf das Zihler-
produkt angewandt wird:

. ABE&|,, 1 1
Sy (4B) = sup Vil <141, 1BY, 5, B) (54 L=1)

lﬂpg ?1
und daher insbesondere wegen (3.22)
(324) SPth (AB)giAlﬁll B‘l]x (Pl2 ?52)-

Ferner folgt, wenn die Sédtze VII und VIII auf |4|, angewandt werden,

3.25) Spups () <[4y, Sy (B) (12,
(3.26) Spops (A) <141, S, (E)  (1=py< o),
(3.27) Spop. (A)<14]g, Sp, 5 (E)  (prz2).

Es sei endlich noch vermerkt, daf
(3.28) Seo,1 (A) = N*(4) = Max Iaﬂ-,l
— ’ "y

) Vgl. z.B. FappEJEWA [I], pp. 62, 63; NBSR pp. 85—87..
Mathematische Zeitschrift. Bd. 63. 2
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ist. In der Tat gilt
Max | X a,,%,)
“w I3
B A
und -die Schranke rechts wird offenbar erreicht, wenn emn geeignetes der %,
gleich 1 und alle iibrigen gleich 0 gesetzt werden.
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