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~3ber Normen  von Matrizen. 

Dem Andenken an ISSA! SCHUR gewidmet. 

Von 

ALEXANDER OSTROWSKI. 

Einleitung. .  

t. Im folgenden sollen die grol3en lateinischen Buchstaben A, B, C . . . .  mit 
Ausnahme des w 3 quadratische Matrizen einer festen Ordnung n mit  reellen 

oder  komplexen Elementen a ~  bzw. b ~ ,  c~  ..... bezeichnen..Werden andere 
Matrizen betrachtet,  so wird dies jedesmal ausdrticklich angegeben werden. 
Die griechischen Buchstaben ~, ~ . . . .  bedeuten n-dimensionale (Kolonnen-) 
Vektoren mit den Komponenten x~, x 2 . . . . .  x~ bzw. y~, y~, . . . ,  y~ . . . . .  

2. Bei verschiedenartigsten Untersuchungen wurden bereits zur unge- 
f~hren Charakterisierung der ,,GrSt3e" einer Matrix verschiedene Ausdrticke 
benutzt, die man als Betriige, Schranken oder auch Normen bezeichnet. In  
der Literatur sind vor allem sechs verschiedene solche Normen verwendet 
worden. Es sind dies in der welter unten zu erl~uternden Nomenklatur die 
drei Higderschen Normen 

(t) ]AI ,= ~ lay,l, ]A]2= al, v] 2"2 , N*(A)~-]Aloo=Max]av~] ,  

sowie die Zu den drei entsprechend definierten Vektornormen gehSrenden 
symmetrischen Schrankennormen. 

Es scheint nunmehr angebracht zu sein, eine systematische Untersuchung 
des Normbegriffes vorzunehmen unter  Zugrunaelegung geeigneter Postulate1). 
Sind auch, wie es sich herausstellt, fiir Limes- und Konvergenzbetrachtungen 
alle bier in Frage kommenden Normbegriffe im wesentlichen (ffir festes n) 
gleichberechtigt, so liefern sie andererseits in der Absch~tzung der Eigen- 
werte oder bei der Diskussi0n des Fehlers in verschiedenen Iterationsverfahren 
sehr verschiedene Ergebnisse, so dab es wertvoll erscheint, fiber eine ge- 
nfigende Anzahl Normen zu verfiigen. Dazu kommt  noch, dab nicht alle 
Normen ffir Grenztiberg~nge mit  n-->oo brauchbar sind. Es scheint, dab 
hierzu nur die symmetrischen Schrankennormen verwendet werden kSnnen. 

1) Diese Untersuchung wurde fiir die sog. Schrankennormen in einer Note des Ver- 
fassers ~Os'rRowsKi [2i) begonnen und in allgemeineren FAllen yon Herrn WE. GAUTSCHr 
iti seiner ]3asler Dissertation ([27, [3]) fortgesetzt. 
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3. Wir definieren im folgenden eine al!gemeine Norm N(A) dureh die drei 
Postulate: 

I~ N(A) > 0 (A =~: 0); 

II  N N(oA) ~-[c[ N(A) ffir jede skalare Gr6Be c; 

I I I  N N ( A + B ) ~ N ( A ) + N ( B ) ~ ) .  
Aus IIN folgt offenbar ftir c----0, dab N(0)=  0 ist. 

4. Neben diesen Normen betrachten wir noch speziellere, sog. multiplika- 
tire Normen M(A), die den  folgenden vier Postulaten genfigen "(vgl. z.B. 
FADDEJEWA Eli, wo aber I N statt  IM benutzt wird, p. 60; NBSR p. 83) : 

IM M(A)~_O und fiir Wenigstens e'in Ao: M(A0)> 0; 

IIM M(cA)-~ I cl M(A) fiir jede skalare Gr61~e c; 
I I I ~  M(A + B)~M(A) + M ( B ) ; ,  

IV~ M(AB) ~M(A) M(B). 
5. Wie man sieht, kommt hier das Postulat IV~ dazu; andererseffs Wird 

das Postulat Im abgeschw/icht. Wit beweisen nun im w der der Diskussion 
der multiplikativen Normen gewidmet ist, den 

Satz I. Jede multiplikative Norm ist auch eine allgemeine Norm. 
Andererseits ergibt sich, dab M(E), unter E die Einheitsmatrix ver- 

standen, stets ~ 1 ist. Offenbar ist keine ~ihnliche Relation bei a!lgemeinen 
Normen generell mSglich, da ja mit N(A) auch oN(A)fiir ]ede positive Ko'n- 
stante c eine aUgemeine Norm ist. 

6. Wir bezeichnen in dieser Arbeit mit ~a den maximalen absoluten Betrag 
der Fundamentalwurzeln der Matrix A. Eine besonders wichtige Eigenschaft 
multiplikativer Normen kommt zum Ausdruck im 

Satz II. Es gilt stets M(A)~2A a). 
7. Ffir einen allgemeinen Vektor ~ wird eine allgemeine Norm h (~) durch 

die Postulate definiert (vgl. z.B. FADDEJEWA [ l J ,  p. ~9, NBSR p. 8t): 

Iv h(~)>o (~+o); 
IIv h(c~)--Xc[ h(~) fiir jede skalare Gr6Be c; 

IIIv h(~ +n)_~h(~) + h(n). 
8. Sind nun h(~) und h 1 (~) zwei derartige Vektornormen, so wird durch 

(2) Sh, h, (A) = Sup h (A ~) 
~.o h~(~) 

eine Schrankennorm von A definiert', die zu den Vektornormen h(~) und 
hl(~ ) geh6rt. Ist insbesondere h(~)----h1($ ), so haben w i r e s  mit einer 

~) Diese Pos tu la te  s ind yon GAUTSCHI [2], p. 375 als Pos tu la te  VI, VII und VIII 
benu tz t  worden.  

�9 a) Ffir zahlreiche $pezialf~lle und a u c h  fiir 0inige n icht  mult ipl ikat ive Normen  h a t  
GAUT$CHI ([1~, ~2J, [3]) die Ungleichung des Satzes I I b e w i e s e n .  Im  al lgemeinsten Falle 
einer mul t ipl ikat iven Norm ist  der  Satz I I  auf einem anderen  Wege als bei uns bewiesen 
bei FADDEJEW'A [1~, p, 65; N B S R  p. 90. 

1" 
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symmetrischen Schrankennorm zu t u n  (vgl. z.B. F A D D E J E W A  [1] ,  pp. 60, 6 t ;  
NBSR pp. 84, 85): 

(3) S~(A) Sup h(A~) 
**o h(,) 

Offenbar giit ffir symmetrische Schrankennormen stets  

(4) Sh(E ) ~- 1. 

(lbrigens folgt aus den Postulaten I v bis I~lI~,, dab eine Vekt0rnorm stets 
eine stelige Funktion der Vektorkomponenten ist (vgl. den Stetigkeitsbeweis 
fiir allgemeine Normen in Nr. 20). Daher kann man in den Definitionen (2) 
und (3) das Supremum durch das Maximum ersetzen. 

9. Aus der Definition (2) und den Postulaten I v bis I I Iv  folgt sofort, 
dab Sl,,h I (A) den Postulaten IN bis I I I s  gefiiigt, also eine allgemeine Nonn 
ist. Fiir die symmetrische Schrankennorm S~(A) folgt aber leicht, dab auch 
das Postulat IV u erfiillt ist, so dab S~(A) stets  eine multiptikative Norm ist. 
In der Tat gilt ja 

h(AB~) (k(AB~) / (h(B~)~ 
h(~) - ~  h(B~) / \ h-~)- / '  

woraus IVM sofort folgt. I m  aUgerneinsten Falle der nicht notwendig sym- 
metrischell Schrankennormen wird in Nr. t9 als Formel (1.t0) ein~ anders 
beschaffene ,,Multiplikationseigenschaft" aufges• 

t0. Ist N(A) eine allgemeine Matrizennorm, so l~iBt sich aus ihr eine 
Vektornorm h(~) herleiten, indern man dem Vektor ~ (xl, . . . .  x,) eine 
(n • n)-Matrix Ae zuordnet, die in der ersten Kolonne x 1, x~, . . . ,  x, hat und 
in den iibrigen Kolonnen lauter Nullen. Dann kann man definieren 

(5) hN(~ ) ----- N(A~! 4): 

Am Schlusse des w t beweisen wir den 

SaCz III. Wird aus einer multipli]cativen Norm M(A) die zugehb'rige 
Vektornorm hM(~ ) hergeleitet und sodann die zu dieser Vektornorm geh6rende 
symmetrische Sehrankennorm Sh~(A) gebildet, so gilt stets 

(6) M(A) ~ S ~  (A). 

t t .  Im w 2, der allgelneinen Normen N(A) gewidmet ist, beweisen wir 
zuerst den 

Satz IV. Fi~r zwei beliebige Normen NiA ) und NI(A ) liegt der Quotient N(A) 
zwischen zwe, pos,twen yon A unabhgng,gen Konstanten. 

Es genfigt hierzu zu beweisen, dab 

(7) Pl < N(A) < #2 
N* (A) 

4) ~a t i i r l i ch  k6nn t e  m a n  hier  auch  N(A~) so definieren, dab  die K o m p o n e n t e n  yon  
A :  a n s t a t t  in der  ersten Kolonne  in der  k-ten K01onne yon  A~ s tehen,  u n d  m a n  erhi~lt 
au f  d i e seWei se  mehre re  aus  N(A) her le i tbare  Vek to rno rmen ,  au f  die unsere  ]3e t rach tungen  
genau  so a n w e n d b a r  bleiben. 
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gilt, wo N*(A) die in (t) definierte Norm ist und' Px undp~  von A unab- 
h/ingige positive Zahlen sind. 

Sodann beweisen wir eine Absch~tzung vori N(A t) ftir natiirliche t, die 
ftir t-+ co die ,,richtige, Gr6Benordnung yon N(A t) liefert. Wir leiten n~imlich 
her den 

Satz V. Es seien die Elementarteiler der Matrix )1 dutch 

(8) (~ - - & ) ~ ,  (~ - -  ~,)~,, . . . .  (~ - -  ~ ) ~  

gegeben, wobei die Anordnung so ist, daft 

(9) 2A ----I),d . . . . .  la, I > I;t, :xl  ' 
und /erner 
(t0) M ----- rn I . . . . .  m , > m ~ + l ~ . . : > m  , 

gilt. Dann besteht [i~r jede allgemeine Norm N(A) die Relation 

N ( A  t) . 
(1t) < < 

wo Pn unit p~ zwei positive yon t unabhiingige und nut yon N(A) abMingende 
Zahlen sind. Gilt abet 

(t2) 21 = ~'2 . . . . .  )'s, 

so konvergiert der Quotient in (11)sogar gegen einen positiven endlichen Grenz- 
wer t  ~). 

Aus den S~itzen IV und V folgt dann sofort der 

Satz VI. Fi~r fede allgemeine Norm gilt 

(t3) ~Fff(A') ---> G (t-+'oo)"). 

12. Im w 3 diskutieren wir die HSlderschen.Matrizennormen 

(t4) IAI  = ( X  la.Y) 1/' (p> t ) .  

5) Die a'us ( t l )  folgende AbschAtzung der allgemeinen Norm N ( A )  nach oben ha t  in 
etwas schwi~cherer Form Herr  GAuxscm ([iJ, [2]) bewiesen [dort ist  M das Maximum 
sAmtlicher Exponenten m k in (8)]. Die zweite, u'nter der Annahme  (12) geltende Be- 
hauptung  des Satzes V ha t t e  ich urspriinglich nur  ftir die spezielle Norm N* (A) bewiesen. 
Erst  durch Herrn  GAUTSCHI bin .ich in freundlicher Weise darauf  auf .merksam gemacht 
worden,, dab eine geringfiigige Abi~nderung meines Beweises s ie  fiir jede allgemeine Norm 
liefert. 

. n) Die Relationen (7) und (13) sind unabh~ngig yon mir  aucli yon Herrn L. CA~L~SON- 
bewiesen vrorden im Laufe einer ffir mieh sehr anregenden Diskussion, ftir die ieh ihm 
auch bier meinen herzliehsten Dank aussprechen m6ehte. 

Es sei noch bemerkt,  dab die Relation (t3) /iir den allgemeinsten Fall yon (sym- 
metrischen und unsymmetrisehen) Sehrankennormen sieh bei GAuTscm [2], p. 377, 
Formel (34), findet. Im Falle der symmetrisehen Schrankennorm stellt sie einen Spezial- 
fall eines al lgemeinen Satzes der Theorie der linearen Transformationen im Hilbertsehen 
Raum dar (vgl. RI]~SZ-NAC, Y [1], p. 421). 
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Bei dieser Diskussion werden wir die Annahme, dab die Matrizen A, B, C . . . .  
quadratische Matrizen sind, fallen lassen und sie ffir diesen ganzen Para- 
graphen nut  als rechteckige Matrizen voraussetzen, wobei nattirlich, damit 
das Produkt A B  ,,existiert", vorausgesetzt werden mul3, dab die Kolonnen- 
anzahl von A gleich der Zeitenzahl von B ist. Wir beweisen dann den Satz vii, 
aus dem insbesondere folgen wird, dab in* Falle quadratischer Matrizen die 
Norm IA[p liar t ~_p~2 eine n.ultiplikative Norm ist: 

Satz VII. Existiert das Matrizenprodukt A B  und ist t ~ p ~ 2 ,  so gilt ~) 

( t5)  ]AB[p<[AI~IBlp ( t N p N 2 ) ,  

wiihrend (15) [i~r ~edes p >  2 dann und nur dann allgen.ein s) gilt, wenn A aus 
einer einzigen Zeile und B aus einer einzigen Kolonne besteht. 

Ffir p ~  2 gelten aber zwei der H61derschen Ungleichung analoge Rela- 
tionen. 

I --_ t u n d  existiert das Produkt C = A B, so gilt Satz VIII. Ist p ~ 2, ~ + 

(16) lAB ]p ~ ]Alp [B ]q, 

(17) [ABIp < [A]q IBip. 
Dagegen gilt /i~r jedes 15 n.it t g p  < 2 die Relation (t6) dann und nur dann all- 
gen.ein, wenn die Matrix B a u s  einer einzigen Kolonne besteht." Analog gilt 
(t7) /fir ]edes p n.it 1 ~ p  < 2 dann und nur dann allgemein, wenn die Matrix 
A aus einer einzigen Zeile besteht. 

t3. Im Falle einer ungeraden Anzahl yon Faktoren gilt aber eine ~ihnliche 
Ungleiehung ffir alle p ~ 1: 

Satz IX. Ist u >  1 ungerade, und existiert das Produkt A1A~ ... A , ,  so gilt 
1 I = t  l~r ~- + 

( t 8 )  [A1A~...A~lp~IA~[p[A~Ie[A~ip...IA~[p (p~l).  
Ist abet g > 0  gerade und sind die Matrizen A1 . . . . .  Ag die allgen.einsten 
Matrizen n.it den vorgegebenen Zeilen- und Kolonnenanzahlen, [i~r die das Pro- 
dukt A 1 ... Ag existiert, so gilt allgemein die Relation 

(t9) [A1A2... Aglp~- IAllp [A~lq... lAg_x[ p nAg]q 

dann und n~ir dann, wenn entweder p ~ 2 oder die Kolonnenanzahl in Ag 
gleich t ist. 

13bet die zu (t7) analoge Ungleichung gilt der 

Satz X. Sind A 1 . . . . .  A, l allgen.einste Matrizen n.it vorgegebenen Zeilen- 
und Koionnenanzahlen, deren Produkt existiert, so gilt im Falle eines ungeraden l 

... 1 1) (20) [A1A2...AII,~]AIIqIA,[p IA~I~ (~-+ ~ =  
~) Ffir p-----2 wurden diese Ungleichungen schon seit liingerer Zeit verwendet (vgl. 

OSTROWSm [13). 
8) Wir sagen hier (und sparer), dab eine solche Relation ,,allgemein" gilt, wenn sie 

flit alle Matrizen mit festen Zeilen- und Kolonnenanzahlen gilt. 
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dann und nur dann allgemein, wenn entweder p ~_ 2 oder die Zeilenanzahl in  31 
und die Kolonnenanzahl in A~ beide gleich t sin& Fiir ein gerades g gili aber 

~ t )  (20 ~ IAIAz . . .Ag l ,  N lA l [q lA , l , . . . lAg l ,  ( p  + ~- 

allgemein dann und nur dann, wenn en'lweder p ~ 2 oder die Zeilenanzahl in A 1 
gleich t i s t .  

-- Obrigens ergeben sich im Text die Beweise der Unm6glichkeitsbehaup- 
tungen d.er S~itze VII his X, indem man s~imtlietie Elemente der Matrizen 
gleich I setzt. 

Unsere Beweise der obigen S/itze machen fortgesetzt Gebrauch yon der 
folgenden speziellen Norm der Matrix A: 

(2t:) lAlq, p =-[~ (~ la~,,lq)P/q] ,lp @ + ~- --1), 
fiber die im w verschiedene Hilfsformeln (3.9), (3.t0), (3.tl) und (3.12) 
hergeleitet werden. Diese spezielle Norm kann aber auch bei gewissen Ab- 
sch~ttzungen yon Matrizenpotenzreihen verwendet werden. Wir beweisen daher 
noch den 

Satz XI. Ist A eine quadratische Matrix, so gilt [iir ~edes natiirliche 1 

IA], A l-1 (1 1 ) (22) IA'lp - ~,p p - + T  = t  . 

Sind allgemeiner A~ . . . . .  A l rechteckige Matrizen, deren Produkt A1 . . .A  z 
existiert, so gilt 

(23) I A , . . .  A , l p <  IA;.l~,p . . .  IAL-11q, p I&l~; I /~+xlq , ,  , . .  IA,l~,p, 
w o k  auch gleich I oder l sein kann. 

Endlich geben wir zum SchluB des w 3 verscbiedene vereinzelte Formeln 
fiir die Schrankennormen, die zu den H61derschen Vektornormen geh6ren. 

w 1. Multiplikative Nor'men. 
14. Aus IM und IVM folgt ffir A = A 0 und B = E, wo E die Einheitsmatrix 

bedeutet, M(Ao) ~m(Ao)  M(E), 
(t.t) M(E) ~ t .  

t 5. Wir verstehen im folgenden unter E ~  die Matrix, bei der das in der 
#-ten Zeile und der v-ten Kolonne stehende Element gleich I ist, w/ihrend 
alle iibrigen Elemente verschwinden. Dann gelten fiir jedes A--(av~) die 
allgemeinen Formehl 

(1.2) A = Y ao~Eo~, 
cr, u 

(t.3) E,~A = ~ a~E~, .  
~4 

Um (1.3) aus (t.2) herzuleiten, genfigt es z~ beachten, dab allgemein, unter 
6~ das Kroneckersche Symbol verstanden, gilt 

(t.4) E ~ E , ~  = ~ o E  w .  
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Mulfiplizieren wir (t.3) rechtsseitig mit E~v und beachten (t.4) ftir v. = it, so  
folgt, wegen E~,~EoI,= 8~E~i,, 
(t.5) Ev, AE, ,  = a,, Eu,. 

Ersetzen wit in (t.5) A durch E,,  und setzen a = v ,  so ergibt sich 

(1.6) E~, E~, E,~ = Ea~. 
s 

t 6. Wegen ~, E,~ = E, wo E die Einheitsmatrix ist, folgt nach IIIM und (t .t) 

s M(E,,) > O. 

Daher ist M(E,~,) ffir wenigstens ein# positiv. Aus (1.6) folgt aber wegen IVM 

(t.7) M(E~) ~ M(E~,) M(E,~) M(Ev~ ) , 

so dab alle M(E~,~) positiv sind. Sodann folgt aberwei ter  aus (t.7), daft 
M(Eu,) fiir alle # und v p'ositiv ist. 

17. Wenden wir nun I ' ~  auf (t.5) an, so ergibt sich 

(aN) l ,ol M(E~,~)~ M(Et,~) M(E~) M(A). 
Man setze nun 

p ----- Min M(E~,,), P = Max M(E~,,). 

Wiihten wir dann v und a in (t.8) so, dab ]a~]'  Maxla.,J----X*(A) ist, so 
folgt schlieBlich fiir A 4:0 ""  

M(A) ~-~g.N*(A) > O, 

so dab ftir M(A) auch das Postulat I ~  erffillt ist. Damit ist der Satz I be- 
wiesen. 

t8. Es sei nun ~ ein Eigenvektor von A, zu einer Fundamentalwurzel 2 
yon A mi t [2[ = 2A (vgl. Nr. 6) geh6rend; dann gilt die Relation A ~ =  2 ~, 
die sich in den Bezeichnungen der Nr. 10 auch in der Form A A, = 2 A r Schreiben 
l~il3t. Daraus folgt aber wegen IIM und IVM 

l al M(Ar ~ M(A) M(A,), 
und d a M(Ar > 0 ist, folgt daraus 

(1.9) M(A) ~_ 2A, 
d.h. die Behauptung von Satz II. 

19. Endlich ergibt sich der Satz I I I  unmittelbar. In der Tat gilt nach (5) 

hM(A~ ) M(AA$) M(A) M(A~) --'M(A), 
M(A~) 

und (6) ergibt sich dann ohne weiteres aus der Definition (3). 
In der Nr, 9 ist ffir allgemeine, durch die Formel (2) definierte Schranken- 

normen die Gtiltigkeit des Multiplikationspostulates IV M nur im Falle der 
symmetrischen Schrankennormen bewiesen worden. Im Falle der allgemeinen 
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zu zwei Vektomormen h und h 1 geh6renden Schrankennormen gilt indessen 
eine etwas anders beschaffene ,,Multiplikationsrelation". Existiert niimlich 
das Produkt A B  und sind hl, h, mad h a drei Vektornormen, so gilt 

(t.10) Sh,,a~(AB) ~ Shl, h,(A) Sh,,h'(B), 

sofern die Dimensionen von h x, h,, h a bzw. der Zeilenanzahl yon A ,  der 
Zeilenanzahl v0n B u n d  der Kolonnenanzahl von B gleich sind. in der Tat 
ist ja 

woraus (1.10) sofort f01gt: 
- -  Im Falle, dab die Normen hi, h 2, h a als Quadratwurzeln aus positiven 

hermiteschen Formen in den Vektorkomponenten definiert werdenl ist die 
Relation (t.10) yon GAVTSCm (il l ,  p. 4, Formel (15)) gegeben worden. 

w 2. A l l g e m e i n e  Normen .  

20. Wir beweisen nunmehr  den Satz IV. Aus (t.2), II  N und I I Ix  folgt 

(2.1) N(A) ~ Y,Ia..IN(E,~.) 
und daher 

(2.2) IN(A) -- N(B)] ~ F l a , .  -- b,. l N(E,.). 

Daher ist N(A) stetig in den %~, und zugleich gilt 

N(A) ~ N*(A) X N(E~,,) = p2N*(A), p, --- Z N(E~,,). 

Andererseits existiert wege n d e r  Stetigkeit von N(A) auf der abgeschlossenen 
Menge Max [ a v, [ = l das 

"'~ Min N ( A ) = Pl 

und ist positiv; daher gilt dann allgemein 

N(A) 2 PxN*(A), 
und (7) ist bewiesen. 

2t. Wir kommen nunmehr zum Beweis des Satzes V. Es m6ge A dutch 
die Matrix S auf die Jordansche Normalform 9) entsprechend den Elementar- 
teilern (8) transformiert werden: 

(2-3) - T = S A S  -1 = T 1 -~ T2 -~ ... + T~. 

Hierbei zer/iillt also T vollstdndig in die k quadratischen M~trizen T~, wo T~ 
eine Matrix der Ordnung m~ ist, die zum Elementarteiler (R--2~) '~ gehSrt. 
Jede dieser einzelnen Matrizen T~ ist gleich 

~) Vgl. z.B. SCHREIER und SPERNER ~1], pp. 126--t29, sowie namentlich TURNBIYLI. 
and AITKEN [lj ,  pp. 58--63. 
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wo E ~  d i e  Einheitsmatrix der Ordnung m~ ist, w~ihrend U,~ eine qua- 
dratische Matrix der Ordnung m~ ist, in der l~ings der Hauptdiagonalen und 
darunter lauter Nullen stehen, in der n/ichsten Superdiagonalen lauter Einsen 
und dartiber wiederum lauter Nullen. Das Element uv~ von U,~ ist also 
gegeben durch das Kroneckersche Symbol ~,v+l. 

�9 Man beachte, dab wenn eine solche Matrix U,~ in die Potenz ~ (o = 2, 3 . . . .  ) 
erhoben wird, dann eine Matrix entsteht, die in der a-ten Superdiagonalen 
lauter Einsen hat und sonst durchweg Nullen. Die Elemente %(~ von U. ~ m~ 
sind daher gegeben dutch 6~ v+~. Insbesondere enth~ilt U2_ ~-~ nur eine 
Einheit in der rechten oberen Ecke und sonst d.urchweg Nullen, w~ihrend 
U ~ ffir ~ m~ verschwindet. m~ 

22. Daher gilt 

(~E~ + u.J'  

Daraus folgt fiir den maximalen absoluten Betrag eines Elementes der Matrix 
links die fiir hinreichend groBe t geltende Relation 

Dariiber hinaus gilt ftir t -~  oo offenbar 

m~ -- I ] " - ~  lmn 

wo E ( ~  eine quadratische Matrix der Ordnung m~ ist, die in der rechten 
oberen Ecke eine Eins enth~ilt und sonst lauter Nullen. 

23. Nunmehr folgt aus (2.3) ffir hinreichend groBe t 

~V,(T,) = M a x ( ~  t_ I )[~],--m~+l=)L~ Max($,r~ t ] )~Amg+l= (M '_ ,  ] ~ - -M+I  

und, ~/~A----e~ (V= 1, 2 . . . . .  S) gesetzt, 

~ - E ( s - - 1 ) M + L s M  s . ' d - ~  + ~ ] + 0 (t ~ "-~ 214) 

wo nunmehr die Symbole Ev~ die in.der Nr. t 5 festgelegte Bedeutung haben. 
Daraus folgt im Falle, dab die Relation (t2) gilt, da ja dann alle s~ einander 
gleich sind, 

t - - M + l  (2.5) T' = t_ 'h Z E ( o _ ~ + I , ~  + 0 (t ~-~ V,). 
�9 M t a=l 
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24. Wegen (2.3) gilt T t = S A t S  -1, A~=S-1T~S fiir jedes natiirliche t 
und daraus folgt ffir 

-~ " ' = F. ' s = (s,,,}, s = I s ,lY, 
(2.6) " - "  

�9 N*(T') ~ aN*(A'), N*(A') ~ aN*(T  t) 

und daher wegen (2.4) 
__ N* (At) (2.7} I ~ ~ a,  

womit wegen (7) auch ( t t )  bewiesen ist. 

25. Andererseits folgt aus (2.5) fiir t - - - ~  

Daher gilt wegen I I ~  in Nr. 3 fiir t-~-co 

N(AO 
--> N(C). t 

Wiire nun N(C)=0,  so ware N(A ~) ----o(tM-l,~), entgegen (2.7). Daher folgt 
die zweite Behanptung des Satzes V unmittelbar~~ 

w 3. H 6 1 d e r s c h e  N o r m e n .  

26. Von nun an soUen die Matrizen A, B, ... nur als rechteckige Matrizen 
vorausgesetzt werden. Auch fiir soiche Matrizen, z.B. Matrizen vom (m • n)- 
Typus, d.h. m i t m  Zeilen und n Kolonnen, soll der Normbegriff dutch die 
Postulate I N a~is I I I ~  der Nr. 3 definiert werden. Eine solche Norm kann 
z.B. in sehr aUgemeiner Weise aus gegebenen Vektornormen fiir n- und m- 
dimensionale Vektoren gebildet werden. Es seien h1(~),..., h,(~) n gleiche 
oder verschiedene Vektornormen flit m-dimensionale Vektoren ~ und es sei 
h(~) eine Vektornorm fiir n-dimensionale Vektoren 7. h(~) soU femer die 
Eigenschaft haben, dab sie ffir nicht negative Komponenten y i ,  . . . .  y ,  "con 
eine nicht abnehmende Funktion dieser Komponenten ist. Bezeichnen wir 
dann mit  ~ den v-ten Kolonnenvektor der Matrix A, so dab also 

~ = (axe, a~ . . . . .  ~ am,) 
ist, so setze man 

(3A) H(A) ~- h [h1(~1), h~(~) . . . . .  h~(~)]. 

Damit  i s t  eine Norm yon A definiert. 

10) Wit hittten anstatt der Jordanschen Normalform auch z.B. die explizite Dar- 
stellung yon A t, wie sie sich bei H. SCI~MIDT ([1], p. 549, Formel (9)) finder, benutzen 
k6nnen, doch w~ire hierzu erst eine weitere Diskussion der in diese Formel eingehenden 
Vektoren notwendig. 
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27. In der Tat, dab die  Postulate I~r und i I  N der Nr. 3 erffillt sind, ist 
unmittelbar klar. Bei III  N ergibt sich dies aber wie folgt: Es sei A ~ eine weitere 
(m• und es seien ihre Kolonnenvektoren 8 ~ . . . . .  ~ .  Dann ergibt 
sich wegen (3.t) unter Benutzung der  Postulate der Nr. 7: 

H(A + A o) = h [h1(81 --~ 8~ -.., an(S. -J- ~o)] 

h Eh1(81) + h1(8 ~ . . . . .  h.(8.) + h.(~.)] < 
h [ha(8,) . . . . .  h,(8,)] + h [ht(~) . . . . .  h,(~)] = H(A) + H(AO). 

28. Definieren wir z.B. allgemein fiir einen k-dimensionalen Vektor 8 
und fiir ein p, 1 ~ p ~ oo, 

wobei natiirlich fiir p = oo, [~[~o -~ Max Ix,[ ist, so ist [~]p eine Norm im Sinne 

der Post.ulate der Nr. 7. Dabei folgt insbesondere das Postulat IIIv aus der 
Minkowskischen Ungleichung. 

Setzen wir nun insbesondere in (3A) h~(8)----I~Ipl und h(~/)=I~/]p,, so 
erhalten wir die Norm 
( 3 " 3 )  [A]p,,p2=[~(~Ia'~A~,[P')P'/Pl] l/p2, 

wo Pl und p, zwischen I und oo liegen. Andererseits ergibt sich, wenn (3.2) 
auf den Fall k = m n angewandt wird, dab der fiir eine Matrix A durch (t4) 
definierte Ausdruck ffir t ~ p ~  eine Norm ist. 

Man beaehte, dab w/thrend [Alp beim l]bergang zur transponierten Matrix 
unver/indert b!eibt, ]A']p=[AIp, dies bei der Norm (3,3)im allgemeinen 
nieht tier Fall ist: -- Ist die Kolonnenanzahl in A gleich t, so gilt, wie man 
sich sofort iiberzeugt, 

29. Mit Hilfe yon (3.2) 1/i13t sieh die H61dersehe Ungleiehung so formu- 
lieren: Gilt 

l 1 
(3.4) ~ - + ~ - = t ,  l < p ~ o o ,  

So gilt fiir das innere Produkt 

(3.5) (8,,7) = Y ,  x~L 

der Vektoren 8, ~ der Dimension n, die Relation 

(3.6) l(8, ~)[ ~ lSlp [~l~. 
Andererseits gilt bekanntlieh, dab der Ausdruck (3.2) mit zunehmendem 
p ~ t  monoton abnimmt. (Diese Tatsache ist zuerst yon A. PRmGSHEIM an- 
gegeben worden (vgl. HARDY-LITTLEWOoD-P6LYA [1], p .  28).) 

I s t  nun p~2,  so ist wegen (3.4) q~2 ,  p~q ,  so dab 

(3.7) 18[q~ISIp ( p ~ 2 ~ q )  
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gilt. Daher folgt nunmehr aus (3.6), wenn (3.7) auf ,/ angewendet wird, 

(3.8) I( ,w)l<l lpl lp , (I<p<2).  
30. Wit beweisen nun einen Hilfssatz fiber den Ausdruck (3.3) unter der 

Annahme, dab Px=q und p==p durch die Relation (3.4) verknfipft sind. 

Hiifssa'tz. Gilt (3.4), so gilt ]i~r zwei Matrizen A, B, flit  die das Produkt 
A B exisliert: 

(3.9) IAelq, p ~- IA[o [Blp. 
Ist aber dari~ber hinaus p ~ 2, so gilt 

(3.t0) Ial,,p < IAIq (p> 2). 
3t. Beweis. Es sei A eine (re• und B eine (k• Dann ist 

A B = C = ( % , )  eine (m• und es  gilt wegen % , =  Y.a~,,,b,, nach 

(3.6), wenn dort p mit q vertauscht wird und beide Seiten in die q-te Potenz 
erhoben werden, 

I c 2< (Z I (Z I b.=IP) 
und daher, wenn n a c h #  summiert wird, wegen (t4), 

~ I c,.l ' < IAla (~ [ b.~l') r . 

und wenn hier fiber v summiert wird, wegen (3.3). und (t4), 

IABig, p~iA]g BIP tp, 

womit (3.9) bewiesen ist. 

32. Andererseits l~$t sieh, wenn 

gesetzt wird, [Ale,t , schreiben als 

trod dies ist, wenn p ~ 2 ~:q ist, nach (317), wenn dort p mit q vertauscht wird, 
h6chstens gleich 

womit (3A0) bewiesen ist. 

33. Um nun den Satz VII zu bevceisen, nehmen wir asL dab A eine (m • k)- 
und B eine (k • n)-Matrix ist. Ist dann c a, das allgemeine Element von C = A B, 

so gilt c a , =  Y.a~,b~, und daher wegen (3.8) fiir p ~ 2  
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Summieren wir hier fiber ~u und v, so folgt 

Icl~ IAI;IBI~, 
woraus (t5) unmittelbar folgt. 

34. Ist aber ib > 2, so w~ihlen wir a ls  Matrizen A und B die Matrizen,  
deren s/imtliche Elemente gleich t sind. Dann ist cv~=k und 

IAI~ = (ink)l/p,  IBI~ = (nk)l /~ ,  C a - -  k(m,O'P. 
Hier liefe die Relation (15) hinaus auf 

(m n) lip k ~ m lip k lIp n lIp k l/p, 

was ffir p > 2 unm6glich ist, solange k >  l i s t .  Ffir k----t dagegen ist (t5) 
offenbar ffir alle p ~ t  richtig, sogar mit dem Gleichheitszeichen. Dami t  ist 
der Satz VII bewiesen. 

35. Es sei wiederum A eine (re• und B eine (k• Dann 
gilt nach (3.6) ffir cF,,= ~ a~,,,b,~,: 

und daher, wenn nach y und v summiert wird, ,wegen (3.3) 

[ABI~ ~ [AI~ Z (Z [ b.X)P/q--tAl~ IBiS, p, 
I = t ) .  ( 3 . t a )  IABlp~IAlplBl,,p (-~ +u 

Andererseits folgt wiederum aus (3.6), wenn dort p mit q vertauseht wird : 

und daraus durch Summation naeh/~ und v 

'# A'  Der zweite Faktor rechts ist aber gleich IA [q,p, unter die zu A geh6rende 
transponierte Matrix verstanden, so dab wir schlieBlich erhalten 

(3.t2) [ABIp~'IB[p IA'lq,~. 
36. Ist nun p ~ 2 ,  so folgt aus (3.tt) und (3.10), auf B angewandt, die 

Relation (t6). Aus (3.t2) und (3A0) folgt aber 

[ABIp ~ [Big IA'[q = [BI~ IAlq, 
womit aueh (t 7) bewiesen ist. 

37. Ist jetzt p < 2 ,  so spezialisiere man A und B wiederum zu Matrizen, 
deren s/imtliche Elemente gleich t sind. Dann gelten die Relationen 

lAlp = (~k)l/p, IBIs-- (~k)~/~, IClp = k ( m n )  x/t'. 
Dann liefe die Ungleiehung (16) hinaus auf 

k (m n) alp ~ m lip kll? n llq k ~lq, 
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d.h. wegen (3.4) auf nl /P~n ~/q, was ffir n > t ,  p < 2  unm6glich ist. Ebenso 
ist (t 7) fiir m > t i P < 2 unm6glich. 

38. Ist abet n =  t, so folgt aus der Definition (3".3)! dab ]B]q,~=]B[q, so 
dab (t6) ffir alle p ~ l  aus (3At) folgt. Ebenso  reduziert sich ftir m =  t, ]A']r 
auf ]A']q=]A[q, so dab dann (t7) aus (3.t2) ftir alle p ~ t  folgt. Damit ist 
der Satz VIII  bewiesen. 

39. Um die Relation (t8) des Satzes IX zu beweisen, beachte man; dab 
aus (3.tt) folgt 

(3.13) [A1A2.. .  A,,ip < [Az[p [Am... A~[q, p 

und daher, wenn auf den zweiten Faktor rechts (3.9) angewendet wird, 

(3.14) iA1A~:..  A ,  IpN [AI[ p ]A2[ q ]Aa ... A~[p, 

woraus (t8) dureh vollst/indige Induktion hervorgeht. 

40. Soll nun die Relation (19) allgemein gelten und ist A~ eine (re• 
A m eine (k 1 • k~)-, . . . .  Ag eine (kg~ 1 x n)-Matrix, so spezialisier e man alle 'diese 
Matrizen in der Weise, dab ihre s/imtlichen Elemente gleich t gesetzt werden. 
Dann ist das Produkt eine (m• deren s~imtliche Elemente gleich 
klk~. . ,  kg_ 1 sin& Daher wird die linke Seite yon (t9) gleich 

.(~"~ ft)l]P k l . k2 . . ,  kg-  1 , 

w:ihrend das Produkt rechts in (t9) zu 

(m kl)lJP (k: k~)l/q... (kg_~ kg_:):lP (kg_: n):/q = m~lP n!/: k: . . .  kg_ 

wird. Aus (t9) fotgt abet dann n:/PNn :/q, was nur far n = t  oder p > 2 ~ q  
gelten kann. 

Um aber einzusehen, dab in den beiden letzten FAllen (19) gilt, beachte 
man, dab im Falle eines geraden g genau wie oben aus (3-t3) und (3.t4) dureh 
vollst:indige Induktion die Formel 

(3A 5) IA, A ,  . . . Aglp ~ [All p [A,[q . . . [Ag_I[ p ]Ag[q,p 

folgt. Ftir p > 2  folgt abet dann (t9) aus (3.10)und fiir n = t  daraus, dab 
dann wegen (3.3) der letzte Faktor in (3.15) gleich [Aglq wird. Damit ist 
Satz IX  bewiesen. 

4t. Soll nun die Relation (20) des Satzes X allgemein gelten, so speziali- 
siere man die Matrizen A~ . . . . .  Ag wiederum derart, dab ihre siimtlichen 
Elemente gleich t werden, und nehme die zugeh6rigen Zeilen- und Kolonnen- 
anzahlen, wie in der Nr. 40, bzw. gleich m, k 1, k 2 . . . . .  kz_ ~, n. Dann ist 
A 1 . . . A  l eine (m• deren s~imtliche Elemente gleich k l . . . k~_  x 
sind, so dab der Ausdruek links in' (20) zu (m n)XlJ'kl.., kz_ 1 wird. Das Pro- 
dukt rechts in (20) wird im Fal le  eines ungeraden l, wie in der Nr. 40, zu 
(m kl)l/q(klk2) lit'. .. (kl_ln) llq, so dab hier (20} auf 

(m n) it* ~ (m n) ~1~ 
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hinausl/iuft, und wir entweder m----- n = 1 oder p ~ 2 > q erhalten. Ftir ein 
gerades l dagegen wird das Produkt rechts in (20) zu (m kl)lfq(klk2)X/C.. (kt_ln) x/p 
und (20) lliuft auf 

(m n) xlp = m xlq n xlp 

hinaus, so dab entweder m = t oder p ~ 2 ~ q ist. 

42. Ist andererseits /~ > 2 ,  so folgt aus (t7) 

]Ax  A,[p ~ [Ax[q ]As ... A,]p 

und (20) bzw. (20 ~ folgt hier aus (t8) oder (t9), da j a  auch die Relation (t9) 
ffir p ~ 2  gilt. Ist aber r e = l ,  so folgt aus (3.t2) 

[A z ...  A,[p < ]A s ...  A,[p [A~[q,p. 

Der letzte Faktor ist aber gleieh [A;[q.= lAx[q, da die Kolonnenzahl m in A~ 
den Wert t hat. Daher folgt 

(3.t6) [Ax . , .A , I ,N[Ax[qIA~ . . .A~[  p (m---- t) .  

Ist nun g gerade, also die Faktorenzahl in A2 . . .  Ag ungerade, so folgt 
(20~ aus (3.t6) wegen (t8). Ist dagegen 1 ungerade, so haben wir auch zu- 
gleich n = t v0rausgesetzt. In diesem FaUe ist aber auf den zweiten Faktor 
rechts in (3.t6) die Ungleichung (t9)anzuwenden, so dab (20) folgt. Damit 
ist der Satz X bewiesen. 

43. Zum Beweise des Satzes XI  gentigt es offenbar (23) zu beweisen, da 
(22) daraus ffir A x = A  s . . . . .  Az, k-----t ohne weiteres folgt. Nun folgt aber 
aus (3.t 2) 

lax. . .  A, [p ~ [A; [q,p [As ... A, [p N"" N IA'x ]q,p'" [A;-1 [q, p IZ* Ak+x "" �9 A, Ip" 

Ftir den letzten Faktor rechts folgt durch wiederholte Anwendung yon (3.tl) 

[Ak ... A,IpN [Ak... A,_x[ p ]A, lq, p N . . . N  [Ak ... Az_2[ p [At_I[q, p [AzJq, p ~ . . .  

[Aklp [Ak+~le, p ..-[A,f,,p. 
Damit ist Satz XI  bewiesen. 

44. Wit woUen noch einige Angaben tiber diejenigen Schrankennormen 
[vgl. die Definition in (2)] hinzuftigen, die zu den dutch (3.2) definierten 
H61derschen Vektornormen geh6ren. Wit setzen 

[A*lp, (1 (3.t7) Sp,,p, (a) = S u p ~  ~ p x , p , ~ o o )  

und ferner 

(3.t8) Sp(A) = Sp, p(A) (~ ~ t , ~ o o ) .  

Aus dem in Nr. 29 erw/ihnten monotonen Abnehmen yon (3.2) folgt, dab 
Sp,.p~(A) eine monoton abnehmende Funktion von Pl und eine monoton zu- 
nehmende Funktion yon p~ ist. Von den symmetrischen Schrankennormen 
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(3.t8) lassen sich nament l ich  die p =  1 und  p = c o  entsprechenden sehr ein- 
fach darstel len:  

(3.19) Sx(A) = Max E [a.s 

(3.20) S~(A) = M~x E I a~.l .  

Diese beiden sehr leicht zu beweisenden Formeln  werden h/ iufig in der I tera-  
t ionstheorie  der Matr izen verwendetn) ,  

45. Es  ist von  Interesse,  den W e f t  der Norm (3.t7) ffir A = E ,  wo E eine 
n-dimensionale E inhe i t smat r ix  ist, zu bes t immen.  Hie rzu  ist es offenbar  
no twend ig  das Ex t r ema lp r0b l em zu 16sen  

~ , = 1  ~ / - -  " 

I s t  f l l~P,,  so folgt aus der oben erw/ihnten Monoton!eeigenschaft  von 
Sp, p~(A), dab St,,,p, IE ) ~Sp,,p,(E)= t isL und  die Schranke  t wird erreicht 
ffir x 1 = 1, x,----- x 3 . . . . .  x~ = 0. Ftir  Pl < P, liefert die Lagrangesche Multi- 
p l ika to renmethode  sofo~t das Resul ta t ,  dab  wenn keines der x, im Ex t remal -  
p u n k t  verschwindet ,  x t =  x~ . . . . .  x ,  = n -lIp, und  da.ffir I~[p ' = n ~fp,-Ifr > 1  
ist. W~iren a b e r  einige der x, = 0, so 'h~itte m a n  hier n durch eine kleinere 
Zahl  zu ersetzen, so dab sich schlieglich ergibt:  

1 (Pl ~-- P,) 
(3.22) Sp,,p, (E) = 1 

n P, P. (p~_~ p~). 

46. Exis t ier t  das Matr izenprodukt  A B, so folgt~ wenn (18) auf das Z~ihler- 
p rodukt  angewandt  wird: 

Sup t = t) St'"'2(AB)= --l~-p, <IA t" IBI"S ' " " (N)  (-~+~ IAB~Ip, 

und daher insbesondere wegen (3.22) 

Ferner folgt, wenn die S~tzeVII  und V I I I  auf [A~t~ ~ angewandt werden, 

(3.25) Sp.,p~ (A) _ lAlp. Sp.,p, (E) 

(3.26) Sp,,p. (A} ~ IAtp, Sq.,p, (E) 

(3.27) sp,,p. (a) ~_[al,, Sp,,p. (~) 
Es sei endlich noch vermerk t ,  dab 

(Pl ~ 2), 

(t < p l <  oo)., 

(p~ ~ 2). 

(3.28) s~,~ (A) --- N*(A) M~x l a,,1 
/a~'P 

Ix) Ygl. z.B. FADDEJEWA [1], pp. 62, 63; NBSR pp. 85--87.. 
Mathematische Zeitschrift. Bd. 63. 
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is t ,  I n  d e r  T a t  g i l t  
Max I Y ~ v ~ l  

/*, V 
v 

u n d  d i e  S c h r a n k e  r e c h t s  w i r d  o f f e n b a r  e r r e i ch t ,  w e n n  e m  g e e i g n e t e s  d e r  x~ 

g le ich  t u n d  al le  i i b r i g e n  g le ich  0 g e s e t z t  w e r d e n .  
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