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Einleitung. 

w 
Der Gegenstand dieser Arbeit ist, die Rolle der Stetigkeits-, Diffe- 

rentiierbarkeits- und Analytizit~itsannahmen klarzustellen, die in der Theorie 
der (kontinuierliehen) Gruppen linearer Transformationen und ihrer Dar- 
stellungen eine entscheidende Rolle spielen. Es wird sich im Laufe un- 
serer Ausfiihrungen zeigen, dab die Verh~iltnisse, die bei den Gruppen 
linearer Transformationen bestehen, in den meisten Beziehungen recht 
giinstige sind. 

Es wird uns n~mlich gelingen, eine jede solche Gruppe (ohne Ein- 
sehr~inkungen) auf diejenige Form zu bringen, die in der Theorie der 
kontinuierlichen Gruppen allein beriieksichtigt wird; eine Gruppe linearer 
Transformationen hat stets einen Normalteiler, der dutch eine endliche 
Zahl yon Parametern ~nalytisch und im kleinen ein-eindeutig darstellbar 
ist, und dessert Faktorgruppe diskret ist. (Diese Begriiie miissen uud  
werden wir natiirlieh noch ngher pr~zisieren.) 

~ernez kSnnen wit jeder linearen Gruppe eine ,,Infinitesimalgmppe" 
auf einwand~reiem Wege zuordnen, und die Art und Weise, wie sich 
Gruppe und Infinitesimalgruppe gegenseitig bedingen, erweist sieh als hSehst 
einfach. 

Demgegeniiber zeigt sieh, dab nieht jeder ,,Infinitesimal~uppe" im 
iiblichen Sinne des Wortes eine Gmppe zuordnen l~i~t; dieser letztere Urn- 
stand sell im Anhang behandelt werden. 

Fiir die Darstellungen gewinnen wir das folgende Resultat: alle Dar- 
stellungen einer linearen Gruppe, deren Schwankung in der Umgebung der 

1" 
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Einheit < 1 ist (bei geeigneter Definition der ,,Entiernung" ira Raume 
der linearen Transformationen), sind durchweg stetig, beliebig oft diffe- 
rentiierbar, ja sie k6nnen sogar in dot Umgebung eines jeden Elementes 
der Gruppe durch Potenzreihen dargestellt werden. (In diesen Potenz- 
reihen treten abet -- bei komplexen Gruppen -- die Real- und I~agin~r. 
teile der Transformationskoe~zienten gesondert auf, so daft hieraus keine 
Analytizit~it im gew6hnlichen Sinne folgt. Dieselbe ist ia i& allgemeinen 
aueh nicht vorhandenl).) 

Ferner existiert zu jeder solchen Darstellung die sogenannte ,,Iafini- 
tesimaldarstellung" mit don gewohnten Eigenschaften. 

Die Pr~nisso: Sehwankung in der Umgebung der ginheit < 1 liil~t 
sieh abet nicht mehr wesentlich versch~rfen: denn es gibt, wie wir zeigen 
werden, unstetige Darstellungen, bei denen diese Sehwankung ~ 2  ist. 
(Diese DarsteUungen sind iibrigens iiberaU unstetig.) Es kann sich also 
h6chstens noeh um Konstantenverbesserungen handeln. 

w 

Der'innere Grund dieser, an den ,,pathologischen" M6glichkeiten der 
reellen Funktionentheorie gemessen, recht gfinstigen Resultate ist jeden- 
falls die folgenschwero Gruppeneigensehaft: eine Gruppe enth~lt mit zwei 
Transformationen stets auch ihr Produkt, und fiir die Darstellungen ist es 
analog die Funktionalgleichung, dot sie zu geniigen haben: wenn wit eine 
Darstellung D als Funktion der linearen Transformationen A auffassen, 
so gilt ja: 

D(A.B)---- D(A).D(B). 

DaB solehe Funktionalgleichungen insbesondere die in w 1 skizzierte Wirkung 
haben, auBer voUkommen reguliiren L6sungen nut/iberall unstetige zuzu- 
lawson, wollen wir uns an einem m6gliohst einfaehen Beispiel klarmaohen. 

Wir betrsohten die Funktionalgleiehung 

f ( = y )  = f ( x ) f ( y )  

(x, y positive Zahlen). Sie definiert ja alle 1-dimensionalen Darstellungen 
der 1-dimensionalen Transformationsgruppe, die siimtliche Dilatationen der 
Geraden um eine positive Zahl umfaflt. 

Durch die Transformation 

l) Z, B. hat die Gruppe aller (komplexen) ebenen Lineartransformationen mit 
nichtversehwindender Determinante eine nichtanalytische Darstellung dutch den 
Absolutwert der Determin~nte, 
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geht sie in die ,,lineare Funktionalgleichung" 

~ ( ~ + ~ )  = ~ ) + ~ ( ~ )  

iiber. Und con dieser hat bekanntlich Hamel gezeigtS), daft sie aufler 
ganz reguliiren L6sungen (9~(~)=-a~) nur iiberall unstetige zuliiflt, und 
daft beide Fiille vorkommen. 

Ubrigens spielt die Exponentialinnktion und der Logarithmus in 
unseren Entwicklungen eine ebenso fundamentale RoUe, wie in der oben 
skizzierten Diskussion der Funktionalgleichung 

f(=sy) = f ( ~ ) f ( y ) .  
Wit werden diese Funktionen, in ihrer auf Matrizen erweiterten Form, 
anzuwenden haben; insbesondere das Verhiiltnis Gruppe -- Infinitesimal- 
gruppe, sowie Darstellung -- Infinitesimaldarste]lung ist v611ig von ihnen 
beherrscht. 

w  

Durch unsere Resultate werden viele Einw~nde behoben, die vom 
strengen Standpunkte der reellen Funktionentheorie gegev die auf der 
Betrachtung der Infinitesimalgruppe fuflenden Untersuchungen iiber Gruppen 
linearer Transformationen und ihrer Darstellungen erhoben werden k6nnten. 
Allerdings gebietet der Umstand, dal3 nicht jede ,,Infinitesimalgruppe" aus 
einer Gruppe hergeleitet werden kann (vgl. Anhang), eine gewisse Vorsicht 
bei derartigen Betrachtungen. 

In erster Linie sind damit die Resultate yon Weyl iiber die Dar- 
stellungen halb-einfacher Gmppen s) yon ihren weitgehenden Dit~erentiierbar- 
keitsannahmen befreit. Der diesbeziigliche Teil unserer Resultate ist iibrigens 
bereits in einer anderen Arbeit dargelegt worden'). 

I. Die Funktionen exp und In .  

w  

Die linearen Transformationen in m Dimensionen (m-----1, 2 . . . .  , 
diese Zahl sei zuniichst fest) sind charakterisiert durch Angabe der Trans- 
formationsmatrix, d .h .  einer m-dimensionalen quadratischen Matrix (mit 
eventuell komplexen Eleme~ten). Diese ihrerseits wird dutch 2m s reelle 
Zahlen festgelegt: die Real- und Imaginiirteile ihrer m s Elemente. Wir 
k6nnen diese als kartesische Koordinaten eines Punktes im 2mS-dimen - 

~) Hamel, M~th. Annalen 60, S. 459. 
3) Weyl, Math. Zeitechr. 28 (1925), S. 271; 24, S. 828, 877. 
4) Neumann, Sitzungsber. d. PreuB. Akad., Sitzung yore 17. Mgrz 1927. 
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sionalen (reellen) euklidischen Raume 9~ betrachten: dadurch sind die 
linearen Transformationen bzw. Matrizen ein-eindeutig auf ~R,~ bezogen. 
Wit werden beide Terminologien im folgenden beniitzen und die Trans- 
formationen sowohl als Matrizen als auch als Punkte des ~ bezeichnen. 

Wenn A, B zwei Matrizen sind, so ist der Sinn yon 

A ::t= B, AB,  aA (~ eine komplexe Zahl) 

der iibliche, O und E sind die Null- bzw. Einheitsmatrix. Die Deter- 
minante yon A bezeicbnen wit mit detA. 

w 

Unter ]A] verstehen wir die (gewShnliche euklidische) Entfernung 
des .4 yon 0,  also wenn A die Elemente a~, (/~,~ ~ 1, 2, . . . .  m) hat, 

IAf heil]e der Absolutwert yon A. 
Die Relationen 

IOJ ------ 0, I E 1 = ~ ,  l u A l = l  "ll  ~1 ("einek~ 
sind evident. 

IA+SI<IAI+IBJ, I-4+BI~IAI--IBI 
ist nichts anderes, als der ,,Dreiecksatz" im euklidischen Raume ~ . .  Wir 
wollen noch zeigen, dab 

IABI~_IA[IBI 
ist6). Dies ergibt sich so (die Elemente von A, B sind a ~  bzw. bp,): 

t n  

tY~ M 

= 2: ]a,,ol~lbo,] ' + 2  Z' la~oI[b~,;ll%ollbo,I 

m m 

= , , . 2  (%o]~[bo,t~+ ~v (la~,o{~lbo, l~+t%ol~lbe,I ~) 
, , = ~,,,0,~=I 

m ~--- a I ~. : .~ [avel~lbo,{ ~ .~ I re 22 Ib, oI~=IA['IBi ", 
~t, ~,, L~ 0-----.1 / l , o = l  t ' , o : l  

also IABI ~ Ial ]SI, wie behau~tet wu,do. 
(Man beachte iibrigens, da~ nicht ]Et = 1 ist!) 

~) Dieser Begriff wurde zuerst yon Frobenius benutz~. 
e) Der erste Beweis dieser Relation finder sich wohl bei Wedderburn. 
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Durch die Einfiihrung des Abso]utwertes haben wir der Menge aller 
linearer Transformationen (in m Dimensionen) die Metrik und Topologie 
des euklidisehen Raumes auferlegt; es ist nun ohne weiteres klar, was 
unter abgeschlossenen, offenen, beschrRnkten, zusammenh~ingenden Mengen, 
sowie stetigen,  differentiierbaren, analytischen Funktionen zu verstehen 
ist7). (In der Theorie der kontinuier]ichen Gruppen spielt der Begriff der 
,,abgeschlgssenen Gruppe" eine grol3e Roll~, er wRre in unserer Termino- 
1ogle wohl besser mit  ,,beschrRnkt abgeschlessen" oder ,,kompakt" wieder- 
zugeben.) 

w 

Das Konvergieren unendlicher Folgen oder Reihen (Summen) yon 
Matrizen gegen eine bestimmte Matrix im Sinne unseres Absolutwertes 
(d. h. das gegen 0-Streben des Absolutwertes des Unterschiedes) ist often- 
bar dasselbe, wie das elementweise Konvergleren derselben. Also diirfen 
wir alle bekannten Konvergenzkriterien auf die Matrizen anwenden. 

Folglich sind die Potenzreihen 

~=0 ~----1 

fiir alle A bzw. fiir alle .4 mit I A -  E I < 1 konvergiert. (Die letztere 
Grenze ist genau; denn fiir clio Matrix 

1, 0, . . . ,  0 

H =  0 , 0  . . . . .  0 
o ~  

0 , 0  . . . . .  0 

ist offenbar ] H I = 1 und H ~ = H. so dal~ die zweite Reihe flit A = E - -  H 
divergiertS~. Wir bezeichnen ihre Summen mit  expA bzw. InA.  (Die 
Bezeichnung expA ben/itzen wit an Stelle der schwerf~illigeren ea.)  

Die Konvergenz unserer Potenzreihen ist offenbar fiir 1A I ~ a (a > 0) 
bzw. 121  - -  E I ~ a (0 < a < 1) gleichmiil~ig, und die einzelnen Summanden 
sind iiberall stetig, also sind beide Funktionen in ihrem ganzen Definitions- 
bereiche iiberall stetig. (expA ist iibera]l definiert, In A nur fiir 

~) Als ztmammenh~ngead bezeichnen wit insbesondere eine Menge, wenn bei jeder 
Zerlegung derselben in zwei nicht leere Teile, mindestens einer dieser Teile einen 
Hiiufungspunkt des snderen enthRlt (Hausdorff). Die Komponente eines Punktes 
einer Menge ist die grGl3te zusammenh~ngende Teilmenge derselben, die diesenPunkt 
enth~lt. 

8) J ~ - H  ist eine SingularitKt yon lnA,  denn fftr A = E - - O H ,  0 < t 9 < 1 ,  ist 
In A = In (1 -- @). H, so da6 es fiir @--~ 1 m mdlich wird. 
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] A - -  E] ~ 1.9) Wit wollen hieran gleich zwei genauere Abseh~tzungen der 
GrSl~e und der Schwankung der Funktionen exp und In ansehlieBen. 

Erstens ist 

] expA_/~1  =< e M i _ l ,  llnAl _<ln 1 1 - t A - ~ I  ((A-- E) <: !)" 

Beide Absch~ttzungen folgen unmittelbar aus der Potenzreihendarstellung. 
Zweitens ist f~ I~l_~a, IB l<a  (4>0)  b,w. I A - ~ l < a ,  

IS--~l__<~ ( o < a < l )  
1 [expA--expBl~_OiA--Bl, I InA--InBI=r_~IA-B I. 

Um dies zu beweisen, miissen wit zuerst die Richtigkeit der folgenden 
Hilfsformel einsehen: aus IA! ~a ,  IBI < ~  (4 > o) ~o]gt 

1,4"- B'  I__< V~'-~I,4-- B I (V=0 ,  1, 2,. . .) .  
Fiir l~ ~ 0, 1 ist sie evident. Und von i~ ist sie folgendermal3en auf iv ~ 1 
zu iibertragen (ohne Beniitzung der Vertauschbarkeit!): 

1,4 "+~ -- B'+~ I = I (A '  -- Z~ "),4 + B '  (.4 -- B)I 

IA v-B']IAl + I B I ' I A . B  I 
<_ "p.a "-~ IA  - B I .a -t- a ~ " l A  - -  B I-~- (lS -t- 1)a ,  IA - B I . 

Die behaupteten Formeln iolgen aber, bei Beriieksiehtigung dieser Hilfs- 
formel, sofort aus der PotenzreihendarsteUung yon exp und ln.  

w 

Es soil nun gezeigt werden, dal~ eine jede der Funktionen exp und In 
die andere umkehrt, d. ]3. dab die Relationen 

exp In A ----- A, In exp A ~- A 

geleen. Natiirlich mul~ dabei In si~nvoll sein, also mul3 im ersten Falle 
I A -- E I ~ 1 sein, und im zweiten FaUe I exp A -- E I < 1. Dies |etztere 
ist fiir IAI ~ l n 2  sicher der Fall: 

g) Natiirlieh wttre es mSgtich In A analytisch fortzusetzen, indessen ist die all- 
gemeine Theorie dieser Funktion ziemlich verwickelt. (Sie ist z.B. kontinuumfach 
vieldeutig). Erwithnenswert ist die folgende Reihenentwicklung, die fiber t A -- E] < 1 
hinaus konvergiert: 

, A _ E .  2 , _ I  

A--E Dabel ist unter ~-~--~ der gemeinsame Weft von (A-E) .  (A + E)- i  und (A-t-B)-1. ( A -  E) 

zu verstehen. Die Reihe konvergiert flit 

A - E  
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l e x p A -  E I _  e l a l -  1 < e i a ~ -  1 = 1. 

Wit werden also die obigen Relationen unter der Voraussetzung IA-- E I < 1 
bzw. ].41 < In 2 beweisen. 

Das Verschwinden der Ausdriicke 

exp In .4 -- A, In exp`4 -- A 

soil bewiesen werden. Da die Potenzreihen dieser Funktionen konvergieren 
(nach den iiber .4 gemachten Annahmen), sind diese Ausdriicke die 
Limites yon 

bzw. 
T _ ; # \ p  

A" - - A ,  
,u--I \ v = l  I 

wenn man zuerst s und dann r gegen ov streben liiBt. Es geniigt also 
jedenfalls zu zeigen, dab diese ]etzteren Ausdriicke flit hinreichend groBe s, r 
beliebig klein werden: d. h. dab zu jedem e > 0 ein t -  t(e) existiert, so 
dab aus s ~ t, r ~  t folgt, dal~ diese Ausdriicke absolut < e sind. 

Wir k6nnen mit diesen Ausdriicken, da die in ihnen allein vorkom- 
menden Potenzen yon A und A -  E untereinander vertauschbar sind, 
ebenso rechnen, wie mit Polynomen gewShnlicher Zahlen. Es sind offenbar 
Polynome r s-ten Grades "in .4 - - E  bzw..4. 

Wenn r ~ t, s ~ t ist, so sind die Kodfizienten der l~otenzen his zur 
t-ten (einschlieBlich) dieselben, w'ie in der Entwicklung yon 

e l n ( x + ~ ) - l - z  bzw. lne = - x  

(2 als Zahl gedacht!), d. h. 0. Und alle Koeffizienten sind absolut 
als die en~preehenden Ko~/fizienten der Potenzreihen yon 

e -~+ -}-z 1 
~=0 \v=l ; 

bZW. 

l l  Ix.,, I ,....,~ / +z=In +x=x-l--In ~ 
~=x \-=x " �9 1--(e~--1) " 2 - e ~ "  

Da diese Funktionen fiir ]z i < 1 bzw. [ z ] < In 2 reguliir sind, sind ihre 
Potenzreihen fiir [ ~ [ < 1 bzw. [ x I < In 2 konvergent; d. h. fiir 0 < a < 1 
bzw. 0 < a < ln2 ist der Koe[fizient yon x~ in eider jeden yon ilmen 

e, (c~ h~ngt nur yon a ab). 

(Die Koeffizienten der ersten sind iibrigens fast alle ----1.) Um so mehr 
gilt dies fib die Koeffizienten der uns interessierenden Ausdriieke. 
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Fiir !A -- E[ ----- a '  < a < 1 bzw. I A [ ~ a '  < a < In 2 ist also fiir einen 
jeden der uns interessierenden Ausdriieke der Absolutwert 

�9 1r f '8  

< < 
__ ~ . a ' "  - -  c~ 2 ' ('a' ,,+a - -  = a - - a '  \ a ]  ' 

? = t + l  ~ = / + 1  

sobald r, s ~ t i s t .  Fiir hinreichend groBe t ist dies beliebig klein und 
damit ist unsere Behauptung bewiesen; sie gilt offenbar stets, wenn ein 
solehes a existiert, d.h.  fiir alle A mit ] A -  E[ < 1 bzw. [A[ < ln2. 

w  

Die Relation exp(A+B)=expA.expB kann keinesfalls fiir alle 
A, B giiltig sein; denn dann ware ja allgemein 

exp A. exp B = exp B.  exp A, 

also insbesondere fiir I~l --  E[ < 1, [B --  g l  < 1 

exp In A. exp In B = exp In B.  exp In.4, 

AB = B A ,  

was onenbar falsch ist. Wir werden aber zeigen, dab sie fiir aUe ver- 
tausehbaren A, B gilt. 

Der Ausdruck e x p ( A + B ) -  expA.expB ist Limes der Ausdriieke 

7" T . f  

fiir r----oo. Es geniigt also zu zeigen, dab diese gegen 0 streben. Da 
wir mit ihnen ebenso reehnen diixfen, wie mit Polynomen gewShnlicher 
Zahlen (weil A; B v'ertausehbar sind), ergibt sieh naeh leiehten Zwisehen- 
rechnungen: 

~. (A -t-.B)" -- �9 ~., B" 
/z=0 t,=0 /~" la=0 

und folglieh ist es dem Absolutwerte naeh 

= Z .  , 
t t ~ s ' = O  

t , + v > ' f  

< Z 1 lal"tBr < Z Z - - - -  7~.,IAI"EBI " +  Z Z ~ I A I " I ~ I "  
~,,~=0 / ,=0 ~ = ~ r  ~ = � 8 9  ,,=0 

--  ~ I A L " Z I B I  + Z,:~IA,[" IN, f" 
,=�89 ~,=~r~ " ,.'---o " 

1 
-- + , ' " ' .  t r. 

,=�89 ,=�89 
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Diese Schran~e strebt aber Iiir r - - * ~  offenbar gegen 0, und damit ist 
unsere Behauptung bewiesen. 

Wir zeigen welter: Fiir vertauschbare A, B ist 

In (AB)  ---- lnA + InB,  

wenn alle drei in sinnvoll sind, d. h. wenn ] A - - E  l < 1, I B -  E[ < 1, 
I A B - -  E l <  1 ist. 

Zun~chst werde festgestellt, daft es geniigt, die Behauptung fiir alle 
vertauschbaren A, B mit [A -- E I < 8, tB -- E] < (5 (8 irgendeine posi- 
tive Konstante) zu beweisen. 

Es sei niimlich [ A - - E ! < I ,  ] B , E l < l ,  I A B - - E I < I .  Dann 
gilt flit alle # mit 0_~ 0_~ 1: 

[ {E + O(A , E)) -- E[ = [ O(A -- E)[ <__ [A -- E[ < I,  

] { E + 0 ( B - - E ) ) - -  El = I O ( B - E ) I _ _ < I B - E I  < 1, 
und weiter: 

i { E +  O(A -- E ) } { E +  O(B- -  E ) ) - -  E I 
= f O ( A  - -  E ) + O ( B  - -  E ) + O + ( A  - -  E ) ( B  - -  E [  

---- 10(AB -- E)- -  (0 -- O")(A -- E)(B -- E)I 
<_ O I A B - -  EI + ( O - - O ' ) I A - -  E I I B - -  EI; 

dieser Ausdruck ist aber fiir 0 + 0 

< 0 . 1  + ( 0 - -  09) . 1 . 1  = 2 0 - -  09 = I - -  (1 - -  0)0"__< 1, 

und fiir 0 = 0 
= 0 < 1 ,  

also jedenfalls < 1. Folglich ist 

F(O) = l n { E + 0 ( A  -- E ) } { E +  O(B- -  E)} 
-- In {E-~-,9(A E ) } - - l n { E + O ( B - - E ) }  

Iiir alle 0 _~ 0 ~ 1 sinnvoll. Wit miissen zeigen, dal] 

In (A.B) -- lnA -- lnB --  $7(1) = 0 

ist. Nun konvergieren in F ( 0 )  aUe ln-Potenzreiher/, also sind die Real- 
und Imagin~irteile der Elemente yon F(O) fiir 0 ~ 0 ~ 1 konvergente 
P0tenzreihen vonO,  d.h.  analytische Funktionen desseibon. 

Und Ifir 0 ~ 0 ~ 0  ist 

[ { E +  O(A--  E ) ) - -  E I = [O(A-- E)I ~ 0 ( A - -  E )  < 0, 

I { E  + o (B -- E)}  - -  E I = 10 (B -- ~ ) l <  0 ( B  --  E)  < 0, 

und E + 0 (A -- E) ,  E + 0 (B -- E) sind vertauschbar, weil A, B es sind. 
Naoh Annahme gilt also F (0 )  = 0. Folglich versehwindet F ( 0 )  identiseh, 
und es ist F (1)  ---- 0, d .h .  die urspriinglioho ~Behauptung ist bewiesen. 



12 J.v. Neumann. 

Nun soll die als hinreiehend erkannte Relation flit ~----I -- ~ be- 
wiesen werden. 

lnA, lnB sind vertauschbar, denn sie sind Limites von Polynomen 
in `4 bzw. B, die wegen der Vertauschbarkeit yon A und B vertausehbar 
sein miissen. Folglieh ist 

exp (ln`4 + lnB)  ~ exp In`4.exp lnB ~ `4B. 
Ferner ist  

IA-BI, IB--EI<I--V~ ~, 
] lnA[,  [ l n B l < l n  (l_.l.i_~--ln~/~ 

i - \  21 
I lnA -4- lnB] < ln2.  

Also gilt 

d.h. 
In exp (lnA + l n B )  = InA + l n B ,  

ln (AB)  = I n A +  lnB.  

w  

Wir gehen nun daran, aus den' zwei in w 5 bewiesenen Formeln die 
naheliegendsten Konsequenzen zu ziehen. 

Da,aA, flA stets vertauschbar sind (a, fl komplexe Zahlen), ist 

exp ((~ + ~) A) = exp cA.  exp ~ A. 

Insbesondere gilt allgemein: 

exp A.  exp (-- A ) = exp 0 = / ~ ,  

det exp A. det exp (t A) = det E = 1, 
also 

det exp A ~ 0 ,  exp( - -A)  ~--- (exp A) -1 . 

(Die Ungleiehheit det exp A + 0 wird in Evidenz gesetzt dutch die Relation 

det exp .4 ~ e spur~ . 

Ferner ist die Oleichung expA ~-B  fiir die und nur die B 15sbar, fiir 
welehe det B + 0 ist. Auf den Beweis dieser Tatsachen gehen wir hier 
nieht ein.) 

Aus diesen Oleichungen folgt flit aUe A und alle p = 0 ,  • 1, 
• 2 . . . .  sofort : 

exp (pA) = (exp A) p . 

Eine~ Umkehrung dieses Satzes ist der folgende: Wenn p = 0, • 1, 
• ~ . . .  ist, und 

l a ' - E l < l  
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ist, fiiz alle r zwischen 1 und p (d. h. 1 <~ r ~ p bzw. 1 ~ r ~  p), so gilt 

in (A p) ~ p In A. 

Dies folgt ohne weiteres aus der zweiten Formel in w 5, wenn man be- 
riicksiehtigt, da~ alle Potenzen yon .4 untereinander vertausehbar sind. 

Wir  stellen noch einige leicht beweisbare Formeln auf. Es ist 

exp(S-lA ) S-le p(A).S, ]n(S-IAS)= ln(A)S 
(das erstere fiir det 8 ~ 0, das letztere fiir det ~q •b 0, I A -- E[ ~ 1, 
J8 -1 A B -  E[ < 1). Denn die entsprechenden Relationen gelten flit die 
Partialsummen der Potenzreihen (die ja Polynome sind), und folglieh 
auch flit die Limites derselben. 

Wenn A eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen r %, . . . .  am 
ist, so sind expA und lnA auch Diagonalmatrizen, und zwar mit den 
Diagonalelementen 

e~, e~,,..., e ~ bzw. lnal, in% .... , Ina m. 

(Fii r In mul~ natiirlieh ]A--E I < 1 sein; yon den ]n~ ist jeweils der 
Ast zu nehmen, der bei 1 gleicb 0 ist.) Diese Behauptung ist trivial. 

w 

Sehliel~lich beweisen wir noch einige aul das Verhalten yon exp und 
In in der Umgebung yon O bzw. E beziigliehen Absehiitzungen. 

In der Umgebung yon O bzw. E gilt 

expA----.E-i-A+O([ASI), lnA =(A--E)+O([A--E]g). 
Es sei n~imlieh etwa I A [ <  1 bzw. I A -  E I < i ,  dann gilt: 

lexpA--A--El= .A" ~_ ~ _ ~NIAI', 

1 IlnA--(A--E)I= ~, ~ ( A - - E ) ' I ~ _ 2 7 - 1 A - - E  1' 

= [ A - - E I  ~ ; 2,_, <2 [AI~, 

womit dis B~hauptung bewiesen ist. 
In der Umgebung yon 0 gilt 

In (exp A.exp B) = ,A  -[- B ~- 0 ([A I IBI). 

(Fiir vertausehbaze A, B ist das Zusatzgiied 0 ! )  Wk nehmen 

1 3 1 3 
IAI <yln~, [Bi<~In-~. 
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an. Dann gilt : 

lexpA--El<e~"n~--l-=g~--l, lexpB--F~l<e#"~--l=]/~--l, 
lexD A.exp B - - E  I = I (exp A--E)  +(exp B--E)--l-(exp A--E)(exp B--E)[ 

~ t e x v A - - E  q- I e x p B ' E I - i f ]  e x p A - - E  l {exp B - - E  l 

und : 

[A_t_BIKIn  ~ i exp(A_~ B) ._ E[ < e,M- 1 - 1 
9~" 

Folglieh ist 

In (exp A. exp B) -- A -- B = In (exp A. exp B) -- In exp (A + B) 

= O([expA.expB -- exp (A -~ B)[), 

es gilt also, den Ausdruek e x p A . e x p B -  e x p ( A +  B) abzusehiitzen. 
ist der Limes yon 

Er 

r 1 ~, r 1 ~ 1 
Z A �9 Z B"-  + B)" 

fiir r--~oo. Wenn man ausmultiplizie~t (diesmal ohne Beniitzung der, 
nieht vorausgesetzten, Vertauschbarkeit), so heben sich erstens offenbar 
alle Glieder A t' und B" fort. Wit woUen nun die iibrigell Glieder (die 
sowohl A als B enthalten) absch~tzen. 

'Wie groB ist die Anzahl der Glieder, in denen A ~.mal und B o-real 
als Faktor auftritt ? (o + o ~ r . )  

Im ausmultiplizierten 
r 

Z 2 A .  Y • 

kommt offenbar ein einziges solehes Glied Vor, und zwar mit dem Koeffi- 
1 ~ienten.~.~Xio. , . Im ausmulti~lizierten 

T 

1 (A + B)" Xz 
~u=O 

1 ( A + B )  ~+~ stammen, und hier miissen-alle solehen Glieder aus 
1 

kommen (5+o)!~ solche Glieder vor, ein ]edes mit dem Koeffizienten (5+o):'---- 

Des Absolutwert der Summe allex derartigen Glieder ist f01glieh 

< 1_}_ ],~ (e+~-): 1 l~ 2 IAIe]BI~.  
=o:o:]Al~ B + = ~  (:e+o),l A i B i ~  
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Der Absolutwer~ des ganzen Ausdmckes ist also 

< Z  2 I" - - e,,,=,~lA]etB = 2 ( e  lal !)(e ]BI 1). 

Dies gilt fiir alle r, und somit such fiir den Limes bei r--*oo, wir 
haben also: 

[ exp .4 . expB- -  exp(A + B )  I =< 2(e la l - -1) (eIBI- -  1) = O([AIIB 1). 

Und hieraus folgt sofort 

l l n (expA.expS)  -- A -- B I =  OilA]]B]), 

womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

II. Gruppen und ihre Infinitesimalgruppen. 

w 

Als Gruppe bezeichnen wir, wie allgemein iiblich, eine Menge in ~ 
(d. h. eine Menge yon Matrizen) (~, die die folgenden Eigenschaften hat: 

a) E geh6rt zu ~ .  

b) Wenn A zu (~ gehSrt, so ist det A + 0, und A-1 gehSrt such zu g~.. 

c) Wenn A, B zu (~ gehSren, so gehSrt such A B  zu (~. 

Als Hfille yon (~ bezeichnen wir die Menge 0k aller Elemente yon ~ ,  
und aller H~iufungspunkte yon (~ mit nichtverschwindender Determinante. 

(~ ist offenbar auch eine Gruppe, und seine eigene Hiil!e. (Man be- 
achte, dal] (~ keineswegs ,,abgeschlossen" sein muB, in dem Sinne wie 
dieses Wort in der Theorie der kontinuierliehen Gruppen benutzt wird: 
es muL~ nicht besehr/inkt und abgeschlossen sein.) 

Als Infinitesimalgruppe ,~ yon (~ bezeichnen wir die Menge aller 
Matrizen U, zu denea eine Folge yon zu (~ gehSrenden Matrizen AI, 
A . , . . . ,  sowie eine F01ge gegen 0 strebender positiver Zahlen el, e,.,,... 
existiert~ so da/] 

1 (A,,  - -  E ) ~  U %. 
tiir p - *  co. 

Man sieht leicht ein: ~ und (~ haben dieselbe Infinitesimalgruppe. 
Denn $ ist in ~ enthalten, also ist es aueh seine Ifffinitesimalgruppe in 
der yon ~-. Es bleibt noch iibrig zu zeigen, dab jedes U, welches zur 
Infinitesimalgruppe yon ~ gehSrt, auch zu der von (~ gehSren mull 

A 1, A.j, . . .  sollen also zu (~ geh5ren, el, co. . . . .  sei eine Folge gegen 0 
strebender positiver Zahlen, uncl es sei 

1 (Ap -- E)--* V 
$p 
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I 
fiir p--~ eo. Wit w~ihlen flit jedes p ein A~ aus {~ so aus, dal] 

ist; das ist m6glich, weil A~ zu @ geh6rt. Dann gilt flit die Folge 
A~, ' A~,... aus @: 

1 /Av--E)[~-- -  l(Av--~)~.e,, 
I -- ~. (A~--E)--,.O 

flit p--.oo. Also strebt aueh I(A'v--E) gegen U, d. h. U geh6rt z~  
Infinitesimalgruppe yon (~. 

w 

Ehe wir die Infinitesimalgruppe welter untersuchen, miissen wit zwei 
1 (Av--E)  beweisen. Siitze iiber Folgen ~ 

Wir behaupten erstens: Wenn eine Folge yon Matrizen A1, A~ . . . .  
und eine Folge gegen 0 strebender positiver Zahlen el, e~,. ,. gegeben 
ist, so zieht die Konvergenz einer jeden der beiden Reihen 

t (Av - - n )  and l l n A v  
�9 p ~p 

die der anderen nach sich, und sie haben denselben Limes. 

Wenn nKmlich I ( A . - - E )  konvergiert, so ist I I (A~ - E)I besehr~inkt, 
gp 

und 1A~-E[ strebt gegen 0, foJglich ist lnAp flit fast alle p sinnvoU, 
und es ist: 

l 1 

~p e~ 
1 = 7 ( A , -  E) + ~, 0 (1)= �88 E) + 0 (~,). 

Der erste Summand hat einen Limes, der zweite strebt gegen 0, also hat 
die Summe denselben Limes. 

Konvergiert umgekehrt I In A,, so ist wieder [ 1 i n  A,I bescbr~inkt, 

und es ist: 

1 lnA•])') ~v(A --E)-~--pl (explnA~--E)=l(lnAvq-gO([ 

= L l n A . - b  0(%). 
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Wieder hat der erste Summand einen Limes, der zweite strebt gegen 0, 
so dal~ die Summe dense|ben Limes hat. 

Wenn jedem e ~ 0 (etwa flit �9 ~_~ %, eo ~ 0) eine Matrix A~ zuge- 
ordnet ist, so zieht such die Konvergenz einer jeder der Reihen 

8 

(fiir e - -~0)d ie  der anderen nach sich, und ihr Limes ist gemeinsam. 
Um dies einzusehen, brauChen wit nur zu beriicksichtigen, daft bier die 
Konvergenz fiir e--~ 0 dies bedeutet: Konvergenz fiir jede gegen 0 stre- 
bende Folge E 1, %, . . . .  

Unsere zweite Behauptung bezieht sich auf die Gruppe ~ und lautet 
so: Wenn eine Folge A1, A s . . . .  yon Matrizen aus (~ existiert, und eine 
Folge gegen 0 strebender positiver Zahlen el, eg, . . . .  so da~ 

• (A,- v, ep 

so kSnnen wit auch jedem 0 ~ e ~ 1 eine Matrix A, aus ~ zuorduen, 
s o  dal~ 

8 

flit e--~ 0. 
Es ist bequemer, die v611ig gleichwertigen Folgen 

l ln A,, und 1 In A~ 
. $ 

zu betrachten' 
Wit suchen zu jedem 0 ~ �9 ~ 1 ein p ( e ) =  1, 2 , . . .  auf, so dab 

8~(~) ~ e ~ 

ist, und w~hlen q ( e ) =  I,  2 . . . .  so, da[3 

ist, Fiir e--~0 konvergiezt e,(,) (da es ~ 8  g i s t )  gegen 0, also p(e) 
gegen oo. Und da 

ist, strebt aueh q(e) gegen oo. 
Wit definieren weiter: 

~ !,.exp (e)] �9 

Da Ap(,) zu @ geh6rt, geh6rt such B, dazu. 

1 In Ap konve~giert, ist es beschrgnkt, es gilt also: Da ~ , 

~ InA, = 0(I), InA, ffiO(%), 
q (~) In A,,(,) ----- 0 (q (e) %(,)) = 0 (e).  

MathematlNbe Zelt~ebrfi~ 80. 2 
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Fiir alle hinreichend kleinen , ist also 

mad folglich flit alle r---- 1, 2, . . . ,  q(8) 

lr  lnAp(,)] < ln2,  

l exp (r lnAp(,))-- E[ < e ' " ~ -  1 = 1. 
Nun ist aber 

e ~  ( ,  1. a~ (.,) = (e~p In a~ ,.,)" = (a~ (.~)', 

also haben wir flit alle r = l ,  2, . . . .  .q(e)  

] Mpo))'- El < 1. 
Wegen dieser Ungleiohheit i s t  

l n B , - -  In (.4,(.)) a(')-- - q( , )  In A,o), 

_1 In B ,  - -  q ( * ) l n  Ap( o ---- q(*) e~c.~. 1 l n A v ( . ) .  

Fiir e - * 0  konvergieren, wie wit wissen, p ( , ) u n d  q ( , )gegen  co; der 
zweite Faktor konvergiert also gegen U. Und der erste ist 

- -  - -  q ( ~ ) - - l '  

also k0nvergiert ex gegen 1. Damit ist 

l l nB  - . .U,  
8 

d.h. unsere Behauptung, bewiesen. 

w 
Aim dem zweiten Resultat v o n w  2 folgt: Wenn U ein Element v on 

ist, und eine Folge yl, y~ , . . ,  gegen 0 strebender positiver Zahlen will- 
ldirlich vorgegeben ist, so gibt es eine Folge yon Matrize n AI, A ~, . . .  
aus @, so  daft flit diese Yl, ~e, . .  

1 (A~- E ) - .  v 

i~t ~. Wit w~hlen niimlieh zuerst die B. aus @ so, daft 

1 ( B , -  E) - -  V 

(flit 8 --* 0); and set~en dann Ap = B~p. 
Auf Grund dieses Resultates kSnnen die wichtigsten Eigenschaften 

yon S unschwer entwiekelt werden. 
Wir  behaupten: Wenn die Matrizen U, V zu ~ gehSren, so geh6ren 

auch die Matrizen aU (a eine beliebige re~le Zahl), U + V, U V -  VU 
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zu 5" (DaB ~ iiberhaupt Elements hat, ist Mar: 0 gehSrt zu ihm, da 

1 seCzen kann.) man Ap = E und etwa ~v = -~ 

Um diem zu beweisen, wiihlen wit irgendeine Folge ~1, e~, . . .  gegen 0 
strebender positiver Zahlen aus und bestimmen zu ihnen solche Matrizen 
A1, A~, . . .  und B1, B~ , . . .  aus ~ ,  dab 

1 1 ~ ( A , -  ~)--. V, ~(B,-- g) - .  V 

ist. (huf  den Weft der ev kommt es uns nicht an, wiehtig ist abet, daft 
wir ~ r  U, V dieselben ep haben!) 

Dann ist erstens fiir a + 0 fiir die ebenfalls gegen 0 strebende Folge 
1 1 

~ q ,  f i e2  . . . .  
1 

1 (A~ - -  E )  - -  a ~]. 

so daft u U zu ~ geh6rt. Fiir a = .0  gehSrt a U.= 0 aueh dazu. 
�9 Zweitens gehSren die Matrizen ApBv aueh zu q~, und es ist 

1 + 1  1 ~(ApBv-- E) = ~(Av-- E) -(Bp,~ -- E)-~- ~-(Ap -- E) (Bp -- E) 

1 1 �9 l ( A p ,  E ) . ~ ( B v -  E). 

Dieser Ausdruck konvergiert offenbar gegen U + V + O. U. g = U-4- V, 
so dab aueh U-4-V zu ~ geh6rt. 

Drittens bilden wit die Matrizen AvBvA~B'~ ~, die auch zu qfi ge- 
hSren, wit wollen 

~(A,B,A~,  ~B; ~ -  E)--. UV--  VU 

beweisen, damit ist dann gezeigt, daft aueh U V - - V U  ~.u (~ gehSrt. 
A , -  E, B v -  E streben gegen 0, also Ap, Bv gegen E, and somit 

auch A~ 1B~ -1. Wegen 

iA, 8,  A2 - B , 4 ) .  
geniigt es also 

~(AvB  p -- BvA~,)--~ UV-- VU 

zu beweisen. Dies. is~ abet leieht verifizierbar. 

• ~(Ap Bv -- Bv Av) ~g ((Av -- E) (By -- E) -- (By -- E) (Ap -- E)) 

1 E ) . I ( B _ E ) _ _  1 1 
= ~ (A, --: o, ~ (B, -- E). ~ ( 4 - -  E), 

wo~aus die Behaupttmg ohne weiteres folgt. 
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w 

Wit w~hlen unter den Elementen yon ~ eine maximale Anzahl linear 
unabh~ingiger aus. Die lineare Unabhiingigkeit verstehen wit so, daft nur 
reelle Koeffizienten zugelassen werden; dann ist die h6chstm6gliche An- 
zahl 2 mg. Diese Elemente seien etwa U~, U~, . . . ,  Uk 

Jedes Element U von ~ mu~ yon diesen linear abh~ngen, also 

v = + + . . .  + . . . .  reelle Z  len) 

sein, wegen der Unabh~ingigkeit der Ux, Ug . . . .  , ff~ sind die ~1, % . . . . .  ~ 
eindeutig bestimmt. Naeh den Resultaten yon w 3 geh6rt aber umgekehrt 
auch jedes 

U -~ ~1 U1 ~ ~c Ug -~ . . .  -]- ~kUk (gl, %, - . . ,  ~ reelle Zahlen) 

zu ~.  Also ist ~ die durch die linear unabhiingigen U1, Ug . . . .  , U~ auf- 
gespannte lineare Mannigfaltigkeit. 

Dabei ist 0 < ~ k ~ 2 m  ~, k ~ 0  bedeutct, daft ~ aus der O aliein 
besteht. 

Unter den linearen Mannigfaltigkeiten ist aber ~ noch dadurch aus- 
gezeichnet, daft es mit zwei Elementen U, V stets auch ihren sogenannten 
Kommutator UV -- VU enth~It. In der Theorie der kontinuierlichen Gruppen 
werden die Infinitesimalgruppen in der Regel dureh diese Eigensehaft in- 
dependent definiert. Es wird abet oft als selbstverstiindlich angenommen, 
dal~ eine solche ,,Infinitesimalgruppe" stets aueh eine im eigentlichen Sinne 
ist: d. h. dab sie aus einer Gruppe (~ gewonnen werden kann. Diese Aus- 
nahme ist indessen falsch, wie wir im  Anhang an Hand sehr einfaeher 
Beispiele zeige n werden. 

Uns sollen bier nut die aus gew~hnlichen Gruppen (~ hergeleiteten 
Infin~tesimalgmppen ~ besch~iftigen. 

IIL Zusammenhangseigenschaften und Parameterzahl. 

w 
Da die Gruppe (~ eine Punktmenge im euklidischen Raume ~ ist, 

k6nnen wiz~ ihre Zusammenhangseigenschaften untersuchenl~ Wir bezeichnen 
die Komponente yon A (A ist irgendein Element yon (~) mit (~ (A). 

Die Abbildungen 
X'~-  A X  und X ' -~  X A  

sind stetige Abbildungen yon (~ anf sich selbst, folglich bilden beide jede 
Komponente auf eine Komponente ab. Die  Komponente yon O geht also 
in die yon A C bzw. CA iiber. 

1o) Vgl .  Fuflnote ~), S. 7. 
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Wenn .4, B zu ~ ( E )  geh6ren, so bildet 

X ' = A X  

demnaeh (~(E) such ~ (,4) ab, d.h. au~ ~ (E). Da B zu (~(E) geh~rt, 
geh6rt A B  zum Bilde, als0 wieder zu (~ (E). Also ist r eineGruppe. 

Wenn E irgendein Element yon r ist, so k6nnen wir die Abbildung 

X"=-  ~-*XS 
aus 

X '  -~ XE',  X "  -~ ~ t - lX  

zusammensetzen, sic bildet also ~(E)auf-~(E-~.E. ,S)-- - - -~(E)  ab, folg- 
lieh geh6rt flit jedes A yon ~ (~) aueh E-*A ~ zu ~ (E). 

Also ist r (E) ein Normalteiler yon r und (~ (A) is t  die zu A ge- 
h6rige Nebengmppe yon (~(E): die Komponenten yon (~ bflden seine 
Faktorgmppe. 

Ms Komponent~ yon (~ ist (~ (E) in ~ relativ abgesohlossen, es ent- 
h~lt also alle seine tt~ufungspunkte mit niehtverschwindender Determinante. 

w 

U gehSre zu 5.  Wit w~ihlen eine Folge A1, ,4 9 . . . .  aus (~ so aus, daft 

also 
p lnAp- ,  U. 

Es ist 
exp (p In A,) ,=  (exp lnA,)" = (A,)', 

und exp X ist an-der Stelle U stetig, also gilt 

(A,)'--* ex 1) U. 

Da alle (Ap) p zu ~ geh~ren, ist exp U ein H~ufungspunkt v o n ~ .  Dabei 
ist seine Determinante ~ 0, also gehSrt es zu ~ .  

Hieraus iolgt sofort: wenn U1, Us, . . . .  ~ zu ~ geh6ren, so gehSrt such 

exp (U,).exp (U~) . . . . . exp  (U~) 

zu ~ .  Wit behaupten abet: es geh6rt sogsr zu ~ ( E ) .  
Denn ifir jedes 0 ~ ~ ~ 1 geh6ren such die zgU,, z~U~ . . . .  , ~U s zu ~,  

also geh6rt 
F(~) ---- e ~  (~Ul).exp (~V, ) - . . . . exp  ( ~ )  

zu ~ .  Wit haben also eine in ~ liegende analytische Kurye, die F(0) = E 
mit F(1),  d.h. der untersuchten Matrix, verbindet. Diese mu~ iolglieh 
zu (~ (E) geh6ren. 

Im folgenden wird sich unter anderem zeigen, dab ~ (E) keine wei- 
teren Elemente hat. 
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w 

Wir nehmen an, es wiixe eine Folge yon Matrizen 211, A s .... aug {~ 
gegeben, derart, dal3 alle In A~ sinnvoll sind und keines zu ~ geh6rt, und 
die 21~ konvergieren gegen E. Es sell gezeigt werden, dab dies unmSglieh ist. 

Da O zn ~ gehSrt, ist durchweg ]n21p+0; wit setzen 

] In Ap ] = ~v > 0 .  

Da lnA~ nieht zu ~ geh6rt und ~ als lineare Mannigfnltigkeit eine ab- 
geschlossene Menge ist, so hat es eine positive minimale Entfernung % 
yon lnAp, die in einem Punkte U~ yon ~ angenommen wird: 

] In A~ - -  U~[ = % Y> 0.  

Da 0 zu ~ geh6rt, is* insbesondere Op ~ %. 21~ konvergiert gegen E, 
also ln Ap gegen 0, folglich gilt 

~--~ 0, %-* 0. 

Also konvergiert auch Up gegen 0. 
Insbesondere sind Ap, In A~, U v beschr~inkt, wir diirfen also schliei~en: 

! e ~  In Ap - -  e~p Uo 1 = 0 (I l ,  a~ - -  V~ l) = 0 (,~), 
!A~ - exp V~l ---- o ( , ~ ) ,  

und welter: 

lAp exp (-- U~) -- E i ---- 1(-4 -- exp Up) exp (-- Up) I 
1_4 -- exp U~I iexp (-- r_]v)[ = 0(%) 0 0 ) -  0 (e~,). 

Ap exp (--U~) strebt demnaeh gegen E, was die folgende Abseh~itzung 
motiviert: 

[ In (21~ oxp (-- V~,))[ = O(IApexp(-- Up1 -- Ef) = 0(%). 

Man beaehte, dal~ fiir fast nile ~o (nlimlieh sobald U~ nahe genug zu 0 ist) 

ln(Apexp ( -  u~))+ o 
sein mul], denn das Gegenteil hiitte 

21p exp (-- U v) E, 21p = exp Up, 

In A v ----- In exp Ui~ -~- U~ 
~.ur Folge. Wir setzen 

11~ (Av e~p ( -  U~))l = ~ > o. 

Wit hnben gezeigt, daft ~r-----0(%) ist. 
A~ gehfrt zu ~ ,  Ur und - -  Up gehfren zu 9,  also exp(-- Up) zu @, 

folglieh geh6rt 21v exp (-- U~) zu ~ .  Alle Elemente der Folge 

I~ (a, exp (- v,l ) 
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haben den Absolutwert 1, sic muff also mindestens einen Hiiufungspunkt W 
haben. Wir w ~ e n  eine Teilfolge ~(1), ~(2)  . . . .  so aus, daft 

1 ln (A , (v  ) exp (-- U,,v)) ) ~ W.  
t/~ (pj 

W gehSrt also zu ~f. 
Aus der Definition yon W und der ~(p)  folgt 

.... 1 ln(A,(~)exp(--  U,~p)))---- W +  o(1),  

In (A,(~) exp (-- U,c~))) --  7,(~) W ---- o (7,(~)). 

Da beide Glieder der linken Seite gegen 0 streben, also beschriinkt sind, 
so folgt daraus: 

] A,(p) exp (--  U, (~)) --  exp (7,(~) W)] ---- 0 (] In (A, (~) exp ( -- U,(~)) --  ~,(~) W I) 

= o(~,c~)), 

A,(~) - exp (7,  c~, w )  exp (v ,~ ) )  [ = ] (A e ~  ( - -  V,(~)) - -  exp (7.(~) Y)) eXV V, (~) 1 
__< [ A exp ( --  U, (~)) --  exp (7,~p) W)] I exp U,(p)] 

= o (~,(~)) 0 ( 1 ) =  o (, ,(~,).  

Und hierafis iolgt weiter, well beide Glieder der linken Seite gegen E streben: 

[ In A,(p) --  In (exp (7, (p) W) exp (U, ~))) ] = 0 (I A,r --  exp (7,(~) W) exp (U, ~p)) [-) 

= o(7 , (~)) .  

Wit beriicksiehtigen nun, daI~ andexerseits 

t In (exl)(~k,~)W) exp (U,(~))) --  7,(,) W -- U,,,) I = 0 ([ ~1,(,) W l I U,(p)l) 

---- 0 (7,(,)) o(1) = o( , , ( , ) )  

ist. Dies ergibt, kombiniert mit  dem vorigen Resultat: 

[ In A,(~) --  ( , , r  U,(~)) I - -  o (7,c~)) = o (e,(p)). 

Der Ausdruck ~/,r abet zu 3 ,  weil W und U,(~) dazu 
gehSren, es muff also naeh Definition yon e,(~) 

I in &, , )  - ( ~ , ( , ) W +  V,(~)) [ ~ e,(~) 

sein. Und dies ist unmSglich; denn derselbe Ausdruck kann nicht sowohl 
o(e,~))  sis such fiir a l l e p  gleichzeitig ~ e,~p~ sein. 

Damit  ist die Unvertriiglichkeit unserer Anfiahmen bewiesen. 

w  

Das l~esultat y o n  w 3 kann such so formuliert werden: E s  gibt ein 
festes (aber von ~ abh~ingiges!) A > 0, so dal~ flit alle A yon (~ mit 
I A --  E I < J der In A zu ~ gehSrt. Dies ha t  aber sehr weitgehende Folgen. 
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Em~ns ist A = exp (InA), und InA geh6rt zu ~: n~h w 2 geh6~ 
also ,4 zu ~(E) .  D.h.: es ~bt  eine Umgebung yon E, in tier ~(E)  
mit ~ iibereinstimmt. Nach w 1 entsteht ~ (A) aus ~ (E) duroh die Abbi!du.g 

X ' =  A X ,  

also gibt es eine Umgebung yon A (die aul~er yon ~ aueh yon A ab- 
h~ngt), in der ~ mit ~(A) iibereinstimmt. 

Wit kSnnen dies aueh so formulieren: Jede Komponente yon ~ ist 
in ~ relativ often, oder aueh: jedes A yon ~ hat sine positive minimale 
Entfernung yon der Komplementiixen seiner Komponente ~ (A) in ~ .  

Zweitens kann die am 8etdusse vonw 2 ausgesprochene Behauptung 
bewiesen werden: aUe Elements yon ~ (E) haben die Form 

v , , . . ,  aus 

(DaB diese Matrizen alle zu ~ (E) gehSren, wissen wir sehon.) 
Es sei nitmlieh ~ '  die Menge aUer dieser Matrizen und ~ "  ihre 

Komplementiire in ~ (E). W~re nicht ~ '  gleich ~ (E), so wttre keine der 
beiden Mengen ~ ' ,  ~ "  leer; da ~ (E) zusammenhi~ngend ist, miil~te eine 
yon ihnen einen Hiiufungspunkt der anderen enthalten. 

Dieser Punkt sei etwa .40, A e geh6rt allenfalls zu ~ ,  und jede Um- ~FI. 
gebung yon A o enth~lt Punkte aus ~ '  und aus Es gibt offenbar sine 
Umgebung ll yon As, so dsl] flit alle B, U yon II 

I B-1U.B[ < 
ist (wegen clef A o ~- 0). 

Wir w~len aus 11 ein zu ~ '  geh6riges B und ein zu ~ "  gehSriges 
U aus, dann geh6ren B, 0 uncl B -~ U zu ~ ,  und es ist 

I B - X C - - E [ = ~ .  
Folglich gehSrt 

In (B "~1 U) ----V 

zu ~ .  Da B zu ~ '  geh6rt, ist 

S ~- exp(Ux).exp(U~)-... .exp (U/) (Ux, U2 . . . . .  , U~ aus ~), 

and hieraus folgt 

U = B . B ,  x O ---- exp (U1).exp (U~) . . . . .exp (U/).exp (V). 

Also gehSrt auch O zu ~ ' ,  entgegen der Annahme. 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
Da (~(A) aus ~ ( E )  dutch die Abbildung 

X' = A X  

entsteht, so ist ~(A) die Menge aller 

A.exp(Ux).exp(U~.).....exp(U,.) (U,, Us ...... U~ aus ~).  
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w 

Die soeben gewonnene Darstellung yon (~ (A) erlaubt uns, den folgen- 
den Satz zu beweisen: A und B geh5ren dann und nut dann zur gleichen 
Komponente von (~, wean sie in {~ dutch eine analytische Kurve ver- 
bunden we~den k~nnen. 

Dal] die Bedingung hinreichend ist, ist klar; es bleibt zu zeigen, dab 
sie notwendig ist. 

Wenn A, B zur selben Komponente gehSren, so geh~rt B zu {~ (A), 
also ist 

B = A . e x p ( V l ) - e ~ ( V , ) . . . . . e x p ( ~ )  (U,, V~, . . . ,  U~ aus ~ ) .  

Wir setzen fiir 0 ~ 0 _~ 1 

F(o) -- A.e p (o u1). (0 (0 

F ( 0 )  ist eine analytische Kurve; da 0U1, OU~, . . . ,  0Uj zu ~ gehSren, 
geh6ren alle $ ' (0)  zu (~(A), also zu (~, und sie verbindet in der Tat 
F(O) = A  mit P ( 1 )  ~- B .  

Trotz ihres durehsiehtigen Charakters ist aber diese Darstellung yon 
@(A) nicht geeignet, tiber die ,Parameterzahl" yon @ Aufschliisse zu 
geben; denn die Ut, U 2 . . . .  , U s (und j selbst) sind ja keineswegs eindeutig 
bestimmt. 

Diese ermitteln wir wie folgt: 
Zu jedem A yon @ gibt es eine Umgebung 1t, welche dss Bi ld  yon 

[ X - - E  t < ~ bei der Abbildung 

X'~- A X  

ist. Ein B aus tt gehSrt dann und n ~  dann zu @--, wenn A-1B zu 
gehSrt, und dies ist wegen 

IA-'B--E[<~ 
dann und nur dana der 'Fall, wenn ln(A-1B) zu ~ geh6rt. Wit kSnnen 
also aueh sagen: E s  gibt eine Umgebung H yon A, derart, dall der in It 
gelegene Teil yon ~ (oder, was ofFenbar dasselbe ist, yon {~(A))dureh  
die Abbildung 

Y=ln(A-1X) ,  X = A e x p Y  

ein-eindeutig auf den in einer gewi~en Umgebung ~ yon O gelegenen 
Teil yon ~ abgebildet wird. 

Das allgemeine Element yon ~ ~t abet dutch Angabe yon k reellea 
Parametern charakterisiert (vgl. I I  .w 4), es ist ja gleich 

a a Ua + a~ Ug + . . .  + a k U~ (aa, a~ . . . .  , a k beliebige reelle Zahlen), 
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wo U1, U~, . . . ,  U~ linear unabhiingige Elemente von ~ shad, in der g~13t- 
m6glichen Anzahl k. Also ist auch ~ im Kleinen darch k Parameter 
analytisch beschreibbar: in einer Umgebung U yon ,4 wird es dutch die 

A.exp (a, ~ + ~ ~ + . . .  + a~ ~ )  

ein-eindeutig dargestellt (aa, as, . . . .  ak,reell , in einer gewissen Umgebung 
yon 0, 0,..., 0). 

Der sondezbare Umstand, dab ~ (A) im Kleinen durch 

A. exp (U) (U in ~) 

ersenSpft wird, im GroIlen dies aber zun~iehst nut fiir 

a . e ~ p ( U , ) . e x v ( U , )  . . . .  .exp(U~) (U,, U. , . . . ,  �90 in ~) 

bewiesen ist, legt die Vermutung nahe, ob man nieht aueh im Gro~en 
mit j = 1 durehkommt. 

DaB dies nieht so ist, soll im Anhang gezeigt werden. Es liegt je- 
doch durehaus, im Bereiehe der MSgliehkeit, dal3 ~'~ 2 stets hinreicht, 
um ~(A)  zu erschSpfen; wir kSnnen dies weder beweisen noch wider- 
legen. 

w 

Wir~ fassen unsere Resultate zusammen: 

Satz I. ~ ist eine lineare Mannig]altigkeit, d. h. es gibt k linear 
unabhdngige Matrizen' 'U~, U~ . . . .  , U~ ( k ist eine der Zahlen O, 1,..., 2 rag), 
ao daft ~ die Menge aller 

al UI -~ a~. Cr~ ~- . . .  -]- a~ U~ (al, % . . . .  , a~ reelle Zahlen) 

ist. Wenn ~ die Matrizen U, V enthdlt, so enthdlt es auch ihren Kommu. 
tarot U V  -- V U. 

Die Komponente yon E in, ~ , (~ ( E) ist ein Normalteiler yon ~ , die 
Komponente yon A in ~ ,  ~ ( A ) ,  ist die zu A 9eh6rige Nebengruppe yon 

(E). Die Komponenten yon ~ ~ilden die Faktorgruppe yon $ ( E )  
in ~ .  

Jedes ~ ( A ) ist relativ often in ~ , /olglich ist die Faktorgruppe yon 
(E) in -~ diskret: zu keinem A mit nichtverschwindender Determinante 

gibt es unendlich vide Komponenten yon ~ in belieb4ger Ndhe. 
Zwei Punkte A, B yon ~ gehdren dann und nut  dann zur selben 

Komponente yon ~ ,  wenn sie dutch eine in ~ liegende analytische Kurve 
verbunden werden k6nnen. 

(A) ist die Menge aller 

A.exp(Ua).exp(U~). . . . .exp(U~.) (U~, U~, . . . ,  U a. aus ~ ) .  
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Abet jedes A hat eine Umgebung 11, d~rart, daft bier f~ (oder, was bier 
dasselbe ist, q6 (A)) berdts durch die 

A.cxp(U) (U au8 3) 

ersch~p/t wird, ja die Abbildung 

Y---- In ( A - 1 X ) ,  X= Aexp (Y) 

bildet H ein-ei~deutig au/ eine 9ewisse Umgehung ~ yon 0 in ~ ab. 
kann also iiberall im Kleinen ein-eindeutig und anal!ttisch au/ k reelle Para- 
meter bezogen werden; es besteht in 1I aus den 

A.exp  (a 1 f f  l -b % if,  "-k . . . -k a~ f f  k) 

(a~, %, . . . ,  a k re.ell, in einer Umgebung yon O, 0 , . . . ,  0). 

(~(E) ist also flit k > 0 eine kontinuierliche Oruppe im iiblichen 
Sinne des Wortes, mit allen Analytizit~itseigensehaften, die man yon einer 
solchen erwartet. ~ selbst ist nur dann als eigentlieh kontinuierliehe 
Gruppe anzuspreehen, wenn es zusammenhiingend ist, d.h.  wenn sieh die 
Faktorgruppe yon ~ (E) auf die Einheit reduziert. 

Fiir k 0 besteht ,~ aus O allein, also ~ ( A )  aus A allein, d. h. (~ 
ist mit der Faktorgruppe yon ~ (E) (das ja E allein enth~ilt) identisch. 
Folglieh ist es diskret: es hat keinen einzigen H~ufungspunkt mit nicht- 
verschwindender Determinante11). (Insbesondere ist es endlieh oder abziihl- 
bar, well es keinen seiner Hiiufungspunkte enth~ilt.) 

In diesem Falle ist also (~ eine diskrete Omppe im iibliehen Sinne 
des Wortes. 

IV. Darstellungen und Stetigkeit. 

w 

Mit dem Satze I haben unsere au/ die Gmppe ~ allein beziiglichen 
Betraehtungen einen Abschlufl erreicht, wit wenden uns nunmehr den Dar- 
stellungen yon @ zu. 

n sei eine Zahl = 1, 2 , .  ~ wir werden neben den Matrizen aus ~R m 
nunme~ aueh solche aus ~ ,  betraehten. (Urn Verwechslungen zu ver- 
meiden, sehreiben wir i n  ~ ,  fiir O, E, ln, exp stets O., E . ,  In., e-x--p..) 

Eine Darstellung von ~ ist eine in (~ definierte Funktion D, die 
Werte aus ~ ,  annimmt und der folgenden Funktionalgleichung geniigt: 

D (A.B) ---- D (.4)-D (B) (A, B aus ~ ) .  

u) H~ufungspunkte mit versehwindender Determinante k6nnen sehr wold vor- 
handen sein, z. B. ~ sei die Menge aller 2~ (~ -- 0, -4-1, q-2 . . . .  ), diese Zahlen 
k6nnen ja als eindimensionale Matrizen gelten. 
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Wir verlangen aul3erdem noch 

D(E) = E , ,  
dies ist iibrigens, wie 'aus einfaehen S~tzen fiber Matrizen folgt, keine 
wesentliche Besehr~inlmngl~). 

Eine Darstellung D yon {~ muff keineswegs stetig sein, Beispiele bier. 
fiir werden wir im ~Anhang geben. Es soll aber im folgenden gezeigt 
werden, dab Darstellungen, deren Schwankung in der Umgebung yon E 
kleiner als 1 ist (d. If. fiir die ein ~ > O und ein ~ > 0 existiert, so da~ 
fii~ alle A aus (~ mit [ A - - E ]  < 

[D(A)--E,[ < 1 
ist), nicht nur fiberall auf ~ stetig und auf (~ stetig erweiterbar sind, 
sondern noeh viel weitergehende Adalytizitiitseigenschaften besitzen miissen. 

Diese Prlimisse (Schwankung bei E kleiner als 1) kann fibrigens 
nieht mehr wesentlieh verschiirft werden: denn es gibt unstetige Darstellungen, 
deren Schwankung in der Umgebung yon E gleich 2 ist (vgLAnhang). 

Die Pr~imisse ist sicher erfiillt, wenn D(A) fiir A = E  stetig ist 
(Schwankung-~ 0), und dies ist wegen 

D (A) = D (AAo) D (Ao ~) 
der Fall, wenn D (A) fiir irgendein A ---- A o in (~ stetig ist. Darstellungen, 
welche sie verlet~en, miissen also iiberall in (~ unstetig sein. 

w 

Wir nehmen also die Existenz der in w 1 erwlihnten g ~ 0, ~ ~ 0 an. 
p se! irgendeine Zahl ~ 1, 2, . . . .  Wenn A zu (~ gehiirt, und 

I A - - E [ < ~  

ist (~ > 0, wir werden spi~ter genau fiber ~ verffigen), so gilt: 

und ffir alle r ---- 1 ,2 ,  . . . ,  p: 

[ r l n A ] = r l l n A  [ < p I n  1 

~ln t-~- 1 
[exp(r lnA)- -  El ~ e 1-~ - - 1 ~ - -  1, 

(1 - e ) ~  

12) I)a jedenfalls D (jg)t = D (E) is~, zelg~ man leicht, dab D (E) auf die Diagonal- 
form trsnsformiert werden kann mad dab alle Diagonalelemente = 1 oder 0 sind. Also 
i st die gsnze Darstellung einer solchen ~quivalent, bei der D ( E )  gleich einer mit 
Nullen ge~nderten Einheit~ms~rix ist. Wegen 

D(a) = D(E) D(a) D(E) 
kommt dieselbe R~nderung bei allen D(A) vor; wenn wit sie fortlassen, bleibb eine 
I)~rstellung mit D (E) = E .  fibrig. 
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d.h .  

Wenn also 

ist, so gilt 

IA~--EI<g, 
Hieraus folgt ersteas 

und zweitens 

1 1. IA'- El < (~_~)~ 

(1 - e )  r ~f l+~ 

I D ( A ~ ) - -  E,]  < 1 - -  ~i, 

In, ( D ( A ) )  v = p ln, D (A), 

1 
I In,(D(A))~] < ln~ .  

Folglieh ist 
1 1 

- -  ] n  _ - -  

Iln, D ( A ) l < ~ l n  , I D ( A ) - - E , I < e  n ", 

] ( D ( A ) ) t - -  E , I  < 1 - -  ~1. 

_ 1  = 

Nun gibt es sieher eine Konstante c 1 > 0 (e x und ebenso c~, c a sind 
yon p und A unabhi~ngig), so dab stets 

% g l  1 

ist, wit kSnnen also e = ~ setzen. p 
Wenn A zu fit gehSrt und 

ist, so sei zuniiehst A # E. Dann gibt es ein p = 1, 2 , . . .  mit 

c--, < [ A _  E l  < r ' 2 p ~  p '  
und folglieh ist 

ID(A)- B,I < [ ~ -  1 <~ 
(fiir ein geeignet gew/ihltes c~), also 

g c . z .  2 .  A - -  E I - - - - e a t A - -  E [ 

) ,us [A - E[  < cl folgt also ] D ( A )  - - E , i  < c3 ]A --  El ,  wenn A ~ E  
ist. Dies ist natiirlieh auch fiir A ~ E giiltig, nur tri t t  an Stelle yon < 
das Gleichheitszeichen. 

D.h .  D ( A )  gen//gt in der Umgebung yon E der Lipsehitzsehen Be- 
dingung, es ist also dort stetig. Dies werden wir nun auf ganz ~ aus- 
dehnen. 
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w 

A o sei ein Punkt von ~ .  Wir behaupten: es gibt eine Umgebung lI 
yon A o, in der (d. h. in deren mit (~ gemeinsamen Teile)D(A)-be~ 
sehriinkt ist. 

Es gibt e i n e > 0 ,  so dab aus I B - - A  e l < e ,  I C- -A o l < e  

folgt (wegen detA o • 0 ) .  Wit definieren U dutch I X - - A  o ] < ~  und 
w~ihlen ein zu (~ gehSriges B o in U lest aus (dies ist mSglieh, weil A o 
zu $ gehSrt). 

Dann gilt fiir je.des zu (~ gehSrige C in 1I: 

]Bol C-- EI < ~, ID(B;x C)-- Z,] < l,  

]P(C)  -- D (So)] • ]D (Be) (D (Be 1 C) -- E,)  I 

s ID(Bo)] ID(Bo-'C)--E,I ~ ID(Bo)l, 

ID(C)Is 
also ist D(A) in U in get Tat beschr~inkt, 

Nun sei ~ irgendeine beschr~inkt-abgesehlossene Teilmenge yon (~. 
Wit behaupten: D(A) ist in ~ (d. h. im gemeinsamen Teile yon ~ und (~) 
besehr~inkt. 

Jeder  Punkt A o yon ~ ist ja in einer Umgebung U enthalten, in 
weleher D (A) beschr~inkt ist; ~ w i r d  also dutch diese Umgebungen iiber- 
deckt. Da ~) beschr~inla-abgeschlossen ist, ist der Borelsche Uberdeckungs- 
satz anwendbar: ~ wird bereits dutch endlich viele 1I iiberdeekt. Folglich 
ist D(A) in g a n z ~  beschr~inkt. 

I-Iieraus kann aber weiter gefolgert werden, dab D ( A ) ; -  ~ gleich- 
m~i~ig der Lipschitzschen Bedingtmg geniigt. 

Wit w~hlen n~imlich c 4 so, dab in ~ stets 

ID(A)Is 
ist (v4 und ebenso ca. ce , . . ,  h~ingen nicht yon A, B ab). Ferner ist~in 
~) (well es Teii yon (~ ist) stets 

det A ~- 0. 

Da ~ besehr~inkt abgeschlossen ist, gibt es ein c5 > 0, so da~ in ~ durehweg 

t det I > co 
ist. Und wegen der.Beschriinktheit yon ~) gibt es ein c 6, so da{3 in ~ stets 

ist. 
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Aus den beiden letzten Ungleichheiten folgt, dab es ein c 7 gibt, so 
dab flit alle ,4, B yon 

1`4~ - ~ -  El <c, 1`4-.el 
ist. 

Nun sollen ̀ 4, B zu ~ (und gleichzeitig zu ~ )  geh6ren. Wenn 

I A - B I <  ~ - 
C 7 - 

ist,  so ist 
I`4B -~ - E l < v ,  l ` 4 -  B[ < c~, 

[ / ) ( .49  -~) - -E,I  ~ c8 [ `4B-1  - -  E I ~ c8c, 1`4 - -  B [ ,  

I D (`4)- D (s)[ = [ (D (`4B-b- E,)D(B)1 < 1D (`4B -~) --a,l 1D (S) I 

Ist hingegen 

- - ~ ,  
so gilt 

I D ( ` 4 ) -  D(B)I  < 2~, < 2o,_~, 1~4- s l  

Nit c s ----Nax o 8 c~ c 7 , gilt also flit alle A, B yon ~ (und @) 

i D ( ~ ) -  a ( B )  l__<~, 1 `4 -  BI.  

Nach dem Schlaflresultate yon w 3 ist D(A) nicht nur in ganz (~ 
stetig, sondern auch in allen Punkten yon ~ (es braucht dort nicht de- 
finiert zu sein, es ist aber in beliebig nahen Punkten definiert, und hat 
die Schwankung 0).  Folglich kann D(A) auf eine ganz eindeutige Weise 
attf ~ erweitert werden, unter Wahrung der Stetigkeit. 

Well die Erweiterung stetig ist, so wird die Gleichung 

D (`4B) = D (`4) D (B) 

fiir alle A, B yon ~ "fortbestehen: das erweiterte D ist also eine Dar- 
stellung yon ~ .  Auch die zuniichst nut im gemeinsamen Teile yon 
und ~ giiltige Re la t ion  

rD (~) - D (B)[ < c, 1`4 - s l 
mug, wegen der Stetigkeit, in ganz ~ best~hen. (Eigentlieh braucht nieht 
ieder Punkt yon ~ H~iufungspunkt des Darchschnittes mit (~ zu sein. 
Wir miissen datum eigentlich zuerst eine umfassendere beschr~inkt-ab- 
geschlossene reilmenge ~ '  yon ~ a~fstellen -- so dab ~ mit ~ -  ~ '  
keinen gemeinsamen Hiiufungspunkt hat -- und dann ~s entsprechend 
w~lilen. Dann ist der Ubergang auf ~ ohne weiteres zu vol]ziehen.) 
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Das erweiterte D ist also nieht nur iiberall in (~ stetig; sondern es 
geniigt aueh in jedem beschr~tnkt-abgesehlossenen Teile ~ von ~ gleieh- 
m~flig der Lipsehitzsehen Bedingung. 

Die MSgliehkeit der Erweiterung auf ~ h~ngt wesentlieh an cler 
Stetigkeit; denn es gibt unstetige Darstellungen, die auf keine Art auf 
erweitert werden k5nnen (vgl. Anhang). Im Iolgenden verstehen wir unter 
D stets die erweiterte Darstellung. 

u  Die Infinitesimaldarstellung und der Entwieklungssatz. 

w 

Wit werden zeigen: Wenn A~, A~, ..o eine Folge yon Matrizen aus 
ist, und e~, e~ . . . .  eine Folge gegen 0 strebender Zahlen, so folgt aus der 
Konvergenz yon 

L (A~ - E) % 
aueh die yon 

• (o  (A,) -- E,).  

Natiirlich diirfen an SteUe dieser Folgen die Folgen 

1__ In Ap und ! ln, D (Ap) 
~p ep 

betraehtet werden (vgl. I I  w 2; die dortigen Resultate gelten natiirlieh 
eben~o in ~ , ) .  Der Limes der ersteren Folge sei etwa U. Wit nehmen 
eine Zahl k ----- 1, 2, . . .  als gegeben an, sie soil erst sp~ter genau festgelegt 
werden. Ferner wiihlen w i t  (was offenbar mSglieh ist) eine Folge 
q(1), q(2), . . .  positiver ganzer Zahlen so aus, dab 

1 q (P) % --* 

flit p--* er Dann gilt offenbar 
1 q(p)lnAp --~ ~U, 

u n d e s  geniigt jedenfa!ls, die Konvergenz der Folge 

q (p)~n, D (a,) 
zu beweisen. 

Wit wiihlen nun k: Es soil 

I11 ~ U  < ln(1 + ~), k > l h ( l + ~  ) 

sein, Folgfieh gilt fiir alle hinreiehend groBen /9 

tq(p) lnApl < ln:(l + ~) 
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and folglich fiir alle r = l ,  2 . . . .  , q(~0) 

]r lnA,[ ~ t g(p) InAp[ <: ln(1 + ~), 

l exp ( r lnAp) -  E[ < e 'n(l+~)- 1 = N, 

Hieraus folgt welter 

ID(A~)--E,]  < 1 ,  [ (D(A,))~- E, [ < t ,  
also 

in, D (+q~") = in, (D (A~)) ~') = q (~) l~, D (A~). 

Es geniigt also die Konvergenz der Foige ln, D(A~ (')) zu beweisen. 
Aus 

q(p) inAp~l u 
folgt 

33 

exp (-~ U), exp (q (1o) In Ap) I 

Die Ap, also auch die A~ (~> gehSren zu ~ ,  also is~ exp ( IU)  ein 

Hgufungspunl~ yon ~ .  Ferner ist die Determinante yon oxp (1  U) 
= _ 

keinesfalls 0, also geh6rt exp U zur Hiille yon @, d.h. zu @ solbst. 

gilt. 
Ferner ist 

zur Folge, womit unsere Behauptung bewiesen ist. (Wit kfnnten sohon 
jetzt die Limites bereehnen, indessen bestimmen wit sie spiiter auoh hfchst 
einfaoh.) 

mathematische Zeltschrift..~0. 3 
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w 

U sei irgendein Element yon 3 .  Wit betrachten alle Folgen A1, As, . . .  
aus ~ ,  zu denen sine Folge e 1, ~ ,  . . .  gegen 0 strebender positiver Zahlen 
existiert, go dab 

1 (A~ - E) --, V. 

Fiir alle diese Folgen hat aueh 

�88  E.)  

einen Limes; und zwar Iiir alle denselben; denn wit kiinnen ja zwei der- 
artige Folgen stets zu eider ebensolchen kombinieren. Dieser Limes h/ing~ 
also nur yon U ab, wir bezeichnen ihn mit J(U). J ist also in ~ de- 
finiert, es ist die zu D gehSrende Infinitesimaldarstellung. 

Wir wollen nun die lEigenschaiten yon J etwas n~iher untersuehen. 
U, V seien zwei Elemente von 3, a eine reelle Zahl. Wir wiihlen 

eine Folge ~i, ~.~, -," gegen ~J strebender Zahlen, dann gibt es zwei Folgen 

A~, A s, ... und BI, B s, ... yon Matrizen aus (~, derart, dab 

L (Ap -- E) ~ U, ! (Bp -- E ) ~  V. 

Natiirlich ist dann 

I ( D ( A , ) - - E , ) - - ~ J ( U ) ,  ~(D(B~,>--E,)-- , .J(V).  

Wir haben in II  w 3 bewiesen, dal] ~ dann 

1 (Ap--E)--~aU 
1 
o~ 

I (A,B~ -- E)---* U-~ F, 

~ ( A ~ B ~ ;  1 B ;  ~) - ,  v r -  v v .  
gp 

WSrtlieh ebenso kSnnen wir schlieflen, dab 

11 (D(Ap) -- E,) --~ gJ(U), 
--ep 

L (D(ApB~,) -- E , ) =  ~(D(Ap)D(B~)  -- E,)  --, J(U) + J(V), 

1_. (D (A~ B~, A~ ~ B~ -~) -- E.) 

1 (D (A~,)D (B~)D (A~,)-~D(B~) - ~ -  E.) 
P 

- - .  J ( u )  J ( V )  - J(v)  J ( u ) .  
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w 

Wir werden auf Grund der Resultate von w 2 beweisen kSnnen, daft 
die Darstellung D (A) in einer Umgebung eines jeden Punkte~ A o yon (~ 
durch Potenzreihen (der  Real- und Imagin~xteile der Elemente yon U) 
erzeugt wird. Indessen ist hierzu die Heranziehun_g des vollen Satzes I 
"nStig: wit miissen im Besitz der Erzeugung yon q~ du tch  

Ao: exp(~  U~ + ~0 U,. + . . .  + a~ U~) (~1, ~ . . . . .  ~ teen) 

in einer Umgebung von A o (bzw. 0, 0 . . . .  , 0 )  sein. 
Wit wollen aber zeigen, wie ohne Heranziehung dieser Tatsache die 

beliebig oftmalige Differenzierbarkeit von D aus den Resultaten yon w 2 
direkt erschlossen werden kann. 

A sowie Ax, A2,. .~ seien Matrizen aus (~, ~ ,  e~ . . . .  sei eine gegen 
0 strebende Folge positiver Zahlen. Aus 

�88 (A~ -- A) - -  V 

D.h.:  Es ist 
J(aU)  .= aJ(U)  (a reell), 

J ( e  + v) = J(U) + J(V), 
J ( U V  -- VU) ---- J(U) J(V) -- J(V) J(U). 

(D!e erste Relation gilt allerdings zun~ehst nur fiir a =~ 0. Abet wenn 
man etwa a ~ 1 und a ~ -  1 setzt und die zweite heranzieht, so folgt 
sie auch flit a----0.) 

Wenn nun ~ etwa durch U1, U 2 . . . .  , U~ aufgespannt wird, so ist 
jedes. U yon ~ eindeutig a]s 

U=alU1--}-%U~.-~-...-~-aT, U1, (al, a ~ . . . . .  a k reell) 
darstellbar, und es gilt dann 

J (U) = J(U1) + + . . .  + J(Y ) . 

Da die al, % , . . . ,  a~ durch U eindeutig bestimmt sind, sind sie lineare 
Ausdriicke der Real- und Imaginiirtei!e von U, also gilt (well die J(U1), 
J ( U 2 ) , - . . ,  J(Uk) konstant sind) dasselbe v()n den Real- und Imagin~ir- 
teilen yon J(U). D.h. :  J ( U ) i s t  linear in U. Insbesondere ist es also 
stetig und beliebig oft diffe~enzierbar. 

Mit der Linearit~it sind blol] die zwei ersten Eigenschaften yon J 
beriicksichtigt, die dritte Eigenschaft 

J ( U V -  VU)-~ J ( U ) J ( V ) -  J (V)J (U)  

ist eine weitere, recht wirksame Einschriinkung. In der Darstellungstheorie 
bildet sie vielfach den Ausgangspunkt zur Bestimmung aller J, und so 
aller D. 
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folgt dann: 

1' -1  1 A-x 
- E )  = 7;, ( A ,  - -  A )  - -  U A  - 1  

so, daft UA -1 zu ~ geh6rt; und weitex: 

~ ( D  (A~A, 1) --  E , )  ~ JCUA-~), 

1~, (D (A,) -- D (A)) = ~ (D (A~ A -x ) -- E . ) .  D (.4) ---* J ( U A  -x) D (.4). 

Dies bedeutet aber, dal~ D an der Stelle A and in der Richtung U 
differenzierbar ist und dal~ der Differentialquotient J (UA-X)D(A)  ist. 

Wenn nun D als bereits v-real differenzierbar erkannt ist, so kann 
man so welter seMieflen: J(UA -~) ist linear in UA -1, also beliebig oft 
ditierenzierbar. Also ist J(UA-1)D (A) aueh v-real diiterenzierbar; da es 
aber der Differentialquotient yon D ( A )  ist, ist dieses selbst ~ + l - r e a l  
differenzierbar. 

Also ist D beliebig oft differenzierbar. 

w 

Wit f ~ r e n  nun unsere Betrachtungen systematisch zu Ende. 

A geh~re zu ~ ,  und es geh5re zu der Umgebung von ~ ,  in der 
hieraus folgt, dab aueh lnA zu ~ gehSrt (vgl. Satz I). 

Dann gibt es eine Folge A~, A~, .... aus (~ so, dal~ 

p ln A~ --, InA.  
Folglich ist 

p(D(Az, ) -- E,)---. J ( l n A ) ,  

p l n ,  D (A,) --~ J ( l n A ) .  
Hieraus folgt: 

exp(p In Ap) --* exp (ln A), A~ ~ A, 

exp. (p ln.  D (Ap)) ~ exp. (J  (In A)), D (A~) ~ = D (A~) --* exp.(J( ln  A)). 

Da D an der Stelle A stetig ist, gilt also: 

D (A) =exp. (J( ln  A)). 

Nun sei A o irgendein Element yon $ ,  und 1I diejenige Umgebung 
yon Ao, die bei der Abbildung 

X '  ~ A o X  
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aus der oben erw~ihnten Umgebung von E entsteht. Dann ist In (AolA)  
sinnvoll und gehSrt zu ~ ,  und es gilt: 

D ( a ) =  D (m)  D ( a ;  ~.4) = D ( ~ )  exp, (J (ln (So -~ A))).  

Jetzt ist ein leichtes die Existenz der Potenzreihenentwioklung naeh- 
zuweisen; denn die Funktion 

D ( X ) =  D (A0)- exp. (J  (ln (Ao 1X))) 

setzt sieh aus den folgenden Funktionen zusammen: 

X '  ----- Ao  1 X,  X"  = In X ' ,  X " = J (X") ,  X IV __-- exp, ( X " ) ,  
X v--- D (A0). X Iv 

Die erste, dritte trod fiinfte dieser Funktionen sind linear. Die vierte hal 
eine Potenzreihe, die stets konvergiert. Und die zweite hat eine Potenz- 
reihe, die fiir die zugelassenen X (aus Lt) konvergiert: ist dQch fiir diese 
In(Ao1X) sinnvoll, d .h .  

i x ' -  El = IAo X-- El < 1. 
Damit ist bewiesen, dab D(X)  eine in lI konvergente Potenzreihe hat. 

Man beachte, dal~ hieraus die Analytizit~i* im gewShnlichen Sinne 
nicht foigt (vgl. Ful]note a). S. 4), weil Real- und Imagingrteile getrennt 
behandelt werden miissen. Allerdings erffillen die zwei ersten und die 
zwei letzten unserer fiinf Funktionen die Cauchy-Riemannsche Differential- 
gleiohung, abet ffir die dritte, J, braucht dies nicht der Fall zu sein, 

Wit lessen unsere Resultate fiber Darstellungen zusammen: 

Satz  II. Wenn D eine Darstellung yon ~3 ist, die in der Umgebung 
yon E eine Sehwankung < 1 hat (dies ist sicher der Fall, wenn es nieht 
i~berall in r unstetig ist), so ist es i~berall in g~ stetig und kann ein- 
deutig au] -~ ststig erweitert werden. 

Die Erweiterung ist eine i~berall a~2] ~ ststige Darstellu W yon ~ ,  
geniigt in jedem beschrdnkf.abgeschlossenen Teile yon ~ der I, ipsehitz- 
sehen Bedingung und ist i~berall in ~ beliebig o/t diHerenzierbar. Sie 
kann sogar in einer Umgebung eines ieden A o yon ~ in konvergente 
Potenzreihen der Real- und Imagindrtsile der Elements des Arguments 
entwickelt werden. 

Anhang. 
w 

Wir wollen hier die im Laufe der Arbeit angekiindigten Gegenbeispiele 
auftihren, die den Text stSrend unterbrochen h~itten. Es sind die folgenden : 

a) Eine unstetige Darstellung ~hit der Schwankung 2. ((~ = ~ ,  flit 
beliebiges m und n.)  Vgl. Einl. w 1, IV w 1. 
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b) Eine (unstetige) DarsteUung yon @, die zu treiner Darstellung 
yon {~ erweitert werden kann (m ~ 3, n ~-1). Vgl. IV w 

e) Eine Gruppe {~----{~-~@(E), die durch die expU, U yon J,  
nicht erseh~ipft wird (Ifir beliebiges m ~ 2 ) .  Vgl. I I I  w 5. 

d) Eine lineare Mannigfaltigkeit ~ ;j, die mit U,V stets such ihren 
Kommutator U V -  F U  enth~lt und trotzdem nicht die Infinitesimalgruppe 
eines ~ ist (flit m ~ 2). Vgl. Einl. w 1, I I  w  

Sie lauten so: 

a) Wir bezeichnen die (p-dimensionale) Matrix 

[ e ~=~ 0, O, 0] 
0 , 1, 0, ., 0 

0 , 0, 1, ., 0 

0 , 0 , 0 ~  ., 1 

(aeine reelle Zahl) 

ist. 

Abet sie ist genau 2, 

I ~. (~) - E. (P) l = t ~ ~  - ~ P ' l  < 2 

Da die Schwankung d= 0 ist, ist D natiirlich unstetig. 

mit E~(a). {~ sei die Menge aller E ~ ( a ) ( a  reell); daun ist {~ oflenbar 
eine Oruppe, und es ist ~ ---- ~ = {B (E ). Wir definieren D(A)  in 
folgendermaaen: Wenn A = E m ( a )  ist, so sei D(A)=E,~(cp(a)). Dies 
ist jedenfalls eine' (eindeutigo) Darstellung yon ~ ,  weun 

(1) = 0, ~ (a + fl) = ~ (a) + ~ (fl) 

ist. Wir wRlflen nun eine unstetige Hamelsche LSsung der Ftmktional- 
gleichung 

v(~+~)=v(~)+v(~)  
aus (vgl. Fugnote '), S. 5) und setzen 

~(~) = v ( ~ )  - ~ v  (1).  

Dann geniigt ~ unseren Anforderungen, D ist also eine Da~stellung. 
Ferner ist such ~(r  unstetig und ebenfalls eine L6sung der obigen / 

Funktionalgleichung; nach Hamel (a. a. 0.) liegen also die Punkte ~, ~o (~) 
in der Ebene fiberall dieht. 

Insbesondere liegen selche Punkte beliebig nahe an 0, 0 und 0, ~, 
die entspreohenden A und D (A) werden also beliebig nahe an E m (0) ~ E, 
E,, (0)---- E .  bzw. E~, (0) = E, E.  (�89 liegen. Wegen 

E 1 . ( ~ ) -  E ,  = [ e ~ ' - 1 1 - - - 2  

ist also die 8chwankung yon D bei E mindestens 2. 
da ja stets 
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b) Hausdorit hat gezeigt18): Wenn im dreidimensionalen Raume zwei 
durch den Nullpunkt gehende Achsen gegeben sind, die miteinander einen 
Winkel mit transzendentem Kosinus einscMieBen; und wenn 8 die 1800- 
Drehung um die eine und T die 120~ um die andere Achse ist, 
so kann keine Gleiehung yon einer der Formen 

ST u' 8 T ~ .... S TU" S = E, 

ST~' ST~... ST ~" =E, 

T U ' S T U ' . . . S T U ~ S = E ,  ' ( u t , u . ,  . . . . .  u , =  1, 2) 

T ' ~ ' S T ' ~ . . .  S T  "~ = E ,  
bestehen. 

Wir setzen 
A= TST, B = ~TSTS. 

Auch A, B sind Drehungen, und zwar um denselben Winkel, da ja 

B = ,S-~A,S 

ist. Und dieser Winkel ist mit ~ inkommensurabel, da sonst 

A~=E, (TST)'=E, TST~ST~...TgST=E 

write. Ferner sieht man leicht ein, dab iiberhaupt keine Gleichung der Form 

A'* 'B~  A ~ B ~ ' - . .  . A u'' B ~ " =  E 

(alle u s, v~ bis auf u, und v, sind ~ 0, und wenn u 1 = v,---- 0 ist, ~ > 1) 
bestehen kann. 

Wir nennen die Menge aller A U ' B ~ . . .  A ~ B ~ q~, dies ist eine Gruppe. 
Da @ lauter Drehungen (urn dutch den Nullpunkt gehende Aehsen) ent-  
h~ilt, so gilt dasselbe yon ~ ; wir wollen zeigen, dab ~ alle diese Drehungen 
enthlilt. Da @ Drehungen am mit :~ inkommensurable Winkel um die 
Aehse yon A und die yon B enth~ilt, muff ~ alle Drehungen um diese 
zwei Aehsen enthalten. Da abet diese Achsen verschieden sind (sonst w~ire 
wegen der Gleichheit der Drehwinkel A = B oder  A = B-l) ,  lrann jede 
Drehung aus solchen Drehungen zusammengesetzt werden; hieraus folgt 
die Behauptung. 

Nun kann jedes Element yon @ auf eine einzige Art auf die Form 

X =  A U ' B ~ . . . A ' B  ~ (alle u~, vv bis auf u 1 und v, sind + 0) 

gebracht werden. Wir kSnnen also 

D ( X )  = 2 ~ + ~ §  +~" 

,3) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Berlin-Leipzig 1914 (1. Auflage). 
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setzen (D (X) ist eine Zahl, d. h. eine eindimensionale Matrix). Da offenbar 

D (E) =- 1, D (X Y) ---- D (X) D (Y) 

gilt, ist D eine Darstellung von ~ .  
Es ist 

D ( A ) = 2 ,  D ( B ) = I ,  d.h.D(A)#,D(B) 

Da A und B in (~ konjugiert sind (denn S gehSrt zu (~), muf jede Dar- 
stellung yon ~ fiir A und B denselben Weft haben. 

D kann also nicht auf ~ erweitert werden. 

c) Fiir m----1 gibt es kein solches Beispiel, da dann alle Matrizen 
vertausehbar sind, also 

exp ([71) exp (U~). . .  exp (Uj) ---- exp (U1 -~ U2 ~ - . . .  -~ U~.) 

gilt. Wir geben ein Beispiel fiir m = 2 an, welches folgendermafen auf  
alle m > 2 iibertragen werden kann: 

Man r~indere alle Matrizen mit m -- 2 Zeilen und Spalten, und zwar 
versehe man die von ~ mit lauter Nullen, die yon (~ mit 1 auf der Dia- 
gonalr und im iibrigen mit Nullen. 

sei die Menge aller Matrizen mit der Determinante 1 (m = 2). 
Man sieht leicht ein, daft (~ ----- ~ == ~ (E) ist und daf ~ aus allen Matrizert 
mit der Spur 0 besteht. 

Die Matrix 

A = [ O  1 11] 

gehSrt zu (~. Wir woUen zeigen, daf  sie vo~- allen exp [/, U von ~, ver- 
sehieden ist. 

U hat bekanntlich eine der Formen 

S-1.[~ ~.O]s und 

Im ersten Falle ist 

oxp( ,) = =~-~ [~', ~ L 0 , e & 
Dies ist jeden!a!!s ~ A, da A bekannUich nicht auf die Diagonalform 
transformiert werden kann. Im zweiten Falle stellen wir zun~chst lest, 
daf ~ die Spur 2~ ha~, also muf  ~----0 sein. Dann ist aber~ 

Auch dies ist # A; denn es hat die Multiplikatoren i ,  1, w~hrend die 
yon A - - 1 , - - 1  sind. 
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d) Wit geben das Beispiel fiir m----2 an, auf m > 2 iibertr~gt es 
sich dutch dieselben Riinderungen wie in e). 

sei irgendeine irrationale Zahl, wit setzen 

:J 
~ sei die Menge aller rzU (~ reell). ~ ist eine lineare Mannigfaltigkeit, 
alle Elemente yon ~ sind vertauschbar, so da~ ihr Kommutator ----0 ist 
und zu ~ gehSrt. 

Wir werden zeigen, dal~ trotzdem ~ nieht die Infinitesimalgruppe 
eines (~ sein kann. 

Denn w~re dies der Fall, so enthielte ~ alle 

exv (~ ~) = exv F ~i' [ ~ '  o ] 

Da T irrational ist, kann man nach dem bekannten Satze von Kronecker 
zu jedem Paare reeller Zahlen ~, ~ ein solches r finden, dab sioh r yon 
und va yon v~ rood(l) beliebig wenig unterscheidet. Die Matrizen 

. r~ ,, 0 ] 
k 0 , e ~  (~l, ~ reell) 

sind also H~ufungspunkte yon ~ mit nichtversehwindender Determinante, 
so dal~ sie zu ~ geh6ren miissen. Da ~ auch Infinitesimalgmppe yon 
ist, miil3te es die Matrix 

([:' ) " [ ~ , o  l l i r a , ,  '01 - E  = ,~.o LO,.OI 
/ ,  

enthalten, was ottenbar nlcht der Fall ist. 

w  

Eine Infinitesimalgruppe ~ im gew6hnliehen Sinne der Theorie der 
kontinuierliehen Gruppen, d .h .  eine lineare Mannigfaitigkeit, die mit zwei 
Matrizen U, V stets aueh ihren Koramutator U V - - V U  enth~lt, wol|en 
wir eine formale Infinitesimalgruppe nennen, und ein 5 ,  das Infinitesimal- 
gruppe einer Gruppe (~ ist, eine echte Infinitesimalgruppe. 

Das Beispiel d) zeigte, dab nicht.jede forma]e Infinitesimalgruppe eine 
echte seln muG. Immerhin k5nnen auch formalen Infinitesimalgruppen 
gewisse gmppen~hnliche Gebilde zugeordnet werden; wie das geschehen 
kann, wollen wir hier in groBen Ziigen skizzieren. 

U sei irgendeine Umgebung yon E. Wir nennen eine Teilmenge ~ *  
yon U ein Gruppenelement (in U), wenn es die folgenden Eigenschaften hat: 
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a t) E gehSrt zu ~*.  

b') WennA zu (~* gehSrt, so ist d e t A + 0 ,  und A -~ gehSrt zu ~*,  
falls es zu H gehSrt. 

c ~) Wenn A, B zu ~*  gehSren, so gehSrt auch A B  zu (~*, falls es 
zu U gehSrt. 

Fiir solche Gruppenelemente kann man natiirlich die Infinitesimal- 
gruppe analog zu II w 1 definieren, und fast alle unsere S~tze lassen sich 
auch auf diesen Fall iibertragen14). 

Man kann nun zeigen, da~ jede formale Infinitesimalgruppe ~ gleich- 
zeitig Infinitesimalgruppe eines geeignet gew~ihlten Gmppenelementes ist; 
dabei kann H stets als die Menge aller X mit 

i x -  < 11 2 
2 

gew~l  t we~len. Dies Gruppenelement ist fibrigens mit seiner Hiille iden- 
tiseh, mad zwar ist es die Menge aller exp (U) (U yon ~), die in 1I liegeD. 

14) Diese Begrilisbildung ist ]nit dem yon O. Schreier untersuchten Begriff des 
Gruppenkeimes eng verwandt. VgI. Hamb. Abh. 4 (1926), S. 15-32 und S. 233-244. 

(Eingegangen am 2. Februar 1927.) 


