Uber die analytischen Eigenschaften von Gruppen
linearer Transformationen and ihrer Darstellungen.
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Einleitung.

§ 1.

Der Gegenstand dieser Arbeit ist, die Rolle der Stetigkeits-, Diffe-
rentiierbarkeits- und Analytizitdtsannahmen klarzustellen, die in der Theorie
der (kontinuierlichen) Gruppen linearer Transformationen und ihrer Dar-
stellungen eine entscheidende Rolle spielen. Es wird sich im Laufe un-
serer Ausfilhrungen zeigen, daB die Verhiltnisse, die bei den Gruppen
linearer Transformationen bestehen, in den meisten Beziehungen recht
giinstige sind.

Es wird uns namlich gelingen, eine jede solche Gruppe ‘(ohne Ein-
schrénkungen) auf diejenige Form zu bringen, die in der Theorie der
kontinuierlichen Gruppen allein beriicksichtigt wird; eine Gruppe linearer
Transformationen hat stets einen Normalteiler, der durch eine endliche
Zahl von Parametern analytisch und im kleinen ein-eindeutig darsteilbar
ist, und dessen Faktorgruppe diskret ist. (Diese Begriffe miissen und
werden wir natiirlich noch.niher prizisieren.)

Werner konnen wir jeder linearen Gruppe eine ,Infinitesimalgruppe
auf einwandireiem Wege zuordnen, und die Art und Weise, wie sich
‘Gruppe -und Infinitesimalgruppe gegenseitig bedingen, erweist sich als hichst
einfach.

Demgegeniiber zeigt sich, da8 nicht jeder ,Infinitesimalgruppe im
iiblichen Sinne des Wortes eine Gruppe zuordnen 1aft; dieser letztere Um-
stand soll im Anhang behandelt werden.

Fiir die Darstellungen gewinnen wir das folgende Resultat: alle Dar-

stellungen einer linearen Gruppe, deren Schwankung in der Umgebung der
1*
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Einheit <1 ist (bei geeigneter Definition der ,,Entfernung* im Raume
der linearen Transformationen), sind durchweg stetig, beliebig oft diffe-
rentiierbar, ja sie konnen sogar in der Umgebung eines jeden Elementes
der Gruppe durch Potenzreihen dargestellt werden. (In diesen Potenz-
reihen treten aber — bei komplexen Gruppen — die Real- und Imaginr-
teile der Transformationskoeffizienten gesondert auf, so daB hieraus keine
Analytizitét im gewdhnlichen Sinne folgt. Dieselbe ist ja im allgemeinen
auch nicht vorhanden?).)

Ferner existiert zu jeder solchen Darstellung die segenannte ,,Infini-
tesimaldarstellung mit den gewohnten Eigenschaften,

Die Primisse: Schwankung in der Umgebung der Einheit <1 laBt
gich aber nicht mehr wesentlich verschérfen: denn es gibt, wie wir zeigen
werden, unstetige Darstellungen, bei denen diese Schwankung =2 ist.
(Diese Darstellungen sind iibrigens iiberall unstetig.) Es kann sich also
héchstens noch um Konstantenverbesserungen handein.

§ 2.

Der"innere Grund dieser, an den ,,pathologischen* Méglichkeiten der
reellen Funktionentheorie gemessen, recht giinstigen Resultate ist jeden-
falls die folgenschwere Gruppeneigenschaft: eine Gruppe enthalt mit zwei
Transformationen stets auch ihr Produkt, und fiir die Darstellungen ist es
analog die Funktionalgleichung, der sie zu geniigen haben: wenn wir eine
Darstellung D als Funktion der linearen Transformationen 4 auffassen,
so gilt ja:

D(A4.-B)=D(4)-D(B).
DaB solche Funktionalgleichungen insbesondere die in § 1 skizzierte Wirkung
haben, auBer vollkommen reguliren Losungen nur iiberall unstetige zuzu-
lassen, wollen wir uns an einem méglichst einfachen Beispiel klarmachen.

Wir betrachten die Funktionalgleichung

f(zy)=f(x)f(y)

(z, y positive Zahlen). Sie definiert ja alle 1-dimensionalen Darstellungen
der 1-dimensionalen Transformationsgruppe, die simtliche Dilatationen der
Geraden um eine positive Zahl umfaft.

Durch die Transformation

@ (&) =In(f(e?)

1) Z. B. hat die Gruppe aller (komplexen) ebenen Lineartransformationen mit
nichtverschwindender Determinante eine nichtanalytische Darstellung durch den
Absolutwert der Determinante.
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geht sie in die ,lineare Funktionalgleichung*

pE+n) =9 () +en)
iiber. Und von dieser hat bekanntlich Hamel gezeigt?), daB sie aufer
ganz reguliren Losungen (¢ (&)=a$) nur iiberall unstetige zuliBt, und
daB beide Fille vorkommen.
Ubrigens spielt die Exponentialfunktion und der Logarithmus in
unseren Entwicklungen eine ebenso fundamentale Rolle, wie in der oben
skizzierten Diskussion der Funktionalgleichung

flzy)=1(=)f(y).
Wir werden diese Funktionen, in ihrer auf Matrizen erweiterten Form,
anzuwenden haben; insbesondere das Verhiltnis Gruppe — Infinitesimal-
gruppe, sowie Darstellung — Infinitesimaldarstellung ist vollig von ihnen
beherrscht.

§ 3.

Durch unsere Resultate werden viele Einwinde behoben, die vom
strengen Standpunkte der reellen Funktionentheorie geger die auf der
Betrachtung der Infinitesimalgruppe fulenden Untersuchungen iiber Gruppen
linearer Transformationen und ihrer Darstellungen erhoben werden kénnten.
Allerdings gebietet der Umstand, daB nicht jede ,,Infinitesimalgruppe aus
einer Gruppe hergeleitet werden kann (vgl. Anhang), eine gewisse Vorsicht
bei derartigen Betrachtungen.

In erster Linie sind damit die Resultate von Weyl iiber die Dar-
stellungen halb-einfacher Gruppen?) von ibren weitgehenden Differentiierbar-
keitsannahmen befreit. Der diesbeziigliche Teil unserer Resultate ist iibrigens
bereits in einer anderen Arbeit dargelegt worden*).

I. Die Funktionen exp und In.
§ 1.

Die linearen Transformationen in m Dimensionen (m=1,2,...,
diese Zahl sei zunéchst fest) sind charakterisiert durch Angabe der Trans-
formationsmatrix, d. h. einer m-dimensionalen quadratischen Matrix (mit
eventuell komplexen Elementen). Diese ihrerseits wird durch 2m?® reelle
Zahlen festgelegt: die Real- und Imaginirteile ihrer m?® Elemente. Wir
konnen. diese als kartesische Koordinaten eines Punktes im 2m?-dimen-

%) Hamel, Math. Annalen 60, S. 459.
%) Weyl, Math. Zeitschr. 28 (1925), S. 271; 24, S. 328, 377.
) Neumann, Sitzungsber. d. Preu8. Akad., Sitzung vom 17. Mirz 1927.
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sionalen (reellen) euklidischen Raume R, betrachten: dadurch sind die

linearen Transformationen bzw. Matrizen ein-eindeutig auf %, bezogen.

Wir werden beide Terminologien im folgenden beniitzen und die Trans-

formationen sowohl als Matrizen als auch als Punkte des R,, bezeichnen.
Wenn 4, B zwei Matrizen sind, so ist der Sinn von

A+ B, AB, aA (« eine komplexe Zahl)

der iibliche, O und E sind die Null- bzw, Einheitsmatrix. Die Deter-
minante von A bezeichnen wir mit det 4.

§ 2.

Unter |A| verstehen wir die (gewdhnliche euklidische) Entfernung
des 4 von O, also wenn A die Elemente a,, (#,v=1,2,..., m) hat,

i 2
|AI 2 ‘a;('vl * -‘5)
pyr=1

|A} heiBe der Absolutwert von 4.
Die Relationen

|0|=0, |E|=7Vm, |ad|=|e||lA| (« eine komplexe Zahl)

sind evident.
|4+ B|<|4]+|B|, |4+ B|2]4]|-|B]

ist nichts anderes, als der ,,Dreiecksatz* im euklidischen Raume R®,. Wir
wollen noch zeigen, da

, |[4B|<|4]|B]
ist®). Dies ergibt sich so (die Elemente von 4, B sind a,, bzw. b,,):

48°= 3| Za,5,.['< 3 (Zla,lin,.)
= 3 la a2 3 la,llb.llallb.,]
= 3 la b+ 2 (18,18, + 12,0118,
=2”'I I218,.] zta,,,., 3 [b,.["=]4]" B[

also |[AB|<|A||B|, wie behauptet wurde.
(Man beachte iibrigens, daB nicht | E|=1 ist!)

%) Dieser Begriff wurde zuerst von Frobenius benutzr.
%) Der erste Beweis dieser Relation findet sich wohl bei Wedderburn.
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Durch die Einfiihrung des Absolutwertes haben wir der Menge aller
linearer Transformationen (in m Dimensionen) die Metrik und Topologie
des euklidischen Raumes auferlegt; es ist nun ohne weiteres klar, was
unter abgeschlossenen, offenen, beschrinkten, zusammenhingenden Mengen,
sowie stetigen, differentiierbaren, analytischen Funktionen zu verstehen
ist?). (In der Theorie der kontinuierlichen Gruppen spielt der Begriff der
,,abgeschlGssenen Gruppe* eine groBe Rolle, er wire in unserer Termino-
logie wohl besser mit , beschrinkt abgesch]bssen“ oder ,,kompakt wieder-
zugeben. )

§3.

Das Konvergieren unendlicher Folgen oder Reihen (Summen) von
Matrizen gegen eine bestimmte Matrix im Sinne unseres Absolutwertes
(d. h. das gegen O-Streben des Absolutwertes des Unterschiedes) ist offen-
bar dasselbe, wie das elementweise Konvergieren derselben. Also diirfen
wir alle bekannten Konvergenzkriterien auf die Matrizen anwenden.

Folglich sind die Potenzreihen

Zw,’lA” und Zw:i:—l)'—_l(A — EY
pr v! = 14
fir alle 4 bzw. fiir alle 4 mit |4 — E| <1 konvergiert. (Die letztere
Grenze ist genau; denn fiir die Matrix

1,0,...,0

H—|0 0o 0

0, 0, ..., 0
ist offenbar |H|=1 und H®= H, so daB die zweite Reihe fir A=E—~H
divergiert®). Wir bezeichnen ihre Summen mit exp A4 bzw. In4. (Die

Bezeichnung exp 4 beniitzen wir an Stelle der schwerfilligeren e4.)

Die Konvergenz unserer Potenzreihen ist offenbar fiir |4| < a (2 >0)
bzw.|A — E| < a (0 <a<1) gleichmiBig, und die einzelnen Summanden

sind iiberall stetig, also sind beide Funktionen in ihrem ganzen Definitions-
bereiche iiberall stetig. (exp A ist iiberall definiert, In 4 nur fiir

?) Als zusammenhingend bezeichnen wir insbesondere eine Menge, wenn bei jeder
Zerlegung derselben in zwei nicht leere Teile, mindestens einer dieser Teile einen
Hiaufungspunkt des anderen enthilt (Hausdorff). Die Komponente eines Punktes
einer Menge ist die griBte zusammenhidngende Teilmenge derselben, die diesen Punkt
enthilt.

%) E—H ist eine Singularitit von In 4, denn fir A=E—-3H, 0<¥<1, ist
Ind=In(1—#)-H, so daB es fiir #— 1 m >ndlich wird.
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|4—E| <1.?% Wir wollen hieran gleich zwei genauere Abschitzungen der
Grofe und der Schwankung der Funktionen exp und In anschlieBen.
Erstens ist
1
‘QXI)44'— 1?1;; ekﬁl-—'l, [ln14‘ :;ln it:T:I::TET (@4-—-1@)<< 1).
Beide Abschitzungen folgen unmittelbar aus der Potenzreihendarstellung.
Zweitens ist fir (4| <Le, |B|La (¢>0) bzw. |4—E|<La,
|B—-E|<a (0<a<])
|expA —expB| < e*|A~B|, |lmA—InB|=y>_|4—B|.
Um dies zu beweisen, miissen wir zuerst die Richtigkeit der folgenden
Hilfsformel einsehen: aus (4| <@, |B|La (a > 0) folgt
|4 — B?|<pa®'lA—B| (p=0,1,2,...).

Fir p=0, 1 ist sie evident. Und von p ist sie folgendermaflen auf p 41
zu iibertragen (ohne Beniitzung der Vertauschbarkeit!):

|47 — B?*!| = |(4"— B?) A+ B?(4 — B)|
<|4"—B®||4]|+|B|"|4—- B
<p-a*'|A—B|-a+a?-|4—B|=(p+1)a?|4A—B].
Die behaupteten Formeln folgen aber, bei Beriicksichtigung dieser Hilfs-
formel, sofort aus der Potenzreihendarstellung von exp und In.

§ 4.

Es soll nun gezeigt werden, daB eine jede der Funktionen exp und In
die andere umkehrt, d. h. daB die Relationen

explnd=A4, Inexpd=4

gelten. Natiirlich muB8 dabei In sinnvoll sein, also muB im ersten Falle
|4 — BE| <1 sein, und im zweiten Falle |exp 4 — B| < 1. Dies letatere
ist fiir |A| <In2 sicher der Fall:

®) Natiirlich wire es moglich In 4 analytisch fortzusetzen, indessen ist die all-
gemeine Theorie dieser Funktion ziemlich verwickelt. (Sie ist z. B. kontinuumfach
vieldeutig). Erwihnenswert ist die folgende Reihenentwicklung, die iiber |4 —E| <1

hinaus konvergiert:
-]
2 A—E
nd= g'zr_ 1 (25%)

Dabei ist unter gl—g der gemeinsame Wert von (4—E)-(4+ E) ' und (4+E)~* (4~ E)
zu verstehen. Die Reihe konvergiert fiir
A-E

Zy-1
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lexspAd—B|Ledl—1<el?2—1=1.

Wir werden also die obigen Relationen unter der Voraussetzung |4—E|<1
bzw. | 4| < 1n2 beweisen.
Das Verschwinden der Ausdriicke

explnd— 4, Inexpd— A4

soll bewiesen werden. Da die Potenzreihen dieser Funktionen konvergieren
(nach den iiber 4 gemachten Annahmen), sind diese Ausdriicke die

Limites von

SN TS Yk A

(50 n ] s
=0 r=1

bzw,

'(_‘1)#—‘1' 8 1 vF‘
wenn man zuerst s und dann r gegen oo streben liBt. Es geniigt aleo
jedenfalla zu zeigen, daB diese letzteren Ausdriicke fiir hinreichend grofe s, r
beliebig klein werden: d. h. daB zu jedem &> 0 ein t=¢(¢) existiert, so
daB aus s > ¢, r >1 folgt, daB diese Ausdriicke absolut < e sind.

Wir konnen mit diesen Ausdriicken, da die in thnen allein vorkom-
menden Potenzen von 4 und 4 — E untereinander vertauschbar sind,
ebenso rechnen, wie mit Polynomen gewéhnlicher Zahlen. Es sind offenbar
Polynome rs-ten Grades in 4 — E bzw. 4.

Wemn ¢ > ¢, s >t ist, so sind die Koeffizienten der Potenzen bis zar
t-ten (einschlieBlich) dieselben, wie in der Entwicklung von

en+a) 1 — 2 bzw. lner—ux

(« als Zahl gedacht!), d. h. 0. Und alle Koeffizienten sind absolut <
als die entsprechenden Koéffizienten der Potenzreihen von

® w© 13 m__l__
2%(2%33) tlta—e “Flldz=1+a+

u=0 r=1 1-2
bzw.
S1{ w1 .\ 1 1
gz(é}!"’) te=himopte=eth;—.

Da diese Funktionen fiir x| <1 bzw. |z] < In2 regulér sind, sind ihre
Potenzreihen fiir |#| <1 baw. |2| <In2 konvergent; d. h. fiir 0 <a <1
bzw. 0 < @ <In2 ist der Koeffizient von z? in einer jeden von ihnen

<%= (e, hingt nur von @ ab).

= q?

(Die Koeffizienten der ersten sind iibrigens fast alle =1.) Um so mehr
gilt dies fiir die Koeffizienten der uns interessierenden Ausdriicke.
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Fiir |A—E|=a’'<a<1lbzw. |4|=a'<a <In2 ist also fiir einen
jeden der uns interessierenden Ausdriicke der Absolutwert

A T D t+1
¢ a ac, a’
£ 2, —=-a'’=¢ <—) < “,(——) ,
= a? a a = aga—a a
p=t+1 p=t+1

sobald r, s >¢ ist. Fiir hinreichend groBle ¢ ist dies beliebig klein und
damit ist unsere Behauptung bewiesen; sie gilt offenbar stets, wenn ein.
solches a existiert, d. h. fiir alle 4 mit {4 — E| <1 baw. |4| <In2.

§5.

Die Relation exp(A4 -+ B)=expA-expB kann keinesfalls fiir alle

A, B giiltig sein; denn dann wire ja allgemein
expAd-exp B =expB-exp A4,
also insbesondere fiir |A — E|< 1, |B— E|<1
explnAd-explnB =explnB-explnd,
AB=BA,

was offenbar falsch ist. Wir werden aber zeigen, daB sie fiir alle ver-

tauschbaren 4, B gilt.
Der Ausdruck exp(4+4 B) — expA-exp B ist Limes der Ausdriicke

Sharsr- Sk S
/t—O =0
fiir r—oo. Es geniigt also zu zeigen, daB diese gegen 0 streben. Da
wir mit ihnen ebenso rechnen diirfen, wie mit Polynomen gewdhnlicher
Zahlen (weil A, B vertauschbar sind), ergibt sich nach leichten Zwischen-
rechnungen:

r r
2 Zi(A+B)" 2 ar 3 L pr= 3
i ,=0 =0 ,u,v—o'“

ntv>¥F

und folghch 18t es dem Absolutwerte nach

Z ‘...lAI"lB! 322 .v.lAl"lBI + ZZﬂ.,.IAI”‘Bi

Iu#_;::;f:_ n=0 y=%r p=4r =0
—Z—IAI"%’IBI +Z’ lAl"_J 7Bl
u=0 y=37r ,u— 'r

M. S LBy 4P 3L ap

r=}r r=%r
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Diese Schranke strebt aber fiir r— oo offenbar gegen 0, und damit ist
unsere Behauptung bewiesen.
Wir zeigen weiter: Fiir vertauschbare A4, B ist

In(AB)=InA+1nB,
wenn alle drei In sinnvoll sind, d. h. wenn |4 — E| <1, |B—E|< 1,
|AB — E| <1 ist.

Zunichst werde festgestellt, daBl es geniigt, die Behauptung fiir alle
vertauschbaren 4, B mit |A — E| <4, |B— E| < é (4 irgendeine posi-
tive Konstante) zu beweisen.

Es sei nimlich |4 —E|<1, |B—E|<1, |AB—E|<1. Dam
gilt fiir alle 9 mit 0 <9< 1:

{E+8(A— B} —E|— 94— B)|<|4—E|<1,

{E-+#(B—E)}—E|=|8(B—E)|<|B—B| <1,

und weiter:

{E+9(4—E}{E+9(B—E)}— E|
=|8(4—E)+%B—E)+9*(A— E)(B - E|
=|9(4B— E)— (8 — 9°)(4— E)(B — E)|
<9¢|AB—E|+(9—-9*)|A—E||B—E|;

dieser Ausdruck ist aber fiir & <=0
<P 14(3—9")11=20—-9"=1—-(1—-9)°<K1,
und fiir 4 =0
=0<1,
also jedenfalls << 1. Folglich ist
F()=In{E4 34— E)}{E+ I (B—E)}
—In{E+3%(A4—E)}—In{E4+9(B—E)}
fir alle 0 <9 <1 sinnvoll. Wir miissen zeigen, da
In(AB)—In4d—InB=F(1)=10

ist. Nun konvergieren in F(#) alle In-Potenzreihen, also sind die Real-
und Imaginirteile der Elemente von F(#) fiir 0 <# <1 konvergente
Potenzreihen von 9, d. h. analytische Funktionen desselben.

Und fiir 0 <9 <6 ist

{E+9(4—E)}—E|=|9(4—E)|<(4—E) <9,
{E+9(B—E)}—~E|=|9(B—E)|LéB—E)<3$,
und E - 9(4 — E), E+ 9 (B — E) sind vertauschbar, weil 4, B es sind.

Nach Annahme gilt also F(4#)= 0. Folglich verschwindet F (&) identisch,
und es ist F(1)=10, d. h. die urspriingliche Behauptung ist bewiesen.
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Nun soll die als hinreichend erkannte Relation fiir 6 =1 — }1 be-
wiesen werden.

InA4, In B sind vertauschbar, denn sie sind Limites von Polynomen
in 4 bzw. B, die wegen der Vertauschbarkeit von 4 und B vertauschbar
sein miissen. Folglich ist

exp(ln4d+ InB)=-explnd-explnB=AB.

Ferner ist
|4—E|, |B—E|<1-],
S
T
1—(1—]/5)

|n4d+hB|<h2.

|InA|, [lnB|<In ~lny2=_In2,

Also gilt
Inexp(ln4d+InB)=hd+InB,
d. h.
In(AB)=In4-+InB.

§ 6.

Wir gehen nun daran, aus den’ zwei in § 5 bewiesenen Formeln die
naheliegendsten Konsequenzen zu ziehen.
Da x4, BA stets vertauschbar sind («, 8 komplexe Zahlen), ist

exp (¢} p)A) = expad-expfA.
Insbesondere gilt allgemein :
expA-exp(—A)=expO0O=E,
detexp d-detexp(td)=detE=1,
also
detexpA 40, exp(—A)=(expd) .
(Die Ungleichheit det exp A 4 0 wird in Evidenz gesetzt durch die Relation
detexp 4 = ¢*" 4,

Ferner ist die Gleichung exp 4 = B fiir die und nur die B losbar, fiir
welche det B 4 0 ist. Auf den Beweis dieser Tatsachen gehen wir hier
nicht ein.)

Aus diesen Gleichungen folgt fiir alle 4 und alle p=0, +1,
+ 2, ... sofort: :

exp (pA4) = (exp 4)°.

Eine Umkehrung dieses Satzes ist der folgende: Wenn p =0, + 1,

4+ 25 ... ist, und '
[l4A"—Bl<1
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ist, fiir alle » zwischen 1 und p (d. h. 1 <r < pbzw. 1> 7 = p), so gilt
In(4”)=ph 4.

Dies folgt ohne weiteres aus der zweiten Formel in § 5, wenn man be-
riicksichtigt, daBl alle Potenzen von A4 untereinander vertauschbar sind.
Wir. stellen noch einige leicht beweisbare Formeln auf. Es ist

exp (871 A8) =8 "exp(4)-8, In(87'48)=8""'In(4)8
(das erstere fiir detS 40, das letztere fiir detS 40, |[A—E|<]1,
|S§™'A48 — E| < 1). Denn die entsprechenden Relationen gelten fiir die
Partialsummen der Potenzreihen (die ja Polynome sind), und folglich
auch fiir die Limites derselben.

Wenn A eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen ¢, , «,, ..., &,

ist, so sind expA4 und In4 auch Diagonalmatrizen, und zwar mit den
Diagonalelementen

en, e%,,,., e°n bzw.  Ine,, Iney,...,Ine,.
(Fiir In muB natiirlich |4 — E| <1 sein; von den Ine, ist. jeweils der

Ast zu nehmen, der bei 1 gleich 0 ist.) Diese Behauptung ist trivial.

§7.

SchlieBlich beweisen wir noch einige auf das Verhalten von exp und
In in der Umgebung von O bzw. E beziiglichen Abschitzungen.
In der Umgebung von O bzw. E gilt

expA=E+A+0(|4%]), mA=(A—E)+O(A—E|*).
Es sei namlich etwa | 4| < 1 baw. |4 — E| <}, dann gilt:

<Shar<iar Ji<iap

r=2 r=3

jexpd—A—E|=| 3, 4"

=2

a—(4—B)|=| 35V 4—By|< 3 14— B
y=2 =2

1 1
=|A—E1_Q2;:;2,_g§|‘4|2,

womit die Behauptung bewiesen ist.
In der Umgebung von O gilt
In(exp A-exp B)=A + B + O(|4]|B]).
( Fiir vertauschbare 4, B ist das Zusatzglied 0!) Wir nehmen

3 3

l4|< g, |Bl<yln.
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an. Dann gilt:
|epr—E]<e%m%—1=V—T;i—1, ]expB——E|<e"’lm%—1=V%—l,

lexp A-exp B—E| = | (expA—E)+(expB—E)+(epr—E)(exp B—E)]
LlexpAd—E|+ 1expB¥-EI—§-}epr—E{ lexp B—E|

<2(V3-)+(5-1) =+

|4+ B|<ln3, |exp(d4B)—Ej<e™ 1=

Folglich ist
In(expA-exp B) — A— B =In(exp 4-expB) — In exp(4 + B)
= O(|exp A-exp B — exp (4 4 B)|),

und:
1
?‘-

es gilt also, den Ausdruck exp 4-exp B — exp(A -+ B) abzuschitzen. Er
ist der Limes von
r

1 1 1
w A B — Y w4+ B)
u=0

V] u=0

R

#

fiir r—>oc0. Wenn man ausmultipliziert (diesmal ohne Beniitzung der,
nicht vorausgesetzten, Vertauschbarkeit), so heben sich erstens offenbar
alle Glieder A* und B” fort. Wir wollen nun die iibrigen Glieder (die
sowohl 4 als B enthalten) abschitzen.

‘Wie groB ist die Anzahl der Glieder, in denen A g-mal und B ¢-mal
als Faktor auftritt? (o+o<r.)

Im awsmultiplizierten

2 F" [L'

kommt offenbar ein einziges golches Glied vor, und zwar mit dem Koeffi-

zienten —'l—' Im ausmultiplizierten
~p! o!
r 1 )
2 i (A+B)
#=0 -
miissen -alle solchen Glieder aus (——_Fl—)~, (A4 B)*"" stammen, und hiér

kommen (QT !)

solche Glieder vor, ein jedes mit dem Koeffizienten — o +o i

Der Absolutwert der Summe aller derartigen Glieder ist folglich

|4} @ED L g1 g1r— 24 lBl

-—g'o' elo! (g+o) ol o!
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Der Absolutwert des ganzen Ausdruckes ist also

@® 2 ,
< 2‘ olol |AIQIBI =2(e’4‘_1)(e|31_1).
&, 0=

Dies gilt fiir alle r, und somit auch fiir den Limes bei r— oo, wir
haben also:

|exp 4-exp B — exp (4 + B)| < 2(e!*! —1)(e!*' —1) = 0(|4]| B).
Und hieraus folgt sofort
|In(exp 4-exp B) — 4 — B| = 0(|4]|B|),

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

II. Gruppen und ihre Infinitesimalgruppen.
§ 1.

Als Gruppe bezeichnen wir, wie allgemein iiblich, eine Menge in R
(d. h. eine Menge von Matrizen) ®, die die folgenden Eigenschaften hat:

a) K gehort zu @&.
b) Wenn 4 zu & gehort, so ist det 4 4= 0, und 471 gehort auch zu @,
¢) Wenn 4, B zu & gehoren, so gehort auch 4B zu &.

Als Hiille von & bezeichnen wir die Menge @& aller Elemente von @,
und aller Haufungspunkte von & mit nichtverschwindender Determinante.

@ ist offenbar auch eine Gruppe, und seine eigene Hiille. (Man be-
achte, daB & keineswegs ,abgeschlossen“ sein muff, in dem Sinne wie
dieses Wort in der Theorie der kontinuierlichen Gruppen benutzt wird:
es mull nicht beschrinkt und abgeschlossen sein.)

Als Infinitesimalgruppe § von & bezeichnen wir die Menge aller
Matrizen U, zu denen eine Folge von zu & gehorenden Matrizen 4,,
A,, ..., sowie eine Folge gegen O strebender positiver Zahlen ¢, ¢,, ...
existiert, so dalB

14, E)—U
p
fiir p-—o0.

Man sieht leicht ein: ® und @& haben dieselbe Infinitesimalgruppe.
Denn @& ist in @ enthalten, also ist es auch seine Irfinitesimalgruppe in
der von ®. Es bleibt noch iibrig zu zeigen, daB jedes U, welches zar
Infinitesimalgruppe von ® gehort, auch zu der von & gehéren muB

A,, A,, ... sollen also zu ® gehoren, ¢, ¢,, ... sei eine Folge gegen 0
strebender positiver Zahlen, und es sei

1.
o (4, —B)=U
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fiir p—oo. Wir wihlen fiir jedes p ein A; aus & so aus, daf

‘A;'_Ap|<£:

ist; das ist moglich, weil 4, zu ® gehort. Dann gilt fiir die Folge
Af, 4;,... aus ®:

= (4= B)— L (4,—B)| =| 2 (4,— 4))| <
—(4,—B)— 1 (45— E)—0

fiir p—o00. Also strebt auch —(A —E) gegen U, d. h. U gehort zur
Infinitesimalgruppe von &.

§ 2.
Ehe wir die Inﬁnltes1malgruppe weiter untersuchen, miissen wir zwei
Satze iiber Folgen — (A — E) beweisen.

Wir behaupten “erstens : Wenn eine Folge von Matrizen 4,, 4,,.
und eine Folge gegen O strebender positiver Zahlen ¢, ,, . . gegeben
ist, so zieht die Konvergenz einer jeden der beiden Reihen

1 1
— (A —E d =Ind.
s,,( " ) unm . nAp
die der anderen na,ch sich, und sie haben denselben Limes.

Wenn namllch 4,— E) konvergiert, so st |—(4,— E beschriinkt,
g

und |4, — E| strebt gegen 0, folglich ist In4, iur fast alle p sinnvoll,
und es ist:

Lind,—1(4,—B)+0(4,— B~ ;l;(AP—E)—i—sPO(‘lC—t(AP—E)r)
- j_P(Al,~ E)+e,0(1)= é(Ap-E) +0(s,)-

Der erste Summand hat einen Limes, der zweite strebt gegen 0, also hat
die Summe denselben Limes.

Konvergiert umgekehm;'_:~ In4,, so ist wieder lzllnAPl beschrinkt,
F4
und es ist: ?

_(A E——(explnA E)*--(IHA-F O(llnAl))
=;1;lnAp+ep0(l;lnAp\ =_lind,+2,0()

; |
~ - Ind,+0(e,)
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Wieder hat der erste Summand einen Limes, der zweite strebt gegen 0,
so daB die Summe denselben Limes hat.

Wenn jedem ¢ > 0 (etwa fiir ¢ < ¢y, g, > 0) eine Matrix 4, zuge-
ordnet ist, so zieht auch die Konvergenz einer jeder der Reihen

1(4.—E) wd a4

(fiir e— 0) die der anderen nach sich, und ihr Limes ist gemeinsam.
Um dies einzusehen, brauchen wir nur zu beriicksichtigen, daB hier die
Konvergenz fiir ¢— 0 dies bedeutet: Konvergenz fiir jede gegen 0 stre-
bende Folge ¢, ¢,,....

Unsere zweite Behauptung bezieht sich auf die Gruppe ® und lautet
so: Wenn eine Folge 4,, 4,,... von Matrizen aus @ existiert, und eine
Folge gegen 0 strebender positiver Zahlen ¢, ¢,,..., so daB

-}; (4, — E)—T,
so konnen wir auch jedem 0 < e <1 eine Matrix 4, aus & zuordnen,
so dal
L—p)-v
fiir g+ 0,
Es ist bequemer, die vollig gleichwertigen Folgen

llnA und . —l—InAE
&p P &
zu betrachten.
Wir suchen zu jedem 0 <e<1 ein p(e)=1, 2,... auf, so daB

Epin < &?

ist, und wihlen g(e)=1, 2,... so, daB

(g(e)— 1)8,(5) < e < q(e)epm
ist. Fiir e— 0 konvergiert £, (da es < ¢? ist) gegen 0, also p(¢)

gegen co. DUnd da
1

92+ >
ist, strebt auch g(¢) gegen oc.
Wir definieren weiter:
B, = (4,0)"".

zu § gehort, gehort auch B, dazu.

Da A

'p (0
Da el In A, konvergiert, ist es beschrinkt, es gilt also:
P

. 4
_;;lnAp=0(1), IDAP=0(£‘,)9
g(e)Ind, = O0(q(e) e,,) = O(e).

Mathematische Zeitschrift. 30, 2
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FRiir alle hinreichend kleinen ¢ ist also
|g(e)Ind, | <In2,
und folglich fiir alle r=1,2,...,¢(¢)
lr lnAp(e)l < ln2,

Nun it ab |exp(rind, ) —E|<eP?—1=1.
un ist aber

€xp (f lnAp (s)) = (exp In Ap (s))' == (Ap (e))f’
also haben wir fiir alle r=1,2,....,¢(¢)
I(Ap(-))r"‘ El <1
Wegen dieser Ungleichheit ist
InB,=In(4,,)"“=q(c)In4,,,

1B =20my =20, 1,
} : e = Tr@® € £p00)

Fiir ¢ — 0 konvergieren, wie wir wissen, 2 (¢) und g(e) gegen oo; der
zweite Faktor konvergiert also gegen U. Und der erste ist

Ap (°

q(¢)
=l =gE-1
also konvergiert er gegen 1. Damit ist
—:—vln B,—U,

d. h. unsere Behauptung, bewiesen.

§ 3.
Aus dem zweiten Resultat von § 2 folgt: Wenn U ein Element von
ist, und eine Folge #,, 7,,... gegen O strebender positiver Zahlen will-

kiirlich -vorgegeben ist, so gibt es eine Folge von Matrizen 4,, 4,, ...
aus @, so daB fiir diese #,,7,,...

1

E(AP —Ey—-U
igt. Wir wihlen nimlich zuerst die B, aus & so, da3

+(B,—B)—~U

(fir ¢ — 0); und setzen dann 4, — B, .

Auf Grund dieses Resultates konnen die wichtigsten Eigenschaften
von ¥ unschwer entwickelt werden.

Wir behaupten: Wenn die Matrizen U, V zu § gehdren, so gehdren
auch die Matrizen aU/ (« eine beliebige reelle Zahl), U+ V, UV —VU
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zu §. (DaB J iiberhaupt Elemente hat, ist klar: O gehort zu ihm, da

man 4, = E und etwa ¢, =-1; setzen kann.)

Um dies zu beweisen, wihlen wir irgendeine Folge ¢,, &,, ... gegen 0
strebender positiver Zahlen aus und bestimmen zu ihnen solche Matrizen
A4,,4,,...ud B,,B,,... aus @, daB

1 1

ist. (Auf den Wert der ¢, kommt es uns nicht an, wichtig ist aber, daB
wir fiir U, V dieselben ¢, haben!)

Dann ist erstens fiir ¢ &= 0 fiir die ebenfalls gegen 0 strebende Folge
1 1

—— &1y " Exy 0
o 17 5 "2

1
1 (4,— E)— U,
i
so dal «U zu & gehdrt. Fir ¢« =0 gehort «U= 0 auch dazu.
- Zweitens gehéren die Matrizen 4 B, auch zu &, und es ist

;l;(ApBy-—-E) = }P(Ap'— E)—f—;l;(Bp—E)—}-;;(Ap__E') (Bp_ E)
= 4,~E)+(B,— B)+¢, -4, — B)-L (B, E).

Dieser Ausdruck konvergiert offenbar gegen U+ V4 O-U-V=U-+7V,
so daB auch U+ V zu & gehort. ' _

Drittens bilden wir die Matrizen 4, B, 4,B;", die auch zu & ge-
héren, wir wollen

1 - - i
;E(A,,B,,A,,’B,,l—— Ey-UV—-VU
beweisen, damit ist dann gezeigt, daB auch UV — VU zu @ gehort.
A4,—E, B,— E streben gegen 0, also 4,, B, gegen E, und somit
auch 4, B,'. Wegen
1. 11 pe- 1 - -
;.E(Ap B, 4, "B E)= ‘e's(Apo — BpAn)'Appr *
geniigt es also
1
}E(APBP_ B, AY—~UV—-VU

pp
zu beweisen. Dies ist aber leicht verifizierbar:
1 1
?E(Apo —_ BPAP) = ;E((A" —E)(B,—E)— (B,— B) 4, — E))
1 1 1 1
~ (4, ~ B)-(B,— B)— L-(B,— B)- 1 (4, ~ ),

woraus die Behauptung ohne weiteres folgt.
o%
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§ 4.
Wir wihlen unter den Elementen von § eine maximale Anzahl linear
unabhingiger aus. Die lineare Unabhéngigkeit verstehen wir so, daB nur
reelle Koeffizienten zugelassen werden; dann ist die hdchstmogliche An-

zahl 2m® Diese Elemente seien etwa U,, U,,..., U,.
Jedes Element U von § mufl von diesen linear abhingen, also

U=aU,+eU,+...+ 0, (e,0,..., o reelle Zahlen)

sein, wegen der Unabhingigkeit der U,, U,, ..., U, sind die ¢, e,, ..., ¢,
eindeutig bestimmt. Nach den Resultaten von § 3 gehért aber umgekehrt
auch jedes

U=0,U,+eUy+...+¢0, (,¢,...,a reelle Zahlen)
zu J. Also ist & die durch die linear unabhéingigen U,, U,, ..., U, auf-
gespannte lineare Mannigfaltigkeit.

Dabei ist 0 <k < 2m?, k=0 bedeutet, daB & aus der O allein
besteht.

Unter den linearen Mannigfaltigkeiten ist aber & noch dadurch aus-
gezeichnet, daB es mit zwei Elementen U, V stets auch ihren sogenannten
Kommutator UV — VU enthélt. In der Theorie der kontinuierlichen Gruppen
werden die Infinitesimalgruppen in der Regel durch diese Eigenschaft in-
dependent definiert. Es wird aber oft als selbstverstindlich angenommen,
daB eine solche ,Infinitesimalgruppe” stets auch eine im eigentlicher. Sinne
ist: d. h. daB sie aus einer Gruppe @ gewonnen werden kann. Diese Aus-
nahme ist indessen falsch, wie wir im Anhang an Hand sehr einfacher
Beispiele zeigen werden.

- Uns sollen hier nur die aus gewdhnlichen Gruppen @ hergeleiteten
Infinitesimalgruppen & beschiftigen.

III. Zusammenhangseigensehatten und Parameterzahl,

§ 1.

Da die Gruppe & eine Punktmenge im euklidischen Raume %, ist,
kénnen wir ihre Zusammenhangseigenschaften untersuchen®), Wir bezeichnen
die Komponente von A (4 ist irgendein Element von &) mit & (4).

Die Abbildungen

X'=4X ud X'=2X4

sind stetige Abbildungen von & auf sich selbst, folglich bilden beide jede
Komponente auf eine Komponente ab. - Die Komponente von C geht also
in die von AC bzw. CA fiber.

10) Vgl. FuBnote 7, 8. 7.
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Wenn 4, B zu @(E) gehoren, so bildet
X'=4X
demnach @ (E) auch @ (d4) ab, d.h. auf @(E). Da B z ©(F) gehort,
gehort AB zum Bilde, also wieder zu. & (). Also ist @ (E) eine Gruppe.
Wenn S irgendein Element von ® ist, so konnen wir die Abbildung
X"=8'X8
aus
=X8, X'=87'X
zusammensetzen, sie bildet also ® (E) auf ®(87*-E-8) = © (E) ab, folg-
lich gehort fiir jedes 4 von & (E) auch S48 zu G (E).

Also ist @ (E) ein Normalteiler von &, und ®(4) ist die zu A ge-
horige Nebengruppe von @ (Z): die Komponenten von & bilden seine
Faktorgruppe.

Als Komponente von @ ist ® (E) in ® relativ abgeschlossen, es ent-
hiilt also alle seine Haufungspunkte mit nichtverschwindender Determinante.

§ 2.
U gehére zu §. Wir withlen eine Folge 4,, 4,,... aus @ so aus, daf

1
p(4,—B)—=U (dh o=2),
also
plnd,—U.
Es ist '
| exp (pIn 4,) = (exp In 4,)" = (4,)",
und exp X ist an der Stelle U stetig, also gilt
(4,)"—exp U.

Da slle (4,)” zu @ gehéren, ist exp U ein Hiufungspunkt von ©. Dabei
ist seine Determinante = 0, also gehért es zu ®.

Hieraus folgt sofort: wenn U,, U, ..., U; zu J gehdren, so gehort auch

exp (U, )-exp (Uy): . .. -exp (U))

zu @. Wir behaupten aber: es gehort sogar zu @ (E).

Denn fiir jedes 0 <& <1 gehoren auch die 9U,, 40, ..., #7; 2u J,
also gehort

F(9) = exp (80,)-exp (80,)- ... -exp (#T;)

zu @. Wir haben also eine in & liegende analytische Kurve, die F/( 0)=~F
mit F(l), d. h. der untersuchten Matrix, verbindet.. Diese muB folglich
zu @ (E) gehoren.

Im folgenden wird sich unter anderem zeigen, daB ® (E) keine wei-
teren Elemente hat.
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§ 3.

Wir nehmen an, es wire eine Folge von Matrizen 4, 4,, ... aus €]
gegeben, derart, daB alle In 4, sinnvoll sind und keines zu J gehort, und
die 4, konvergieren gegen E. KEs soll gezeigt werden, daB dies unméglich ist.

Da O zn J gehdrt, ist durchweg In4 =+ O; wir setzen

|Ind,]=46,>0.

Da In A, nicht zu J gehort und J sls lineare Mannigfaltigkeit eine ab-
geschlossene Menge ist, so hat es eine positive minimale Entfernung e,
von Ind,, die in einem Punkte U, von  angenommen wird:
[Ind4,—U,|=¢,>0.
Ds O zu § gehort, ist insbesondere 0,2 ¢, 4, konvergiert gegen E,
also In4, gegen 0, folglich gilt
51; — 0, &, —> 0.
Also konvergiert auch U, gegen 0.
Insbesondere sind A4, In 4, U, beschréinkt, wir diirfen also schlieBen:
|explnd, —expU,|=0(|In4,—U,|)=0(e,)
|4, —expU,|=0(e,)
und weiter:
]Apexp(—— Up) - El = [(A - eprp) exp(_ Up)'
S|4—expU,|jexp(—U,)|=0(s,) O(1)=0(s,).
A, exp (—U,) strebt demnach gegen E, was die folgende Abschitzung
motiviert:
[In(4,exp(— U))| = 0(|4,exp(— U,) — E|) = 0(s,).
Man beachte, daf fiir fast alle p (nimlich sobald U7, nahe genug zu O ist)
In (Ap_exp (— UP)) 4 0
sein muB, denn das Gegenteil hitte
A,exp(—U,)=E, A,=expU,

Ind, =IhexpU, =T,
zur Folge. Wir setzen ? P

|In(4,exp(—U,))| =1n, > 0.

Wir haben gezeigt, daB 5, = O(¢,) ist.
4, gehort zu @, U,und —U, gehéren zu J, also exp(— U,) zu @,

folgheh gehort A, exp (— U,) zu @ Alle Elemente der Folge
1
;}:ln (4,exp(— 0,))
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haben den Absolutwert 1, sie mu8 also mindestens einen Hanfungspunkt W
haben. Wir wihlen eine Teilfolge »(1), »(2), ... so aus, daB

L in(4, , exp(— U, ) — W.

Ny (p)
W gehort. also zu .
Aus der Definition von W und der »{p) folgt
1
—-—1In (A,(p, exp(— U, ) =W+ o(1),

Ty )
In (Av(p) exp (— Uv(p))) — T W=o (’Mp))'
Da beide Glieder der linken Seite gegen O streben, also beschrinkt sind,
so folgt daraus:
lAr(p) exp(— Uv(p))‘ - exP(’?v(p) W)|=0 (] ln(A,(m exp (— Uv(p))) ) Wl)
=o(n, (p)) >
A,y — xp (1,4, W)exp (U, )| = | (dexp(— U, ) — exp (1, W)) exp U,
< |dexp(—U, ) —exp(n,q W)||expU,, |
= o‘(ﬂv(p)) 0(1)= O(Wy(p))-
Und hieraus folgt weiter, weil beide Glieder der linken Seite gegen E streben:

{In 4, —In(exp (1, W) exp (U, ,)))| = 0 (| A, —exp (1, W) exp (U, (p)”‘)
= 0(1, ()
Wir beriicksichtigen nun, daB andererseits

|1n (exp (9, W) xp (U, (3)) — 1, u W — U, (| = O (| 0, » W] U, )
= 0(’77'(1;)) 0(1) = o(”v(p))
ist. Dies ergibt, kombiniert mit dem vorigen Resultat:

IlnAv(p) - (nv(p)W_*— Uf(p))‘ = o(”v(p)) = O(G,(p)).

Der Ausdruck #,, WU, gehort aber zu J, weil W und U, , dazm

gehoren, es mufl also nach Definition von e,

Iln Ar(p) - (’7,(,,) W+ Uv(P))I g'av(p)

sein. Und dies ist unmoglich; denn derselbe Ausdruck kann nicht sowohl
o(s, ) als auch fiir alle p gleichzeitig > ¢, , sein.
Damit ist die Unvertriglichkeit unserer Annahmen bewiesen.

§ 4.
Das Resultat von § 3 kann auch so formuliert werden: Es gibt ein
festes (aber von @& abhingiges!) 4 >0, so daB fiir alle 4 von @ mit
|A — E|< 4 der InA zuJ gehort. Dies hat aber sehr weitgehende Folgen.
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Erstens ist 4 =exp (In4), und In 4 gehdrt zu J: nach § 2 gehort
also 4 zu G(E). D.h.: es gibt eine Umgebung von E, in der ®(E)
mit @ iibereinstimmt. Nach § 1 entsteht ® (4) aus @ (£) durch die Abbildung

X'=AX,

also gibt es eine Umgebung von A4 (die auBer von ® auch von 4 ab-
hingt), in der & mit & (4) iibereinstimmt.

Wit konnen dies auch so formulieren: Jede Komponente von § ist
in @ relativ offen, oder auch: jedes 4 von ® hat eine positive minimale
Entfernung von der Komplementiren seiner Komponente & (4) in @.

Zweitens kann die am Schlusse von § 2 ausgesprochene Behauptung
bewiesen werden: alle Elemente von ® (E) haben die Form

exp(U,)-exp(U,)- ... -exp(U;), (U, U, ..., U; aus J).
(DaB diese Matrizen alle zu @(E) gehoren, wissen wir schon.)

Es sei nimlich @' die Menge aller dieser Matrizen und @&" ihre
Komplementire in @(E’) Wire nicht @ gleich & (), so wiire keine der
beiden Mengen G, " leer; da ® (E) zusammenhiingend ist, miiBte eine
von ihnen einen Héufungspunkt der anderen enthalten.

Dieser Punkt sei etwa 4, 4, | gehort allenfalls zu ®, und jede Um-
gebung von 4, enthilt Pankte aus @' und aus §”. Es gibt offenbar eine
Umgebung Ul von 4,, so daB fiir alle B, C von U

|B'C—E|< 4
ist (wegen det A4, < 0).
Wir wihlen aus 11 ein zu @' gehriges B und ein zu ®'’ gehoriges

C aus, dann gehdren B, C und B~*C zu @, und es ist
|B-*C—E|=

In(B~10) =
zu §. Da B zu @' gehort, ist
B = exp(U,)-exp (U,)- ... -exp(U;) (U, U, ..., U; aus J),
und hieraus folgt
C'—-—-B-B‘10=exp(Ui)-exp(Ug)- ... -exp (U;)-exp(V).

Also gehort auch C zu ®’, entgegen der Annahme.
Damit ist unsere Behauptung bewiesen.
Da &(4) aus ®(E) durch die Abbildung

X' =AX
entsteht, 8o ist ®(4) die Menge aller
A-exp(U,)-exp(U,)-...-exp(U;) (U,, U, ..., U; ans J).

Folglich gehort
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§ 5.

~ Die soeben gewonnene Darstellung von & (A4) erlaubt uns, den folgen-

den Satz zu beweisen: 4 und B gehéren dann und nur dann zur gleichen
Komponente von &, wenn sie in & durch eine analytische Kurve ver-
bunden werden kdnnen.

DaB die Bedingung hinreichend ist, ist klar; es bleibt zu zeigen, daf}
gie notwendig ist.

Wenn A, B zur selben Komponente gehren, so gehort B zu & (4),
also ist

B = A-exp(U,)-exp(U,)-...-exp(U}) (U, U, ..., U; aus J).
Wir setzen fiir 0 <9 <1
F(¥)= A-exp(9U,)-exp (8T, )-...-exp (8 T)).

F(&) ist eine analytische Kurve; da #U,, #U,, ..., #U; zu ¥ gehdren,
gehoren alle F(#) zu G (A4), also zu &, und sie verbindet in der Tat
F(0)=A4 mit F(1)=B. '

Trotz ihres durchsichtigen Charakters ist aber diese Darstellung von
®(A4) nicht geeignet, iiber die ,Parameterzshl* von ® Aufschliisse zu
geben; denn die U, U, ..., U; (und j selbst) sind ja keineswegs eindeutig
bestimmt.

Diese ermitteln wir wie folgt:

Zu jedem A von @ gibt es eine Umgebung 1l, welche das Bild von
| X—E| < & bei der Abbildung

X'=4X

ist. Ein B aus Ul gehort dann und nur dann zu &, wenn 4 'B zu ©
gehort, und dies ist wegen

|4 *B~E|<3$

dann und nur dann der Fall, wenn In(4 ' B) zu § gehért. Wir konnen
also auch sagen: Es gibt eine Umgebung 11 von A4, derart, daB der in U
gelegene Teil von @ (oder, was offenbar dasselbe ist, von & (4)) durch
die Abbildung

Y=In(4'X), X=dexpY
ein-eindeutig auf den in einer gewissen Umgebung B von O gelegenen
Teil von & abgebildet wird. v

Das allgemeine Element von § ist aber durch Angabe von k reellen
Parametern charakterisiert (vgl. II § 4), es ist ja gleich

e, U,+e, U+ ...+, 0, (e,¢,...,« beliebige reelle Zahlen),



26 J. v. Neumann.

wo U,,U,, ..., U, linear unabhiingige Elemente von § sind, in der groBt-
mdglichen Anzahl k. Also ist auch & im Kleinen durch % Parameter
analytisch beschreibbar: in einer Umgebung Il von 4 wird es durch die

A-exp(o, U, + e, U, +... + . T,)

ein-eindentig dargestellt (e,, ,, ..., &, reell, in einer gewissen Umgebung
von 0,0,...,0). n_q
Der sonderbare Umstand, daB & (4) im Kleinen durch

A-exp(U) (U in §)

erscudpft wird, im GroBen dies aber zundchst nur: fiir
A-exp (U,)-exp(U,)« .. .-exp (U}) (U, Uy ..., U; in )

bewiesen ist, legt die Vermutung nahe, ob man nicht auch im Grofien
mit § = 1 durchkommt.

~ DaB dies nicht so ist, soll im Anhang gezeigt werden. Es liegt je-
doch durchaus im Bereiche der Moglichkeit, daB j= 2 stets hinreicht,
um ®(A4) zu erschopfen; wir konnen dies weder beweisen noch wider-
legen.

§ 6.
Wir fassen unsere Resultate zusammen:

Satz 1. ¥ ist eine lineare Mannigfaltigkest, d. h. es gibt k linear
unabhingige Matrizen U,, U,, ..., U, (k ist eine der Zahlen 0, 1,...,2m?),
so daf} I die Menge aller

e U, +e,Up+...+a,0,  (e,0,...,a, relle Zahlen)

tst. Wenn 3 die Matiizen U, V enthdlt, so enthdlt es auch thren Kommu-
tator UV —VU.

Die Komponente von E in ®, ® (E) ist ein Normalteiler von ©, die
Komponente von 4 in &, & (A4), ist die zu A gehorige Nebengruppe von
©] (E). Die Komponenten von ® bilden die Faktorgruppe von & (E)
in @.

Jedes ® (A) ist relativ offen in ©, folglich ist die Faktorgruppe von
& (E) in © diskret: zu keinem A mit nichiverschwindender Determinante
gibt es unendlich viele Komponenten von & in beliebiger Nihe.

Zwei Punkte 4, B von & gehoren dann und nur dann zur selben
Komponente von ®, wenn sie durch eine in ® liegende analytische Kurve
verbunden werden konnen.

®(A4) ist die Menge aller

A-exp (U,)-exp(Uy)-...-exp(U;) (U, U, ..., U; aus J).
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Aber jedes A hat esne Umgebung U, derart, dafi hier ® (oder, was hier
dasselbe ist, & (A)) bereits durch die

A-exp(U) (U aus J)
erschopft wird, ja die Abbildung
Y=In(4"'X), X=Aexp(Y)

bildet U ein-esndeutig auf eine gewisse Umgehung B von 0 in S ab. @
kann also iberall im Kleinen esn-esndeutig und analijtisch auf k reelle Para-
meter bezogen werden; es besteht in U aus den

A-exp (0, U, + e, U, + ...+, T,)
(5 &5 « -+, &, reell, in einer Umgebung von 0,0,...,0).

®(E) ist also fiir k>0 eine kontinuierliche Gruppe im iiblichen
Sinne des Wortes, mit allen Analytizititseigenschaften, die man von einer
solchen erwartet. & selbst ist nur dann als eigentlich kontinuierliche
Gruppe anzusprechen, wenn es zusammenhiingend ist, d. h. wenn sich die
Faktorgruppe von ® (E) auf die Einheit reduziert.

Fiir k=0 besteht & aus O allein, also & (A4) aus 4 allein, d. h. ®
ist mit der Faktorgruppe von ® (E) (das ja E allein enthilt) identisch.
Folglich ist es diskret: es hat keinen einzigen Hiufungspunkt mit nicht-
verschwindender Determinante®!). (Insbesondere ist es endlich oder abzihl-
bar, weil es keinen seiner Haufungspunkte enthilt.)

In diesem Falle ist also & eine diskrete Gruppe im iiblichen Sinne
des Wortes.

1V. Darstellungen und Stetigkeit.

§1.

Mit dem Satze I haben unsere auf die Gruppe & allein beziiglichen
Betrachtungen einen AbschluB erreicht, wir wenden uns nunmehr den Dar-
stellungen von & zu.

n sei eine Zahl =1,2,. |, wir werden neben den Matrizen aus R,
nunmehr auch solche aus R, betrachten. (Um Verwechslungen zu ver-
meiden, schreiben wir in- R, fiir O, E, In, exp stets O,, E,, In,, &%p,.)

Eine Darstellung von & ist eine in & definierte Funktion D, die
Werte aus R, annimmt und der folgenden Funktionalgleichung geniigt:

D(4-B)=D(4)-D(B) (4, B aus ©).
11)' Héufungspunkte mit verschwindender Determinante konnen sehr wohl vor-

banden sein, z. B. ® sei die Menge aller 2”(»=0, - 1, 4 2,...), diese Zahlen
konnen ja als eindimensionale Matrizen gelten.
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Wir verlangen auBerdem noch

D(E)=E,,
dies ist iibrigens, wie aus einfachen Sitzen iiber Matrizen folgt, keine
wesentliche Beschrinkung?!?).

Eine Darstellung D von & mull keineswegs stetig sein, Beispiele hier-
fir werden wir im, Anhang geben. Es soll aber im folgenden gezeigt
werden, da8 Darstellungen, deren Schwankung in der Umgebung von E
kleiner als 1 ist (d. k. fiir die ein 6 > 0 und ein 7 > 0 existiert, so dafB
fiir alle 4 aus ® mit |A—E| <9

|D(d)~By| <17
ist), nicht nur iiberall auf @ stetig und auf ® stetig erweiterbar sind,
sondern noch viel weitergehende Analytizititseigenschaften besitzen miissen.

Diese Primisse (Schwankung bei E kleiner als 1} kann iibrigens
nickt mehr wesentlich verschiirft werden: denn es gibt unstetige Darstellungen,
deren Schwankung in der Umgebung von E gleich 2 ist (vgl.-Anhang).

Die Primisse ist sicher erfiillt, wenn D(A4) fir 4= F stetig ist
(Schwankung = 0), und dies ist wegen

D(4)=D(44,)D(4;")
der Fall, wenn D (A) fiir irgendein 4 = 4, in & stetig ist. Darstellungen,
welche sie verletzen, miissen also iiberall in & unstetig sein.

§ 2.
Wir nehmen also die Existenz der in § 1 erwihnten 6 >0, 7 > 0 an.
p sei irgendeine Zahl =1,2,.... Wenn 4 zu ¢ gehort, und
lA—E|<e
ist (¢ > 0, wir werden spiter genau iiber & verfiigen), so gilt:
[lnd| < lnvl—l—
-—&
und fiir alle r =1,2,..., p:
lrhd|=r|lbd|<plh—,
1

In ——0
lexp(rind) — Bl <e % —1=_1

Ta-a?

2

12) Da jedenfalls D (E)? = D (B) ist, zeigt man leicht, da8 D (%) auf die Diagonal-
form transformiert werden kann und da8 alle Diagonalelemente = 1 oder 0 sind. Also
ist die ganze Darstellung einer solchen dquivalent, bei der D (E) gleich einer mit
Nullen geéinderten Einheitsmatrix ist. Wegen

D(4)=D(E)D(4) D(E)
kommt dieselbe Riinderung bei allen D(4) vor; wenn wir sie fortlassen, bleibt eine
Darstellung mit D (F) = E, tbrig.
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d. h.
1

(1=e)?

|A"—E| <

Wenn also

Lo 1<5, eg1— e

(1—ef Y1+3
ist, so gilt

|A"—E|<é, |DA)—-E|<1~4 (D) —E|<l—1.

Hieraus folgt erstens

In, (D(A4))? = pin, D (4),
und zweitens

|Iny (D(4))"| <In.
Folglich ist

1.1 —
1

o, D(d)| <1l |D(4)-B,|<e? -1 —jE-1.

Nun gibt es sicher eine Konstante ¢, > 0 (c, und ebenso ¢,, ¢, sind
von p und A4 unabhingig), so daB stets

¢ 1
TR e
ist, wir kénnen also ¢ = % setzen.
Wenn 4 zu & gehort und
l4A—E|<e,

ist, so sei zunidchst A 4= E. Dann gibt es ein p=1,2,... mit

Sl 4 -G
2p=|A E|< ’
und folglich ist
r/—l‘ s

ID(A)"E*|<l—7‘—1;;
(fiir ein geeignet gewihltes c,), also
2
o
Aus|A— E| <e¢, folgtalso | D(A)— Ey| < cy|A— E|, wenn A+E

ist. Dies ist natiirlich auch fiir 4 = E giiltig, nur tritt an Stelle von <
das Gleichheitszeichen. '

D.h. D(A) geniigt in der Umgebung von E der Lipschitzschen Be-

dingung, es ist also dort stetig. Dies werden wir nun auf ganz & aus-
dehnen.

Seyo|d—E|=c|4d—E|,
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§ 3.

4, sei ein Punkt von &. Wir behaupten: es gibt eine Umgebung Ul
von Ay, in der (d. h. in deren mit @& gemeinsamen Teile) D (A4)-be-
schrénkt ist.

Es gibt ein. £ >0, so dal aus |B—4,|<e, |C—4,]|<e
|B'C—E|<$

folgt (wegen det Ay 0). Wir definieren 1l durch -|X — 4,|<¢ und
wihlen ein zu & gehoriges B, in U fest aus (dies ist moglich, weil 4,
zu & gehort).

Dann gilt fiir jedes zu & gehdrige C in U:

|B;'C—E| <48, |D(B;'C)—E,|<1,
|D(C)— D(B,)|=|D(B,) (D (Bs C)— Ey)|
<|D(B,)|| D(B7*C) — By| < [D(B,)],
|D(C)| £ 2{D(By,)],
also ist D(A4) in U in der Tat beschrinkt,

Nun sei § irgendeine beschrinkt-abgeschlossene Teilmenge von @& .
" Wir behaupten: D (A4) ist in § (d. h. im gemeinsamen Teile von H und &)
beschrénkt.

Jeder Punkt 4, von § ist ja in einer Umgebung 1 enthalten, in
welcher D (4) beschrankt ist; © wird also durch diese Umgebungen iiber-
deckt. Da § beschra.nkt-abgeschlossen ist, ist der Borelsche Uberdeckungs-
satz anwendbar: § wird bereits durch endlich viele Il iiberdeckt. Folglich
ist D(A) in ganz - § beschrinkt.

Hieraus kann aber weiter gefolgert werden, daB D(4) in § gleich-
miBig der Lipschitzschen Bedingung geniigt.

Wir wihlen nimlich ¢, so, daB in § stets

|D(4)| <¢,

ist (¢, und ebenso ¢, c,, ... hingen nicht von 4, B ab). Ferner ist.in
D (weil es Teil von @ ist) stets

det A+ 0.

Da § beschrinkt abgeschlossen ist, gibt es ein ¢; > 0, so daB in § durchweg
|det 4| = ¢,

ist. Und wegen der. Beschrinktheit von § gibt es ein ¢,, so daB in § stets

4| < e
ist.
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Aus den beiden letzten Ungleichheiten folgt, dal es ein ¢, gibt, so
daB fiir alle 4, B von 9
|AB™ — E|<¢,|A— B|
ist. _ _
Nun sollen 4, B zu § (und gleichzeitig zu &) gehdren. Wenn
|4—B|<2
-ist, so ist
|AB™' —E|<Le,|A—Bl<e,
|D(4B™)— B,|< | AB™ — E| < cye, | A— B|,
|D(4)— D(B)|=|(D(4B™")~E,)D(B)|<|D(4B™")— E,||D(B)|
<60, |A— B
Ist hingegen
|4—B|22,
so gilt
|D(4)—D(B)| 26, < 744~ B,

Mit ¢, = Max (cs ¢, c,,2°‘c’> gilt also fiir alle 4,B von § (und ®)
|D(4)—D(B)|<es|4— B|.

§ 4.

Nach dem SchluBresultate von § 3 ist D(A4) nicht nur in ganz @
stetig, sondern auch in allen Punkten von & (es braucht dort nicht de-
finiert zu sein, es ist aber in beliebig nahen Punkten definiert, und hut
die Schwankung 0)." Folglich kann D (d4) auf eine ganz eindeutige Weise
auf @ erweitert werden, unter Wahrung der Stetigkeit.

Weil die Erweiterung stetig ist, so wird die Gleichung

D(AB)=D(4)D(B)

fiir alle 4, B von ®& fortbestehen: das erweiterte D ist also eine Dar-
stellung von ®. Auch die zuniichst nur im gemeinsamen Teile von
und @ giiltige Relation -
|D(4)~D(B)| < ¢, 4 — B

mub, wegen der Stetigkeit, in ganz © bestehen. (Eigentlich braucht nicht
jeder Punkt von § Haufungspunkt des Durchschnittes mit & zu sein.
Wir miissen darum eigentlich zuerst eine umfassendere beschrinkt-ab-
geschlossene Teilmenge 9’ von © aufstellen — so daB 9 mit & — '
keinen gemeinsamen Haufungspunkt hat — und dann ¢, entsprechend
wihlen. Dann ist der Ubergang auf § ohne weiteres zu vollziehen.)
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Das erweiterte D ist also nicht nur iiberall in & stetig, sondern es

geniigt auch in jedem beschrinkt-abgeschlossenen Teile § von & gleich-
maBig der Lipschitzschen Bedingung.

Die Moglichkeit der Erweiterung auf ® hingt wesentlich an der
Stetigkeit; denn es gibt unstetige Darstellungen, die auf keine Art auf @
erweitert werden konnen (vgl. Anhang). Im folgenden verstehen wir unter
D stets die erweiterte Darstellung.

V. Die Infinitesimaldarstellung und der Entwicklungssatz.

§ 1.

Wir werden zeigen: Wenn 4,, 4,, ... eine Folge von Matrizen aus &
ist, und ¢,, ¢,, ... eine Folge gegen O strebender Zahlen, so folgt aus der
Konvergenz von

1
5, 4o 8)
auch die von
1
;; (D (Ap) - E*) .
Natiirlich diirfen an Stelle dieser Folgen die Folgen

1 1,
o In4, uwnd —In,D(4,)

»
betrachtet werden (vgl. Il § 2; die dortigen Resultate gelten natiirlich
ebenso in R,). Der Limes der ersteren Folge sei etwa U. Wir nehmen
eine Zahl k=1, 2, ... als gegeben an, sie soll erst spiter genau festgelegt
werden. Ferner wihlen wir (was offenbar moglich ist) eine Folge
q(1), ¢(2), ... positiver ganzer Zahlen so aus, daB

9(p)e, — %
fir p — co. Dann gilt offenbar
g(p)lnd, — U
und es geniigt jedenfalls, die Konvergenz der Folge
zu beweisen. 2(p)lne D (4,

Wir wihlen nun k: Es soll
1 5 L
20| <l +3), k>
sein, Folglich gilt fiir alle hinreichend groflen p

lg(p)Ind, | <In{1+9)
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and folglich fiir alle r=1,2, ..., ¢(p)
]rlnAplglq(p)lnAp]<l_n(1+3),
lexp(rind,)) — E| < elnd+d —1 =4,
|4, — E| < 9.
Hieraus folgt weiter
|D(4;)— Byl <1, [(D(4,)) - E.|<1,

also
In, D (42®) = In, (D (4,))*" = ¢ (r) In, D (4,).
Es geniigt also die Konvergenz der Folge In, D (47") zu beweisen.
Aus
g(p)lnd, — % U
folgt '
exp(g(p)Ind,) — exp (3 U),

g(p)

Ap —»exp(%U).

. . N - . 1 .
Die 4,, also auch die A!® gehoren zu ©, also ist exp (7!;' U) ein
Hiufungspunkt von . Ferner ist die Determinante von exp (% U)
keinesfalls 0, also gehoért exp (% U) zur Hiille von ®, d.h. zu @ selbst.

Folglich ist D(4) an der Stelle exp(3U) definiert und stetig, so dab

D (4) — D (exp (;U))
gilt.
Ferner ist
%U’<ln(1+5), 1exp(-,1;U)_E|<eln(1+3)_1=3,

]D(exp (%U)) —E*’ <1,
also In, 4 an der Stelle D<exp (% U)) definiert und stetig. Und dies hat
In, D (A7) —1n, D(exp (% U)> ,

¢(p)In, D(4,)— In, D (exp (U))

zur Folge, womit unsere Behauptung bewiesen ist. (Wir kénnten schon
jetzt die Limites berechnen, indessen bestimmen wir sie spiiter auch hochst
einfach.)

Mathematische Zeitschrift. 30. 3
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§a.

U sei irgendein Element von 3. Wir betrachten alle Folgen 4,, 4,, ...
aus @, zu denen eine Folge ¢,, ¢,, ... gegen 0 strebender positiver Zahlen
existiert, so daf

Z(4,—E)—U
F4
Fiir alle diese Folgen hat auch
1
_(D (4,) — Ey)

einen Limes; und zwar fiir a.lle denselben; denn wir kénnen ja zwei der-
artige Folgen stets zu einer ebensolchen kombinieren. Dieser Limes hingt
also nur von U ab, wir bezeichnen ihn mit J(U). J ist also in & de-
finiert, es ist die zu D gehérende Infinitesimaldarstellung.

Wir wollen nun die Eigenschaften von J etwas niher untersuchen.

U, V seien zwei Elemente von J§, « eine reelle Zahl. Wir wahlen
eine Folge ¢,, &,, .,. gegen O strebender Zahlen, dann gibt es zwei Folgen
A4, 4,,... und B, B,,... von Matrizen aus ®, derart, daB

1 1
;(Ap—-E)-—»U, E(Bp_E)‘—’V
Natiirlich ist dann
L(D(4,) = By)—~J(0), (DB —E)—J (V).
Wir ha.ben in II §3 bewiesen, dall daxm

L (4,— B)—al,

=

o (4,B,—E)—~U+7,

;];?-(A,,B,,A;IB;‘) —~UV—-VU.
Wortlich ebenso kénnen wir schlieBen, daB

L (D(4,) ~ By) — «J(U),

—:;(D(APBP)-—E*)=%(D(AP)D(B,,) — E,)—J(U)+I(V),

3 (D (4B, 45" By ) — By)
= zli(D (4,) D (B,)D (4,)"'D(B,) ' —E,)
14

—J(O)I (V) — J(V)I(U).



Gruppen linearer Transformationen. 35

D.h.: Es ist
J(aU)=ead(U) (e reell),
JU+V)=J({U)+I(V),
JUV—-VU)=J(U)JV)—J(V)JU).
(Die erste Relation gilt allerdings zuniichst nur fiir ¢ <=0. Aber wenn
man etwa ¢ =1 und ¢= —1 setzt und die zweite heranzieht, so folgt
sie auch fiir «=0.) _ _

Wenn nun § etwa durch U,, U,, ..., U, aufgespannt wird, so ist
jedes- U von § eindeutig als

U=e,U,+e¢,U,+... +¢.U, (¢, g, ..., &, reell)

darstellbar, und es gilt dann
JU)=e,J(U,) + e d(U,) + ...+, J(T,).

Da die «,a,,...,a, durch U eindeutig bestimmt sind, sind sie lineare
Ausdriicke der Real- und Imagindrteile von U, also gilt (weil die J(T,),
J(U,), ..., J(U,) konstant sind) dasselbe von den Real- und Imaginir-
teilen von J(U). D.h.: J(U) ist linear in U. Insbesondere ist es also
stetig und beliebig oft differenzierbar.

Mit der Linearitit sind bloB die zwei ersten Eigenschaften von J
beriicksichtigt, die dritte Eigenschaft

JUV —VU)=JU)I(V)— J(V)I(U)

ist eine weitere, recht wirksame Einschrinkung. In der Darstellungstheorie

bildet sie vielfach den Ausgangspunkt zur Bestimmung aller J, und so
aller D.

§ 3.

Wir werden auf Grund der Resultate von § 2 beweisen konnen, daB
die Darstellung D (4) in einer Umgebung eines jeden Punktes 4, von &
durch Potenzreihen (der Real- und Imaginirteile der Elemente von U)
erzeugt wird. Indessen ist hierzu die Heranzichung des vollen Satzes I
nétig: wir miissen im Besitz der Erzeugung von & durch

Ay-exp(e, U, 4+, U, +...+¢,0,) (g, ¢« .., o5, Teell)
in einer Umgebung von 4, (bzw. 0,0,...,0) sein.
Wir wollen aber zeigen, wie ohne Heranziehung dieser Tatsache die

beliebig oftmalige Differenzierbarkeit von D aus den Resultaten von § 2
direkt erschlossen werden kann.

A sowie A, 4,, ... seien Matrizen aus @, ¢,,¢,,... sei eine gegen
0 strebende Folge positiver Zahlen. Aus

Z(4,—A4)—>U
? g
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folgt dann:
1 - 1 - -
5 (4,4 1—E)=s—p(AP—A)-A 'Lyp4at
so, daB U4~ zu § gehort; und weiter:
1 - -
(D (4,47 — B,) I U4,
1 1 - -
- (D(4,) ~D(4)=7(D(4,47") — E,)- D(4) - J(UA™') D (4).
Dies bedeutet aber, daB D an der Stelle 4 und in der Richtung U

differenzierbar ist und daB der Differentialquotient J(UA™')D(4) ist.

Wenn nun D als bereits »-mal differenzierbar erkannt ist, so kann
man so weiter schlieBen: J(A™') ist linear in UA™", also beliebig oft
differenzierbar. Also ist J(UA™') D (4) auch »-mal differenzierbar; da es
aber der Differentialquotient von D (A4) ist, ist dieses selbst » --1-mal
differenzierbar.

Also ist D beliebig oft differenzierbar.

§ 4.
Wir filhren nun unsere Betrachtungen systematisch zu Ende.

A gehore zu ®, und es gehére zu der Umgebung von E, in der
hieraus folgt, daB auch In4 zu J gehort (vgl. Satz I).

Dann gibt es eine Folge 4,, 4,, ... aus ® so0, daB
1
p(4,— E)—+In 4 (also & =7’)’
plnd, —In4.
Folglich ist

p(D(4,) — Eyx)— J(In 4),
plngD(4,) — J(In 4).
Hieraus folgt:
exp(pln4,) —~exp(Ind), 47— A4,
exp, (pln, D(4,)) — exp, (J (In4)), D (4,)" = D(4F)—exp, (I (In4)).
Da D an der Stelle A stetig ist, gilt also:
D (4) = exp, ((In 4).
Nun sei A, irgendein Element von ®, und U diejenige Umgebung
von 4,, die bei der Abbildung
X'=4,X
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aug der oben erwihnten Umgebung von E entsteht. Dann ist In(4;"A4)
sinnvoll und gehért zu &, und es gilt:

D(4)=D(4) D (45" 4) =D (4,) exp, (I (In (45" 4)).

Jetzt ist ein leichtes die Existenz der Potenzreihenentwicklung nach-
zuweisen; denn die Funktion

D (X)=D(4)- exp, (7 (In (45" X))
setzt sich aus den folgenden Funktionen zusammen:
Xr — Ao—l X, X”= ln X', m J(X”) XIV= exp* (X”’).,
X'=D(4,)- X"

Die erste, dritte und fiinfte dieser Funktionen sind linear. Die vierte hat
eine Potenzreihe, die stets konvergiert. Und die zweite hat eine Potenz-
reihe, die fiir die zugelassenen X (aus 1) konvergiert: ist dech fiir diese
In(4,*X) sinnvoll, d. h.

| X'— B|=|4"X— E| <1.

Damit ist bewiesen, daB D(X) eine in I konvergente Potenzreihe hat.
Man beachte, daB hieraus die Analytizitdit im gewohnlichen Sinne

nicht folgt (vgl. FuBnote !) 8. 4), weil Real- und Imaginirteile getrennt

behandelt werden miissen. Allerdings erfiillen die zwei erster und die

zwei letzten unserer fiinf Funktionen die Cauchy-Riemannsche Differential-

gleichung, aber fiir die dritte, J, braucht dies nicht der Fall zu sein.
Wir fassen unsere Resultate iiber Darstellungen zusammen:

Satz II. Wenn D eine Darstellung von & ist, die in der Umgebung
von E eine Schwankung <1 hat (dies ist sicher der Fall, wenn es nicht
tiberall in & unstetig ist), so ist es dberall in & stetzg und kann ein-
deutiy auf ® stetig erweitert werden.

Die Erweiterung ist eine wberall avf (S} stetige Darstellung von @,
gendigt in jedem beschrdnkt-abgeschlossenen Teile von & der Lipschitz-
schen Bedingung und ist dberall in & beliebig oft differenzierbar. Ste
kann sogar in einer Umgebung eines jeden A, von & in konvergente
Potenzreshen der Real- und Imagindrteile der Elemente des Arguments
entwickelt werden.

Anhang.
§1.
Wir wollen hier die im Laufe der Arbeit angekiindigten Gegenbeispiele
anfiihren, die den Text storend unterbrochen hitten. Es sind die folgenden:

a) Eine unstetige Darstellung mit der Schwankung 2. (& =&, fiir
beliebiges m und n.) Vgl. Einl. §1, IV §1.
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b) Eine (unstetige) Darstellung von &, die zu keiner Darstellung
von @ erweitert werden kann (m =3, n=1). Vgl IV §4.

¢) Eine Gruppe @ — @ = & (E), die durch die expU, U von J,
nicht erschopft wird (fiir beliebiges m > 2). Vgl. III §5.

d) Eine lineare Mannigfaltigkeit , die mit U,V stets auch ihren
Kommutator UV — VU enthilt und trotzdem nicht die Infinitesimalgruppe
eines @ ist (fiir m = 2). Vgl. Einl. §1, II §4.

Sie lauten so:

a) Wir bezeichnen die (p-dimensionale) Matrix

e2 i, 0, 0, ..., 0
0 ,1,0, ..., 0
0,01, ...,0 (e eine reelle Zahl)

0,0, 0, ..., 1
mit E (¢). © sei die Menge aller E, («) (« reell); dann ist & offenbar
eine Gruppe, und es ist & =& = @ (Z). Wir definieren D(4) in ©
folgendermafen: Wenn 4= E, («) ist, so sei D(4)=E,(p(«)). Dies
ist jedenfalls eine (eindeutige) Darstellung von &, wenn

p(1)=0, og(e+p)=¢(e)+@(B)

ist. Wir wihlen nun eine unstetige Hamelsche Losung der Funktional-

gleichung
v(et+B)=y(«)+v(B)
aus (vgl. FuBnote %), S. 5) und setzen

@ (#) =1y () —ay(1).
Dann geniigt ¢ unseren Anforderungen, D ist also eine Darstellung.

Ferner ist auch ¢ () unstetig und ebenfalls eine Losung der obigen
Funktionalgleichung; nach Hamel (a.a.0.) liegen also die Punkte o, ¢ (&)
in der Ebene iiberall dicht.

Insbesondere liegen solche Punkte beliebig nahe an 0,0 und 0, 3,
die entsprechenden 4 und D (4) werden also beliebig nahe an E, (0)=E,
E, (0)=E, bzw. E,(0)=E, E, (1) liegen. Wegen
B,(3)— B,
ist also die Schwankung von D bei £ mindestens 2. Aber sie ist genau 2,
da ja stets

=|e®—1|=2

| B, (2) — B, (B)| = |e**eé —e?=Fi[ <2
ist.
Da die Schwankung < 0 ist, ist D natiirlich unstetig.
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b) Hausdorff hat gezeigt'®): Wenn im dreidimensionalen Raume zwei
durch den Nullpunkt gehende Achsen gegeben sind, die miteinander einen
Winkel mit transzendentem Kosinus einschlieSen; und wenn S die 180°-
Drehung um die eine und 7' die 120°-Drehung um die andere Achse ist.
so kann keine Gleichung von einer der Formen

ST“8T*...8T" S =E,
ST“8T*...8T" =E,
T“8T%...8T"S=E,
T"8T*...8T" =&,

(g, Ugy ooy u,=1,2)

k4

bestehen.
Wir setzen
A=TS8T, B=S8TS8TS.

Auch 4, B sind Drehungen, und zwar um denselben Winkel, da ja
B=848
ist. Und dieser Winkel ist mit n inkommensurabel, da sonst
A’=E, (TST)’=E, TS8T*ST'...T*ST—E
wire. Ferner sieht man leicht ein, daB iiberhaupt keine Gleichung der Form
A“B"4“B™.. . A" B"=E

(alle »,, v, bis auf u, und v, sind 4= 0, und wenn u,=1v,=0 ist, » >1)
bestehen kann.

Wir nennen die Menge aller A" B™...A™ B" @, dies ist eine Gruppe.
Da ® lauter Drehungen (um durch den Nullpunkt gehende Achsen) ent-
halt, so gilt dasselbe von ®; wir wollen zeigen, daB ® alle diese Drehungen
enthilt. Da & Drehungen um mit n inkommensurable Winkel um die
Achse von A und die von B. enthilt, muB ® alle Drehungen um diese
zwei Achsen enthalten. Da aber diese Achsen verschieden sind (sonst wire
wegen der Gleichheit der Drehwinkel 4 = B oder 4 = B™?), kann jede
Drehung aus solchen Drehungen zusammengesetzt werden; hieraus folgt
die Behauptung.

Nun kann jedes Element von @& auf eine einzige Art auf die Form

X=A4"B™...4” B™ (alle u,, v, bis auf u, und v, sind +0)
gebracht werden. Wir kénnen also

D (X) —_ 2"1+u:+... +uy

13) Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Berlin-Leipzig 1914 (1. Auflage).
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setzen (D (X) ist eine Zahl, d. h. eine eindimensionale Matrix). Da offenbar
DE)=1, DXY)=DX)D(Y)

gilt, ist D eine Darstellung von ®.
Es ist
D(A)=2, D(B)=1, d.h D(4)+D(B)

Da 4 und B in ® konjugiert sind (denn § gehort zu @), muB jede Dar-
stellung von ® fiir 4 und B denselben Wert haben,
D kann also nicht auf & erweitert werden.

¢) Fiir m =1 gibt es kein solches Beispiel, da dann alle Matrizen
vertauschbar sind, also

exp (U,) exp (0}) ... exp (U;) = exp (U + Uy + ... +U))

gilt. Wir geben ein Beispiel fiir m = 2 an, welches folgendermaBen auf
alle m > 2 iibertragen werden kann:

Man rindere alle Matrizen mit m — 2 Zeilen und Spalten, und zwar
versehe man die von § mit lauter Nullen, die von & mit 1 auf der Dia-
gonale und im iibrigen mit Nullen.

® sei die Menge aller Matrizen mit der Determinante 1 (m = 2).
Man sieht leicht ein, daB & = & = ® () ist und daB  aus allen Matrizen
mit der Spur O besteht.

Die Matrix

-1 1
4 =[ 0 —1]

gehort zu . Wir wollen zeigen, daB sie von allen expU, U von §, ver-
schieden ist,

U hat bekanntlich eine der Formen

1T 0 ari1
$7[G o]s wd s7[ )8

Im ersten Falle ist

. i
exp (U) = 8" exp [’(')‘ Z] §=8"1 [80 ’ ;J S

transformiert werden kann. Im zweiten Falle stellen wir zundchst fest,
daBl § die Spur 21 hac, also muB 1=0 sein. Dann ist aber ;

exp(U)=8""exe [ (18=37[) |]8.

Auch dies ist 4 4; denn es hat die Multiplikatoren 1,1, wihrend die
von A — 1, —1 sind.
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d) Wir geben das Beispiel fiir m =2 an, auf m > 2 iibertrigt es
sich durch dieselben Randerungen wie in c).
7 sei irgendeine irrationale Zahl, wir setzen
75 ¢, 0
U= [0, n'] :
S sei die Menge aller « U (« reell). S ist eine lineare Mannigfaltigkeit,
alle Elemente von J sind vertauschbar, so dal ihr Kommutator = 0 ist
und zu  gehort.
Wir werden zeigen, dal trotzdem  nicht die Infinitesimalgruppe
eines ® sein kann. B
Denn wire dies der Fall, so enthielte & alle
=5 i, 0 7. e, 0
exp(aU)=exp [0, rui] = [ 0, ezai:]'
Da 7 irrational ist, kann man nach dem bekannten Satze von Kronecker
zu jedem Paare reeller Zahlen 7, ¢ ein solches « finden, daf sich « von 5
und ze von % moad (1) beliebig wenig unterscheidet. Die Matrizen

e, 0
[ o e’”:' (7, & reell)
sind also Hé‘mfu_ngspunkte von ® mit nichtverschwindender Determinante,
so daB sie zu @ gehoren miissen. Da § auch Infinitesimalgruppe von &-
ist, miifite es die Matrix

1i
. e, 0 i, 0
ilﬂ”([ 0,1]“E>=[0,.0]

enthalten, was offenbar nicht der Fall ist.

§ 2.

Eine Infinitesimalgruppe § im gewéhnlichen Sinne der Theorie der
kontinuierlichen Gruppen, d. h. eine lineare Mannigfaitigkeit, die mit zwei
Matrizen U, V stets auch ihren Kommutator UV — VU enthilt, wollen
wir eine formale Infinitesimalgruppe nennen, und ein §, das Infinitesimal-
gruppe einer Gruppe ® ist, eine echte Infinitesimalgruppe.

Das Beispiel d) zeigte, daB nicht jede formale Infinitesimalgruppe eine
echte sein muB. Immerhin kénnen auch formalen Infinitesimalgruppen
gewisse gruppendhnliche Gebilde zugeordnet werden; wie das geschehen
kann, wollen wir hier in groBen Ziigen skizzieren.

U sei irgendeine Umgebung von E. Wir nennen eine Teilmenge ®&*
von Il ein Gruppenelement (in 11), wenn es die folgenden Eigenschaften hat:
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a’) B gehort zu ®*.

b’) Wenn 4 zu " gehort, so ist det 4 + 0, und A™* gehort zu @ *
falls es zu U gehort.

¢’) Wenn 4, B zu ©* gehoren, so gehért auch 4B zu G*, falls es
zu U gehort.

Fiir solche Gruppenelemente kann man natiirlich die Infinitesimal-
gruppe analog zu II § 1 definieren, und fast alle unsere Sitze lassen sich
auch auf diesen Fall iibertragen*).

Man kann nun zeigen, daB jede formale Infinitesimalgruppe & gleich-
zeitig Infinitesimalgruppe eines geeignet gewihlten Gruppenelementes ist;
dabei kann I stets als die Menge aller X mit

|X—B|< 52

gewdhlt werden. Dies Gruppenelement ist iibrigens mit seiner Hiille iden-
tisch,  und zwar ist es die Menge aller exp(U) (U von J), die in U liegen.

1) Diese Begriffsbildung ist mit dem von O. Schreier untersuchten Begriff des
. Gruppenkeimes eng verwandt. Vgl. Hamb. Abh. 4 (1926), S.15—32 und S. 233 —244.

(Eingegangen am 2. Februar 1927.)



