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E i n l e i t u n g  

Eine Gruppe yon Kollineationen einer endlichen projektiven Ebene zerlegt 
sowohl die Menge der Punkte als auch die der Geraden in Transitivit/itsklassen. 
Man fiberzeugt sich leicht, dab ffir jede solche Punktklasse ~3 und jede solche 
Geradenklasse .q gilt : 

J Anf jeder Geraden yon .q liegen gleichviele Punkte yon ~. (,) 
[ Durch jeden Punkt  yon ~ gehen gleichviele Geraden yon g. 

Bei vielen Untersuchungen iiber Kollineationsgruppen endlicher projek- 
fiver Ebenen werden nun andere als diese Eigenschaften gar nicht benutzt;  
andererseits gibt es Klasseneinteilungen endlicher Ebenen mit den Eigen- 
schaften (,), die nicht yon einer Kollineationsgruppe herriihren. Es liegt 
daher nahe, allgemein Zerlegungen mit den Eigenschaften (*) zu untersuchen. 
Das wird in der vorliegenden Arbeit unternommen: Klasseneinteilungen der 
fraglichen Art nennen wir ,,taktische Zerlegungen". 

Es zeigt sich, daB die fiir die Untersuchung fundamentalen Gleichungen 
(,,Grundgleichungen", S. 64) ohne Schwierigkeit for allgemeinere Strukturen 
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als endliche projektive Ebenen hergeleitet werden k6nnen, n~mlich flit die 
(endlichen) ,,~-Ebenen", in denen je zwei Punkte ~ Verbindungsgeraden und 
je zwei Geraden ~ Schnittpunkte besitzen. Ffir diese Strukturen sind in der 
Literatur auch die Bezeichnungen ,,symmetrischer Blockplan" (PICKERT [121, 
S. 228), ,,symmetric block design" (HALL [7~, S. 6t) und  ,(v, k, ~)-configura- 
t ion" (CHOWLA und RYSER I6], G. 93) iibJich. Nur ausnahmsweise werden 
wir uns hier auf den Fall ~ = t der endliehen projektiven Ebenen beschrXnken. 

Das wesentliche Ergebnis des ersten Teiles der Arbeit ist der aus den Grund- 
gleichungen leicht folgende Satz, dab die Anzahl der Punktklassen einer tak- 
tischen Zerlegung einer ~-Ebene gleich der ihrer Geradenklassen ist. Aus 
diesem Satz folgen viele Transitivit~itseigenschaften von Kollineationsgruppen 
von 2-Ebenen; insbesondere ergeben sich Verallgemeinerungen yon Resultaten 
yon HALL und HOFrMAN (man vergleiche etwa [12!, S. 304, 308) i~ber zyklische 
Kollineationsgruppen endlicher projektiver Ebenen auf beliebige Gruppen und 
beliebige ,~-Ebenen. Weiter l~Bt sich zeigen, dab eine Kollineationsgruppe 
einer 2,-Ebene genau dann zweifach transitiv bezflglich der Punkte ist, wenn 
sie diese Eigenschaft auch bezfiglieh der Geraden hat. 

Unter den Klassen einer taktischen Zer legung/ '  einer ~-Ebene C2 l~igt sich 
auf nattirliche Weise eifle Inzidenzrelation einftihren, beztiglich welcher sie 
zu den Elementen einer neuen geometrischen Struktur werden, der ,,abgelei- 
teten Struktur (~/F". Diese Struktur wird im zweiten Teile der Arbeit unter- 
sucht; insbesondere behandeln wir die naheliegende Frage, warm ~//~ eine 
endliche projektive Ebene ist. Es zeigt sich tiberraschenderweise, dab das 
nur in dem trivialen Fall eintreten kann, dab ~ = t (also ~ selbst eine projektive 
Ebene) u n d / '  diejenige Zerlegung ist, deren s~imtliche Klassen aus je einem 
Element bestehen. Auch wenn ~/F eine ausgeartete projektive Ebene ist, 
folgt 2. = t, vorausgesetzt, dab die Anzahl gleichartiger/ '-Klassen mindestens 
gleich vier ist. Die taktischen Zerlegungen, die solche abgeleitete Strukturen 
erzeugen, sind dadurch charakterisiert, dab eine ihrer Klassen aus n ~ Elementen 
besteht (n ist die Ordmmg yon ~). Ist cLie Anzahl gleichartiger Klassen kleiner 
als vier, so gelten die Resultate nicht mehr allgemein. Gegenbeispiele erh~ilt 
man uriter anderen dnrch Betrachtung yon Teilebenen und Ovalen endlicher 
proj ektiver Ebenen. 

Durch jede taktische Zerlegung einer ~,-Ebene werden in nati~rlicher Weise 
gewisse ganzzahlige Matrizen definiert, die im Falle der trivialen Zerlegung 
in lauter Klassen mit je einem Element gleich den bekannten Inzidenzmatrizen 
der Ebene sind. Ans den Grundgleichungen folgen leicht entsprechende Be- 
ziehungen zwischen diesen Matrizen (,,Matrix:Grundgleichungen", S. 80) ; die 
Untersuchung dieser Beziehungen bildet den'Gegenstalid des letzten Teiles 
der Arbeit. Es ergeben sieh ffir die Existenz yon taktischen Zerlegungen 
notwendige zahlentheoretische Bedingungen, die mit Hilfe verschiedener Me- 
thoden gewonnen werden. Aus  einer elementaren Rangbetrachtung folgen 
zun/ichst Aussagen tiber die Anzahlen von Fixelementen yon fl-Gruppen yon 
Kollineationen; z.B. kann die Anzahl der Fixpunkte einer projektiven Ebene 
beztiglich einer solchen Gruppe nur dann yon der der Fixgeraden verschieden 
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sein, wenn p ein Teiler der Ordnung n der Ebene ist. Das  wesentliche Hilfs- 
mittel  bei der weiteren Untersuchung ist die yon HASSE und ~][INKOWSKI 
stammende Theorie der rationalen Kongruenz yon quadratischen Formen. Der 
Hauptsatz  dieser Theorie liefert mit  den Matrixgleichungen eine fundamentale 
Beziehung zwischen Produkten yon Hilbert-Symbolen [Gln. (H)I S. 841, in 
die auger den Invarianten n und 2 der gegebenen 2-Ebene noctl die Anzahl 
tier _P-Klassen sowie die Anzahlen der Elemente der / ' -Klassen eingehen. Diese 
Beziehung enth~tlt alle bisher bekannten Nichtexistenzs/itze ftir endliche pro- 
jektive Ebenen, insbesondere also den bekannten Satz yon BRUCK und RYSER 
([41, theorem t, S. 88), aber auch die yon CgOWLA und RYSER in [6] gegebenen 
Verallgemeinerungen auf.X-Ebenen. Sie liefert aber noch mehr; z.B. folgt 
die Nichtexistenz yon nichttrivialen taktischen Zerlegungen mit  lauter gleich- 
m/ichtigen Klassen in vielen X-Ebenen, z.B. in projektiven Ebenen der Ord- 
nung 10. 

Die Ergebnisse der vorliegende n Arbeit werden mit  wenigen Ausnahmen 
dureh ganz elementare Schlul3weisen gewonnen, n~tmlich durch die ftir die 
Untersuchung endlieher Strukturen typischen abz~hlenden Methoden. Ledig- 
lieh im letzten Abschnitt werden tieferliegende zahlentheoretische Hilfsmittel 
benutzt. Andererseits hat die hier entwickelte Theorie selbst interessante rein 
zahlenthearetische Konsequenzen: man kann mit  ihrer Hilfe leicht mehrere 
Aussagen tiber die quadratischen Restcharaktere der Teiler yon Zahlen des 
Typs p2,+p,+ t gewinnen. 

Es sei hier erwfihnt, dab einige Resultate des letzten Absehnittes der 
Arbeit kiirzlich auch v0n D. R. HUGHES in ~_lOJ angektindigt worden sind. 

Herrn Professor BAER, yon dem die Anregung zu der Begch/iftigung mit  
dem vorliegenclen Problemkreis ausgegangen ist, bin ieh ftir viele wertvolle 
Ratschl~tge und Hinweise zu grol3em Dank verpfliehtet. 

1. Taktische Zerlegungen yon X-Ebenen 
1.1. Grundbegriff.e 

Unter einer verallgemeinerlen Inzidenzstruktur verstehen wir ein Tripel 
(~, if, I) yon Mengen mit den Eigenschaften ~ ff = ~, I ~  • ft. Die Elemente 
yon ~ heil3en Punkte, die yon ff Geraden. Punkte werden stets mit  groBen, 
Geraden mit  kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet. Ein Paar  (P, g) yon 
~ •  heil3t inzident oder nichtinzident, je nachdem ob es zu I geh6rt oder 
nicht. Stat t  (P, g) ~ I  schreiben wir aueh PTg  oder gIP, und diesen Sach- 
verhalt drtieken wir aueh dgrch die Redeweisen ,,P liegt auf g", ,,g geht durch 
P" usw. aus. 

Eine Gerade, die durch zwei verschiedene Punkte P" und Q geht, heil3t 
eine Verbindungsgerade yon P und Q, ein Punkt,  der auf zwei verschiedenen 
Geraden g und h liegt, ein Schnittpunkt yon g und h. Im  allgemeinen brauchen 
Schnittpunkte nnd Verbindungsgeraden vorgegebener Elementepaare weder 
zu existieren noch eindeutig zu sein. (Bei den yon PICKERT in [12], S.2 so 
bezeichneten , ,Inzidenzstrukturen" schlechthin wird Eindeutigkeit von Schnitt 
und Verbindung gefordert.) 
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In dieser Arbeit werden nur endliche verallgemeinerte Inzidenzsffukturen 
betrachtet, d.h. solche, bei denen # und q~ und damit auch I endliche Mengen 
sind. Die Attribute ,,endlich" und ,,verallgemeinert" werden wir kiinftig 
meist weglassen; das Wort, ,Inzidenzstruktur" soll aber niemals in dem Pickert- 
schen, sondern stets in dem oben erkl~rten weiteren Sinne verstanden werden. 

Manchmaf  werden wir noch ktirzer einfach , ,Struktur" sagen. 
Eine Inzidenzstruktur heiBt (nach CARMICHAEL [5]) taktische Konfiguration, 

wenn I I~(P•  ~)1 ftir jeden Punkt P gleich derselben Zahl r und dual dazu 
]I~(#• ffir jede Gerade g gleich derselben Zahl k ist, d.h. wenn durch 
jeden Punkt genau r Geraden gehen und auf jeder Geraden genau k Punkte 
liegen. Dabei dtirfen r und k durchaus auch gleich Null sein. Eine einfache 
Abz~thlung yon I Il ergibt 

(a) kl l = r i l l  
filr jede taktische Konfiguration. 

Unter einer taktischen Zerlegung einer endllchen verallgemeinerten Inzidenz- 
struktur (2 ~, ~, I) verstehen wir eine Klasseneinteilung yon ~ ~ ~ in Punkt- 
und Geradenklassen (keine Klasse soll Punkte und Geraden enthalten) derart, 
dab ffir ]edes Paar ~, g ungleichartiger Klassen die dutch I ' = ( ~ •  
definierte Teilstruktur (~, g, I') yon (~, ~, I) eine taktische Konfiguration 
wird. Punktklassen taktischer Zerlegungen werden stets durch groBe, Geraden- 
klassen dutch kleine deutsche Buehstaben bezeichnet, und die~bei (1) ein- 
gef~hrten Zahlen r und k werden for die durch eine taktische Zerlegung deft- 
nierte taktische Konfiguration (~, ~, I') mit (g ~) bzw. (~ g) bezeichnet, d.h. 
auf jeder Geraden der Klasse g liegen (~ g) Punkte der Klasse ~, und durch 
jeden Punkt der Klasse ~3 gehen (g~) Geraden der Klasse g. 

Die BedeutUng des Begriffes der taktischen Zerlegung beruht auf dem 
nachfolgenden Satz t .  Wir definieren zunAchst: Eine Kollineation einer In- 
zidenzstruktur (#, c5,/) ist eine Permutation a yon ~ w ~  mit ~~  = # ,  ~ ~-- ~, 
1 ~  I. Dabei ist unter (P, g)* nattirlich das Paar (P~ g~) zu verstehen. Die 
s~tmtlichen Kollineationen yon (#, ~, I) bilden eine-Gruppe; jede Untergruppe 
dieser Gruppe heil3t eine Kollineationsgruppe von (~, qr I). 

Sa t z  t. Die Ttransitivitiitsklassen /eder Kollineationsgruppe einer beliebigen 
endlichen verallgemeinerten Inz[denzstruktur bilden eine taktische Zerlegung. 

Beweis. Zun~chst  ist klar, dab die Transitivit~tsklassen (oder ,,Transitivi- 
tatsgeblete oder ,,Transitivit~tsbereiche"; for die Definition dieses und ande- 
rer Begriffe aus tier Theorie der Permutationsgruppen vergleiche man etwa 
WIELANDT [16~) entweder nur Punkte oder nur Geraden enthalten. Sei 
eine Punkttransitivit~tsklasse und 0 eine Geradentransitivit~ttsklasse. Wit 
mi~ssen zeigen, dab die yon ~ und ~ gebildete Teilstruktur eine taktische 
Konfiguration ist. Dazu gentigt es aus Dualit~ttsgrtinden, zu beweisen, dab 
jede Gerade yon g gleichviele Punkte yon ~ tr~gt. Das aber folgt sofort aus 
der ffir alle Koltineationen a gt~lfigr triyialen Tatsache, dab m Punkte -,~ P~, 
. . . ,  P~ genau dann auf einer Geraden g liegen, wenn ihre Bilder P~, P~ . . . . .  P~ 
auf g* liegen. 
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In der vorliegenden Arbeit werden takt ische Zerlegungefl einer speziellen 
Klasse yon Inzidenzstrukturen untersucht, die wir jetzt definieren: E ine  
,~-Ebene ist eine taktische Konfiguration ~ = (~, fr I) mit  r ~ k 4= 0 sowie 

II~(P•215 = 2 < k  

ffir jedes Paar  verschiedener Punkte P, Q. Die Gesamtzahl der Punkte von ~, 
die Wegen (t) und r = k auch gleich der der Geraden ist, wird mit  v bezeichnet. 
Man kann zeigen (vgl. etwa [121, S. 288), daf  ".'r jede 2-Ebene weiterhin 

gilt; in einer ~-Ebene haben je zwei verschiedene Punkte also genau ~ Ver- 
bindungsgeraden und je zwei verschiedene Geraden genau 2 Schnittpunkte. 
Ferner besteht die Beziehung 

(2) k(k - -  t) = ~ ( v - -  t) .  

Unter  der Ordnung einer ;t-Ebene (~ verstehen wir die Zahl n = k -  2. Im  
Fa l len  = I i s t  die Struktur yon ~ durch die Angabe yon v eindeutig best imm t : 
aus (2) folgt k = v -  t und 2 = v -  2, und die Punkte und Geraden lassen sich 
so aaumerieren, dab I = ~  --{(P1,  gl), (P2, g2), . . , ,  (P~, gv)} wird. Wir 
wollen daher den Fall n = 1 v . . . .  tun an ausschliel3ei, und unter einer 2-Ebene 
stets eine solche mit  n ~  2 verstehen. Es gilt sodann stets 0 < ~ < k  --  t < v  - -  t .  

Aus (2) folgt welter die sp~tter ben6tigte Beziehung 

(3) k~ = (n + ,t)~ = n + ~ v .  

Wir bemerken noch, dal3 die }t-Ebenen mit ). = 1 gerade die (nichtausgearteten) 
endlichen projektiven Ebenen sin.d. 

Jede 2-Ebene besitzt taktische Zerlegungen, n/imlich einmal die, deren 
s/imtliche Klassen aus je einem Element bestehen, und zum anderen die aus 

n u r  zwei Klassen (der aller Punkte und tier aller Geraden) bestehende Zer- 
legung. Diese beiden Typen yon taktischcn Zer!cgungen wollen wir triviale 
Zerlegungen nennen. 

Man k6nnte meinen, dab jede taktische Zerlegung gem/iB Satz t yon einer 
Kollineationsgruppe erzeugt wird. DaB, das nicht der Fall ist, zeigt schon das 
Beispiel der trivialen Zerlegung mit nur zwei Klassen bci einer endliehen pro- 
jektiven Ebene fiber einem echten Fastk6rper. Jede solche Ebene besitzt 
n/imlich eine ausgezeichnete Geradc, ffir die als Achse der kleine Satz des 
DESARGUES gilt; diese Gerade mul3 bei jeder Kollineation festbleiben," da die 
Ebene sonst --  naeh HALL [7], S. 25 --  eine Moufang-Ebene (Definition in 
[12~, S. 186), also wegen der Endlichkeit sogar desargUessch und somit keine 
Ebene tiber einem echten FastkSrper w/ire. Aber  auch nichttriviale taktische 
Zerlegungen brauchei~, nicht von Kollineationsgruppen herzurfihrer~, wie fo!- 
gendes Beispiel zeigt : Es sei (2 eine beliebige nicht-desarguessche endli.che pro- 
jektive Ebene der Ordnung n, ferner.(Z, a) ein inzidentes Paar  yon (2 derart,  
dal3 ~ nicht (Z, a)-transitiv ist. (Vg|. BAER [1~. Ein solches Paar  existiert 
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immer, da die Ebene sonst desarguessch w~tre.) Wir numerieren die Punkte =t=Z 
von a und die Geraden 4=i~ durch Z irgendwie yon I b i s  n: PI, P~ . . . . .  P~; 
gl, g2 . . . . .  g. und definieren folgende Punkt- und Geradenklassen: ~3~ = {P~}, 
g~={g~}, ~ ,~+~={Punkte~Z y o n  gi}, g~+~={Geraden 4=a d u rch  P~}, i =  
t ,  2 . . . . .  n; und ~,,+~ = {Z}, ge,+~ = {a}. Man verifiziert ohne Schwierigkeit, 
dab so eine taktische Zerlegung yon @ definiert wird. Diese kann aber nicht 
yon einer Kollineationsgruppe herrfihren, denn eine solche mfiBte aus zentralen 
Kollineationen mit Zentrum Z und Achse a bestehen und transitiv auf den 
Punkten ~=Z jeder der Geraden gi sein. Das aber wtirde heigen, dab die 
Ebene doch (Z, a)-transitiv w~re, eri~gegen unserer Voraussetzung. 

, Im folgenden bezeichnen wir taktische Zerlegungen meist durch das 
Symbol F, dementspreehend reden wir auch yon den , ,F-Kli~ssen" einer 2- 
Ebene. Ffir den Fall, dab die Zerlegung gem~tB Satz t von einer Kollineations- 
gruppe herrtihrt, werden wir das Symbol_Fauch zur Bezeichnung dieser Gruppe 
verwenden ; das wird nirgends z u  Mil3verst~ndnissen ffihren. 

1.2. Die Grundgleichungen 

Es sei nun eine beliebige taktische zerlegung einer beliebigen 2-Ebene der 
Ordnung n gegeben. Wir wollen eine Anzahl von Beziehungen herleiten, die 
zwischen den Zahlen [ ~1, I g I, (2r (~2r und den Invarianten v, k, 2, n d e r  
Ebene immer bestehen miissen, n~imlich die folgenden 

G r u n d g l e i c h u n g e n :  

(G 1) 

(G 2) 

(G 4a) 

(G 4b) 

Z (5 ~) = E (2~ g) = k fi/tr alle ~3, g. 

Y l l=rl l=v. 

X (g ~) (~ D) = )~ [ 91 + n d (~, i)) N r  alle g, t). 
t 

Dabei soil die Funktion ~ wie iiblich die Werte Eins oder Null annehmen, je 
nachdem ob ihre Argumente gleich oder verschieden sind. 

(GI) ist genau die G1. (1) mit der auf S. 62 eingefiihrten Bezeichnungs- 
weise. (G 2) und (G 3) folgen sofort aus denTatsachen,  dab jedes Element mit 
genau k andersartigen inzidiert und  dab die Anzahl. aller gleichartigen 
Elemente v ist. Also bteiben nur die Beziehungen (G 4) zu beweisen, und 
dazu geniigt es aus Dualit~itsgrtinden, nur (G 4a) herzuleiten. 

Es sei Q ein beliebiger Punkt der Punktklasse ~ und g eine Gerade durch Q, 
die.der Geradenklasse 5 angeh6ren m6ge. Auf g liegen (~ ~) -- d (~, ~) yon O 
verschiedene Punkte der Punktklasse ~3, welche von ~ nieht verschieden zu 
sein braucht, und durch Q gehen (g~) Geraden yon 5. Die Anzahl inzidenter 
Paare iP, x) mit .~" I Q 4 = P ~ ~ und x C ~ ist also gleich [(~ ~) -- 6 (~, ~)] (~ ~). 
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Durch Summation fiber alle Geradenklassen (diejenigen Geradenklassen t~, 
die keine Geraden durch Q schicken, geben dabei wegen ( t ~ ) =  0 keinen 
Beitrag) erh~lt man die Anzahl aller inzidenten Paare (P, z~ mit z I Q ~= P C ~3. 
Diese ist aber, da jeder der [ ~ [ -  ~(~3, ~) yon Q verschiedenen Punkte yon 
mit Q genau ,~ Verbindungsgeraden hat, anch gleich 2 [[ ~3 [-- 0 (~3, ~)]. Damit 
haben wir die Beziehung 

El ~ I - ~ (~, g)~ = Y, E(~ ~) - a (~, ~)] (~ g), 

aus der (G 4a) durch triviale Umformungen mit (G 2) folgt. 

Ffir spttter brauchen wir noch die folgenden Gleichungen: 

(4) ~ ( ~ )  I~l = k l ~ l ,  ~. (g~) [~l = k Ig]; 
3t 

man erhttlt sie sofort aus (G t) durch Summation und Benutzung yon (G 2). 

1.3. Anzahl der Klassen einer taktischen Zerlegung 

Aus den Grundgleichungen ergibt sich leicht der folgende wichtige Satz: 

S a t z 2. Die A nzahl der Punktklassen einer taktischen Zerlegung einer ;,-Ebene 
ist gleich der ihrer Geradenklassen. 

Beweis. Man setze ~ = ~ ~ ~ in (G 4a) und summiere fiber alle ~, wegen 
(G 3) folgt 

~., 

wobei t die Anzahl der Punktklassen bezeichnet. Dual erhttlt man aus (G 4b), 
dab die in (5) links stehende Summe auch gleich 2v + nt' ist, mit t' gleich der 
Anzahl der Geradenklassen. Also folgt t = t', q.e.d. 

Die Anzahl der Punktklassen einer taktischen Zerlegung [', d.h. also auch 
die der Geradenklassen, wird yon nun an durch das Symbol t -- t (F) bezeichnet. 

Aus den Stttzen * und 2 folgt bet t (/-~ = t sofort: 

Sa tz  3. Eine Kollineationsgruppe ether 2-Ebene ist gena~ dann au/ den 
Punkten transitiv, wenn sie au] den Geraden transiliv ist. 

Tiefer iiegt der entsprechende Satz fiber zweifache Transitivittit: 

S a t z  4. Eine t(.ollineationsgruppe ether 2-'Ebene ist genau dann au] den 
Punkten zwei/ach transitiv, wenn sic au/ den Geraden zwei/ach transitiv ist. 

Beweis. Wir treffen zun~chst folgende Verabredungen: Ist C eine beliebige 
Permutationsgruppe der Menge M, so werde die Untergruppe aller derjenigen 
Permutationen yon G, die ein bestimmtes Element x C M festlassen, mit G~ 
bezeichnet. Welter soll x v die Menge a!ler x ~ mit a C U =~ G bedeuten. Sodann 
gilt, wie wir hier ohne Beweis bemerken (man vergleiche etwa WIELANDT [la], 
S. 9): 

(6) ]G] = IG, I [x~l. 
Mathematische Zeltschri f t .  Bd .  69 5 
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Es sei nun /1  eine Kollineationsgruppe einer 2-Ebene ~, die auf der Menge 
der Punkte von ~ zweifach transitiv ist. Sodann i s t / '  sicher transitiv auf ~ ,  
also nach Satz 3 auch transitiv auf der Menge ~ der Geraden yon ~. Folglich 
ist [prl = ]gr l - -v  fiir alle P C ~ ,  gCfr Nach (6) ist daher auch I/'Pl = ]~l, 
Anwendung yon (6) auf die Gruppen/'p, ~ ergibt nun wegen (/~e)g = / ' p C ~  = 
(F~)p die Beziehung 

(7) I e ~ l -  Igr~l. 
Da f '  zweifach transitiv auf ~ ist, ist jede /'p noch transitiv atlf den von P 
verschiedenen Punkten yon ~ ,  d.h. die taktische Zerlegung Fp hat zwei 
Punktklassen. Also hat sie nach Satz 2 auch zwei Geradenklassen; eine von 
diesen muB aus den k Geraden durch P, die andere aus den v -  k iibrigen 
Geraden bestehen. Aus (7) folgt nun, dab fiir eine feste Gerade g die Zahl IP~] 
gleich k ist, wenn Pig, und gleich v--k,  wenn P~g. Die Gruppe ~ zerlegt # 
also in zwei Punktklassen. Also folgt aus Satz 2, dab ~ die Menge ~ in zwei 
Geradenklassen Zerlegt. Von diesen besteht eine aus g allein, also ist ~ tran- 
siti~ auf den yon g verschiedenen Geraden. Das bedeutet aber zusammen mit  
der Transitivit~tt yon /" auf ~f, dab /~ zweifach transitiv auf ~ ist. Da es 
aus Dualit~tsgrtinden gentigt, nur diesen Beweis zu liefern, ist Satz 4 damit 
bewiesen. 

1.4. Beziehungen zwischen verschiedenen taktischen Zerlegungen 

•ir  kehren nun zu beliebigen taktischen Zerlegungen yon 2-Ebenen zu- 
flick. Wir beweisen zun~chst einige zahlentheoretische Eigenschaffen der 
Zahlen (,~ ~), (~ ~), [ ~], I ~I" 

Es sei /"  eine taktische Zerlegung der 2-Ebene ~ der Ordnung n mi t t  (/') ~ 2, 
und es seien s~, ~,  .q, ~ vier verschiedene f'-Klassen. Wir definieren D als 
den gr6Bten gemeinsamen Teller der Zahlen ( ~ g ) - - ( ~ ) ,  ferner d als den 
g.g.T, aller ( ~ 3 ) - - ( ~ ) ,  D'----g.g.T. aller (g~)- (DE)  und d '=g .g .T ,  aller 
(~3~.) -- (~ . ) ,  Sodann gilt: 

L e m m a t. (a) D und d, und im Fallet  (Y) > 2 auch D' und d', sind Teilbr 
7~01~ "1~. 

(b) Iis gilt stets: 

(8) I n ~_= z(I ~I -I~I) - k(l ~l - I~I)moaa' 

In-z(l~I -lal) - ktI~l- I~I) modD', 

(9t , /+2( I  + I  -lml) - ++(I ~1 -iml) -= o rood d' 

mi! e :=- j t  wenn t ( l ' ) > 2  

/ 2 ~ . c , . ~  ~(1 ~) = 2 .  

(c) Ist t(F) == 2, so sind ~3, ~,  ~, b die einzigen F~Klassen, ~nd es gilt 

( 1 o )  ,,~ - - [ ( ~  ~) - (':I.-~ ~)] [(~ ~) - (~ ~)2. 
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Beweis' Nach (G 4a) ist 

= Z l ~ l  + ~ -  h i l l  = Y  ( ~ )  E ( ~ )  - ( ~ ) ]  --  0 m o d e ,  

und analog folgt, dab D Teiler yon n i s t .  Ist t ( F ) >  2, so existiert aul3er 
und ~ noch eine weitere, Punktklasse ~R; mit dieser erhiilt man 

4(I ~t - - l ~ l )  = Z [($~) --  (~$)] (~'~) -~ 0modal '  

[womit die erste Kongruenz (9) ftir t > 2 bewiesen ist], nn6 daraus folgt 

- -  n +  4(1~l -- l~ l )  = E  [ ( ~ )  --  ( ~ ) ]  ( ~ )  --= 0 m o d d ' .  

Also ist auch d' Teller yon n. Fiir D'  l~uft der Beweis dual. Damit ist (a) 
bewiesen. 

Es sei nun t ( F ) =  2. Sodann erh~ilt man wie oben 

2 ( l~ l  - l~ l )  + ~ = E [ ( ~ )  - ( ~ ) ]  ( ~ )  -~ Omodd'  

und 

daraus folgt durch Addition und Subtraktion 

= 22(1 i -t 1) --- 0 m o d d ' .  

Hieraus ergibt sicti nun 

2k(l -1 1) = +,4) (1 - l a d  - 0 mod d', 

womit die erste Kongruenz (9) auch ftir t (F) = 2 bewiesen ist. Der Beweis der 
zwelten Kongruenz (9) verl~iuft dual. Wegen k = n + 2 ist damit im Falle 
t (F) > 2 auch (8) erledigt, es bleibt also (8) ffir t (F) = 2 zu beweisen. Wie oben 
gezeigt, gilt 2 n = 0 m o d d '  und 2 ( l ~ [ - - I ~ ] ) + n ~ 0 m o d d '  , folgl ich ' is t  

m o d d '  Der verbleibende Tell yon (8) folgt wieder aus 
k ---- n + 4. Damit ist (b) bewiesen. 

Im Falle t ( F ) = 2  gilt nach (G 4a), dab 

= (~ ~) [(g ~) - -  (g ~) ]  + (~ ~) E(~ ~) - -  (~ ~) ]  

ist. Andererseits ist (~)~) - -  ( I ~ )  = --  [(9~3) --  (g~) ]  vcegen (G 2). Kombina- 
tion dieser Beziehungen ergibt (t0). Damit ist Lemma t vollst~indig bewiesen. 

L e m m a  2. Ist I" eine taktische Zerlegung einer beliebigen 2-Ebene raft 
(F) ~ 2, und sind ~, ~ ,  g, ~ vier verschiedene F-Klassen, so gibt es Unter den 

Zahlen (~3 ~) -- (~  ~) und unter den Zahlen (g ~ ) -  (~ ~) mindestens'je eine, und 
unter den Zahlen (~ ~ ) -  ( ~ )  und (~ g ) -  (~ ~) mfndestens je zwei yon Null  
verschiedene. 

Beweis. Wiiren z. ]3. alle (~ ~ ) -  ( ~ ) =  0, so wtirden (8) und (9) ,,modulo 
Null" gelten, d.h. man k6nnte in (8) und (9) das Kongruenzzeichen durch das 

5* 
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Gleichheitszeichen ersetzen. Das wtirde in (9) wegen e,~4:0 ergeben, dab 
]~] = [~[ w~ire, also wiirde aus (~) folgen, dab n = 0 ist, ein Widerspruch. 
DaB es unter den ( ~ ) -  ( ~ )  sogar zwei yon Null verschiedene geben mul3, 
folgt aus (G 2): es.ist 

Y~ [(~I~)-- ( ~ ) 1  = k - -  k = 0; 

verschwinden in dieser Summe alle Glieder bis auf eines, so mul3 auch dieses 
letzte verschwinden, und das haben wir schon als unm6glich erkannt. Damit 
ist Lelnma 2 bewiesen. 

Das wesentliche Ergebnis des vorliegenden Paragraphen ist der folgende 
Satz, der es erlaubt, in der Menge aller taktischen Zerlegungen einer ,t-Ebene 
auf natiirliche Weise eine teilweise Ordnung einzufiihren: 

Sa t z  5. Es seien IF und F'  zwei (nicht notwendig verschiedene) taktische 
Zerlegungen derselben ~-Ebene. Sodann sind die /olgenden Aussagen gleich- 
wertig: 

(i) Zu ieder IP-Punktklasse ~3 existiert eine F'Punktklasse ~3' derart, daft 

(ii) Zu ieder IP-Geradenklasse g existiert eine IP'-Geradenklasse ~' derart, daft 

Beweis. Es gentigt zu zeigen, dab (ii) aus (i) folgt. W~ire das nicht der 
Fall, so g~ibe es eine 2-Ebene mit zwei taktischen Zerlegungen/ '  und F', fiir 
die (i), aber nicht (ii) gilt, d.h. es g~ibe eine F-Geradenklasse g und zwei ver- 

t 

schiedene F-Geradenklassen ~'x und ~ derart, dal3 ~r~i4:fl ,  fiir i = l ,  2: 
Wir werden diese M6glichkeit ad absurdum fiihren. 

Wit zeigen zun~ichst, dab ftir cliese Geradenk!asSen und beliebige I"-Punkt-  
klassen ~' die folgenden Aussagen ~iquivalent sind: 

(a) # 0, 
(b) # o. 
(c) Es existiert eine F-Punktklasse ~ ~ ~' mit (~ g) # O. 

S e i i = l  oder2 und ' ' '  (E 93 4 =0, ferner g Eg~gi. Auf g liegen Punkte von 
~'; sei P ein solcher und ~ die durch ihn bestimmte F-Punktklasse. Wegen 
(i) ist sodann /~ ~ ~'; ferner ist (~ 6) 4= 0, da g ~ g und g I P C ~. Also folgt (c) 
ads jeder-der Aussager~ (a), (b). 

Ist umgekehrt /~=CE' und (~q)4=0, so enthiilt )ede Gerade yon g Punkte 
I 

von E, also erst recht solche von ~'; ist also g ~ r ~ 6 i ,  so enthalt gi Punkte 
IEg t x t  yon E'. Dahe f i s t  ( ~i) 4= 0, i = t, 2..Also folgen sowohl (a) als auch (b) 

aus (c), und die Aquivalenz yon (a) (b), (c) ist bewiesen. 
Nach Lemma 2 gibt es nun eine F'-Punktklasse ~ ' ,  ftir die (~ . . . . . .  ~1) 4: (!l~ fl~) 

gilt. Eine dieser beiden Zahlen ist yon Null verschieden, also wegen der 
.Aquivalenz von (a) und (b) auch die andere. Wegen der Aquivalenz von (a) 
und (b) mit (c) folgt welter die Existenz gewisser / '-Punktklassen ~ ~ !13', 
mit/ '-= t, 2 . . . . .  h; h ~ i, fiir die (~i ~) 4:0 gilt. Ftir alle yon den ~i verschie- 
denen /'-Punktklassen ~ gilt wegen (i) und (a), (b), (c) entweder ~ ~3'= 0 
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oder ( ~ g )=0 .  Ist nun giCg.~g~, i = t ,  2, so liegen auf gl wie auf g~ genau 
(~ifl) Punkte von ~ j ,  und aus den angegebenen Eigenschaften der ~i folgt 

(~' ~) '  = Y, (~; ~) = ( ~  0~)', 
i=l  

im Widerspruch zur Voraussetzung (~ . . . .  ~) ~ ( ~ ' ~ ) . ' '  Damit ist Satz 5 be- 
wiesen. 

Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes ist nachstehende 

F o l g e r u n g .  Stimrnen zwei taktische Zerlegungen derselben ~-Ebene in den 
Punktklassen oder in den Geradenklassen iiberein, so sind sie identisch. 

2. Die  a b g e l e i t e t e  S t r u k t u r  ~ / / '  

2.1. Definitionen 

Es sei ~ eine ~-Ebene der Ordnung n und F eine taktische Zerlegung yon ~. 
Wir definieren" Zwei ungleichartige/ '-Klassen ~ u n d g  bilden ein inzidentes 
Paar oder. ein nichtinzidentes Paar, je nachdem ob (~fl) :~0 oder = 0  ist. 
~Wegen (G t) k6nnte man auch (g ~)~= 0 bzw. (g ~) = 0 zur Definition benut- 
zen. 1 Bez~glich der so definierten Inzidenzrelation werd~n die/ ' -Klassen yon 
(~ zu den Elementen einer neuon endlichen verallgemeinerten Inzidenzstruktur; 
diese nennen wir die nach 1" abgeleitete Struktur yon ~ und bezeichnen sie mit 
{~//'. Die Struktur ~ / r  besitzt t(/ ') , ,Punkte" und ebensoviele ,,Geraden". 
Da wit bei den nachfolgenden Untersuchungen stets die zugrundeliegende 
2-Ebene ~ sowie die taktische Zerlegung/" im Auge behalten wollen, werden 
wir die Elemente yon ~/s nicht , ,Punkte" und ,,Geraden", sonclern weiterhin 
,,Punktklassen" und ,,Geradenklassen" nennen und dementsprechend auch 
yon ,,Schnittklassen" und ,,Verbindungsklassen" reden. 

Wir werden sp~ter sehen (vgl. das Beispiel S. 77), dab (~//' keineswegs 
wieder eine ~'-Ebene zu sein braucht. Insbesondere k6nnen verschiedene 
/ '-Klassen mit verschieden vielen andersartigeri inzidieren, und verschiedene 
Faare yon Punkt- bzw. GeracIenklassen k6nnen vexschieden vide Verbindungs- 
bzw. Schnittklassen besitzen. Um ftir das weitere eine bequeme Sprechweise 
zu besitzen, definieren wit die Zahlen E~] bzw. E~ als die Anzahlen yon mit 
bzw. ~ inzidenten Geraden- bzw. Punktklassen, und die Zahlen [~, ,~ bzw. 
~, ~)~ als die Anzahlen yon Verbindungsklassen yon ~ und ~ bzw. yon Schnitt- 
klasser~, von ~ und t), wobei nat/irlich ~ ~ ~ uncl ~ ~ t) sein soll. Es ist klar, 
dab I~] und E~'~ stets ~ 1 sind. DaB auch ~ ,  ~ und E~', t)~ stets ~ i sind, 
ist leicht zu sehen: Eine Verbindungsger~de eines Punktes yon ,~ mit einem 
Punkt  yon ~ spannt eine Verbindungsklasse yon ~ und ~ auf; und die Exi- 
stenz yon Schnittklassen folgt aus der dualen ~berlegung. Fiir den Fall der 
Eindeutigkeit der Verbindungsklasse yon ~ und .~. bzw. der Schnittklasse 
yon ~ und t) wollen wit diese durch ~ und ~ bzw. durch ~ und r)eindeutig 
bestimmten _P-Klassen mit ~ + ~ bzw. ~ t) bezeichnen. Der Gebrauch dieser 
Symbole soll umgekehrt die Eindeutigkeit mit ausdriicken. 
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2.2. Der Hauptsatz 
Wir werden nun zeigen, dab die Eindeutigkeit yon Schnitt und Verbindung 

in ~]F ein recht selten auftretendes Ph/inomen ist: 

Sa tz  6. Sind Schnitte und Verbindungen in der abgeleiteten Struktur ~/F 
ether 2-Ebene ~ nach ether taktischen Zerlegung I" mit t(F) > 3 eindeutig, so 
ist .1 = 1, also ~ eine projektive Ebene. Ist auch ~/F eine (nichtausgeartete) 
projektive Ebene, so besteht jede F-Klasse aus einem Element, d.h. (~/F ist iso- 
morph zu ~. 

Dem Beweis schicken wir einige Hilfss/itze voraus, aus denen wir aul3er 
Satz 6 noch andere Folgerungen werden ziehen k6nnen. 

L e m m a  3. Es seien ~, ~ ,  g, ~ vier verschiedene Klassen ether taktischen 
Zerlegung ether ~-Ebene. Dann gilt: 

Die ]olge~den Eigenschaflen von ~, 
und g sind ~quivalent: 

(i) g = ~ + 

(ii) 21 ~[ ----- (~ g) (g ~) 
(iii) .1 [ ~1 -~ (~ 6) (g ~) 

(iv) ,a ] g l = (g ~) (g ~ ) .  

Die ]olgenden Eigenschaflen von g, ~, 
und ~ sind Equivalent: 

(i') ?~ = g~ 

(ii') '11 g l = (g ~) (~ ~) 
(iii') .1] ~[ = (~ ~) (~ g) 

(iv') .11 ~1 = (~} g) (~ ~)" 

Beweis. Aus Dualit/itsgrtinden geniigt es, die Aquivaler/z der Aussagen (i) 
bis (iv) zu beweisen. Ist g = ~ + s so ist insbesondere ~ =t= ~ ,  und aus (G 4a) 
folgt "~] ~ l  = F, (~ ~)(~,~). Da fl eindeutige Verbindungsklasse ist, gilt ftir alle 

~= g entweder ( ~ ) =  0 oder ( ~ ) =  0. Also folgt (it). Ebenso folgt (iii) aus 
(i). Umgekehrt ergibt (G 4a) zusammen mit (it) bzw. (iii), dab g eindeutige 
Verbindungsklasse yon ~ und ~ ist. Damit ist die Gleichwertigkeit der Aus- 
sagen (i), (it), (iii) bewiesen. Multiplikation yon (it) mit l g[ und Anwendung 
yon (G 1)auf  die rechte Seite ergibt nach Herauskttrzen yon [~1 die G1. (iv), 
und analog folgt (it) aus (iv). Damit ist alles bewiesen. 

Fiir das weitere ben6tigen wit noch nachstehende 

F o l g e r u n g .  Aus g = ~ + ~  und ~ - ~ g ~  /olgt ( ~ ) = ( g ~ ) .  

Das ergibt sich unmittelbar dutch Vergleich yon (iv) und (it'). 

L e m m a  4. Sind Schnitte und Verbindungen in ~/F eindeutig und isi 
t (F )>  2, so gibt es in ~/I" ein nicht-ausgeartetes Dreieck. 

Beweis. W/ire das nicht der Fall, so mtil3ten alle Punktklassen mit der- 
selben Geradenklasse g und alle Geradenklassen mit derselben Punktklasse ~3 
inzident sein; und ~ und g w/iren die einzigen _P-Klassen, die mit inehr als 
einer andersartigen inzidieren. Wegen t ( F ) >  2 mtiBte es nun zwei Punkt- 
klassen E und ~ geben, die mit keiner anderen Geradenklasse als g inzident 
sind, d.h. es mtiBte gelten (g ~) = (g ~) ----- k. Einerseits wtirde nun aus Lemma 3, 
(it) foigen, dab .1] ~l = (2~.q)(g~) =k(E~),  andererseits ergibt (G 4a), dab 
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~[X[ = (~g) (g~) - -n  =k(~g)  - -n  ist~ Das -ist ein Widerspruch, tier Lemma 4 
beweist. 

Das folgende Lemma 5 ist das Kernstfick des Beweises yon Satz 6: 

L e m m a  5. Es sei F eine taktische Zerlegung tier 2-Ebene ~ der Ordnung n. 
Gibt es sodann eine F-Klasse, die mit allen gleichartigen I'-Klassen eindeutige 
Verbindungs- bzw. Schnittklassen besitzt und die mit mindestens drei anders- 
artigen Klassen inzidiert, von denen ihrerseits mindestens zwei auper mit tier 
gegebenen noch mit einer weiteren inzident slnd, so ist 2 = 1 und die gegebene 
I'-Klassr besteht entweder aus einem oder aus n s Elementen. Im  letzteren Falle 
gibt es genau eine mit der gegebenen nicht i~tzidierende andersartige Klasse, und 
diese besteht aus einem Element. 

Beweis. Ohne Beschr~tnkung der Allgemeinbeit kann die gegebene/'-Klasse 
als Punktklasse ~ angenommen werden. Die Voraussetzungen fiber ~ be- 
sagen dann : 

(a) [ ~ 3 , ~ ] = t  ffir alle 3~=~3, 

(b) > 2. 

.(c) Es gibt zwei verschiedene "Geradenklassen g und ~ mit (~ g ) #  0 :~ (~ ~) 

Das bedeutet, dab es in ~]/~ eine aus ~3 und zwei weiteren Punktklassen ~,  
sowie aus g, I) und einer weiteren Geradenklasse t~ bestehende Konfiguration 
gibt, deren Inzidenzen in Fig. t illustriert sind: 

Alle Schnitte und  Verbindungen in dieser Kon- / o ~  
figuration sind elndeutig: gr~ ~ ---_ g~ t) ---- l)c~ ~ = ~3, 
g = ~ + ~,  ~ = ~ + ~R. Wegen d e r  Folgerung 
von Lemma 3 ergibt sich aus diesen Beziehun- ~ 
gen" (~ 9) ---- (g ~) ---- (~3 t)) = (9 ~) = (~3 g); alle " - 'v 
diese Zahlen sind also gle~ch derselben yon Null 
verschiedenen Konstanten i, ul~d es ist bewiesen: Fig. t 

Aus ( ~ ) ( ~ ) # 0  folgt ( ~ ) = ( g 3 ~ ) = i .  

Nun ist nach Lemma 3,(ii) einerseits 2 ] ~3] = (~3 g) (g ~) = i  s, andererseits nach 
(G 4a) und  (G 2) auch 

denn wegen (G t ) i s t  genau dann (~3)~O, wenn (~3~)=0 ist. Also ergibt 
sich ffir ~" die quadratische Gleichung 

i S = k ] + n = O .  

Diese Gleichung hat die L6sungen ~ = (k &q)/2, wobei qS= k s _  4n ist. Es 
mutt also k ~ q  rood 2 und die Zahl k s -  4n eine Quadratzahl sein. 

Nun ist q~=kS- -4n  < k  s, also y ~  k - - t .  Andererseits ist wegen k = n + 2  
auch q S = ( k - - 2 ) s + 4 ( 2 - - ~ l ) ~ ( k - - 2 ) ~ .  W/ire nun 2 > 1 ,  so. wfirde in der 
letzten Ungleichung nur das ,,Gr613er"-Zeichen gelten, und es erg~tbe sich 
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q ~ k - - t ,  d.h. mit  dem oben gewonnenen Ergebnis zusammen q = k - - t .  
Das abet ist ein Widersprueh zu k q rood 2. Damit  ist 2---- 1 bewiesen. 

Es folgt nun weiter q ~- k - -  2 = n --  1; also 7 = ~ oder 7" = n. Aus h I ~l  ----- 
i~1 =]'~ ergibt sieh aIso I~1 = a  oder Es bleibt zu zeigen, dab die 
Ebene im Falle ]~1 = n ~ genau eine Gerade entMlt,  auf der keine Punkte 
Yon ~ liege n. Dazu benutzen wir die in t.2. bewiesene Gleichung 

Die iinke Seite dieser Oleichung ist im vorliegenden Falle ?'Y, J~] = .n  ~ [~1, 

die rechte Seite ist ( n + t ) n  2. Es folgt ~, [~1 = n ( n + l ) ,  oder Y, l l-- 
v -- n(n + t) = t. Also gil~t es nur eine Geradenklasse g mit  (~ g) ~ 0, und 
diese besteht aus genau einer Geraden. Damit  ist Lemma 5 vollst~indig be- 
wiesen. 

Beweis yon Satz 6. Wegen Lemma 4 folgt aus der Voraussetzung t (F) > 3 
die Existenz eines nichtausgearteten Dreieeks. Also ergibt sieh: Entweder 
ist ~/IP eine nichtausgeartete projektive Ebene, oder es gibt zwei ausgezeich-. 

Fig. 2 

Also ist 4 = 1  und ~ eine projektive Ebene. 

nete ~-Klassen ~ und g mit  
den in Fig. 2 angedeuteten In- 
zidenzverh~tltnissen, insbesoni 
dere also mit  [~1 > 2 < [g], da 
t(r)>3. 

In jedem Falle gibt es 
F-Klassen, die die Vorausset- 
zungen yon Lemma 5 erffillen. 
Ist  auch ~ / / '  eine (nichtaus- 

geartete) pr0jektive Ebene, so kann keine Klasse mehr als ein Element 
enthalten, da es sonst nach Lemma 5 nur eine nicht mit  ihr inzidente anders- 
artige / ' -Klasse geben k6nnte. Das aber i st in einer niehtausgearteten pro- 
jektiven Ebene nicht m6glich. Damit  ist Satz 6 bewiesen. 

2.3. Erg/ inzungss/ i tze  

W~thrend bisher die Frage im Vordergrund stand, unter welchen Umst~inden 
man aus der Voraussetzun'g der Eindeutigkeit yon Schnitt und Verbindung 
in ~/F schlieBen kann, dab ;t = 1 ist, wollen wir nun 2 ~ t voraussetzen und 
untersuchen, was man fiber die Typen yon taktischen Zerlegungen aussagen 
kann, deren abgeleitete Strukturen eindeutige Schnitte und Verbindungen 
haben. Wir werden zeigen (man vergleiche dazu die Definition yon S. 63): 

S a t z  7. Die nichttrivialen taktischen Zerlegungen F m i t  t(F) > 2 einer pro- 
~ektiven Ebene der Ordnung n, deren abgeleitete Strukturen eindeutige Schnitle 
und Verbindungen haben, sind genau die~enigen, welche eine Ktasse mit genau n ~ 
Elementen besitzen. 
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Wir beweisen zun~ichst den folgenden Hilfssatz: 

L e m m a  6. Er f i~ l l t d i e tak t i s cheZer l egungFderend l i chenpro]ek t i v enEbene  
die Bedingungen 
(a) 

(b)  

(e) 

t ( I ' )  = 3 ,  

[2 1 =  [~j = 2 ]i~r alle 2, ~, 

I3~, ~J ~ I ]i~r alle 2, ~ ,  oder 

[~, 91 = a ]i~r alle ~, ~), 

so besteht eine F-Klasse  aus n 2 Elementen.  

Die beiden Eigenscha~ten (c) sind nattirlich gleichwertJg. 

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt zun~chst, dab die abgeleitete 
Struktur ~ /F  ein nichtausgeartetes Dreieck ist. Wir bezeichnen die Punkt- 
klassen mit 9~,~, ~ und die Geradenklassen mit ~, b, 
c derart, dab 2k ~ 

a) = = c) = o 

ist (vgl. Fig. 3). 

Wir machen nun di~ Annahme 

(*) > a < alle 2, ~. 

])ann folgt zun~ichst, dab jede F-Klasse drei Ele- Fig. 3 
mente in allgemeiner Lage enthalten muB, denn 
w~ren z.B. alle Punkte einer Punktklasse 2 mit einer Geraden g kolli- 
near, so miil3te g eine Geradenklasse ftir sich bilden. G~be es niimlich 
noch eine weitere Gerade h in der yon g aufgespannten Geradenklasse; so 
k6nnte auf dieser h6chstens ein Punkt yon 2 liegen; das abet kann nicht 
sein, da j a g  mehr als einen Punkt  yon 2 enth~ilt. Es sei nun beine beliebige 
Gerade yon b und ferner Acg~ derart, dab A~.b. Einen solchen Punkt gibt 
es, da 9/ drei Punkte in allgemeiner Lage enth~ilt. Auf b liegen genau (~ b) 
Punkte yon ~, und die Verbindungsgeraden dieser Punkte mit A, die wegen 
2 : 1 eindeutig sind, mfissen zu b gehSren, da sie Punkte von !g und ~ ent- 
halten. Da sie alle durch denselben Punkt A gehen, folgt (bg~ ~ (~b). Wegen 
Voraussetzung (c) ist nun die Folgerung von Lemma 3 anwendbar, sie ergibt 
(b92) = (~a). Also folgt (~.a)~ (~b), und aus Symmetriegrfinden muB soga.r 
(~ a) : (~ b) gelten. Ebenso folgt (~ b) : (~ c), (!3 c) : (!3 a), und dual dazu '  
(a~3)--(a~), (b~)----(b~, (c~()= (c93). Wir zeigen nun, dab alle yon Null 
verschiedenen (2 ~) und (~ 2) gleich derselben Konstante'n r sind. Aus Sym- 
metrie- und Dualit~itsgrfinden braucht  dazu n u t  noch z.B. (9/0 --(~3 c) be- 
wiesen zu werden. ]3as geht mit tier Folgerung yon Lemma 3 und den oben 
gefundenen Beziehungen : (~i c) : (~ b) = (c!3) : (c9~) : (!3 a) : (!3 c). Aus Lem- 
ma4,(ii)  folgt nun wegen 2 = t ,  dab 12l----]~]----r 2, also 3 r ~ = n ~ + n + l ,  
ferner aus (G 2) und Voraussetzung (b): 2 r = n + l .  Komblnaflon dleser 
beiden Beziehungen abet ergibt n = t, wonach alle F-Klassen aus nur einem 
Element bestehen wtirden, im Widerspruch zu (*). Also gibt es eine Klasse 
mit nur einem Element, z.B. die Klasse a. Alle nicht auf der einzigen Geraden 



74  PETER DEMBOWSKI : 

yon a liegenden Punkte geh6ren sodann zu nicht mit a inzidenten Punktklassen. 
Da es genau n * solche Punkte und genau eine solche Punktklasse, n~tmlich ~ 
gibt, folgt daraus die Behauptung des Lemma 6. 

Beweis yon Satz 7. Ist zun~chst / '  eine taktische Zerlegung mit eino: 
Klasse -- o.B.d.A, einer Punktklasse ~ --, die n 2 Elemente enth~tlt, so folgt 
wie beim Beweis von Lemma 5 mit Benutzung yon (4), dab es genau eine 
Geradenklasse g gibt, die mit ~ nicht inzidiert, und diese Geradenklasse be- 
steht aus einem Element. i Es i s tnun klar, dab die yon ~ verschiedenen Punkt- 
klassen, die ja alle aus kollinearen Punkten bestehen mfissen, sowohl unter 
sich als auch mit ~ eindeutige Verbindungsklassen haben. Anclernfalls n~m- 
lich mtiBte es auBer der einzigen Geraden yon 9 noch andere Verbindungs- 
geraden von:nicht zu ~ geh6rigen Punkten geben, was in einer projektiven 
Ebene nicht m6glich is t .  

Sei nun nmgekehrt/"  eine nichttriviale taktische Zerlegung mit eindeutigen 
Schnitt- und Verbindungsklassen. Wegen t (_F) > 2 und Lemma 4 ist ~ /F ent- 
weder vom Typ der Fig. 2 oder yore Typ der Fig. 3- Im ersteren Falle ist 

die Existenz einer F-Klasse mit 
~ ~ ~  ~ ~  n 2 E16menten dureh Lemma 5, 

im letzteren durch Lemma 6 
gesichert. Damit ist Satz 7 

I~ bewiesen. 
Fig. 4 a u. b Satz 6 und 7 geben vollst/in- 

dige Auskunft fiber alle m6g- 
lichen Typen yon taktischen Zerlegungen / '  von projektiven Ebenen, deren 
abgeleitete Strukturen" wie'der (eventuell ausgeartete) projektive Ebenen sind, 
vorausgesetzt, dal~ t (/') > 2 ist. Es liegt nun nahe, jetzt auch noch den Fall t = 2 
zu untersuchen (der Fall t = 1 ist nattirlich uninteresSant) und festzustellen, 
unter welchen Umst/inden auch hier Schnitte und Verbindungen eindeutig sind. 
Ffir die abgeleitete Struktur ~/ / '  sinct offenbar nur noch zwei Typen m6glich 
(vgl. Fig. 4), yon denen der erste eindeufige Schnitte unct Verbindungen hat. 

Wit zeigen, dab in vielen F/illen auch ffir t = 2 noch die Aussage des Satzes 7 
yon der Existenz einer Klasse mi t  n ~ Elementen ~ erhalten bleibt. 

S at z 8. Sei P eihe taktische Zerlegung einer proiektiven Ebene der Primzahl- 
o~dnung p derart, daft t (/~.= 2. Dann sind Schnitte und Verbindungen in ~/F 
eindeutig,"und eine de~: F-Klassen enthdlt n z Elemente. 

Be.weis.- ]~g seien ~, ~,  g, ~ die /'-Klassen. ]3ann gilt nach Lemma i, 
G1. (10) und wegen n = p ,  dkB. eine der Zahlen I ( ~ g ) - - ( ~ ) l ,  
gleich p, die andere gleich t i s t .  (). B.d.A. nehmen vat (~ g ) -  (~ 9 ) ~  P und 
(f l~)--(g~)  ----- 1 an: Nach (G2) ist dann p ~ (~ g ) - - ( ~ )  ~ p  + t - - (~  g)--(~)),  
( ~ )  + ( ~ g ) = 1 .  Da sowohl ( ~ )  wie (~fl) nicht negativ und ganzzahlig 
sind, muB eine dieser Zahlen verschwinden und die andere = 1 sein. Es folgt, 
dab Schnitte und Verbindungen in ~/_Neindeutig sind, d.h. ~/ / ' is t  vom Typ der 
Fig. 4 a. Denn in einer Struktur vom Typ der Fig. 4b mfissen alle (~ ~) und (~ ~) 
yon Null verschieden sein, da iede Klasse mit ieder andersartigen inzidiert. 
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Is t  nun ( ~ t ~ ) = t  und ( ~ g ) = 0 ,  so ist wegen (G 1) auch ( g ~ ) = 0 ,  und es 
folgt (g ~) = t ,  da (g ~) - -  (g ~)  = t. Also ist I g[ = (g~)(~l~) = t nach Lemma 3, 
und es folgt [ g l = t. Is t  (~  ~) = 0 und (~  g ) =  1, so folgt (l) ~) : 0 wegen 
(G t), und daraus ( g ~ ) ~ p + t  wegen (62). Nun folgt weiter p + t =  
(g ~)  + (I) ~)  : (g ~) - -  1 + (D ~.) = P + (t) ~),  also ist (~ ~)  = t ,  und Lemma 3 
ergibt nun wieder I I)[ = ( I )~)(~g)  = t, also [~l = t. In jedem Falle enth/ilt 
also eine _P-Klasse nur ein Element, woraus wie beim Beweis yon Lemma 6 
die Existenz einer Klasse mit  n~-Elementen folgt, ql e.d. 

Wir zeigen als n~ichstes, dab im allgemeinen aus t (P)=2 nieht A = t zu folgen 
braueht.  Dazu betrachte man einen belieNgen endlichen dreidimensionalen 
projektiven Raum 91. Man iiberzeugt sich leicht, dab 91 als ~-Ebene ~ auf- 
gefaBt werden kann, wenn man unter den Punkten yon ~ die Punkte von 
91 und unter den ,,Geraden" yon ~ die Ebenen yon 91 versteht, w/ihrend Inzi- 
denz in ~ durch Inzidenz in 91 erkl/irt ist. Fiir die so erhaltene A-Ebene 
gilt v : q3 + q~ + q + t ,  wobei q eine Primzahlpotenz ist, ferner k = q~ + q + t ,  

= q + t nnd n = qZ. Insbesondere ist also A > t ; aber es gibt eine taktisehe 
Zerlegung/7 m i t  t (F) = 2: Man betrachte einen festen P u n k t  P und definiere 
Punktklassen : 

= {P}, ~ = {Alle Punkte =#P} 

und, ,  Geraden"klassen : 

g = {Alle mit  P inzidenten Ebenen yon 91}, 

t) : {Alle iibrigen Ebenen yon 9t}. 

Es ist leicht zu sehen, dab diese Klasseneinteilung tats~tchlich eine taktische 
Zerlegung yon ~ definiert. Die Werte der Zahlen (2~g) und ( ~ )  sind in fol- 
gendem Schema zusammengestellt: 

(~) ~ 

t o 
q~ + q q ~ + q + t  

(~) 

q ~ + q + t  q + t  
o qZ 

Wir zeigen nun welter, dab die Aussagen yon Satz 8 fiir zusammengesetzte n 
nicht  mehr allgemein richtig sind. Wir werden fiir die beiden in Fig. 4 illu- 
strierten Typen von abgeleiteten Strukturen ~ /F  mit  t ( P ) = 2  Beispiele 
angeben, bei denen jede Klasse mehr als ein Element enth~tlt. Die beiden zu 
behandelnden Ktassen yon Beispielen riihren yon Teilebenen bzw. yon Ovalen 
endlicher projektiver Ebenen her. 

2.4. Durch Teilebenen projektiver Ebenen definierte taktische Zerlegungen 
Es sei ~ eine endliche niehtausgeartete projektive Ebene der Ordnung n 

und ~'  eine nichtausgeartete projektive Teilebene yon ~. Die Teilebene ~ '  
ist dann ebenfalls endlich; ihre Ordnung bezeichnen wir m i t m .  Ftir diese 
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Situation gibt es viele Beispiele: Jede Ebene ~ tiber einem Galois-Feld der 
Ordnung p', wo r >  t,  besitzt eigentliche Teilebenen cler Ordnung pd, mit d]r. 
Wit unterscheiden zwei F/ille: 

(I)  Jeder Punkt yon ~ ist mit einer Geraden von @' inzident. 

Wir definieren eine taktische Zerlegung F yon @ folgendermal3en: ~ = 
{Punkte von ~'}, ~ = {alle fibrigen Punkte}, g -  {Geraden yon ~'}, ~ = {alle 
iibrigen Geraden}. Es ist klar, dab die so definierte Klasseneinteilung eine 
taktische Zerlegung ist; die Werte der Zahlen ( ~ )  und ( ~ )  sind in nach- 
stehendem Schema zusammengestellt : 

( .~) g 

m + t  t 
n - - m  n 

(~ ~) 

m + t t 

DaB z.B. (~1) )= t  ist, folgt so: (~l)) ist > 0 nach Voraussetzung (I), und 
w/ire (~ 9) > l, so w/~re jede ~-Gerade Verbindungsgerade yon Punkten yon ~', 
geh6rte also selbst zu @', entgegen unserer Annahme. 

&us den Grundgleichungen folgt nun der bekannte Satz (vgl. BAER [23, 
theorem 5), dab m 2 = n  sein muB: ].~] ist die Anzahl der Punkte der pro- 
jektiven Ebene @', also gleich m 2 + m + 1. Andererseits ist nach (G 4a) auch 

= Y = m +  t 

also folgt m2=n.  Umgekehrt hat jede Teilebene der Ordnung m mit m 2 = n  
die Eigenschaft (I). Die abgeleitete Struktur @/F ist vom zweiten der i n  
Fig. 4 dargestellten Typen. 

(II) Es gibt Punkte von @., die au/ keiner Geraden yon ~' liegen. 

VCir definieren wieder eine taktische Zerlegung yon @: Die Punktklassen 
sind ~ ~ {Punkte von ~'}, ~ = {Punkte, die nicht zu ~' geh6ren, aber auf 
Geraden yon @' liegen}, ~R = {alle tibrigen Punkte}, und die Geradenklassen 
dual: g ='{Geraden yon ~'}, ~=  {Geraden, die nicht zu (~' geh6ren, aber durch 
Punkte von @' gehen}, f = {alle fibrigen Geraden}. Wieder ist klar, dab so 
eine taktische Zerlegung definiert wird; die Zah'len ( ~ ) u n d  (~3~) sind in 
nachstehendem Schema zusammengestellt : 

t _ 

sj) m + t  t 0 ~ ] m + t  1 0 
n - - m  m ~ m 2 + m + t  ~ ! n - - m  m 2 m 2 + m + t  

~R 0 n - - m  ~ n - - m  z - m  ~ ] .0 n - - m  'z n - - m  2 - m  

Da (s3t~)~-'0 sein muB, folgt m 2 + m <  n. Diese Tatsache ist auf anderem 
Wege auch yon BROCK gefunden worden (vgl. [8], Lemma 3.1). Die yon 
BROCK angegebene Formel (n--m) ( n - - m  ~) ftir die Anzahl der mit keiner 
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Geraden yon 6' inzidenten Punkte yon ~ folgt hier unmittelbar durch An- 
wendung yon (G 4a): 

Fig. 5 zeigt die beiden m6glichen Typen von abgeleiteten Strukturen ~/F im 
Falle (II). Die Existenz yon abgeleiteten Strukturen des Typs der Fig. 5 a 
ist gesichert, denn es gibt projektive Ebenen mit Teilebenen, ftir die (II) gilt 
und m~+ m < n  ist. Wir haben also ein Beispiel einer abgeleiteten Struktur, 
in der die Zahlen [~, ~], [~, ~], [,~], I~] nicht alle gleich sind (vgl. S. 69). Da 
man keine projektiven Ebenen kennt, deren Ordnung eine Zahl des Typs 
re(m+1) ist, bleibt die Frage often, ob eine solche Ebene Teilebenen der 

Fig. 5a u. b 

Ordnung m besitzen kann. Die Frage der Existenz yon abgelei tetenStruk- 
turen des Typs der Fig. 5 b ist also auf diese Weise nicht zu entscheiden. Man 
sieht aber leicht, dal3 die abgeleitete Struktur der fo!gendermal3en definierten 
taktischen Zerlegung einer endlichen projektiven Ebene yore Typ der Fig. 5 b 
ist: 

Punktklassen: ~ ~- ~ein fester Punkt  R), 

~ {alle Punkte einer festen Geraden g, die nicht durch R 
geht), 

~ {alle fibrigen Punkte). 

Geradenklassen : ~ ~ {g), 

-- {atle Geraden dutch R), 

~ {alle fibrigen Geraden). 

2.5. Durch Ovale definierte taktische Zerlegungen 

Wir wenden uns nun einer anderen Klasse vin Beispielen zu. Ein Oval 
einer endlichen projektiven Ebene der Ordnung n ist eine Menge yon n + t 
Punkten der Ebene, yon denen keine drei kollinear sind. Von den n + 1 
Geraden durch einen beliebigen Ovalpunkt mtissen also n noch einen weiteren 
Punkt  des Ovals enthalten, jede solche Gerade heiBt eine Sekante. Es folgt, 
daI3 durch jeden Ovalpunkt genau eine Gerade geht, die au/3er" diesem keine 
weiteren Ovalpunkte enth/ilt, jede solche Gerade heist  eine Tangente. Die 
Anzahl der Tangenten ist n + 1, die der Sekanten gleich n (n -~ !)/2, also bleiben 
noch n (n -- t)/2 weitere Geraden, diese enthalten keine Ovalpunkte und werden 
Passanten genannt. 
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Wir wollen die Ovale zur Definition gewisser taktischer Zerlegfingen heran- 
ziehen. Dabei unterscheiden wir wieder zwei F/ille: 

(I') n ist gerade. 

In diesem Falle hat QvlsT in [121, theorem 5, S. t0, geze_igt, dab alle Tangenten 
eines Ovals dutch einen Punkt gehen miissen. Dieser Punkt-bildet zusammen 
mit den n + t Ovalpunkten eine Menge ~ yon n + 2 Punktenl yon denen keine 
drei kollinear sind. (Man sagt stat t  dessert auch: die Punkte von ~ befinden 
sich ,,in allgemeiner Lage".) QVlST [121 zeigt welter, dab es n + 2 Punkte 
in allgemeiner Lage in einer projektiven Ebene der Ordnung n h S c h s t e n s  
dann geben kann, wenn n gerade ist. DaB es t a t s ~ c h l i c h  Ebenen gerader 
Ordnung n mit n + 2 Punkten in allgemeiner Lage gibt, zeigt folgendes 

Be i sp ie l .  Es sei ~ eine desarguessche Ebene gerader Ordnung n, d.h. eine 
Ebene i~ber einem Galois-Feld der Charakteristik 2. Sodann be/inden sich die 
n + 2  Punkte  (1:0:0), (0:t :0),  (x:x~:t) in allgemeiner Lage. 

Denn da die Abbildung x--~x 2 in jedem endlichen KSrper der Charak- 
teristik 2 ein Automorphismus ist, haben zwei verschiedene Punkte (x: x2: t),  
(y:y2:t)  verschiedene erste und verschiedene zweite Koordinaten, sind also 
weder mit (t : 0: 0) noch mit (0: t :0) kollinear. Und w~ren drei Punkte 
(x:x~:t), (y:y~:t),  (z:z~:l) mit x ~ y : 4 : z ~ = x  kollinear, so wiirde ftir den Koef- 
fizienten mder  Gleichung m x 1 + x 2 + b xs ---- 0 ihrer Verbindungsgeraden folgen : 

~ = ( y ~ "  x~) (y  - x ) - i  = (z~ - x~) (z - x) -1 ,  

d.h. y----z, ein Widerspruch. 
Es sei nun ~ eine projektive Ebene gerader Ordnung und '~ eine Menge 

yon n + 2 Punkten in ailgemeiner Lage yon ~. Weiter sei ~ die Menge der 
n ~ -  1 nicht zu ?~ gehSrigen Punkte, fl die Menge der Verbindungsgeraden 
von ~-Punkten und ~ die Menge der nicht zu g gehSrigen Geraden. Sodann 
bilden ~ ,  ~,  fi, ~ eine taktische Zerlegung yon ~, mit folgenden Werten fiir 
die (~ ~), (~ E) : 

. . . . . . . . .  ] . . . . . . .  

I 2 0 ~ ~ - ~ t  ( ~ + 2 ) / 2  
t 3 ~ --  t n + t I) 0 n/2 

Wir verifizierell nut, dab (fl ~) = (n + 2)/2 ist. ~Daraus folgt sofort (~ ~) --.n/2, 
llnd die tibrigen Beweise sind ganz einfach.] Wir mffssen zeigen, dab durch 
]eden nicht zu ~ geh6rigen Punkt  Q genau (n + 2)/2 Verbindungsgeraden yon 
~-Punkten gehen, und dazu geniigt der Nachweis, dab auf jeder Verbindungs- 
geraden von Q mit einem Punkt P E ~ noch eli1 weiterer Punkt  P'  :~ P yon 
liegt. Das abet ist klar: andernfalls blieben fiir die n + t yon P verschiedenen 
Punkte yon ~ nur n Geraden durch P, auf denen sie liegen mtiflten. Nach 
dem Schubfachschlul] wiirde folgen, dab es eine Gerade durch P mit zwei 
yon P verschiedenen Punkten yon ~ geben mfiBte. Das aber widerspricht 
der Annahme, dab die Punkte yon ~ sich in allgemeiner Lage befinden. 
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Die nach der oben erkl~rten taktischen Zerlegung/"  abgeleitete Struktur 
~/F ist, da ( ~ )  = 0 ,  vom Typ der F!g. 4a, sie besitzt aber im allgemeinen 
keine Klassen mit nur einem Element; vielmehr ist I ~l = n + 2, 1 ~ l  = n2 --  t ,  
I g[ = (n q- 1) (n -b 2)/2, I ~ I = n (n -- t)/2. Diese Zahlen sind bei n 2 4 alle gr613er 
ats 1. Also kann es bei n ~  4 auch keine Klasse mit n * Elementen geben. 

(II') n ist ungerade. 

Ftir diesen Fall hat QwsT gezeigt ([12~, theorem 3, S. 8), dal3 durch einen 
Sehnittpunkt zweier Tangenten eines Ovals keine weiteren Tangenten mehr 
gehen k6nnen. Die Menge der Punkte yon ~ zerf~tllt also in drei Klassen: Die 
Klasse ~3 der Ovalpunkte, die Klasse ~ der aufleren Punkte, das sind die 
Tangentensehnittpunkte, und die Klasse }E aller tibrigen Punkte;  diese heil3en 
innere Punkte, durch sie geht keine Tangente. Nennen wir nun die Klasse 
der Tangenten g, die der Sekanten ~, und die der Passanten l, so bilden ~, ~,  
JR, g, t), ~ eine taktische Zeflegung mit folgenden Zahlen (~ ~) und (g ~) : 

(~) ~ ~ ( ~ )  

1 2 0 
(~ - t)/2 (~ + t ) / 2  

0 ( ~ - 1 ) I 2  ( ~ + 1 ) / 2  

t 2 0 
(n - t)/2 (n @ t)/2 

n (n --1)/2 (n + t)/2 

Die abgeleitete Struktur ist wieder vom Typ der Fig. 5 a. Wir haben also hier 
noch ein Beispiel daftir, dab die abgeleiteten Strukturen ganz verschiedener 
Typen von taktischen Zerlegungen dieselben sein k6nnen. 

3. Die  M a t r i z e n  e i n e r  t a k t i s c h e n  Z e r l e g u n g  

3.1. Die Matrix-Grundgleichungen 

Es sei ~ eine beliebige ~-Ebene der Ordnung n und F eine taktische Zer- 
legung yon @. Wir numerieren die F-Klassen in willktirlicher Weise yon t bis 
t=t(F):  ~31, ~ . . . . .  ~3~ seien die Punktklassen und fll . . . . .  gt die Geraden- 
klassen. Um dauernde Wiederholungen zu vermeiden, wo]len wir in diesem 
Abschnitt stets voraussetzen, dab / :>t  i s t .  Wir definieren vier Matrizen P, G, 
A, B folgendermaBen ( i is t  der Zeilen-, k der Spaltenindex, und dik das Kron- 
ecker-Symbol) : 

A = ( (~ ,~ ) ) ,  B ----- ( (~ ,~ ) ) .  

Diese Matrizen nennen wir die/ ' -Matrizen;  sie sind s/imtlich t-reihige quadra- 
tische Matrizen. Beispiele fiir / '-Matrizen A, B sind im zweiten Abschnitt 
schon aufgetreten (vgl. S. 75, 76, 76, 78, 79). Wir merken an, dab im Falle 
t ~ v, d.h. wenn jede _P-Klasse aus einem Element besteht, die Matrix A gerade 
die bekannte Inzidenzmatrix yon ~ und B ihre Transponierte AT ist. 

Wir werden in diesem Paragraphen Beziehungen herleiten, die zwischen 
den/ ' -Matr izen jeder taktischen Zer t egung / '  bestehen mfissen, n/imlieh die 
folgenden 
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M a t r i x - G r u n d g l e i c h u n g e n  

(M 1) G A T =  B P , P B T =  A G, 

(M2) A B : A P J + n E ,  B A  : ~ G J + n E .  

Hier bedeutet E die t-reihige Einheitsmatrix und J diejenige t-reihige quadra- 
tische Matri:?, deren s~imtliche Elemente gleich Eins sind. 

(M3) A G A T : ~ P J P + n P ,  B P B r : ~ G J G + n G .  

Die Beweise ergeben sich sofort aus den Grundgleichungen (G t) und (G 4): 
Die Beziehung (G t) besagt l ,I ffir alle i, k. In Matrix- 
form geschrieben heiBt das gerade A G= (BP)  T, und die Beziehungen (M l) 
folgen nun sofort aus der Tatsache, dab P und G Diagonalmatrizen, also gleich 
ihren Transponierten sind. Die Gln. (M 2) ergeben sich ebenso direkt aus 
(G 4a) und (G 4b). Die Beziehungen (M 3) schlieBlieh folgen aus (M t) durch 
Linksmultiplikation mit A bzw'. B und Benutz~ng von (M 2). 

Matrizen mit ganzzahligen Elementen kSnnen auch als Matrizen tiber be- 
liebigen KSrpern aufgefaBt werden. Wir zeigen: 

L e m m a  7. Ist F eine taktische ZerIegung einer A-Ebene der Ordnung n, 
so sind die F-Matrizen A und B i~ber allen K6rpern reguldr, deren Charakteristik 
kein Teller yon n (n + ~) ist. 

Urn das zu beweisen, genfigt es zu zeigen, dab das Produkt der Determi-. 
nanten yon A und B fiber solchen KSrpern yon Null verschieden ist. Nun 
ist abet 

.(t t) det A det B ~ nt -1 (n + A) ~, 

was man z.B. aus (M 2) herleiten kann: Man subtrahiere die letzte Spalte 
der Matrix A B yon allen anderen nnd addiere sodann die t - - t  ersten Zeilen 
zur letzten. Es e'rgibt sich eine Dreiecksmatrix mit t - -1 Diagonalstellen n 

t 

und der ~ letzten Diagonalstelle n + 2 ~ l~il ;  dieser Ausdruck ist wegen (G3) 
i = 1  

und (3) gleich (n+~.) 2. Also folgt (1~), und das Lemma 7 ist bewiesen. 

Wir 'merken an, dab A und B also insbesondere fiber deln K6rper der 
rationalen Zablen regulSr sind. 

3.2. Zahlentheoretische Eigenschaiten der ]~l, I~1 
In diesem Paragraphen ziehen wit einige erste elementare Folgerungen aus 

den Matrixgrundgleichungen. Wir definieren zun~chst D als den grSl3ten ge- 
meinsamen Teiler atler I~[; d als den g.g.T, aller ]~[, wobei wie immer ~ und 
die Klassen einer taktischen Zerlegung sind. 

S a t z  9. Es sei ~ eine ~Ebene der Ordnung n und 1 ~ eine taktische Zerlegung 
yon ~. Sodann gilt: 

(a) Ist p eine Primzahl, die weder n noch k = -n / -~  teiIt, so geht p in ebenso- 
vielen ]~] wie l ~[ au]. Insbesondere gilt P l D genau dann, wenn P l d gilt, und 
in diesen, Falle geht p in D und d gleich o/t auf. 
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(b) Sind v und k teiler]remd, so ist D = d. 

(c) Gibt es eine Primzahl p, die eine der Zahlen D, d teilt und deren Quadrat 
nicht in n au]geht, so teilt sie auch die andere. 

(d) Die Zahl n '-1 H I~l / - / t  S] ist stets eine Quadratzahl. 

Beweis. Uber jedem KSrper, tiber dem A und B regul~re Matrizen sind, 
haben P und ~ GJ G + n G = B A G sowie G und ~ P J  P + n P = A B P wegen 
(M3) gleiche R~nge. Das sind nach Lemma 7 gerade die KSrper, deren Charak- 
teristik Null oder eine Primzahl ist, die weder n noch k teilt. A B und B A  
sind tiber jedem solchen KSrper regular, also folgt Gleichheit der R~nge yon P 
und G. Da P und G Diagonalmatrizen sind, besagt die Gleichheit ihrer R~nge 
Gleichheit der Anzahlen yon Null verschiedener ihrer Elemente. Ist also p 
eine weder n noch k teilende Primzahl, so folgt: Es gibt ebensoviele 
I ~l * 0 modp wie ] 5[ * 0 rood p. Also geht p in ebensovielen I ~[ wie [ 5[ auf, 
und insbesondere geht p genau dann in allen I ~l auf, wenn p in allen 151 auf- 
geht. Ist das der Fall, und ist pr die grsBte in allen l ~l und in allen I ~l auf- 
gehende Potenz yon p, so sind die Zahlen p-rl~l,  p-r IS I alle noch ganz. Also 
sind die Matrizen .p-~ P und p-~G ebenso wie P und G ganzzaMig. Es folgt 
nun wie oben, dab p - ' P  und p-~G die gleichen R~nge haben. Wegen der 
Maximaleigenschaft ,Ton r gibt es unter den Zahlen p-'l mindestens 
eine, die nicht durch p teilbar ist, d.h. mindestens eine der Matrizen p- 'P ,  
p-~G hat yon Null verschiedenen Rang. Dann mtissen sie abet beide yon, 
Null verschiedenen Rang haben, d.h. es gibt sowohl ein P-~I E] ~ 0 rood p 
als auch ein P-~l 51 * 0  rood p. Also ist genau dann P'[ D, wenn pr I d gilt. 
Damit ist (a) bewiesen. 

Nach (G3) sind sowohl D als auch d Teiler yon v. Andererseits folgt aus (4), 
dal3 d ein Teller aller k I ~ [, also ein Teiler von k D ist; dual dazu ist D ein 
Teller von kd. Sind nun v und k teilerfremd, so folgt, dag D und d einander 
teilen, also gleich sind. Damit ist (b) bewiesen. 

Sei p eine Primzahl, die d teilt, deren Quadrat aber kein Teller yon nis t .  
W~re p kein Teller yon D, so g~be es eine Punktklasse ~ mit p* I ~1; wegen (4) 
mtiBte dann p lk folgen. Daraus und aus der oben bewiesenen Beziehung d lv 
wtirde mit (2) weiter PlX und daraus p2i(k2--~,v ) folgen; das aber ist ein 
Widerspruch gegen (3), wonach k 2 -  2v = n is t .  Damit ist (c) bewiesen. 

Aus (M t) erh~lt man durch Multiplikation mit B P und Determinanten- 
bildung unter Berticksichtigung von (tt) die Gleichung n t - l k~ 'de tPG= 
(det B P) 2. Daraus folgt wegen 

det PG = H [2~1//151 

sofort die Behauptung (d), und damit ist Satz 9 vollst~ndig bewiesen. 
Wir bemerken noch, dab die Voraussetzung yon (b) im Falle 2 = 1 der 

projektiven Ebenen immer erftillt ist. Ftir jede taktische Zertegung einer 
endlichen projektiven Ebene ist also der g.g.T, aller gleich dem aller I l- 
Ferner bemerken wir, dab aus (d) der bekannte Satz folgt (vgl. etwa HALL I-7], 

Mathematische Zeitschrift. t3d. 69 6 
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S. 66), dab die Ordnung einer ~-Ebene mit geradem v ein Quadrat sein mul3; 
dazu betrachte man einfach die triviale Zerlegnng mit [2~]-~ [~1= const = t. 
Nennt man wetter eine taktischer Zerlegung /" symmetrisch, wenn es eine 
Numerierung der/ ' -Klassen derart gibt, dal3 [~il = ]  g~] ist Ifir alle i (man 
vergleiche die Beispiele yon S. 76, 76, 79), so folgt aus (d), daB die Zahl n t-1 
bet symmetrischen Zerlegungen ein Quadrat sein mul3. Insbesondere gilt also, 
in Verallgemeinemng des erw~ihnten Satzes: 

F o l g e r u n g .  Besitzt eine ~-Ebene eine symmetrische taktische Zerlegung F 
mit geradzahligem t (F), so ist ihre Ordnung n ein Quadrat. 

Die Aussagen des Satzes 9 werden besonders ffir den Fall interessant, dab 
alle ]E[ und alle I~] Potenzen derselben Primzahl p sind; eine solche taktische 
Zerlegung wollen wir eine p-Z. erlegung nennen. Dieser Fall t r l t t  z.B. dann 
ein, wenn die Zerlegung gemtiB Satz t yon einer p-Gruppe yon Kollineationen 
herrtihrt: Wegen der Beziehung (6) yon S. 65 mfissen alle ]~] und alle ]~[ 
Teller tier Gruppenordnung se in . .E in  bzw. I 1, welches nicht durch p 
teilbar ist, mug also im Falle der p-Zerlegung gleich Eins sein. Bezeichnen 
wir mit F bzw. ] die anzahlen der ~ bzw. ~ mit ] 2~1 ~ t bzw. ] ~l = 1 (ft~r den 
Fall, dab die Zerlegnng yon einer p-Gruppe von Kollineationen herriihrt, 
sind F u n d  / die Anzahlen yon Fixpunkten bzw. Fixgeraden der Gruppe), 
so gilt ffir jede ]5-Zsrlegung 

(t 2) F ~ / ----- v mod p, 

wie man sofort aus (G3) folgert. Aus Satz 9 und der Kongruenz (12) erh~ilt 
man nun wetter: 

S a t z  t0. Ist F eine p-Zerlegung einer ~-Ebene der Ordnung n, so gilt." 

(a') Sind v und k teiler/remd, so ist genau dann F = O, wenn [ = 0 ist. 
(b')' Teilt p weder n noch k, oder ist t ( l  ~) ~ p, so ist F = ] .  
(c') Ist ~ = t  und F ~ ] ,  so ist p ein ,Teller yon n. 

Beweis. Sind v und k teilerfremd, so ist nach Satz 9 (b) der g.g.T, aller 
gleich dem aller I l- In einer p-Zerleg~g ist ein solcher g.g.T, genau 

dann gleich Eins, wenn es wirklich eine Klasse mit nut  einem Element gibt. 
Also Iolgt (a'). Dal3 F - - ]  ist, wenn p X k n ,  folgt aus Sa tz9  (a). Set nun 
t(/ ') ~ p. Nach (t2) gilt sodann F = j + ~ p ,  o.B.d.A, kann ]" ~ 0 angenommen 
werden. Da F ~ t ( F )  ist, folgt w e t t e r / + i P ~ P ,  also ist entweder j = 0 ,  in 
welchem Falle F = / ,  aiso nichts zu beweisen ist, oder ]" = t, ]-~ 0. Dieser 
letztere Fall kann aber nicht eintreten, denn dann wfirde F = p = t folgen, 
was bedeuten wfirde, dab jede Punktklasse nur ein Element enthtilt. Das ist 
wegen Satz 2 mit/----0 unvertrtiglich. 

Es bteibt (c') zu beweisen. Man fiberlegt sich leicht, dab im Falle ~ = 1, 
also dem der projektiven Ebene, diejenigen Punkte und Geraden, welche 
/'-Klassen ftir sich allein bilden, eine eventuell ausgeartete Teilebene bilden. 
Ist nun F 4 - / ,  so mul3 diese Teilebene mindestens ein Element enthalten, ja 
naeh (a') sogar mindestens einen Punkt und mindestens eine Gerade. [k = n + 1 
und v = n ( n + t ) + t  stud ntimlich teilerfremd.~ Ferner ist diese Teilebene 
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ausgeartet, und es gibt in ihr eine ausgezeichnete Gerade g, die mit allen 
Punkten, und einen ausgezeichneten Punkt  P, der mit allen Geraden der 
Teilebene inzident ist. Die aus der ausgezeichneten Geraden g allein bestehende 
Klasse nennen wir g. Offenbar ist [~q] = t ,  also folgt aus (GI) ftir alle 
mit (~ 0) ~: 0, dal3 (~ 0) = I ~] ist. -Da aber ffir alle ~ entweder i ~] = t oder 
[ ~I ~ 0 rood p gilt, ergibt sich aus (G 2) die Kongruenz F = k = n + t rood p. 
Wegen (t 2) ist aber auch F ~ v ~ n (n + 1) + t rood p. Subtraktion dieser 
beiden Kongruenzen ergibt n 2 ~ 0 rood p, also ist p[ n, q.e.d. 

3.3. Eine notwendige Bedingung ffir die Existenz 
yon taktischen Zerlegungen 

Aus der Matrix-Grundgleichung (M3) , die schon beim Beweis yon Satz 9 
wesentlich benutzt wurcte, lassen sich noch sehr viel weitergehende Folgerungen 
ziehen. Betrachtet man n~mlich z.B. die (symmetrischen) Matrizen G und 
A B P = ~ P J  P + n Pa l s  Koeffizientenmatrizen zweier quadratischer Formen 
g(x) = xT G x und h(y) = yT A B P y, wobei x und y unbestimmte t-stellige 
Spaltenvektoren sind, so folgt aus (M3), dab die Substitution x = A y  die 
Formen g und h ineinander fiberftthrt. Man nennt solche Formen und auch 
die zugeh6rigen Matrizen kongruent, wenn die Substitutionsmatrix A regular 
ist. Die Beziehnngen (M3) liefern also wegen Lemma 7 die Kcmgruenz von 
G mit  ~ P J P + n P  und die Kongruenz von P mit ~ G J G + n G  fiber dem 
K6rper der rationalen Zahlen. MINKOWSI~I und HASSE haben nun notwendige 
(und hinreichende, diese letztere Tatsache interessiert uns bier aber nicht) 
Bedingungen fiir die rationale Kongruenz yon Matrizen aufgestellt. Diese 
Bedingungen k6nnen wir auf unseren Fall anwenden. Der Formulierung des 
(recht komplizierten) Ergebnisses dieser Anwendung der Hasse-Minkowski- 
schen Theorie auf (M3) mfissen wir einige Definitionen vorausschicken. 

Es sei p eine'.ungerade Primzahl und a unc lb  zwei beliebige yon Null 
verschiedene ganze Zahlen. Sodann ist a = a'p ~, b = b'p ~ ftir gewisse a', b' 
0 rood p und ~, fl _~ 0. Wit definieren das p-Hilbert-Symbol (a, b)p yon a und b 
durch 

(a, b)p = ( -  t[p)~a(a'lP)a(b'lp)~; 
hier bedeuten (-- t ]p) ,  (a'] p), (b'] 15) Legendresche quadratische Restsymbole. 
(Fiir andere M6glichkeiten der Definition des Hilbert-Symboles sowie flit die 
Beweise der unten angegebenen Rechenregeln ftir Hilbert-Symbole vergleiche 
man etwa JONES ~11~, Chapter 2.) Das Hilbert-Symbol hat die folgenden 
Eigenschaften : 

03) 

[ (a, b)p : (b, ~)p 

(ar 2, bs2)p= (a,b)p 

(~, b c)p = (~, b)p (a, c)~ 

{ (a r, b r)p = (a, b)p (r, -- a b)p ! (~, ~ - t )p  : (a,  ~)p - -  (~, - t )p 

(~,  t )p = t .  
6* 
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Wir ftihren noch folgende ftir das weitere bequeme Abkfirzungen ein: 

(t4) r , = n + Z E I g j l ,  = , = n + Z E l ~ j [  ( i = t  . . . . .  t) 
i=1 i=l 

und bemerken, dab 7t = ~t = n + Av = k s -~(n + i)~. Das angektindigte Haupt- 
resultat lautet nun: 

S a t z  t t .  D #  Punktklassen ~3, und die Geradenklassen g, ( i =  1 . . . . .  t > t )  
einer taktischen Zerlegung einer 2-Ebene tier Ordnung n geni~gen den/olgenden 
Beziehungen: 

t - l /  i i 

(I-I) / : (n, 71 H ]fli+l I t) p H (r .  - I g,] I ~,+117,+1)p i=1 i=1 
, --1 t--i 

= ( n , ~ l / / I % 1 1 ' )  / - / ( ~ . - 1 ~ d 1 % 1 1 ~ , + 1 ) ) ,  
/=1 P ,=I 

/i# /ede ungerade Primzahl p. 
Beweis. Der  oben erw~hnte Hasse-Minkowskische Satz lautet in der ftir 

unsere Zwecke bequemsten Formulierung: 

Gibt es zu zwei t-reihigen ganzzahligen symmetrischen Matrizen R und S 
eine ganzzahlige reguli#e Matrix C derart, daft C R C r = S  ist, so gilt fiir /ede 
ungerade Primzahl p: 

f . -1 t - 1  

M ( R , , -  R , + I )  p = H (s,, - s,+l)p; 
4=1 4=1 

Merbei bedeuten Ri und Si die i-ten Hauptminoren yon R bzw. S. 
(Zum Beweis vergleiche man HASSE [9] oder auct~ JONES [11], Chapter 2.) 

Dieser Satz ist wegen (M 3) und Lemma 7 auf die Matrizen P und ~ G JG + n G 
bzw. G und 2 P J P + n P  anwendbar. Wie haben die Hauptminoren dieser 

i i 
Matrizen zu berechnen. Es ist klar, dab P, = H ] ~Jl, G, = I I  I ~Jl ist, denn P 
und G sind Diagonalmatrizen. Weiter ist i-1 ]=1 

( 2 P J P  + n P ) i =  (~PJ 4- nE)iP~= (AB)iP, 

wegen (M2); und analog folgt (AGJG+nG)i = (BA),G i. Auf dieselbe Art 
wie im Beweis yon Lemma 7 ftir detA B kann man welter zeigen, daB 

( / B ) i = n i - l ( n  @ ~ , ] ~ j l )  = 7 6 i n  i-1 

und (BA) ,=y ,n  '-1 ist. Der Hassesche Satz gibt also die Beziehung: 
t - - 1  t 1 . 

I / ( P , ,  - -  Pi+l) = M ( n ' - I  y,G,, #Y,+l Gi§ 
~=1 '=1 

(15) ,-i t-1 
H (G,, -- G,;1) = / 7  (n '-1 ~, P,, n',~,+~ P,+l) �9 
4=1 i=1 
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Dabei haben wir den Index p der Hilbert-Symbole weggelassen, was nicht zu 
MiBverst~indnissen fiihren wird. Die rechte Seite der ersten G1. (t 5) lXl3t sich 
unter Benutzung der Rechenregeln (t3) ftir Hilbert-Symbole in folgende drei 
Produkte aufspalten : 

t--I t--I t--I 

H tni-1 ni ~ Ff  " ~. ~2i, ~?i+lJ ][J[ (~q; '-- lr i ,  G /+ I )  (Gi, ni~2i+l)  U (at, - r 
i=1 t=l i=l 

Das erste dieser Produkte wird weiter zerlegt in 

[ [I  ( n'-l, - -  n') (n, 7l)[i~ (Yi, n2(i-1)) ( nt-~, Y,) H (7t, - y,-1) 
$=1 "= i=1  

t - 1  

i=1  

Das zweite ,Produkt wird gleich 
t--1 

t - r /  i ) 

= (~, l tll G~) (1 t11, r~) (r,'- .  G,) H I H  ltA, r , - l r ,+ l  
t=2  ]=1 

=( ,~ , I t l l~) ( l~ l l .~ , l ) (~ , .1 .  l t l l G , ) / /  Itjl, ~t- lrt+l  ]=2 "=' 
t - 1  

= (-, !ill aS) H (rt, l,tl ltt+ll). 
i = l  

Genau so l~Bt sich die zweite GI. (t 5) behandeln, es folgt also: 
L--1 

H (P,, - P,+ l) (G. - Gt+ 11 
i=1 

t--1 

(/6) = (n, ( - -  1) ('-1) ('--2)!3 ~1 Jill] G t ) H  (~,, -.1 gtl I gi+l] Yt+l) 
/=1  
t - 1  

Da P~+I ---- ] ~i+ll P~ ist, l/iBt sich auf die Hilbert-Symbole im ersten der Produkte 
(t6) noch einmal die vierte Rechenregel (t3) anwenden: 

t - 1  t-1 

07) H ( P , ,  -e ,+ l ) (Gt .  -- G,+l) ----H (P,. I%11) (G.  I ~ t . I ) .  
i=1  i=1  

Aus (16) und (t 7) folgt die behauptete 13eziehung (H) nun ganz einfach. 
Wir bemerken noch, dab die Beziehung (H) sich im Falle einer symmetri- 

schen Zerlegung, d.h. wenn [ ~tl = l itl fiir alle i, auf folgende einfachere 
Form reduziert: 

t-1 t)p t=l 
(H,) . ~, ( -  ~)r162 ltt+ll =H(r. --lit] Ig~'+llYG1)p- 

i=1  i=1  
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Die Gln. (H) sind notwendige Bedingungen ftir die Existenz einer taktischen 
Zerlegung mit vorgegebenen ]~,[ und [~,1" Sie enthalten alle bisher bekannten 
Nichtexistenzs~itze fiir ,~-Ebenen. Wir geben hier nur ein Beispiel: 

F o l g e r u n g  (Satz yon BRUCK uncl RYSER [4J, theorem 1). Hat eineendliche 
projektive Ebene die Ordnung n =- t oder 2 rood 4, so ist iede im quadrat/reien 
Tell yon n a(*]gehende ungeradd Primzahl yon der Form 4~ + 1. 

Beweis. Man betrachte die triviale taktische Zerlegung der Ebene in lauter 
Klassen mit je einem Element. Dann ist t :  v = n ~ + n + 1 und (t -- t) (t - -2 ) /2~  
- -  1 rood 2; ferner gilt, da ~ : t, dab y~ : n + i, i = 1 . . . . .  t. Da die Zerlegung 
nattirlich symmetrisch ist, ist (H,) anwendbar. Es ergibt sich: 

t - -1 

(n, - En + i~)p = H (~ + i, - In + i + t~)p 
i = l  

Mit der drit ten und fiinften der Rechenregeln (13) folgt weiter: 
t--1 

08) ( ~ , -  l)p(~ + t , -  t)p = H ( n  + ~ , -  l)p(n + i .+  t , - - t )p .  
i = l  

FaBt man nun die rechts stehenden Hilbert-Symbole in geeigneter Weise 
zusammeI1 und beachtet man noch, dab n + t : n + v - - ( n  + t) 2 ist, so bleibt 
wegen der zweiten und der letzten der Regeln (13) auf der rechten Seite yon (18) 
nur (n + 1, --  t) iibrig. Also folgt (n, -- 1)p : t fiir alle p. Ist nun p ein Teller 
des quadratfreien Teiles yon n, so dab n : n ' p "  mit n ' @ O m o d p  und 
m-=-t rood 2 wird, so ergibt sich aus der Definition des Hilbert-Symbols 
schlieBlich, dab (-- t I P) ~- t ,  also p yon der Form 4J" + 1 ist, q. e. d. 

3.4. Vol l symmetr i sche  taktische Zerlegungen 

Die Anwendung der Beziehungen (H) ist im a-llgemeinen recht kompliziert 
und erfordert viele Fallunterscheidungen. In tier folgenclen Untersuchung, 
bei der wir unsah  sich auch auf die Bezietlungen (H) stiitzen k6nnten, schlagen 
wit daher einen anderen Weg ein. 

Eine taktische Zerlegung einer beliebJgen ~l-Ebene soll vollsymmetrisch 
heiBen, wenn alle ihre Klassen gleichviele Elemente enthalten. Vollsymmetri- 
sche taktische Zerlegungen werden insbesondere von halbtransitiven (Deft- 
nitipn in E15~) Kollineationsgruppen erzeugt, also z.B. von zyklischen Kollinea- 
tionsgruppen mit Primzahlorclnung ohne Fixelemente. Bei der Behancllung 
der  vollsyrnmetrischen Zer!egungen l~iBt sich die Schwerf~illige B~handlung 
mi, t (Hs) durch eine andere Methode ersetzen, cleren wesentliches Hilfsmittel 
folgender von CHOWLA und RYSER stammender Satz ist: 

Es sei t >  1 ungerade un,l a, b > 0  ganze Zahlen. Gibt es sodann eine t-reihige 
Matrix C derart, daft C C T = a J  + bE ist, so besitzt die Gleichung 

bx 2 q- (-- t)(t-1)l~ ay  ~ =z2 

nichttriviale ganzzahlige L6sungen x, y, z. 

Zum Beweis vergleiche man E6~, theorems 4, 5. 



Verallgemeinerungen Y o n  Transitivitiitsklassen endlicher projektiver Ebenen 87 

Wir benutzen dieses Resultat zum Beweis des folgenden Satzes: 

Sa t z  12. Es sei ~ eine A-Ebene der Ordnung n und 1" eine vollsymmetrische 
taktische Zerlegung yon ~ m i t t  = t ( F ) >  t. Is t  sodann t gerade, so ist n eine 
Quadratzahl.. Is t  t ungerade und bezeichnet s die Anzahl  der Elemente jeder 
Y-Klasse,  so gilt: 

(i) Fiir die ungeraden Primteiler p des quadrat]reien Faktors (As)* yon As 
ist n ~-- 0 rood p oder (hi p) = 1. 

(ii) F~r die ungeraden Primteiler p des quadrat/reien Faktors n* yon n ist 
As ~- 0 rood p oder (AslP) = ( -  t )(,-1)(p:l)/~. 

Die ~eweils erste Alternative tritt dabei h6chstens dann an/, wenn A > I  ist. 

Beweis. (a) DaB n fiir gerades t ein Quadrat sein muB, ist ein Spezialfall 
der Folgerung von Satz 9. ]ga alle 1~I =1~1 = s ,  folgt aus (Gt), dab ( ~ ) =  
(~ ~) fiir jedes Paar ~f, ~ von _P-Klasserf gelten muB. ]gas bedeutet gerade 
B = A  r. Weiter ist P = G = s E ,  also P J = G J = s J .  M2) ergibt nun: 

A A T  = A s J  + n E .  

Da A fiber dem K6rper der rationalen Zahlen regul~tr ist, ist der Chowla- 
Rysersche Satz mit a = As und b = n anwendbar. Es gibt also ein~ichttriviales 
Tripel x, y, z ganzer Zahlen mit 

(t9) n x  ~ + (--  t) (~-1)/~ A s y  ~ = z ~. 

(b) Es sei nun A s = s * #  und s* quadratfrei. Division von (19) durch das 
Quadrat des g.g.T, yon x, r y, z ergibt eine nichttriviale Gleichung 

n62 @ (__ t)(t-1)/2 S*~2 = ~2, 

ill der ~, ~/, ~ teilerfremd sind. Ist nun pls*,  so folgt zun~chst (p, ~) = l, denn 
a~s und P ls* w~rde p l~ 2, also p2[~ folgen. AuBerdem w~re p21~2, also 
auch p~] s*~ 2. ]ga s* quadratfrei ist, wfirde data.us PI~ folgen, d.h. ~, ~/und 
h~tten den gemeinsalnen Teiler p, im Gegensatz zu der Voraussetzung. Es 
gibt .also eine ganze Zahl ~ mit  ~ 1 rood p; Multiplikation unserer Glei- 
chung mit ~ ergibt 

(~)~ = n (~ ~)~ + ( -  t)(~-~),~ s* (e~)" -= n rood p, 

und daraus folgt, dab entweder n--~ 0 Inod ib oder (hi p ) =  1 ist. 

(c) Aus (19) folgt durch Division mit dem Qnadrat des g.g.T, yon m x ,  y, z, 
wobei n = n* m s mit quadratfreiem n*, eine nichttriviale Beziehung 

mit teilerfremden ~,~l, ~- ]garaus ergibt sich wie unter (b), dab entweder 
A s ~ 0 m o d p  oder ((-- t)( '-~)'~ AslP ) -- a sein muB fiir jeden ungeraden Prim- 
teller p yon n*; .wegen ( .  t i p ) =  (- - t )  (p-1)/~ folgt daraus die Behauptung (ii) 
yon Satz t2. [Die BeWeisteile (b) und (c) sind PICKERT [19], S. 297 nach- 
gebildet.~ 
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(d) Es  bleibt  zu zeigen, dab im Falle ~ = 1 die Zahlen n und ~s = s teiler- 
f remd sind. Das aber  folgt sofort  aus der Tei lerf remdhei t  yon v ~ - n ( n +  1) + t 
und  n sowie der Tatsache,  dab v ~- s t. D a m i t  ist Satz t 2 vollst~ndig bewiesen. 

Fiir dell Fall, d a b / '  die tr iviale takt ische Zerlegung ist, deren s~mtliche 
Klassen aus einem Element  bestehen,  ist die Aussage (b) von Satz t2  ~tqui- 
valent  zu den yon CHOWLA und RYSER bewiesenen notwendigen Kri ter ien 
ffir die Exis tenz  yon ~-Ebenen. Satz t2  besagt  die Nichtexis tenz yon voll- 
symmetr i schen  takt ischen Zerlegungen in vielen endtichen projekt iven Ebenen,  
deren Ordnung keine Pr imzahlpotenz  ist ; z. B. kann  eine Ebene der Ordnung 10, 
wenn sie exisiiert ,  keine vol lsymmetr ische  Zerlegung besitzen, wie man  leicht 
nachprtift .  

Zum AbschluB leiten wir aus Satz t2  einige rein zahlentheoret ische Fol- 
gerungen her:  

S a t z  13. Es sei p eine ungerade Primzahl, n = p "  mit ungeradem r, und 
v = n ~ + n + t.  Sodann gilt [i~r alle ungeraden Primteiler q yon v: 

(a) (PIq) = t 

und /i~r alle echten Teiler d yon v: 

(b) (dip) = (-- ])(p--i)(v--d)j4d, 
(c) A u s  v - -  - -  t R o d 4 / o Z g t  (diP) = ( -  dLP) = t .  
(d) A u s  p =-- t rood 4 /o lg t  (d I p) = 1. 
(e) Aus  ( d l p ) = - - I  /olgt p-----dE i m o d 4 .  

Beweis. Es sei ~ die Desarguessche projekt ive  Ebene der Ordnung n. Nach 
e inem Satz yon SINGER ([ld];  ffir den Beweis vergieiehe m a n  auch PICKERT 
[12], S. 303) ist ~ zyldisch, d.h.  es exist ier t  eine auf  den Punk ten  yon 
t rans i t ive  zyklische Kol l ineat ionsgruppe / '  yon ~. Da  abelsche t rans i t ive  
Pe rmuta t ionsgruppen  regular  sind (vgl. WIELANDT [15], S. 9), muB /"  die 
Ordnung v haben.  Es sei ~ ein erzeugendes E lement  y o n / '  und  d ein echter  
Teller yon v. Sodann erzeugt  die yon o ~ erzeugte Unte rg ruppe  ,4 von F eine 
vol lsymmetr ische  takt ische Zerlegung von ~ mi t  t (,4) ----d und  s----v/d. 

Fiir jeclen echten Pr imtei ler  q yon v RtBt sich nun d so w~thlen, daB q im 
quadratfre ien Fak to r  von s aufgeht.  Also ist (hi q)----1 nach Satz 12, (i); 
wegen ,~ = t kann  n~imlich nicht  n ~ 0 mod  q sein. Aus n = p '  und  r = 21" + 1 
folgt sodann (Pl q) ---- t ,  cf.h. die Behaup tung  (a). 

I )er  quaclratfreie F a k t o r  yon n bes teh t  aus der Pr imzahl  p allein; die Be- 
haup tung  (b) ist gerade die A'ussage (ii) yon Satz t2. 

I s t  v = n ~ + n + t - -  - 1 R o d  4, so folgt n --~ t R o d  4, da  p ungerade,  und  
weiter p ~ t rood 4, da  r ungerade ist. ' Also ist ( - -  11 P) ~- t und  folglich 
(diP) = (d I p) ( - -  t I P) = ( - -  diP). Da anderersei ts  nach  Satz t3, (ii) eines der 
Legendre-Symbole  (d] p), ( - d i p )  gleich Eins sein muB, folgt die Behaup tung  (c). 

Die Behaup tungen  (4) und (e) sind ebenfalls direkte Folgerungen der Aus- 
sage (ii) yon Satz t2. 



Vera l l geme i ne rungen  yon  Trans i t iv i t /~ t sk lassen  endl icher  p ro j ek t ive r  E b e n e n  89 

L i t e r a t u r  

[1] BAER,:R.: H o m o g e n e i t y  of p ro jec t ive  planes .  Amer .  J. Math .  64, 137- -152  
(1942). - -  [2] BAER, R. : Pro jec t iv i t ies  wi th  f ixed po in t s  on eve ry  line of t he  plane.  Bull.  
Amer .  Math .  Soc. 52, 2 7 3 - - 2 8 6  (1946). - -  [3] BRucI~, R.  H . :  Difference se ts  in a f ini te 
group.  T rans .  Amer .  Math .  Soc. 78, 464- -481  (t955)- - -  [g] BRUCE, R . H . ,  and  H. J.  
RYSER: T h e  nonex i s t ence  of cer ta in  f ini te  p ro jec t ive  planes.  Canad.  J.  Math.  1, 88 - -93  
(1949). - -  [5] CARMICHAEL, R. D. : I n t r o d u c t i o n  to t he  t h e o r y  of g r o u p s  of f ini te  order.  
B o s t o n  t937.  - -  [6] CHOWLA, S., a n d  H. J.  RYSER: Combina to r i a l  p roblems.  Canad.  J.  
Math .  2, 9 3 - - 9 9  (t950). - -  [7] HALL jr., M.: Pro jec t ive  p l anes  and  re la ted  topics.  ,Cali- 
fornia  I n s t i t u t e  of T e c h n o l o g y  1954. - -  [8] HALL, M., and  H. J.  RYSER: Cyclic Inc idence  
Matrices.  Canad .  J. Math .  3, 4 9 5 - - 5 0 2  (t951). - -  E9] HASSE, H. :  ~ b e r  die s  
q u a d r a t i s c h e r  F o r m e n  i m  K 6 r p e r  der  r a t i ona l en  Zahlen.  Crelle's J.  re ine u. angew.  
Math .  152, 2 0 5 - - 2 2 4  (1923). - -  [10] HUGHES, D. R . :  Bull. Amer .  Math.  Soc. 62, 350, 
552 (1956). - -  [11~ JONES, B. W. :  T he  a r i t h m e t i c  t h e o r y  of q u a d r a t i c  forms.  Carus  
Monographs ,  New York  t950. - -  [12] PICI~:RT, G.: ]?rojektive Ebenen .  Berl in t955.  - -  
[13] QVlST, B.:  Some r e m a r k s  concern ing  curves  of t h e  second degree in a f ini te plane.  
Ann .  Acad.  Sci. Fenn .  134 (1952). - -  [14] S I ~ R ,  J . :  A t h e o r e m  in f ini te p ro jec t ive  
g e o m e t r y  and  some  appl ica t ions  to  n u m b e r  theory .  T rans .  Amer .  Math .  Soc. 43, 377- -385  
(1938). - -  [1~] WIELANDT, H. :  P e r m u t a t i o n s g r u p p e n .  V o r l e s u n g s a u s a r b e i t u n g  yon  J.  
ANDRe, Tf ib ingen 1954/55. 

Franklurt  a. M.,  Mathematisches Seminar der Universitdt 

(Eingegangen am 22. Mai  1957) 


