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Einleitung

Eine Gruppe von Kollineationen einer endlichen projektiven Ebene zerlegt
sowohl die Menge der Punkte als auch die der Geraden in Transitivititsklassen.
Man iiberzeugt sich leicht, daB fiir jede solche Punktklasse B und jede solche
Geradenklasse g gilt:

*) J Auf jeder Geraden von g liegen gleichviele Punkte von .

l Durch jeden Punkt von % gehen gleichviele Geraden von g.
Bei vielen Untersuchungen tiber Kollineationsgruppen endlicher projek-
tiver Ebenen werden nun andere als diese Eigenschaften gar nicht benutzt;
andererseits gibt es Klasseneinteilungen endlicher Ebenen mit den Figen-
schaften (), die nicht von einer Kollineationsgruppe herrithren. Es liegt
daher nahe, allgemein Zerlegungen mit den Eigenschaften (%) zu untersuchen.
Das wird in der vorliegenden Arbeit unternommen: Klasseneinteilungen der
fraglichen Art nennen wir ,taktische Zerlegungen®.

Es zeigt sich, daB die fiir die Untersuchung fundamentalen Gleichungen
(,,Grundgleichungen®, S. 64) ohne Schwierigkeit fiir allgemeinere Strukturen
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als endliche projektive Ebenen hergeleitet werden k&nnen, nidmlich fiir die
(endlichen) ,,A-Ebenen®, in denen je zwei Punkte 4 Verbindungsgeraden und
je zwei Geraden A Schnittpunkte besitzen. Fiir diese Strukturen sind in der
Literatur auch die Bezeichnungen ,,symmetrischer Blockplan* (PicKERT [12],
S. 228), ,,symmetric block design® (HarL [7], S. 61) und ,,(v, %, A)-configura-
tion” (Cnowra und Rysgr [6], S.93) iiblich. Nur ausnahmsweise werden
wir uns hier auf den Fall =1 der endlichen projektiven Ebenen beschrinken.

Das wesentliche Ergebnis des ersten Teiles der Arbeit ist der aus den Grund-
gleichungen leicht folgende Satz, dafl die Anzahl der Punktklassen einer tak-
tischen- Zerlegung ciner A-Ebene gleich der ihrer Geradenklassen ist. Aus
diesem Satz folgen viele Transitivititseigenschaften von Kollineationsgruppen
von A-Ebenen; insbesondere ergeben sich Verallgemeinerungen von Resultaten
von Harr und HorFMaN (man vergleiche etwa [12], S. 304, 308) iiber zyklische
Kollineationsgruppen endlicher projektiver Ebenen auf beliebige Gruppen und
beliebige A-Ebenen. Weiter 148t sich zeigen, daB eine Kollineationsgruppe
einer A-Ebene genau dann zweifach transitiv beziiglich der Punkte ist, wenn
sie diese Eigenschaft auch beziiglich der Geraden hat.

Unter den Klassen einer taktischen Zerlegung I" einer A-Ebene € 148t sich
auf natiirliche Weise eihe Inzidenzrelation einfithren, beziiglich welcher sie
zu den Elementen einer neuen geometrischen Struktur werden, der ,,abgelei-
teten Struktur E/I*‘. Diese Struktur wird im zweiten Teile der Arbeit unter-
sucht; insbesondere behandeln wir die naheliegende Frage, wann G/I" eine
endliche projektive Ebene ist. Es zeigt sich iiberraschenderweise, dafl das
nur in dem trivialen Fall eintreten’kann, dall =1 (also € selbst eine projektive
Ebene) und I diejenige Zerlegung ist, deren simtliche Klassen aus je einem
Element bestehen. Auch wenn €/I" eine ausgeartete projektive Ebene ist,
folgt A =1, vorausgesetzt, da} die Anzahl gleichartiger I'-Klassen mindestens
gleich vier ist. Die taktischen Zerlegungen, die solche abgeleitete Strukturen
erzeugen, sind dadurch charakterisiert, daf eine ihrer Klassen aus #2 Elementen
besteht (n ist die Ordnung von ). Ist die Anzahl gleichartiger Klassen kleiner
als vier, so gelten die Resultate nicht mehr allgemein. Gegenbeispiele erhilt
man uniter anderen durch Betrachtung von Teilebenen und Ovalen endlicher
projektiver Ebenen.

Durch jede taktische Zerlegung einer A-Ebene werden in natiirlicher Weise
gewisse ganzzahlige Matrizen definiert, die im Falle der trivialen Zerlegung
in lauter Klassen mit je einem Element gleich den bekannten Inzidenzmatrizen
der Ebene sind. Aus den Grundgleichungen folgen leicht entsprechende Be-
ziehungen zwischen diesen Matrizen (,,Matrix-Grundgleichungen”, S. 80}; die
Untersuchung dieser Beziehungen bildet den’®Gegenstand des letzten Teiles
der Arbeit. Es ergeben sich fiir die Existenz von taktischen Zerlegungen
notwendige zahlentheoretische Bedingungen, die mit Hilfe verschiedener Me-
thoden gewonnen werden. Aus einer clementaren Rangbetrachtung folgen
zunichst Aussagen iber die Anzahlen von Fixelementen von p-Gruppen von
Kollineationen; z.B. kann die Anzahl der Fixpunkte einer projektiven Ebene
beziiglich einer solchen Gruppe nur dann von der der Fixgeraden verschieden
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sein, wenn p ein Teiler der Ordnung # der Ebene ist. ‘Das wesentliche Hilfs-
mittel bei der weiteren Untersuchung ist die von Hasse und MINKOWSKI
stammende Theorie der rationalen Kongruenz von quadratischen Formen. Der
Hauptsatz dieser Theorie liefert mit den Matrixgleichungen eine fundamentale
Beziehung zwischen Produkten von Hilbert-Symbolen [GIn. (H), S. 84], in
die auBer den Invarianten » und A der gegebenen A-Ebene noch die Anzahl
der I-Klassen sowie die Anzahlen der Elemente der I-Klassen eingehen. Diese
Beziehung enthiit alle bisher bekannten Nichtexistenzsitze fiir endliche pro-
jektive Ebenen, insbesondere also den bekannten Satz von BrRuck und RYSER
([4], theorem 1, S. 88), aber auch die von CHowLA und RYSER in [6] gegebenen
Verallgemeinerungen auf -A-Ebenen. Sie liefert aber noch mehr; z.B. folgt
die Nichtexistenz von nichttrivialen taktischen Zerlegungen mit lauter gleich-
michtigen Klassen in vielen A-Ebenen, z.B. in projektiven Ebenen der Ord-
nung 10.’

Die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit werden mit wenigen Ausnahmen
durch ganz elementare SchluBweisen gewonnen, nidmlich durch die fiir die
Untersuchung endlicher Strukturen typischen abzihlenden Methoden. Ledig-
lich im letzten Abschnitt werden tieferliegende zahlentheoretische Hilfsmittel
benutzt. Andererseits hat die hier entwickelte Theorie selbst interessante rein
zahlenthearetische Konsequenzen: man kann mit ihrer Hilfe leicht mehrere
Aussagen iiber die quadratischen Restcharaktere der Teiler von Zahlen des
Typs p*" -+’ +1 gewinnen.

Es sei hier erwihnt, daf einige Resultate des letzten Abschnittes der
Arbeit kiirzlich auch von D. R. HucHEs in [10] angekiindigt worden sind.

Herrn Professor BAER, von dem die Anregung zu der Beschiftigung mit
dem vorliegenden Problemkreis ausgegangen ist, bin ich fiir viele wertvolle
Ratschlige und Hinweise zu groflem Dank verpflichtet.

1. Taktische Zerlegungen von A-Ebenen
1.1. Grundbegriffe

Unter einer veraligemeinerten Inzidemstmlétm verstehen wir ein Tripel
(2, 9,1) von Mengen mit den Eigenschaften % =8, IC# X 4. Die Elemente
von & heilen Punkte, die von ¥ Geraden. Punkte werden stets mit groBen,
Geraden mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet. Ein Paar (P, g) von
P X Y heilt inzident oder nichitinzident, je nachdem ob es zu I gehoért oder
nicht. Statt (P, g) €I schreiben wir auch PIg oder g] P, und diesen Sach-
verhalt driicken wir auch dyrch die Redeweisen ,, P liegt auf g, ,.g geht durch
P usw. aus. ‘

Eine Gerade, die durch zwei verschiedene Punkte P und ¢ geht, heilit
cine Verbindungsgerade von P und Q, ein Punkt, der auf zwei verschiedenen
Geraden g und 7 liegt, ein Schnittpunkt von g und h. Im allgemeinen brauchen
Schnittpunkte und Verbindungsgeraden vorgegebener Elementepaare weder
zu existieren noch eindeutig zu sein. (Bei den von PICKERT in [12], S.2 so
bezeichneten ,,Inzidenzstrukturen‘‘ schlechthin wird Eindeutigkeit von Schnitt
und Verbindung gefordert.)
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In dieser Arbeit werden nur endliche verallgemeinerte Inzidenzstrukturen
betrachtet, d.h. solche, bei denen & und ¥ und damit auch I endliche Mengen
sind. Die Attribute ,,endlich” und , verallgemeinert* werden wir kiinftig
meist weglassen ; das Wort ,,Inzidenzstruktur” soll aber niemals in dem Pickert-
schen, sondern stets in dem oben erkiirten weiteren Sinne verstanden werden.
Manchmal werden wir noch kiirzer einfach ,,Struktur’ sagen.

Eine Inzidenzstruktur heiBt (nach CARMICHAEL [6)) taktische Konfiguration,
wenn |In(Px @)| fir jeden Punkt P gleich derselben Zahl 7 und dual dazu
| In{# xg)| fir jede Gerade g gleich derselben Zahl % ist, d.h. wenn durch
jeden Punkt genau » Geraden gehen und auf jeder Geraden genau 2 Punkte
liegen. Dabei diirfen » und & durchaus auch gleich Null sein. Einé einfache
Abzihlung von || ergibt
(1) k%] =72
fiir jede taktische Konfiguration.

Unter einer takiischen Zerlegung einer endlichen verallgemeinerten Inzidenz-
struktur (&, 4, I) verstehen wir eine Klasseneinteilung von 20 ¢ in Punkt-
und Geradenklassen (keine Klasse soll Punkte und Geraden enthalten) derart,
daB fir jedes Paar P, g ungleichartiger Klassen die durch I'=(Rxg)~]
definierte Teilstruktur (B, g, I') von (£, ¢, I) eine taktische Konfiguration
wird. Punktklassen taktischer Zerlegungen werden stets durch groB3e, Geraden-
klassen durch kleine deutsche Buchstaben bezeichnet, und die bei (1) ein-
gefiihrten Zahlen » und % werden fiir die durch eine taktische Zerlegung defi-
nierte taktische Konfiguration (B, g, I') mit (gB) bzw. (B g) bezeichnet, d.h.
auf jeder Geraden der Klasse g liegen (Bg) Punkte der Klasse B, und durch
jeden Punkt der Klasse P gehen {g%B) Geraden der Klasse g.

Die Bedeutung des Begriffes der taktischen Zerlegung beruht auf dem
nachfolgenden Satz 4. Wir definieren zunichst: Eine Kollineation einer In-
zidenzstruktur (&, ¢, I) ist eine Permutation ¢ von Zu¥ mit #°=P, ¥° =4,
I°=1I. Dabei ist unter (P, g)° natiirlich das Paar (P°, g9) zu verstehen. Die
simtlichen Kollineationen von (%, %, I) bilden eine-Gruppe ; jede Untergruppe
dieser Gruppe heilBt eine Kollineationsgruppe von (#, ¥, I).

Satz 1. Die Ttransitivititsklassen jeder Kollineationsgruppe einer beliebigen
endlichen verallgemeinerten I nzidenzstruktuy bilden eine taktische Zevlegung.

Beweis.  Zunéchst ist klar, daB die Transitivitidtsklassen (oder ,,Transitivi-
tﬁtséebiete“ oder ,, Transitivitdtsbereiche; fiir die Definition dieses und ande-
rer Begriffe aus der Theorie der Permutationsgruppen vergleiche man etwa
WieLaxDT [15]) entweder nur Punkte oder nur Geraden enthalten. Sei
eine Punkttransitivitdtsklasse und g eine Geradentransitivitdtsklasse. Wir
miissen zeigen, dafl die von P und g gebildete Teilstruktur eine taktische
Konfiguration ist. Dazu geniigt es aus Dualititsgriinden, zu beweisen, dal
jede Gerade.von g gleichviele Punkte von R trigt. Das aber folgt sofort aus
der fiir alle Kollineationen ¢ giiltigen trivialen Tatsache, daB3 m Punkte £, B,
..:, B, genau dann auf einer Geraden g liegen, wenn ihre Bilder Py, Py, ..., P,
auf g” liegen.



Verallgemeinerungen von Transitivititsklassen endlicher projektiver Ebenen 63

In der vorliegenden Arbeit werden taktische Zerlegungen einer speziellen
Klasse von Inzidenzstrukturen untersucht, die wir jetzt definieren: Eine
A-Ebene ist eine taktische Konfiguration €={(#, ¢, I) mit » =k~ =0 sowie

|In(PX 9~ (Qx D) =A<k

fiir jedes Paar verschiedener Punkte P, . Die Gesamtzahl der Punkte von €,
die wegen (1) und 7 =k auch gleich der der Geraden ist, wird mit » bezeichnet.
Man kann zeigen (vgl. etwa [I12], S.288), dalf “ir jede A-Ebene weiterhin

[T~ (P x g (PXR)| = A

gilt; in einer A-Ebene haben je zwei verschiedene Punkte also genau A Ver-
bindungsgeraden und je zwei verschiedene Geraden genau A Schnittpunkte.
Ferner besteht die Beziehung

2) Rk —1) = Ao —1).

Unter der Ordnung einer A-Ebene € verstehen wir die Zahl #=%—4. Im
Falle n =1 ist die Struktur von € durch die Angabe von v eindeutig bestimmt:
aus (2) folgt k=v —1 und A=v— 2, und dic Punkte und Geraden lassen sich
so numerieren, daB I=Z —{(H,g), (B, g)s ..., (B, &)} wird. Wir
wollen daher den Fall # =1 vo.. aun an ausschlieBen. und unter einer 1-Ebene
stets eine solche mit # = 2 verstehen. Es gilt sodann stets 0<<A<Ck—1<<v—1.
Aus (2) folgt weiter die spiter benétigte Beziehung

(3) =+ A2=n-+Av.

Wir bemerken noch, dal3 die A-Ebenen mit 2 =1 gerade die (nichtausgearteten)
endlichen projektiven Ebenen sind.

Jede A-Ebene besitzt taktische Zerlegungen, nidmlich einmal die, deren
simtliche Klassen aus je einem Element bestehen, und zum anderen die aus
‘nur zwei Klassen (der aller Punkte und der aller Geraden) bestehende Zer-
legung. Diese beiden Typen von taktischen Zerlegungen wollen wir friviale
Zerlegungen nennern.

Man kénnte meinen, daB3 jede taktische Zerlegung gemdl Satz 1 von einer
Kollineationsgruppe erzeugt wird. -DaB, das nicht der Fall ist, zeigt schon das
Beispiel der trivialen Zerlegung mit nur zwei Klassen bei einer endlichen pro-
jektiven Ebene iiber einem echten Fastkorper. Jede soiche Ebene besitzt
nimlich eine ausgezeichnete Gerade, fiir die als Achse der kleine Satz des
DESARGUES gilt; diese Gerade muB bei jeder Kollineation festbleiben, da die
Ebene sonst — nach HaLr [7], S. 25 — cine Moufang-Ebene (Decfinition in
[12]1, S. 186}, also wegen der Endlichkeit sogar desarguessch und somit keine
Ebene iiber einem echien Fastkdrper wire. Aber auch nichttriviale taktische
Zerlegungen brauchen nicht von Kollineationsgruppen herzuriihren, wie fol-
gendes Beispiel zeigt: Es sei € eine belicbige nicht-desarguessche endliche pro-
jektive Ebene der Ordnung #, ferner (Z, a) ein inzidentes Paar von € derart,
dafl € nicht (Z, a)-transitiv ist. (Vgl. Bagr [I]. Ein solches Paar existiert
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immer, da die Ebene sonst desarguessch wére.) Wir numerieren die Punkte ==7
von a und die Geraden == durch Z irgendwie von 1 bis #: B, B, B,
&, 8z, ---» & und definieren folgende Punkt- und Geradenklassen: ;= {E},
g;=1{g}, B,,,={Punkte=Z von g}, g,.,={Geraden ==a durch B}, i=
1,2, ..,n; und By, ., ={Z}, g1 ={a}. Man verifiziert ohne Schwierigkeit,
daB so eine taktische Zerlegung von § definiert wird. Diese kann aber nicht
von einer Kollineationsgruppe herrithren, denn eine solche miiite aus zentralen
Kollineationen mit Zentrum Z und Achse a bestehen und transitiv auf den
Punkten ==Z jeder der Geraden g; sein. Das aber wiirde heiflen, daB3 die
Ebene doch (Z, a)-transitiv wire, eritgegen unserer Voraussetzung.

. Im folgenden bezeichnen wir taktische Zerlegungen meist durch das
Symbol I', dementsprechend reden wir auch von den ,,/-Kldssen einer A-
Ebene. Fiir den Fall, daB die Zerlegung gemif Satz 1 von einer Kollineations-
gruppe herriihrt, werden wir das Symbol " auch zur Bezeichnung dieser Gruppe
verwenden; das wird nirgends zu MiBverstindnissen fiihren.

veny

1.2. Die Grundgleichungen

Es sei nun eine beliebige taktische Zerlegung einer beliebigen A-Ebene der
Ordnung # gegeben. Wir wollen eine Anzahl von Beziehungen herleiten, die
zwischen den Zahlen |X/|, |r|, (X¥r), (tX) und den Invarianten v, k, 4, # der
Ebene immer bestehen miissen, ndmlich die folgenden

Grundgleichungen:
(G1) (B lal = (a%) Bl fiir alle B, g.
(G2) Z(E%)Z%(fg)Zk fir alle B, g.
3 .
(G3) Sk =3 = .
x b4
(G 4a) (1) (:0) = 4| %] +n 6(B, D) fiir alle B, O
t
(G 4b) '%(ﬁ)(ff))=llgl+%5(g,f)) fir alle g, .

Dabei soll die Funktion § wie iiblich die Werte Eins oder Null annehmen, je
nachdem ob ihre Argumente gleich oder verschieden sind.

{G1) ist genau die Gl. (1) mit der auf 5. 62 eingefithrten Bezeichnungs-
weise. (G 2) und (G 3) folgen sofort aus den Tatsachen, daf3 jedes Element mit
genau 'k andersartigen inzidiert und daB die Anzahl aller gleichartigen
Elemente v ist. Also bleiben nur die Beziehungen (G 4) zu beweisen, und
dazu geniigt es aus Dualitdtsgriinden, nur (G 4a) herzuleiten.

Es sei Q ein beliebiger Punkt der Punktklasse £ und g eine Gerade durch Q,
die der Geradenklasse y angehoren moge. Auf g liegen (Br) — (R, £) von Q
verschiedene Punkte der Punktklasse B, welche von £ nicht verschieden zu
sein braucht, und durch Q gehen (x£) Geraden von g. Die Anzahl inzidenter
Paare (P, x) mit x] Q== P ¢ und x €y ist also gleich [(Rx) — (R, Q)] (D).
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Durch Summation iber alle Geradenklassen (diejenigen Geradenklassen {),
die keine Geraden durch Q schicken, geben dabei wegen (9Q)=0 keinen
Beitrag) erhilt man die Anzahl aller inzidenten Paare (P, z) mit z] Q== P€B.
Diese ist aber, da jeder der || — 6 (%, Q) von Q verschiedenen Punkte von §
mit Q genau A Verbindungsgeraden hat, auch gleich A[[B|— (B, £)]. Damit
haben wir die Beziehung

AIBI—o(B, D) =,§ [(Br) —o(%. 0)] (),

aus der (G 4a) durch triviale Umformungen mit (G 2) folgt.
Fiir spiter brauchen wir noch die foigenden Gleichungen:

(4) %(‘»Bz)iﬂ:kl‘lﬂ, ;(g%)lﬂ:klgl:

man ecrhilt sie sofort aus (G 1) durch Summation und Benutzung von (G 2).

1.3. Anzahl der Klassen einer taktischen Zerlegung
Aus den Grundgleichungen ergibt sich leicht der folgende wichtige Satz:

Satz 2. Die Anzahl dey Punkiklassen einer taktischen Zerlegung einer A-Ebene
ist gleich der ihrer Geradenklassen.

Beweis. Man setze ==X in (G 4a) und summiere iiber alle X, wegen
(G 3) folgt
(5) 2 (XD (%) = Av + nt,

LE

wobei ¢ die Anzahl der Punktklassen bezeichnet. Dual erhilt man aus (G 4b),
daB die in (5) links stehende Summe auch gleich Av 4 nt’ ist, mit ¢ gleich der
Anzahl der Geradenklassen. Also folgt t=1%¢, q.e.d.

Die Anzahl der Punktklassen einer taktischen Zerlegung I, d.h. also auch
die der Geradenklassen, wird 'von nun an durch das Symbol ¢-==¢(I") bezeichnet.

Aus den Sétzen 1 und 2 folgt bei £(I") =1 sofort:

Satz 3. Eine Kollineationsgruppe einer A-Ebene ist genats dann auf den
Punkten transitiv, wenn sie auf den Geraden iransitiv ist.

Tiefer liegt der entsprechende Satz iiber zweifache Transitivitit:

Satz 4. Eine Kollineationsgruppe einer i-Ebene ist genau dann auf den
Punkten zweifach transitiv, wenn sie auf den Geraden zweifach transitiv ist.

Beweis. Wir treffen zunichst folgende Verabredungen: Ist G eine beliebige
Permutationsgruppe der Menge M, so werde die Untergruppe aller derjenigen
Permutationen von G, die ein bestimmtes Element x € M festlassen, mit G,
bezeichnet. Weiter soll ¥ die Menge aller x° mit ¢ € U { G bedeuten. Sodann
gilt, wie wir hier ohne Beweis bemerken (man vergleiche etwa WIELANDT [15],

S.9):
6) |G| = |G.}|*].

Mathematische Zeitschrift. Bd. 69 5
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Es sei nun I" eine Kollineationsgruppe einer A-Ebene €, die auf der Menge #
der Punkte von & zweifach transitiv ist. Sodann ist I sicher transitiv auf 2,
also nach Satz 3 auch transitiv auf der Menge ¢ der Geraden von €. Folglich
ist |P"| = |¢"| =w fiir alle PCZ, g€¥. Nach (6) ist daher auch |I}| = |T}].
Anwendung von (6} auf die Gruppen [}, I} ergibt nun wegen (Ip), = Ipn T, =
(I;)p die Beziehung

) | P = (g7,

Da I' zweifach transitiv auf 2 ist, ist jede [p noch transitiv auf den von P
verschiedenen Punkten von &, d.h. die taktische Zerlegung Ir hat zwei
Punktkiassen. Also hat sie nach Satz 2 auch zwei Geradenklassen:; eine von
diesen mufl aus den & Geraden durch P, die andere aus den v — 4 iibrigen
Geraden bestehen. Aus (7) folgt nun, daB fiir eine feste Gerade g die Zahl | P%|
gleich % ist, wenn Plg, und gleich v — k, wenn Pk¥g. Die Gruppe I} zerlegt &
also in zwel Punktklassen. Also folgt aus Satz 2, daB I} die Menge ¢ in zwei
Geradenklassen zerlegt. Von diesen besteht eine aus g allein, also ist [ tran-
sitiv auf den von g verschiedenen Geraden. Das bedeutet aber ziisammen mit
der Transitivitit von I" auf ¢, daB I' zweifach transitiv auf & ist. Da es
aus Dualititsgrinden geniigt, nur diesen. Beweis zu liefern, ist Satz 4 damit
bewiesen.

1.4. Beziehungen zwischen verschiedenen taktischen Zerlegungen

Wir kehren nun zu beliebigen taktischen Zerlegungen von A-Ebenen zu-
riick. Wir beweisen zunichst einige zahlentheoretische Eigenschaften der
Zahlen (%7), (%), | £, |z,

Es sei I eine taktische Zerlegung der A-Ebene € der Ordnung 7 mit ¢(I") > 2,
und es seien B, Q, g, §h vier verschiedene I-Klassen. Wir definieren D als
den groBten gemeinsamen Teiler der Zahlen (Xg) — (X)), ferner 4 als den
g.gT. aller (x9P)— (L), D'=g.gT. aller (gX) —(§X) und d'=g.g.T. aller
(Bz) — (L), Sodann gilt: ’ '

Lemma . (a) D und d, und im Falle t(I") >2 auch D" und d’, sind Teiler
von 7.

(b} Es gilt stets:
[n=A(B|—|8]) = k(P| —|Q]) mod &
ln=2(g| —[5]) = A(g] — |9]) mod D,
[ £2(B] 1) =cA(B] | Q) =omodd
LeA(fg] — [9]) = ek (lg] — [b]) = Omod D’

[1 wenn Hl)>2

|2 wenn t(I") = 2.

(8)
(9

mit g =

(¢) Ist t{I') =2, so sihd ¥, Q, g, § die einzigen I'-Klassen, und es gili
(10) n==[(Bg) — (FHI (g F) — ()]
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Beweis. Nach (G 4a) ist
n=AP|+n— AP =2 B [P — Q)] =omodd,
z

und analog folgt, daB D Teiler von # ist. Ist ¢(I")>2, so existiert auBer P
und £ noch eine weitere, Punktklasse R ; mit dieser erhdlt man

ABI 12D =§[(5131:) — (0] (xR) = 0mod &’

[womit die erste Kongruenz (9) fiir # >2 bewiesen ist], und daraus folgt

n=n+A(B| —[Q) =2 [(Br) — (0] ¢¥P) =0modd".
L

Also ist auch @’ Teiler von #. Fiir D’ liuft der Beweis dual. Damit ist (a)
bewiesen.

Es sei nun #(I")=2. Sodann erhilt man wie oben

A8l —12) +n=§[<a1sz) — (9] (P) =omodd’
und

A(B — 9 —n=3[(B1) — (O0)] D) = omodd’;
T

daraus folgt durch Addition und Subtraktion
2n=2A(PB| —|L]) =0modd’.
Hieraus ergibt sich nun
2(%] — 9] = 20 +4) (%] ~ | 2)) = omed ,

womit die erste Kongruenz (9) auch fiir £(I") = 2 bewiesen ist. Der Beweis der
zweiten Kongruenz (9) verliuft dual. Wegen k=#n-- A ist damit im Falle
t(I")>2 auch (8) erledigt, es bleibt also (8) fiir £(I") = 2 zu beweisen. Wie oben
gezeigt, gilt 2n=0modd’ und A(|P|—|Q|)+#=0modd’, folglich  ist
n=A(|B| —|L|) mod d’. Der verbleibende Teil von (8) folgt wieder aus
k=mn- 1. Damit ist (b) bewiesen.

Im Falle #(I") =2 gilt nach (G 4a), daB

n=(Ba)[(aB) — (a)]+ (B L(H B) — (HD)]

ist. Andererseits ist (§B) — (§Q) = — [(¢B) — (gL)] wegen (G 2). Kombina-
tion dieser Beziehungen ergibt (10). Damit ist Lemma 1 vollstindig bewiesen.
Lemma 2. Ist I eine taktische Zerlegung eimer beliebigen A-Ebene wmit
() =2, und sind B, Q, g, § vier verschiedene I'-Klassen, so gibt es unter den
Zahlen (Br) —(D1) und unter den Zahlen (3 %) — (§X) mindestens je eine, und
unter den Zahlen (tB) —(xQ) wnd (X9) — (XD) mindestens je zwei von Null

verschiedene.
Beweis. Wiren z.B. alle () — (Qr) =0, so wiirden (8) und (9) ,,modulo
Null* gelten, d.h. man kénnte in (8) und (9) das Kongruenzzeichen durch das

5*
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Gleichheitszeichen ersetzen. Das wiirde in (9) wegen £4==0 ergeben, dalB3
|B|=| Q| wire, also wiirde aus (§) folgen, daB #» =0 ist, ein Widerspruch.
DaB es unter den (¢) — (rQ) sogar zwei von Null verschiedene geben muf,
folgt aus (G 2): es ist

IZ[(xiﬁ)—(J;é?»)]=k~k:o;

verschwinden in dieser Summe alle Glieder bis auf eines, so muf} auch dieses
letzte verschwinden, und das haben wir schon als unméglich erkannt. Damit
ist Lemma 2 bewiesen.

Das wesentliche Ergebnis des vorliegenden Paragraphen ist der folgende
Satz, der es erlaubt, in der Menge aller taktischen Zerlegungen einer A-Ebene
auf natiirliche Weise eine teilweise Ordnung einzufiihren:

Satz 5. Es seten I' und 1" 2wei (nichi notwendig verschiedene) taktische
Zerlegungen derselben )-Ebene. Sodann sind die folgenden Awussagen gleich-
wertig.

() Zu jeder I'-Punkiklasse P existiert eine I'" Punktklasse B deravt, daf
PP

(ii) Zu jeder I-Geradenklasse g existiert eine I"-Geradenklasse g’ derart, dafs
S

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB (ii) aus (i) folgt. Ware das nicht der
Fall, so gibe es eine A-Ebene mit zwei taktischen Zerlegungen I" und I, fiirr
die (i), aber nicht (ii) gilt, d.h. es gibe eine I-Geradenklasse g und zwei ver-
schiedene I"-Geradenklassen g; und g; derart, daB grg; =8, fir i=1, 2.
Wir werden diese Méglichkeit ad absurdum fithren.

Wir zeigen zunichst, da8 fiir diese Geradenklassen und beliebige 7”-Punkt-
klassen ¥’ die folgenden Aussagen dquivalent sind:

@) (& g1)' 0,
(b) (¥ g2) 0.
() Es existiert eine I-Punktklasse ¥ C ¥’ mit (¥£g) 0.

Sei =1 oder 2 und (¥'g;)' =0, ferner g €grg;. Auf g liegen Punkte von
%’; sei P ein solcher und X die durch ihn bestimmte I-Punktklasse. Wegen
(i) ist sodann_X C¥’; ferner ist (¥g)==0, da g€ g und g P€¥. Also folgt (c)
aus jeder-der Aussagen (a), (b).

Ist umgekehrt ¥ C¥' und (¥g) 40, so enthilt jede Gerade von g Punkte
von ¥, also erst recht solche von ¥’; ist also g;Egng;, so enthilt g, Punkte
von ¥'. Dahet ist (¥'g;)’=4=0, i=1, 2. .Also folgen sowohl (a) als auch (b)
‘aus (c), und die Aquivalenz von (a), (b), (c) ist bewiesen.

Nach Lemma 2 gibt es nun eine I”"-Punktklasse %, fiir die (B’ g1)’ == (B’ g2)’
gilt. Eine dieser beiden Zahlen ist von Null verschieden, also wegen der
‘Aquivalenz von (a) und (b) auch die andere. Wegen der Aquivalenz von (a)
und (b) mit {c} folgt weiter die Existenz gewisser J-Punktklassen B, %',
mitj=1, 2,..., h; h =1, fiir die (;g) 50 gilt. Fiir alle von den P; verschie-
denen I-Punktklassen ¥ gilt wegen (i) und (a), (b), (c) entweder ¥~F' =0



Verallgemeinerungen von Transitivitdtsklassen endlicher projektiver Ebenen 69

oder (¥g)=0. Ist nun g;€gng;, =1, 2, so liegen auf g, wie auf g, genau
(B;g) Punkte von %;,-und aus den angegebenen Eigenschaften der ; folgt

5
(B 61 = 2 (F9) = (860’
]:
im Widerspruch zur Voraussetzung (R’g7)'==(R'gz)’. Damit ist Satz § be-
wiesen.

Eine unmittelbare Konsequenz dieses Satzes ist nachstehende

Folgerung. Stimmen zwei taktische ZLerlegungen derselben A-Ebene in den
Punktklassen oder in den Geradenklassen diberein, so sind sie identisch.

2. Die abgeleitete Struktur &/I"
2.1, Definitionen

Es sci € eine A-Ebene der Ordnung # und I” eine taktische Zerlegung von €.
Wir definieren: Zwei ungleichartige I™-Klassen {§ und g bilden ein inzidentes
Paar oder ein wichtinzidentes Paar, je nachdem ob (Bg)==0 oder =0 ist.
[Wegen (G 1) kdnnte man auch (g%)=4=0 bzw. (g %) =0 zur Definition benut-
zen.] Beziiglich der so definierten Inzidenzrelation werdén die J-Klassen von
¢ zu'den Elementen einer neuen endlichen verallgemeinerten Inzidenzstruktur;
diese nennen wir die nach I abgeleitete Strukiur von € und bezeichnen sie mit
G/I". Die Struktur G/I" besitzt ¢(I") ,,Punkte’ und ebensoviele ,,Geraden®.
Da wir bei den nachfolgenden Untersuchungen stets die zugrundeliegende
A-Ebene € sowie die taktische Zerlegung I" im Auge behalten wollen, werden
wir die Elemente von E/I" nicht ,,Punkte‘ und ,,Geraden”, sondern weiterhin
,,Punktklassen und ,,Geradenklassen nennen und dementsprechend auch
von ,,Schnittklassen” und ,,Verbindungsklassen’ reden.

Wir werden spiter sehen (vgl. das Beispiel S. 77), daB G/I" keineswegs
wieder eine A’-Ebene zu sein braucht. Insbesondere kénnen verschiedene
I-Klassen mit verschieden vielen andersartigen inzidieren, und verschiedene
Paare von Punkt- bzw. Geradenklassen kénnen verschieden viele Verbindungs-
bzw. Schnittklassen besitzen. Um fiir das weitere eine bequeme Sprechweise
zu besitzen, definieren wir die Zahlen [X] bzw. [¢] als die Anzahlen von mit X
bzw. g inzidenten Geraden- bzw. Punktklassen, und die Zahlen [¥, 9] bzw.
[z, y] als die Anzahlen von Verbindungsklassen von X und ) bzw. von Schnitt-
klassen.von ¢ und 1y, wobel natiirlich X< %) und r==1y sein soll. Es ist klar,
daf [X] und [r] stets =1 sind. DaB auch [¥, 9] und [z, ] stets =1 sind,
ist leicht zu sehen: Eine Verbindungsgerade eines Punktes von ¥ mit einem
Punkt von ) spannt eine Verbindungsklasse von ¥ und ) auf; und die Exi-
stenz von Schnittklassen folgt aus der dualen Uberlegung. Fiir den Fall der
Eindeutigkeit der Verbindungsklasse von X und §) bzw. der Schnittklasse
von ¢ und p wollen wir diese durch X und ) bzw. durch g und y eindeutig
bestimmten -Klassen mit X -+ §) bzw. ¢~y bezeichnen. Der Gebrauch dieser
Symbole soll umgekehrt die Eindeutigkeit mit ausdriicken.



70 PETER DEMBOWSKI:

2.2, Der Hauptsatz

Wir werden nun zeigen, daB die Eindeutigkeit von Schnitt und Verbindung
in @/I" ein recht selten auftretendes Phinomen ist:

Satz 6. Sind Schuitle und Verbindungen in der abgeleiteten Struktur G|I"
einer A-Ebene G nach einer taktischen Zerlegung I' mit ((I) >3 eindeutig, so
ist A=1, also € eine projektive Ebene. Ist auch G|I" eine (nichtausgeartete)
projektive Ebene, so besteht jede I-Klasse aus einem Element, d.h. G/ ist iso-
morph zu €.

Dem Beweis schicken wir einige Hilfssdtze voraus, aus denen wir auBer
Satz 6 noch andere Folgerungen werden ziehen kénnen.

Lemma.3. Es seien B, Q, g, § vier verschiedene Klassen einer taktischen
Zerlegung einer A-Ebene. Dann gilt:

Die folgeden Eigenschaften von R, Q | Die folgenden Eigenschaften von g, Y,
und § sind dquivalent: und B sind dquivalent:

@) g=P+9 (i) B=anp

(i) AlB|=(Bg)(3D) (ir') Algl=(g%) (BY)

(iii) A2 = (D4 (gP) (1ii’) ALYl =(5%) (Bg)

(iv) Algl=(sP)(3Q). {iv') AP =(Bq) (BY).

Beweis. Aus Dualititsgriinden geniigt es, die Aquivalenz der Aussagen (i)
bis (iv) zu beweisen. Ist g =P 4 D, so ist insbesondere P 4= O, und aus (G 4a)
folgt 2| B| =2 (B1) (zL). Da g eindeutige Verbindungsklasse ist, gilt fiir alle

t=Eg entwedegr (Br) =0 oder (x £) =0. Also folgt (ii). Ebenso folgt (iii) aus
(i). Umgekehrt ergibt (G 4a) zusammen mit (ii) bzw. (iii), daB g eindeutige
Verbindungsklasse von 8 und © ist. Damit ist die Gleichwertigkeit der Aus-
sagen (i), (ii), (ili) bewiesen. Multiplikation von (ii) mit |g| und Anwendung
von (G 1) auf die rechte Seite ergibt nach Herauskiirzen von || die Gl. (iv),
und analog folgt (i) aus (iv). Damit ist alles bewiesen.

Fiir das weitere benétigen wir noch nachstehende

Folgerung. Aus g=P—+ 2 und L=gnY folgt (BYh) = (gQ).
Das ergibt sich unmittelbar durch Vergleich von (iv) und (ii’).

Lemma 4. Sind Schuitte und Verbindungen in €[I" eindeuiiy und ist
tI'y>2, so gibt es in G[I" ein nichi-ausgeartctes Dréieck.

Beweis. Wire das nicht der FaH, so miiBten alle Punktklassen mit der-
selben Geradenklasse g und alle Geradenklassen mit derselben Punktklasse
inzident sein; und B und g wiren die einzigen I-Klassen, die mit mehr als
einer andersartigen inzidieren. Wegen #(I") >2 miiBlte es nun zwei Punkt-
klassen ¥ und {) geben, die mit keiner anderen Geradenklasse als g inzident
sind, d.h. es miiBte gelten (g X) = (g %)) = . Einerseits wiirde nun aus Lemma 3,
(ii) folgen, daB 2| X|=(Xg)(g¥)=4k(Xg), andererseits ergibt (G 4a), daf
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A|X| =(Xg)(g%X) —n=Fk(Xg) —n ist. Das ist ein Widerspruch, der Lemma 4
beweist.

Das folgende Lemma 5 ist das Kernstiick des Beweises von Satz 6:

Lemma 5. Es sei I' eine taktische Zerlegung der A-Ebene € der Ordnung n.
Gibt es sodann eine I-Klasse, die mit allen gleichartigen I'-Klassen eindeutige
Verbindungs- bzw. Schuitthlassen besitzt und die mit mindestens drei anders-
artigen Klassen inzidiert, von denen ihrerseits mindestens zwei aufer mit der
gegebenen noch mit einer weiteven inzident sind, so ist A=1 und die gegebene
I-Klasse besteht entweder aus einem oder aus n® Elementen. Im letzieren Falle
gibt es genaw eine mit der gegebenen nicht inzidierende andersartige Klasse, und
diese bestehi aus einem Element.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann die gegebene I-Klasse
als Punktklasse P angenommen werden. Die Voraussetzungen iiber P be-
sagen dann:

() [B X]=1 fir alle £,

(b) [B]>2.

(c) Es gibt zwei verschiedene Geradenklassen g und § mit (Pg)==0==(B)H)
und [g] >1<[}h].

Das bedeutet, daB es in €/I eine aus P und zwei weiteren Punktklassen O, R
sowie aus g, § und einer weiteren Geradenklasse f) bestehende Konﬁguratlon
gibt, deren Inzidenzen in Fig. 1 illustriert sind:

Alle Schnitte und Verbindungen in dieser Kon-
figuration sind eindeutig: gnj=gnp=hnry="R,
g=P+8, h=P+R. Wegen der . Folgerung
von Lemma'3 ergibt sich aus diesen Beziehun-
gen: (BE) = (g9) = (By) = (H%) = (Rg); alle
diese Zahlen sind also gleich -derselben von Null
verschiedenen Konstanten 7, und es ist bewiesen: Fig. 1

Aus (Br)cX)Fo0 folgt (By) = (x%) =7
Nun ist nach Lemma 3,(ii) einerseits 1|$| = (B g) (§2) =72, andererseits nach
(G 4a) und (G 2) auch

AR =Z‘(?Ei)(22513) —”=7‘Z(z‘~l3) —n=jk—mn,

denn wegen (G 1) ist genau dann (giB) 0, wenn (Pr) =0 ist. Also ergibt
sich fiir § die quadratische Gleichung

72 = ky -+ 0 =0.
Diese Gleichung hat die Losungen = (k 4-¢)/2, wobei ¢g?=4%%*—4#n ist. Es
muB also #=¢mod 2 und die Zahl 22— 4% eine Quadratzahl sein.
Nun ist ¢2= %% —4n < k2, also < k—1. Andererseits ist wegen k=n- 1
auch ¢?=(k—2)2+4-4(1—1) = (k—2)2%. Wire nun A>1, so wiirde in der
letzten Ungleichung nur das ,,GroBer“-Zeichen gelten, und es ergibe sich
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g=k—1, d.h. mit dem oben gewonnenen Ergebnis zusammen g=4—1.
Das aber ist ein Widerspruch zu £=¢ mod 2. Damit ist A =1 bewiesen.

Es folgt nun weiter g=% —2=n—1, also j=1 oder j=n. Aus 1| B|=
| B[] =12 ergibt sich also |P|=1 oder |B|=n2 Es bleibt zu zeigen, daB die
Ebene im Falle || =n? genau eine Gerade enthilt, auf der keine Punkte
von P liegen. Dazu benutzen wir die in 1.2. bewiesene Gleichung

(4) Z(‘l%z)lxl*—“kl‘l%[-
Die linke Seite dieser Gleichung ist im vorliegenden Falle 7 2 rl=n 2 [g]
P+ (Pp+
die rechte Seite ist (n+1) % Es folgt 2 [¢]=n n~r1) oder » |g|=
(Bri+o (5133)

—n(n-41)=1. Also gibt es nur eine Geradenklasse g mit (R g) —~0 und
diese besteht aus genau einer Géraden. Damit ist Lemma 5 vollstindig be-
wiesen.

Beweis von Satz 6. Wegen Lemma 4 folgt aus der Voraussetzung ¢(I) >3
die Existenz eines nichtausgearteten Dreiecks. Alsoc ergibt sich: Entweder
ist G/I" eine nichtausgeartete projektive Ebene, oder es gibt zwei ausgezeich-

nete [-Klassen ¥ und g mit
3 den in Fig. 2 angedeuteten In-
zidenzverhiltnissen, insbeson-
dere also mit [P} >2<[g], da

) >3.
# In jedem Falle gibt es
Fig. 2 I'-Klassen, die die Vorausset-

_ zungen von Lemma 5 erfiillen.
Also ist A==1 und € eine projektive Ebene. Ist auch @/I" eine (nichtaus-
geartete) projektive Ebene, so kann keine Klasse mehr als ein Element
enthalten, da es sonst nach Lemma 5 nur eine nicht mit ihr inzidente anders-
artige I-Klasse geben konnte. Das aber ist in einer nichtausgearteten pro-
jektiven Ebene nicht méglich. Damit ist Satz 6 bewiesen.

2.3. Ergdnzungssitze .

Wihrend bisher die Frage im Vordergrund stand, unter welchen Umstinden
man aus der Voraussetzung der Eindeutigkeit von Schnitt und Verbindung
in G/I" schlieBen kann, daB A=1 ist, wollen wir nun 4=1 voraussetzen und
untersuchen, was man iiber die Typen von taktischen Zerlegungen aussagen
kann, deren abgeleitete Strukturen eindeutige Schnitte und Verbindungen
haben. Wir werden zeigen (man vergleiche dazu die Definition von S. 63):

Satz 7. Die nichitrivialen taktischen Zerlegungen I mit t(I') >2 einer pro-
jekitven Ebene der Ovdnung wn, deven abgeleitete Strukiuven eindeutige Schuitle
und Verbindungen haben, sind genau diejenigen, welche eine Klasse mit genau n?
Elementen besitzen.
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Wir beweisen zunichst den folgenden Hilfssatz:

Lemma 6. Evfillt die taktische Zerlegung I' dey endlichen projektiven Ebene €
die Bedingungen

() ty=3,

(b) [¥]=[z]=2 HiralleX, g,

(c) (%, 9] =1 fiiv alle X, ), oder
(£, 9] =1 fiir alle g, v,

so besteht eine I'-Klasse aus n® Elementen.
Die beiden Eigenschaften {c) sind natiirlich gleichwertig.

Beweis. Aus den Voraussetzungen folgt zunichst, daB die abgeleitete
Struktur @/I" ein nichtausgeartetes Dreieck ist. Wir bezeichnen die Punkt-
klassen mit U, B, € und die Geradenklassen mit a, b,

¢ derart, daf3 , U
(Ha)=(Bh) =(€c)=0
ist (vgl. Fig. 3). c b
Wir machen nun dié Annahme
(*) [%] >1<|z] fir alle %, 1. g _ 3
Dann folgt zunichst, daB jede I-Klasse drei Ele- Fig. 3

mente in allgemeiner Lage enthalten muB, denn

widren z.B. alle Punkte einer Punktklasse ¥ mit einer Geraden g kolli-
near, so miillte g eine Geradenklasse fiir sich bilden. Gibe es nimlich
noch eine weitere Gerade % in der von g aufgespanﬁten Geradenklasse; so
konnte auf dieser héchstens ein Punkt von ¥ liegen; das aber kann nicht
sein, da ja g mehr als einen Punkt von X enthilt. Es sei nun b eine beliebige
Gerade von b und ferner A€ derart, daB A¥b. Einen solchen Punkt gibt
es, da U drei Punkte in allgemeiner Lage enthidlt. Auf b liegen genau (€h)
Punkte von €, und die Verbindungsgeraden dieser Punkte mit 4, die wegen
2=1 eindeutig sind, miissen zu b gehéren, da sie Punkte von ¥ und € ent-
halten. Da sie alle durch denselben Punkt 4 gehen; folgt (6%) > (€5). Wegen
Voraussetzung (c) ist nun die Folgerung von Lemma 3 anwendbar, sie ergibt
(bUA) = (Ca). Also folgt (€a) = (€5), und aus Symmetriegriinden muB sogar
(€a)=(Cb) gelten. Ebenso folgt (Ab)=(Ac), (Bc)=(Ba), und dual dazu-
(a®B) = (a€), (bC)= (b}, (cA)=(cB). Wir zeigen nun, daB aile von Null
verschiedenen (¥x) und (r ¥) gleich derselben Konstanten 7 sind. Aus Sym-
metrie- und Dualitétsgriinden braucht dazu nur noch z.B. (Uc) = (Bc) be-
wiesen zu werden. Das geht mit der Folgerung von Lemma 3 und den oben
gefundenen Beziehungen: (Wc) = (AD) = (¢B) = (¢A) = (Ba) = (B¢). Aus Lem-
ma 4, (i) folgt nun wegen A=1, daB |X|=|g| =2 also 3.2=n%+n+41,
ferner aus (G 2) und Voraussetzung (b): 2r=#n-+1. Kombination dieser
beiden Beziehungen aber ergibt #» =1, wonach alle /-Klassen aus nur einem
Element bestehen wiirden, im Widerspruch zu (*). Also gibt es eine Klasse
mit nur einem Element, z. B. die Klasse a. Alle nicht auf der einzigen Geraden
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von a liegenden Punkte gehéren sodann zu nicht mit a inzidenten Punktklassen.
Da es genau #2 solche Punkte und genau eine solche Punktklasse, namlich %,
gibt, folgt daraus die Behauptung des Lemma 6.

Beweis von Satz 7. Ist zunidchst I' eine taktische Zerlegung mit einer
Klasse — 0.B.d.A. einer Punktklasse § —, die #? Elemente enthilt, so folgt
wie beim Beweis von Lemma 5 mit Benutzung von (4), dall es genau eine
Geradenklasse g gibt, die mit 8 nicht inzidiert, und diese Geradenklasse be-
steht aus einem Element.. Es isthun klar, daB die von  verschiedenen Punkt-
klassen, die ja alle aus kollinearen Punkten bestehen miissen, sowohl unter
sich als auch mit $ eindeutige Verbindungsklassen haben. Andernfalls nim-
lich miite es auler der einzigen Geraden von g noch andere Verbindungs-
geraden von . nicht zu P gehoérigen Punkten geben, was in einer projektiven
Ebene nicht moglich ist..

Sei nun umgekehrt I eine nichttriviale taktische Zerlegung mit eindeutigen
Schnitt- und Verbindungsklassen. Wegen #(I") >2 und Lemma 4 ist G/I" ent-
weder vom Typ der Fig. 2 oder vom Typ der Fig. 3. Im ersteren Falle ist

die Existenz einer I -Klasse mit

gL #? Elémenten durch Lemma 5,
/ g im letzteren durch Lemma 6
m gesichert. Damit ist Satz 7

n ) b bewiesen.

Fig. 4au.b Satz 6 und 7 geben vollstin-

dige Auskunft iiber alle mog-

lichen Typen von taktischen Zerlegungen I" von projektiven Ebenen, deren
abgeleitete Strukturen wieder (eventuell ausgeartete) projektive Ebenen sind,
vorausgesetzt, daB ¢(I') > 2 ist. Esliegt nun nahe, jetzt auch noch den Fall #=2
zu untersuchen (der Fall =1 ist natiirlich uninteressant) und festzustellen,

unter welchen Umstinden auch hier Schnitte und Verbindungen eindeutig sind.

Fiir die abgeleitete Struktur €/I" sind offenbar nur noch zwei Typen moglich

(vgl. Fig. 4), von denen der erste eindeutige Schnitte und Verbindungen hat.

Wir zeigen, daB in vielen Fillen auch fiir #=2 noch die Aussage des Satzes 7
von der Existenz einer Klasse mit »* Elementen erhalten bleibt.

Satz 8. Sei I' eine taktische Z erleguhg einer projektiven Ebene der Primzahl-
ordnung p derart, daf t(I).=2. Dann sind Schnitte und Verbindungen in G/I"
eindeutig,” und eine dex I-Klassen enthilt n* Elemente.

Beweis. Es seien R, Q, g, § die I"Klassen. Dann gilt nach Lemma 1,
Gl (10) und wegen n =7, daB.eine der Zahlen |(Bg) — (BY)|, [(aB) — (3 D)
gleich b, die andere gleich 1 ist. 0.B.d.A. nehmen wir (Bg) — (Bh) =2 und
(%) —(99) = 1 an, Nach (G2) ist dann p = (B ) —(BY) =p +1 (D) — (BB,
(BB) + (Dg)=1. Da sowohl () wie (0g) nicht negativ und ganzzahlig
sind, muB} eine dieser Zahlen verschwinden und die andere =1 sein. Es folgt,
daf Schnitte und Verbindungen in €/I" eindeutig sind, d.h. &/I"ist vom Typ der
Fig. 4a. Denn in einer Struktur vom Typ der Fig. 4b miissen alle (¥x) und (z ¥)
von Null verschieden sein, da jede Klasse mit jeder andersartigen inzidiert.
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Ist nun (RY) =1 und (Dg) =0, so ist wegen (G 1) auch (g) =0, und es
folgt (g%B) =1, da (gB) — (g 0) =1. Alsoist | g| = (a%B)(Bh)=1 nach Lemma 3,
und es folgt |g|=1. Ist (Ph) =0 und (Dg)=1, so folgt (HB)=0 wegen
(G1), und daraus (gB)=p+1 wegen (G2). Nun folgt weiter p-1=
(89) + (H9) = (%) — 1+ (§0) =p + (H9), also ist (§©)—1, und Lemma
ergibt nun wieder |§| = (§Q)(Qg) =1, also |§|=1. In jedem Falle enthilt
also eine [-Klasse nur ein Element, woraus wie beim Beweis von Lemma 6
die Existenz einer Klasse mit #2-Elementen folgt, q.e.d.

Wir zeigen als n4chstes, dafl im allgemeinen aus #(I") =2 nicht 2 =1 zu folgen
braucht. Dazu betrachte man einen beliebigen endlichen dreidimensionalen
projektiven Raum R. Man iiberzeugt sich leicht, daB %R als A-Ebene € auf-
gefaBt werden kann, wenn man unter den Punkten von € die Punkte von
R und unter den ,,Geraden®’ von & die Ebenen von R versteht, wihrend Inzi-
denz in € durch Inzidenz in M erkldrt ist. Fiir die so erhaltene A-Ebene &
gilt v=¢%44%-} ¢ +1, wobei ¢ eine Primzahlpotenz ist, ferner 2 =42 941,
A=g+1 und n=¢% Insbesondere ist also A>-1; aber es gibt eine taktische
Zerlegung 1" mit ¢(I") = 2: Man betrachte einen festen Punkt P und definiere
Punktklassen:

B={P}, Q= {Alle Punkte 5P}

und ,,Geraden‘klassen:
g = {Alle mit P inzidenten Ebenen von R},
) == {Alle iibrigen Ebenen von R}.

Es ist leicht zu sehen, daB diese Klasseneinteilung tatsichlich eine taktische
Zerlegung von € definiert. Die Werte der Zahlen (X¥x) und (;¥) sind in fol-
‘gendem Schema zusammengestellt:

(Xy) | g b (x %) ! R 2
B 1 0 g | ¢?+g+1 g+1
Q *+q ¢#+qg+1 b 0 ¢

Wir zeigen nun weiter, daB die Aussagen von Satz 8 fiir zusammengesetzte »
nicht mehr allgemein richtig sind. Wir werden fiir die beiden in Fig. 4 illu-
strierten Typen von abgeleiteten Strukturen @/I" mit #(I')=2 Beispiele
angeben, bei denen jede Klasse mehr als ein Element enthilt. Die beiden zu
behandelnden Klassen von Beispielen rithren von Teilebenen bzw. von Ovalen
endlicher projektiver Ebenen her.

2.4. Durch Teilebenen projektiver Ebenen definiarte taktische Zerlegungen

Es sei € eine endliche nichtausgeartete projektive Ebene der Ordnung =
und @ eine nichtausgeartete projektive Teilebene von §. Die Teilebene &
ist dann ebenfalls endlich; ihre Ordnung bezeichnen wir mit m. Fiir diese
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Situation gibt es viele Beispiele: Jede Ebene € iiber einem Galois-Feld der
Ordnung #”, wo 7>>1, besitzt eigentliche Teilebenen der Ordnung p?, mit d|r.
Wir unterscheiden zwei Fille:

(1) Jeder Punkt von € ist mit einer Geraden von € inzident.

Wir definieren eine taktische Zerlegung I" von € folgendermafBen: P =
{Punkte von €'}, £ = {alle iibrigen Punkte}, g—={Geraden von €'}, §={alle
iibrigen Geraden}. Es ist klar, daB die so definierte Klasseneinteilung eine
taktische Zerlegung ist; die Werte der Zahlen (¥y) und (¢X) sind in nach-
stehendem Schema zusammengestellt:

(%x) ! g b (x %) ! P 2
- |

B m =+ 1 1 a i m 41 1

£ n—m 7 b } " —m %

DaB z.B. (ph) =1 ist, folgt so: (Ph) ist > 0 nach Voraussetzung (I), und
wire (Ph) > 1, so wire jede )-Gerade Verbindungsgerade von Punkten von ',
gehorte also selbst zu €', entgegen unserer Annahme.

Aus den Grundgleichungen folgt nun der bekannte Satz (vgl. BAER [2],
theorem 5), daB m*=#n sein muB: || ist die Anzahl der Punkte der pro-
jektiven Ebene €', also gleich m?*-+m 1. Andererseits ist nach (G 4a) auch

B =2 (Pr) Q) =m+1+mn,
t

also folgt m?=#x. Umgekehrt hat jede Teilebene der Ordnung m mit m2=x#
die Eigenschaft (I). Die abgeleitete Struktur E/I" ist vom zweiten der in-
Fig. 4 dargestellten Typen.

(IT) Es gibt Punkte von €, die auf keiner Geraden von € liegen.

Wir definieren wieder eine taktische Zerlegung von €: Die Punktklas§en
sind P =={Punkte von &'}, £ ={Punkte, die nicht zu @ gehoren, aber auf
Geraden von @ liegen}, %= {alle iibrigen Punkte}, und die Geradenklassen
dual g ="7{Geraden von €'}, j= {Geraden, die nicht zu ¢’ gehoren, aber durch
Punkte von € gehen}, f={alle tibrigen Geraden}. Wieder ist klar, daf} so
eine taktische Zerlegung definiert wird; die Zahlen (¥z) und (r¥) sind in
nachstehendem Schema zusammengestellt:

@) 9 f 6B ¥ O i
B om+1 1 0 g t‘m—{—‘l 1 0
£ ln—m mt  om?om h lnw—m m mPdm4A
R 0 n—m n—m>—m E ] .0 n—m n—mr—m

Da (Rf) =0 sein muB, folgt m2-+m<n. Diese Tatsache ist auf anderem
Wege auch von Bruck gefunden worden (vgl. [8], Lemma 3.1). Die von
Bruck angegebene Formel (n—m)(n —m?) fiir die Anzahl der mit keiner
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Geraden von ¢ inzidenten Punkte von € folgt hier unmittelbar durch An-
wendung von (G 4a):
|R| =2 (Ry) (£Q) = (n — m) (n — m?).
r

Fig. 5 zeigt die beiden moglichen Typen von abgeleiteten Strukturen §/I"im
Falle (IT). Die Existenz von abgeleiteten Strukturen des Typs der Fig. 5a
ist gesichert, denn es gibt projektive Ebenen mit Teilebenen, fiir die (IT) gilt
und m?-+-m << n ist. Wir haben also ein Beispiel einer abgeleiteten Struktur,
in der die Zahlen [X, 9], [z, 9], [X], [z] nicht alle gleich sind (vgl. S. 69). Da
man keine projektiven Ebenen kennt, deren Ordnung eine Zahl des Typs
m(m-1) ist, bleibt die Frage offen, ob eine solche Ebene Teilebenen der

Fig. 5aw. b

Ordnung m besitzen kann. Die Frage der Existenz von abgeleiteten Struk-
turen des Typs der Fig. 5b ist also auf diese Weise nicht zu entscheiden. Man
sieht aber leicht, daB die abgeleitete Struktur der folgendermaBen definierten
taktischen Zerlegung einer endlichen projektiven Ebene vom Typ der Fig. 5b
ist:
Punktklassen: 9 = {ein fester Punkt R},

B = {alle Punkte einer festen Geraden g, die nicht durch R

geht}, ‘
£, = {alle ibrigen Punkte}.

Geradenklassen: g = {g},
b = {alle Geraden durch R},
f = {alle iibrigen Geraden}.

2.5, Durch Ovale definierte taktische Zerlegungen

Wir wenden uns nun einer anderen Klasse vin Beispielen zu. Ein Oval
einer endlichen projektiven Ebene der Ordnung # ist eine Menge von # 41
Punkten der Ebene, von denen keine drei kollinear sind. Von den # -1
Geraden durch einen beliebigen Ovalpunkt miissen also # noch einen weiteren
Punkt des Ovals enthalten, jede solche Gerade heiBt eine Sekante. Es folgt,
daB durch jeden Ovalpunkt genau eine Gerade geht, die auBer diesem keine
weiteren Ovalpunkte enthilt, jede solche Gerade heiflt eine Tangente. Die
Anzahl der Tangenten ist # 4 1, die der Sekanten gleich % (» -+ 1)/2, also bleiben
noch # (n — 1)/2 weitere Geraden, diese enthalten keine Ovalpunkte und werden
Passanten genannt.
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Wir wollen die Ovale zur Definition gewisser taktischer Zerlegtingen heran-
ziehen. Dabei unterscheiden wir wieder zwei Fille:

9] n ist gerade.

In diesem Falle hat Qvist in [12], theorem 5, S. 10, gezeigt, daf3 alle Tangenten
eines Ovals durch einen Punkt gehen miissen. Dieser Punkt bildet zusammen
mit den # -1 Ovalpunkten eine Menge B von % -}- 2 Punkten, von denen keine
drei kollinear sind. (Man sagt statt dessen auch: die Punkte von B befinden
sich ,,in allgemeiner Lage”.) Qvist [I12] zeigt weiter, daBl es #+2 Punkte
in allgemeiner Lage in einer projektiven Ebene der Ordnung » héchstens
dann geben kann, wenn # gerade ist. Dall es tatsdchlich Ebenen gerader
Ordnung » mit # -2 Punkten in allgemeiner Lage gibt, zeigt folgendes

Beispiel. Es sei § cine desarguessche Ebene gevader Ordnung n, d.h. eine
Ebene diber einem Galois-Feld der Charakieristik 2. Sodann befinden sich die
n-}2 Punkte (1:0:0), (0:1:0), (x:x2:1) in aligemeiner Lage.

Denn da die Abbildung x—>? in jedem endlichen Koérper der Charak-
teristik 2 ein Automorphismus ist, haben zwei verschiedene Punkte (x:x2:1),
(y:¥2:1) verschiedene erste wund verschiedene zweite Koordinaten, sind also
weder mit (1:0:0) noch mit (0:1:0) kollinear. Und wéren drei Punkte
(x:22:1), (y:9%:1), (z:22:1) mit x == y==2=Ex kollinear, so wiirde fiir den Koef-
fizienten m der Gleichung m x; + x5+ b x; = 0 ihrer Verbindungsgeraden folgen:

m= (=) (y — ) = (@ — ) (z — )2,
d.h. y =z, ein Widerspruch.

Es sei nun & eine projektive Ebene gerader Ordnung und B eine Menge
von # -2 Punkten in allgemeiner Lage von €. Weiter sei £ die Menge der
n2—1 nicht zu B gehérigen Punkte, g die Menge der Verbindungsgeraden
von P-Punkten und § die Menge der nicht zu g gehorigen Geraden. Sodann

bilden P, £, g, § eine taktische Zerlegung von €, mit folgenden Werten fur
die (Xx), (£ ¥):

@. s b H ¥ 0
R T, 0 g 41 (m-2)2
g 4 n—1 n -1 b 0 n2

Wir verifizieren nur, daB (g&) = (» 4 2)/2 ist. [Daraus folgt sofort (§£) ==/2,
und die iibrigen Beweise sind ganz einfach.] Wir miissen zeigen, daBl durch
jeden nicht zu B gehorigen Punkt Q genau (n + 2)/2 Verbindungsgeraden von
§B-Punkten gehen, und dazu geniigt der Nachweis, daB auf jeder Verbindungs-
geraden von Q mit einem Punkt P € 8 noch ein weiterer Punkt P’'== P von
liegt. Das aber ist klar: andernfalls blieben fiir die # -1 von P verschiedenen
Punkte von P nur # Geraden durch P, auf denen sie liegen miiiten. Nach
dem Schubfachschlu3 wiirde folgen, daB es eine Gerade durch P mit zwei
von P verschiedenen Punkten von P geben miiBte. Das aber widerspricht
der Annahme, daB die Punkte von P sich in allgemeiner Lage befinden.
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Die nach der oben erklirten taktischen Zerlegung I” abgeleitete Struktur
@/I' ist, da (PBYh) =0, vom Typ der Fig. 4a, sie besitzt aber im allgemeinen
keine Klassen mit nur einem Element; vielmehr ist [Bl=n+2,]|0|=n—1,
lg] = (n+1) (n+2)/2, |§]| =#(n —1)/2. Diese Zahlen sind bei n> 4 alle groBer
als 1. Also kann es bei #> 4 auch keine Klasse mit #% Elementen geben.

iy n 15t ungerade.

Fiir diesen Fall hat QvisT gezeigt ([12], theorem 3, S. 8), daB durch einen
Schnittpunkt zweier Tangenten eines Ovals keine weiteren Tangenten mehr
gehen koénnen. Die Menge der Punkte von & zerfillt also in drei Klassen: Die
Klasse 5 der Ovalpunkte, die Klasse © der duferen Pumkte, das sind die
Tangentenschnittpunkte, und die Klasse R aller iibrigen Punkte; diese heilen
innere Punkte, durch sie geht keine Tangente. Nennen wir nun die Klasse
der Tangenten g, die der Sekanten ), und die der Passanten ¥, so bilden §, £,
R, g, b, { eine taktische Zerlegung mit folgenden Zahlen (Xr) und (¢ ¥):

@) g b : @®| B 9 m
pt 1 2 0 g 1 2 0
D) n (m—102 (+1)2 ) n (m—1)2 (m+1)2
RO (=12 (@m+1)2 t ]l (m=1)2 (m+1)2

Die abgeleitete Struktur ist wieder vom Typ der Fig. 5a. Wir haben also hier
noch ein Beispiel dafiir, daB die abgeleiteten Strukturen ganz verschiedener
Typen von taktischen Zerlegungen dieselben sein kénnen.

3. Die Matrizen einer taktischen Zerlegung
3.1. Die Matrix-Grundgleichungen

Es sei € eine beliebige A-Ebene der Ordnung # und I eine taktische Zer-
legung von &. Wir numerieren die IKlassen in willkiirlicher Weise von 1 bis
t=t(I'): By, Bg, ..., PB; seien die Punktklassen und g, ..., g, die Geraden-
klassen. Um dauernde Wiederholungen zu vermeiden, wollen wir in diesem
Abschnitt stets voraussetzen, daB ¢>>1 ist. Wir definieren vier Matrizen 2, G,
4, B folgendermaBen (7 ist der Zeilen-, k£ der Spaltenindex, und §;, das Kron-
ecker-Symbol): '

P = (] 64, G = ([gi] 6:a)-

4=((B; ) B = ((Qiszk))-
Diese Matrizen nennen wir die I-Matrizen; sie sind simtlich f-reihige quadra-
tische Matrizen. Beispiele fiir I-Matrizen 4, B sind im zweiten Abschnitt
schon aufgetreten (vgl. S. 75, 76, 76, 78, 79). Wir merken an, daB im Falle
¢=v, d.h. wenn jede I-Klasse aus einem Element besteht, die Matrix 4 gerade
die bekannte Inzidenzmatrix von € und B ihre Transponierte A7 ist.

Wir werden in diesem Paragraphen Beziehungen herleiten, die zwischen

den I-Matrizen jeder taktischen Zerlegung I bestehen miissen, nimlich die
folgenden
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Matrix-Grundgleichungen
(M1) GAT=BP, PBT=AG,
(M2) AB=AiAPJ+nE, BA=1G]J-}+nE.

Hier bedeutet E die #reihige Einheitsmatrix und J diejenige ¢-reihige quadra-
tische Matrix, deren simtliche Elemente gleich Eins sind.

(M3) AGAT = }PJP+nP, BPBT'=JGJG - nG.

Die Beweise ergeben sich sofort aus den Grundgleichungen (G 1) und (G 4):
Die Beziehung (G 1) besagt (B;0:) | 8:] = (g, B,) | B;| fiir alle ¢, 2. In Matrix-
form geschrieben heilt das gerade 4 G= (B P)T, und die Beziehungen (M 1)
folgen nun sofort aus der Tatsache, dal P und G Diagonalmatrizen, also gleich
ihren Transpomierten sind. Die Gin. (M 2) ergeben sich ebenso direkt aus
(G 4a) und (G 4b). Die Beziehungen (M 3) schlieBlich folgen aus (M 1) durch
Linksmultiplikation mit A bzw. B und Benutzung von (M 2).

Matrizen mit ganzzahligen Elementen kénnen auch als Matrizen {iber be-
liebigen Korpern aufgefalit werden. Wir zeigen:

Lemma 7. Ist I' eine taktische Zerlegung einer )-Ebene der Ovdnung n,
so sind die I'-Matrizen A und B iiber allen Korpern veguliir, deven Charakieristik
kein Teiler von n(n—+ 1) 4st.

Um das zu beweisen, geniigt es zu zeigen, daBl das Produkt der Determi-.
nanten von 4 und B iiber solchen Korpern von Null verschieden ist. Nun
ist aber

(1) det A det B = u'" (n -+ 4)2,

was man z.B. aus (M 2) herleiten kann: Man subtrahiere die letzte Spalte
der Matrix A B von allen anderen und addiere sodann die #—1 ersten Zeilen
zur letzten. Es ergibt sich eine Dreiecksmatrix mit /—1 Diagonalstellen

t
und der letzten Diagonalstelle # -+ 4 Y, | B;|; dieser Ausdruck ist wegen (G3)
i1

und (3) gleich (n+ 4)% Also folgt (11), und das Lemma 7 ist bewiesen.

Wir merken an, dafl 4 und B also insbesondere iiber dem Kérper der
rationalen Zahlen regulir sind.

3.2. Zahlentheoretische Eigenschaften der ||, |z|

In diesem Paragraphen ziehen wir einige erste elementare Folgerungen aus
den Matrixgrundgleichungen. Wir definieren zunichst D als den groBten ge-
meinsamen Teiler aller |¥X|, 4 als den g.g.T. aller | ¢|, wobei wie immer ¥ und ¢
die Klassen einer taktischen Zerlegung sind.

Satz 9. Es sei € eine A-Ebene dey Ordnung n und I" eine taktische Zerlegung
von €. Sodann gili:

(a) Ist P eine Primzahl, die weder n noch k=mn -1 teilt, so geht p in ebenso-
vielen |X| wie || auf. Insbesondere gilt p|D genau dann, wenn p|d gilt, und
in diesem Falle geht p in D und d gleich oft auf.
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(b) Sind v und k teilerfremd, so ist D=d.

(¢c) Gibt es eine Primzahl p, die eine der Zahlen D, d teilt und deren Quadrat
nicht in n aufgehi, so leilt sie auch die andere.

(d) Die Zahl w=* [] |%| I lx| ist stets eine Quadratzahl.
X b

Beweis. Uber jedem Kérper, iiber dem A und B regulire Matrizen sind,
haben Pund AGJG+nG=BAG scwie G und APJP+nP=ADBP wegen
(M3) gleiche Rénge. Das sind nach Lemma 7 gerade die Kérper, deren Charak-
teristik Null oder eine Primzahl ist, die weder # noch % teilt. 4B und BA
sind tiber jedem solchen Korper reguldr, also folgt Gleichheit der Riange von P
und G. Da P und G Diagonalmatrizen sind, besagt die Gleichheit ihrer Ringe
Gleichheit der Anzahlen von Null verschiedener ihrer Elemente. Ist also ¢
eine weder # noch % teilende Primzahl, so folgt: Es gibt ebensoviele
| X| &= 0mod p wie |g| == 0mod p. Also geht p in ebensovielen |¥| wie |z| auf,
und insbesondere geht p genau dann in allen |¥| auf, wenn p in allen |¢| auf-
geht. Ist das der Fall, und ist " die groBte in allen |¥| und in allen |g| auf-
gehende Potenz von p, so sind die Zahlen p~| ¥|, 7| z| alle noch ganz. Also
sind die Matrizen $~ P und »7G ebenso wie P und G ganzzahlig. Es folgt
nun wie oben, daB 7P und G die gleichen Ringe haben. Wegen der
Maximaleigenschaft von # gibt es unter den Zahlen p77| X|, ™| r| mindestens
eine, die nicht durch p teilbar ist, d.h. mindestens eine der Matrizen " P,
$7G hat von Null verschiedenen Rang. Dann miissen sie aber beide von,
Null verschiedenen Rang haben, d.h. es gibt sowohl ein | ¥|==0mod
als auch ein p~|g|s=0mod p. Also ist genau dann #’|D, wenn ¢'|d gilt.
Damit ist (a) bewiesen.

Nach (G3) sind sowohl D als auch d Teiler von ». Andererseits folgt aus (4),
daBl 4 ein Teiler aller | %|, also ein Teiler von £D ist; dual dazu ist D ein
Teiler von k4. Sind nun v und % teilerfremd, so folgt, daB D und 4 einander
teilen, also gleich sind. Damit ist (b) bewiesen.

Sei p eine Primzahl, die 4 teilt, deren Quadrat aber kein Teiler von # ist.
Wire p kein Teiler von D, so gibe es eine Punktklasse {8 mit p} | B|; wegen (4)
miiBte dann p|Z folgen. Daraus und aus der oben bewiesenen Beziehung 4| v
wiirde mit (2) weiter p|A und daraus p2|(k®— Av) folgen; das aber ist ein
‘Widerspruch gegen (3), wonach k%2 — Av = ist. Damit ist (c) bewiesen.

Aus (M1) erhilt man durch Multiplikation mit B P und Determinanten-
bildung unter Beriicksichtigung von (11) die Gleichung #'~'%2det PG =
(det B P)2. Daraus folgt wegen '

deth:]J[ﬂHM]
z

sofort die Behauptung (d), und damit ist Satz 9 vollstindig bewiesen.

Wir bemerken noch, dafl die Voraussetzung von (b) im Falle A=1 der
projektiven Ebenen immer erfiillt ist. Fiir jede taktische Zerlegung einer
endlichen projektiven Ebene ist also der g.g.T. aller | ¥| gleich dem aller | g].
Ferner bemerken wir, daf} aus (d) der bekannte Satz folgt (vgl. etwa HALL [7],

Mathematische Zeitschrift. Bd. 69 6
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S. 66), daB} die Ordnung einer A-Ebene mit geradem v ein Quadrat sein muB;
dazu betrachte man einfach die triviale Zerlegung mit |%| =|g| = const =1.
Nennt man weiter eine taktischer Zerlegung I' symmetrisch, wenn es eine
Numerierung der I-Klassen derart gibt, daB |%;| =|g,| ist fiir alle 5 (man
vergleiche die Beispiele von S. 76, 76, 79), so folgt aus (d), daB die Zahl #/~1
bei symmetrischen Zerlegungen ein Quadrat sein muB. Insbesondere gilt also,
in Verallgemeinerung des erwihnten Satzes:

Folgerung. Besitat eine A-Ebene eine symmetrische taktische Zerlegung I
mit geradzahligem t(I'), so ist ihre Ordnung n ein Quadrat.

Die Aussagen des Satzes 9 werden besonders fiir den Fall interessant, daB
alle | ¥| und alle | ¢| Potenzen derselben Primzahl 4 sind; eine solche taktische
Zerlegung wollen wir eine p-Zeriegung nennen. Dieser Fall tritt z.B. dann
ein, wenn die Zerlegung gemiB Satz 1 von einer p-Gruppe von Kollineationen
herrithrt: Wegen der Beziehung (6) von S. 65 miissen alle |X| und alle |g]
Teiler der Gruppenordnung sein. Ein |¥| bzw. |g|, welches nicht durch $
teilbar ist, muB also im Falle der p-Zerlegung gleich Eins sein. Bezeichnen
wir mit F bzw. f die Anzahlen der X bzw. ¢ mit | X| =1 bzw. |z| =1 (fiir den
Fall, dafl die Zerlegung von einer p-Gruppe von Kollineationen herrithrt,
sind F und f die Anzahlen von Fixpunkten bzw. Fixgeraden der Gruppe),
so gilt fiir jede p-Zerlegung
(12) F=jf=vmodp,

wie man sofort aus (G3) folgert. Aus Satz 9 und der Kongruenz (12) erhilt
man nun weiter:

Satz 10. Ist I eine p-Zerlegung ciner A-Ebene der Ordnung n, so gilt:

(@") Sind v und k teilerfremd, so ist genau dann F =0, wenn f=0 ist.

(b') Teilt p weder n noch k, oder ist t(I") < p, so ist F=/.

(¢') Ist A=1 und F=f, so ist p ein Teiler von n.

Beweis. Sind v und £ teilerfremd, so ist nach Satz 9 (b) der g.g.T. aller -
| %] gleich dem aller |g|. In einer p-Zerlegung ist ein solcher g.g.T. genau
dann gleich Eins, wenn es wirklich eine Klasse mit nur einem Element gibt.
Also folgt (a). DaB F=f ist, wenn p4&ku, folgt aus Satz 9 (a). Sei nun
t(I") < p. Nach (12) gilt sodann F=f-+7p, 0.B.d.A. kann 7 = 0 angenommen
werden. Da F<¢(I") ist, folgt weiter j+5p <, also ist entweder §=0, in
welchem Falle FF=/, also nichts zu beweisen ist, oder j=1, f=0. Dieser
letztere Fall kann aber nicht eintreten, denn dann wiirde F = =1¢ folgen,
was bedeuten wiirde, dall jede Punktklasse nur ein Element enthilt. Das ist
wegen Satz 2 mit f=0 unvertriglich.

Es bleibt (¢') zu beweisen. Man iiberlegt sich leicht, daf im Falle A=1,
also dem der projektiven Ebene, diejenigen Punkte und Geraden, welche
I'“Klassen fiir sich allein bilden, eine eventuell ausgeartete Teilebene bilden.
Ist nun I"==f, so muB} diese Teilebene mindestens ein Element enthalten, ja
nach (a’) sogar mindestens einen Punkt und mindestens eine Gerade. [k=5 -1
und v=n(n-+1)-+1 sind ndmlich teilerfremd.] Ferner ist diese Teilebene
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ausgeartet, und es gibt in ihr eine ausgezeichnete Gerade g, die mit allen
Punkten, und einen ausgezeichneten Punkt P, der mit allen Geraden der
Teilebene inzident ist. Die aus der ausgezeichneten Geraden g allein bestehende
Klasse nennen wir g. Offenbar ist |g| =1, also folgt aus (G1) fiir alle ¥
mit (X¥g) <=0, daB (¥g) =|ZX| ist. Da aber fiir alle X entweder || =1 oder
| ] =0mod p gilt, ergibt sich aus (G2) die Kongruenz F=k=# -1 mod p.
Wegen (12) ist aber auch F=v=un(n+1)+1 modp. Subtraktion dieser
beiden Kongruenzen ergibt #2=0 mod p, also ist p|#, q.e.d.

3.3. Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
von taktischen Zerlegungen

Aus der Matrix-Grundgleichung (M3), die schon beim Beweis von Satz 9
wesentlich benutzt wurde, lassen sich noch sehr viel weitergehende Folgerungen
ziehen. Betrachtet man ndmlich z.B. die (symmetrischen) Matrizen G und
ABP=APJP+nP als Koeffizientenmatrizen zweier quadratischer Formen
g(x)=2"Gx und A(y)=yTABPy, wobei x und y unbestimmte tstellige
Spaltenvektoren sind, so folgt aus (M3), daB die Substitution x=Ay die
Formen g und % ineinander iiberfithrt. Man nennt solche Formen und auch
die zugehorigen Matrizen komgruent, wenn die Substitutionsmatrix 4 regulir
ist. Die Beziehungen (M3) liefern also wegen Lemma 7 die Kongruenz von
G mit APJP+»P und die Kongruenz von P mit AGJG-+#G iiber dem
Korper der rationalen Zahlen. MiNnkowskI und Hassg haben nun notwendige
(und hinreichende, diese letstere Tatsache interessiert uns hier aber nicht)
Bedingungen fiir die rationale Kongruenz von Matrizen aufgestellt. Diese
Bedingungen kénnen wir auf unseren Fall anwenden. Der Formulierung des
(recht komplizierten) Ergebnisses dieser Anwendung der Hasse-Minkowski-
schen Theorie auf (M3) miissen wir einige Definitionen vorausschicken.

Es sei p eine'ungerade Primzahl und 4 und & zwei beliebige von Null
verschiedene ganze Zahlen. Sodann ist a =a'p*, b=>5'pf fiir gewisse a’, b’ ==
0 mod p und «, # = 0. Wir definieren das p-Hilbert-Symbol (a, b), von a und b

durch ‘

(@,8)y = (—1[p)* (@'Y (0| p);
hier bedeuten (—1|4), (a’|$), (¢’| #) Legendresche quadratische Restsymbole.
(Ftr andere Moglichkeiten der Definition des Hilbert-Symboles sowie fiir die
Beweise der unten angegebenen Rechenregeln fiir Hilbert-Symbole vergleiche
man etwa Jones [1I], Chapter 2.) Das Hilbert-Symbol hat die folgenden

Eigenschaften:
(a,b),= (b, a),

{ar?, bs?), = (a, b)p_

(a,b¢), = (a, b}y (a,¢)p

(ar,br)y = (a,b), (v, —ab),
(@,a —1)p=(a,a)y=(a, —1),
(a,1), =

6¥
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Wir fithren noch folgende fiir das weitere bequeme Abkiirzungen ein:

(14) —n+/’LZig,] n,-:nngl[gsf[ (t=1,...,%

und bemerken, daB y,=m, =%+ Av =£%%*=(n 4 A)2. Das angekiindigte Haupt-
resultat lautet nun:

Satz 11. Die Punkitklassen B; und die Geradenklassen g; (=1, ...,1>1)
einey taktischen Zerlegung einer A-Ebene der Ordnung n geniigen den folgenden
Beziehungen:

)

(m, (— 1)l=D =22 }:[1(1:?“13717 | g»Ei+1|>¢) (]151“ 9

i=1

t—1

1—1
(H) = (n’ Vl ,1:—1[ I gH‘l It) H 71: l gll I gi+1| y1+1)p

=1

= (’”: 711}1 IEBH—IVL zg (”Ti: —P’BJ | $i+1] 7'51'+1))p

fiir jede ungerade Primzahl p.

Beweis. Der oben erwihnte Hasse-Minkowskische Satz lautet in der fiir
unsere Zwecke bequemsten Formulierung:

Gibt es zu zwei -rethigen gamzzahligen symmetrischen Matrizen R und S
eine ganzzahlige regulive Matrix C derart, daff CRCT =S ist, so gilt fitr jede

ungerade Primzahl p:
-1 t—1

IT (R, — Ripa)p= 11 (Si, — Sis)ps

=1 %
hierbei bedeuten R; und S; die i-ten Hauptminoren von R bzw. S.

(Zum Beweis vergleiche man HassEe [9] oder auch Jowngs [11], Chapter 2.)
Dieser Satz ist wegen (M3) und Lemma 7 auf die Matrizen P und AGJG+nG
bzw. G und APJP+nP anwendbar Wie haben die Hauptminoren dieser

Matrizen zu berechnen. Es ist klar, daBl P, = H | B, G;= I] | g;| ist, denn P
und G sind Diagonalmatrizen. Weiter ist /=1

(APJP-+nP)=(AP] -+ nE);P;= (A B); P

wegen (M2); und analog folgt (AGJG+nG);, =(BA);G;. Auf dieselbe Art
wie im Beweis von Lemma 7 fiir det.A B kann man weiter zeigen, da3

I
N

@B == (o 221 =
f=

und (BA);=y;#** ist. Der Hassesche Satz gibt also die Beziehung:

=1 i1 '
A1 (B, — Bia) = Iz (i G W yiga Gy
(1 5) i—1 $—1 .
(G;, —Gipa) U Yo, B, 0t 40 Biy) -
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Dabei haben wir den Index p der Hilbert-Symbole weggelassen, was nicht zu
MiBverstindnissen fithren wird. Die rechte Seite der ersten Gl. (15) IaBt sich
unter Benutzung der Rechenregeln (13) fiir Hilbert-Symbole in folgende drei
Produkte aufspalten:

t—1

(0 s, m i) (i, Gigd) (Giy moyig) 1_71 (Gi, — Giga)

[

T
L

If
-
I
-

i

Das erste dieser Produkte wird weiter zerlegt in
=1 _ T 1—1
[[Il (it — ”1)} (1) [171 (s> ”2(%1))} (=% %) H(?’z‘, —¥i-1)
1= 1=

(M’ _1)“ 1 (t=2)f )H(yw %~1
Das zweite Produkt wird gleich

—1 . .
(Gy, myy) [I_Iz (E v ”1'2%'—1)] (n =2y, _1, G)
§—-1 i
— (10 ) Isul 70 020, 6) [T (H g, ca2s)

= (n, ]glth (]91! Y1) (Vi 1:]91!@ (!97] H?’z 17’t+1)

= (n, | g Gf){g i, gl l9i+1|)‘

Genaun so 14Bt sich die zweite Gl. (15) behandeln, es folgt also:

~
,_.

. P _"P1+1 (G '—Gi+1)

fu=

-1
(16) = (n, (—1)E D=2 o [ g, Gt)g ir — 18l | Bina| Vi)

t—1
= (n, (— )t D0 7 | Fa B) IT (o, — 9Bl | Bia] 7i4)-

Da B, =|B;,,| Bist, 148t sich auf die Hilbert- Symbole im ersten der Produkte
(16) noch einmal die vierte Rechenregel (1 3) anwenden:

~
|

1 . t

(17) (‘Pia*‘e‘—}—l) (Gi’—C1+l)‘ ISBH—II zzlgi{-ll)'

7 i=1

li
A

Aus (16) und (17) folgt die behauptete Beziehung (H) nun ganz einfach.
Wir bemerken noch, daB die Beziehung (H) sich im Falle einer symmetri-
schen Zerlegung, d.h. wenn ;| =|g,| fiir alle ¢, auf folgende einfachere
Form reduziert:
t=1

(Hs) ~(": (—)e-ne-2e 712 l9i+1’t)p :_g vir = il | 81| vii)s

7
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Die GIn. (H) sind notwendige Bedingungen fiir die Existenz einer taktischen
Zerlegung mit vorgegebenen |R;| und |g;|. Sie enthalten alle bisher bekannten
Nichtexistenzsitze fiir A-Ebenen.. Wir geben hier nur ein Beispiel:

Folgerung (Satz von BRuck und RYSER [4], theorem 1). Hat eine endliche
projekiive Ebene die Ordnung n=1 oder 2mod 4, so ist jede im quadratfreien
Teil von n asufgehende ungerade Primzahl von dev Form 47 4-1.

Beweis. Man betrachte die triviale taktische Zerlegung der Ebene in lauter
Klassen mit je einem Element. Dannist{=v=#2+#n-+1und (t —1) ¢ —2)/2=
—1 mod 2; ferner gilt, da A=1, daB y;=n--4,1=1, ..., ¢. Da die Zerlegung
natiirlich symmetrisch ist, ist (H;) anwendbar. Es ergibt sich:

0, =B+ 1Dy = I 04, = [ 11

Mit der dritten und fiinften der Rechenregeln (13) folgt weiter:
=1

(18) (1, — 1), (n 41, — 1)1,:_12(% i, =)y (i1, — 1),
=

FaBt man nun die rechts stehenden Hilbert-Symbole in geeigneter Weise
zusammen und beachtet man noch, daB #-¢=#--v=(n+1)? ist, so bleibt
wegen der zweiten und der letzten der Regeln (13) auf der rechten Seite von (18)
nur (n-+1, —1) tibrig. Also folgt (#, —1),=1 fiir alle p. Ist nun p ein Teiler
des quadratfreien Teiles von #, so daB #=u'$" mit #'E=0mod 4 und
m=1mod 2 wird, so ergibt sich aus der Definition des Hilbert-Symbols
schlieBlich, daB (—1|p) =1, also p von der Form 47 41 ist, q.e.d.

3.4. Vollsymmetrische taktische Zerlegungen

Die Anwendung der Beziehungen. (H) ist im allgemeinen recht kompliziert
und erfordert viele Fallunterscheidungen. In der folgenden Untersuchung,
bei der wir uns-ah sich auch auf die Beziehungen (H) stiitzen kénnten, schlagen
wir daher einen anderen Weg ein.

Eine taktische Zerlegung einer beliebigen A-Ebene soll vollsymmetrisch
heiBen, wenn alle ihre Klassen gleichviele Elemente enthalten. Vollsymmetri-
sche taktische Zerlegungen werden insbesondere von halbtransitiven (Defi-
nition in [15]) Kollineationsgruppen erzeugt, also z.B. von zyklischen Kollinea-
tionsgruppen mit Primzahlordnung ohne Fixelemente. Bei der Behandlung
der- volisymmetrischen Zerlegungen 148t sich die schwerfdllige Behandlung
mit (Hy) durch eine andere Methode ersetzen, deren wesentliches Hilfsmittel
folgender von CHOWLA und RysER stammender Satz ist:

Es set t>1 ungevade unl a, b>0 ganze Zahlen. Gibt es sodann eine t-reihige
Matrix C devart, daf CCT =a ] 4-bE ist, so besitzt die Gleichung

ba? 4 (— )N gy — 52

nichttriviale ganzzahlige Losungen x, v, z.
Zum Beweis vergleiche man [6], theorems 4, 5.



Verallgemeinerungen von Transitivititsklassen endlicher projektiver Ebenen 87

Wir benutzen dieses Resultat zum Beweis des folgenden Satzes:

Satz 12. Es sei € eine A-Ebene dev Ovdnung n und I eine vollsymmetrische
taktische Zerlegung von € mat t=1¢(I")>1. Ist sodann t gerade, so ist n eine
Quadraizanl. Ist t ungerade und bezeichnet s die Anzahl der Elemente jedey
I-Klasse, so gili:

(i) Fiir die ungevaden Primieiler p des quadraifreien Faktors (As)* von As
ist n=0mod p oder (n|p)=1.

(1) Fiir die ungeraden Primiciler p des quadratfveien Faktors n* von n ist
As=0mod p oder (As|p) = (—1)¢-DE-DA,

Die jeweils erste Alternaiive tritt dabei hichstens dann auf, wenn A>>1 ist.

Beweis. (a) DaB # fiir gerades ¢ ein Quadrat sein muB, ist ein Spezialfall
der Folgerung von Satz 9. Da alle |X|=|z|=s, folgt aus (G1), daBl (Xr)=
(xX) firr jedes Paar ¥, ¢ von I-Klassen gelten muBl. Das bedeutet gerade
B=AT. Weiter ist P=G=sE, also PJ=GJ=s]. M2) ergibt nun:

AAT=As] 4+ nE.

Da A iber dem Korper der rationalen Zahlen regulir ist, ist der Chowla-
Rysersche Satz mit ¢ = As und b =# anwendbar. Es gibt also ein nichttriviales
Tripel x, y, z ganzer Zahlen mit

(19) WAt (— )62 gyt — g2,

(b) Es sei nun As=s*7% und s* quadratfrei. Division von (19) durch das
Quadrat des g.g.T. von %, 7y, z ergibt eine nichttriviale Gleichung

nét'z + (_ 1)(t—1)/2 3*772 =2,

in der &, , { teilerfremd sind. Ist nun 75]3*, so folgt zunéchst (p, &) =1, denn
aus p|& und p|s* wiirde p|¢2, also p2|C2 folgen. AuBerdem wire $2|&2, also
auch p?|s*n2. Da s* quadratfrei ist, wiirde daraus p]n folgen, d.h. £,y und ¢
hatten den gemeinsamen Teiler p, im Gegensatz zu der Voraussetzung. Es
gibt also eine ganze Zahl p mit p&=1 mod p; Multiplikation unserer Glei-
‘chung mit p? ergibt

(00)2 = n(&)2 + (— 1) V2 s* (9y)2=nmod p,

und daraus folgt, dafl entweder n=0mod p oder (n|p)=1 ist.

(c) Aus (19) folgt durch Division mit dem Quadrat des g.g.T. von mx, , 2,
wobei # =#*m? mit quadratfreiem »*, eine nichttriviale Beziehung

M*§2 _!_ (_ ,1)(t—l)/2 lsn‘z — CZ

mit teilerfremden &,#,{. Daraus ergibt sich wie unter (b), daB entweder
As=0mod p oder ((—1)*~V"% 1s|p) =1 sein muB fiir jeden ungeraden Prim-
teiler p von #*; wegen (—1|p) = (—1)#~"? folgt daraus die Behauptung (ii)
von Satz 12. [Die Beweisteile (b) und (c) sind Pickert [12], S.297 nach-
gebildet.]
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(d) Es bleibt zu zeigen, dal im Falle A =1 die Zahlen # und As=3s teiler-
fremd sind. Das aber folgt sofort aus der Teilerfremdheit von v =#n{n 4 1) +1
und » sowie der Tatsache, daBl v =s¢. Damit ist Satz 12 vollstdndig bewiesen.

Fiir den Fall, daB3 I" die triviale taktische Zerlegung ist, deren sdmtliche
Klassen aus einem Element bestehen, ist die Aussage (b) von Satz 12 dqui-
valent zu den von CHOWLA und RYSER bewiesenen notwendigen Kriterien
fiir die Existenz von A-Ebenen. Satz 12 besagt die Nichtexistenz von voll-
symmetrischen taktischen Zerlegungen in vielen endlichen projektiven Ebenen,
deren Ordnung keine Primzahlpotenz ist ; z. B. kann eine Ebene der Ordnung 10,

- wenn sie existiert, keine vollsymmetrische Zerlegung besitzen, wie man leicht
nachpriift.

Zum AbschluB leiten wir aus Satz 12 einige rein zahlentheoretische Fol-
gerungen her:

Satz 13. Es set p eine ungerade Primzahl, w=p" mit ungeradem v, und
v=mn2-Fn--1. Sodann gilt fiir alle ungeraden Primieiler q von v:

() (plg) =1
und fiir alle echien Teiler d von v:

(b) (@) = (— 1)p=bie=ame,
() Aus v=—1mod 4 folgt (d|p)=(—d|p)=1.
(d) Aus p=1mod 4 folgt (d|p) =1.

(e) Aus (d|p)= —1 folgt p=d=—1mod4.

Beweis. Es sei € die Desarguessche projektive Ebene der Ordnung #. Nach
einem Satz von SINGER {[I4]; fiir den Beweis vergleiche man auch PICKERT
[12], S.303) ist € zyklisch, d.h. es existiert eine auf den Punkten von €
transitive zyklische Kollineationsgruppe I” von €. Da abelsche transitive
Permutationsgruppen regulir sind (vgl. WigLanDT [15], S.9), muB I" die
Ordnung v haben. Es sei o ein erzeugendes Element von I" und 4 ein echter
Teiler von v. Sodann erzeugt die von ¢? erzeugte Untergruppe 4 von I eine
vollsyminetrische taktische Zerlegung von € mit ¢(4) =4 und s=1v/d.

Fiir jeden echten Primteiler ¢ von v 148t sich nun & so wihlen, dal ¢ im
quadratfreien Faktor von s aufgeht. Also ist (n|g)=1 nach Satz 12, (i);
wegen A=1 kann ndmlich nicht #=0mod ¢ sein. Aus #=2" und =251
folgt sodann (p|g)=1, d.h. die Behauptung (a).

Der quadratfreie Faktor von # besteht aus der Primzahl p allein; die Be-
hauptung (b) ist gerade die Aussage (ii) von Satz 12.

Ist v=#n2-} n-1=—1mod 4, so folgt »=1mod 4, da p ungerade, und
weiter p=1mod 4, da 7 ungerade ist. ‘Also ist (—1|p)=1 und folglich
(@) $) = (@|$) (—1]p) = (—d|p). Da andererseits nach Satz 13, (ii) eines der
Legendre-Symbole (4] p), (—d|p) gleich Eins sein muB, folgt die Behauptung (c).

Die Behauptungen (d) und (e) sind ebenfalls direkte Folgerungen der Aus-
sage (ii) von Satz 12.
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