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Einleitung. 
Im folgenden bezeichne G ein yon einer geschlossenen Jordankurve 

begrenztes Gebiet in der w-Ebene, z-----~(w) eine Funktion, die G auf 
das Innere des Einheitskreises umkehrbar eindeutig und konform abbildet. 
Bekanntlich hat H. A. Schwarz bewiesen, dal~, wenn C eine analytische 
Kurve ist, ~ (w) auch noch auf der Randkurve C selber analytisch ist. 
Insbesondere ist dann  also auch ~ ( w )  in G @ C stetig und besitzt dort 
Ableitungen yon beliebig hoher Ordnung. Painlev61 ) hat nun (1891) zum 
ersten Male die Frage aufgeworfen, unter welchen aUgemeineren Annahmen 
tiber die Randkurve C von G die Funktion ~ ( w )  in G + C stetig ist, 
und wann sie dariiber hinaus dort Ableitungen -- bis zu einer bestimmten 
Ordnung P ~ 1 - - b e s i t z t .  Die Stetigkeit yon ~ (w) in G + C bewies er 
unter der Annahme, dab C stiickweise stetige Tangente hat; s e in  auf die 
Existenz der Ableitungen beziigliches Resultat lautet folgendermaflen: Ist C 
durchweg dutch die Gleichung 

( r)  w = 

gegeben, wo s die ldng8 C gezdhlte Bogenldnge ist, existieren /erner die 
Ableitungen x("+2)(s), y ( "+ ~) ( s )u n d  sind diese durchweg au/ C stetig, 
so existiert durchweg in G @ C q~(")(w) und ist dort stetig~). 

SpKter (1909) hat Herr Lichtenstein s) tiber die erste Ableitung ~ ' (w) 
yon q~(w) ein wesentlich sch~rferes Resultat hergeleitet: er zeigte, dal] 
bereits unter der Annahme, daft die Randkurve C yon G stetig gekri~mmt 
ist, q/ ( w ) in G :~ C existiert und stetig ist und daft dariLber hinaus ~o'(w), 
das ja wegen der Schliehtheit der Abbildung z =q~ (w) in G nicht ver- 
schwindet, auch in G @ C nirgends gleich Null ist. Insbesondere folgt 
hieraus, dal3 es zwei positive ̀  Zahlen #l und /% gibt, so dal~ fiir alle w 
in G + O  

0 < I 

gilt. Ist w----f(z) die zu z - - ~ v ( w )  inverse Funktion, die also den Ein- 
heitskreis auf G abbildet, so folgt hieraus offenbar die Existenz und Stetig- 

1) p. Painlev6, Comptes rendus de l'Acad6mie des Sciences de Paris 112 (1891), 
p. 653--657. Dort wird auch auf seine Th~se hingewiesen. 

*) Sind die Annahmen dieser S~tze nur li~ngs eines Bogens erfiillt: ,so gelten die 
in ihnen ausgesprochenen Behauptungen gleichfalls auf diesem Bogen. "Wir haben 
die obige Formulierung nur der Kiirze halber gewi~hlt. Analoges gilt yon den weiter 
unten genannten S~tzen yon Lichtenstein, Kellogg und Lawrentieff. 

- a) L. Lichtenstein, Zur Theorie dcr linearen partiellen Differentialgleichungen 
des elliptischen Typus, Math. Annalen 67 (1909), S. 559--575, s. insbesondere 8. 561 
bis 563. Dort wird dieser Satz als Hilfssatz ftir die weiteren Untersuchungen her- 
geleitet. 
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keit yon f'(z) in der abgeschlossenen Kreisscheibe [z~___< 1. Vorher hatte 
Herr Korn 4) dieses Ergebnis unter Hinzunahme weiterer Voraussetzungen 
fiber C hergeleitet. 

Einige Jahre darauf (1912) hat O. D. Kellogg 5) die Frage nach der 
Existenz und Stetigkeit der Ableitungen yon q (w) wieder aufgenommen 
und ist so zu noch weitergehenden Result aten gelangt. Diese Frage, die 
ja, potentialtheoretiseh formuliert, auf die Frage nach dem Verhalten der 
AbleitungeIi der Greenschen Funktion yon G auf dem Rande hinausl~uft, 
wird bei Kellogg im Rahmen einer allgemeineren Untersuehung fiber das 
Verhalten der LSsung der erstenRandwertaufgabe der Potentialtheorie und 
zwar fiber das Verhalten ihrer Ableitung auf dem Rande des Definitions- 
gebietes behandelt. Die in dieser Arbeit eingesehlagene Methode ist rein 
Potentialtheoretisch und benutzt die Theorie der Integralgleichungen. Er 
bewies den folgenden Satz (der iibrigens auch flit mehrfach zusammen- 
h~ingende Gebiete gilt; wit formulieren ihn nur fiir unser einfach z usammen- 
hiingendes Gebiet G): Die Randkurve U von G m6ge durchweg eine sich 
stetig drehende Tangente besitzen und unter Zugrundelegung der Bogen- 
ldnge als Parameter dutch die Gleichung (1) dargestellt sein. Ferner mdge 
w(s)  n-real stetig di//erenzierbar sein und w('~ mdge dariiber hinaus 
gleichmdi[3ig au] U einer Lz'pschitzbedingung mit dem Exponenten ~, 0 < a < 1, 
geniigen '" 

[w(")(sl) -- w(~)(s~)l s K Is , -- s~] ~ (K Konstante). 

Dann existieren durchweg in G + C die Ableit~ngen ~(')(w) (v = 1, 2, . . . ,  n) 
sind dort stetig, und e# gilt dariiber Mnaus in G ~ U 

I~(")(wl) -- ~(")(w,z) i s K'] w 1 -- w,I ~ ( g '  gonstante): 

Hieraus folgt insbesondere fiir n -- 1 die Existenz und Stetigkeit von ~' (w) 
in G ~-U. Dariiber hinaus bewies Kellogg, dab q'(w) nirgends in G ~ U 
verschwindet. Ferner zeigte Kellogg dutch Angabe eines Beispiels, dab die 
Existenz einer endlichen oder yon "0 versehiedenen ersten Ableitung noch 
keineswegs aus der Annahme der blol~en Stetigkeit der Tangente in der 
Umgebung des betrachteten Randpunktes allein folgt. (Er betrachtet die 
durch z lgz in der Umgebung des Nullpunktes vermittelte Abbildung ge- 
eigneter Gebiete.) 

4) A. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie Bd. 2 (1901), S. 348--354. Herr Korn 
hat sieh vor allem auch mit analogen-Fragen im Raume besehi~ftigt (vgl. den Enzy- 
klopgxlieartikel yon Herrn Lichtenstein). 

5) O. D. Kellogg, Harmonic functions and Greens integral, Transactions of the 
Americ. Math. Society 13 (1912), pp. 109--132. Siehe auch L. Lichtenstein, Encyklo- 
piddle der math. Wissenschaften, Bd. II, HI, 1%uere Entwickelung der Potentialtheoric. 
Konforme Abbildung. 

21" 
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W~hrend in den bisher genannten Untersuchungen nach dem Verhalten 
der Ableitung yon T (w) auf einem Bogen der Kurve G gefragt wird, lJings 
dessen durchweg gewisse Regularit~tseigenschaiten der Kurve angenommen 
werden, kommt in der Literatur auch die Frage vor, wie sich die Ableitung 
yon ~ (w) in einzelnen Punkten verh~lt, die gerade gegenfiber ihrer Um- 
gebung ,,smgulare Pun~e shad. So hat Herr Lichtenstein e) (ein Jahr vor 
dem Erscheinen der Kelloggschen Arbeit) die Frage nach dem Verhalten 
der Ableitung in einer Eeke aufgewoffen, die yon zwei in einem Pun~e 
w ~ w~ yon C zusammensto~enden bis auf die Endpunkte analytischen 
Kurvenzweigen yon C gebildet wird. Im Punkte w~ erleidet die yon 0 
verschiedene Krfimmung einen Sprung. Er bewies, da~, wenn die Ecke die 
O/]nung 7t~, 0 < �9 ~ 2, hat, in der Umgebung yon w 1 /iir w in G ~ G 

1 

(w wl) - -lvo(w) 
ist, wo q~(w) eine stetige Funktion und q~o(wl),~ 0 ist. Analoge Siitze 
hat er auch flit hShere Ableitungen hergeleitet. Aus diesem Resultat folgt 
lgicht, dall der Grenzwert 

lira ~ (w) - ~ (w,) 
w-~wj (w-w1) 1/~ ' 

der fiir eine Ecke einen Ersatz fiir die Ableitung bildet, existiert. Zwei 
Jahre spiiter haben Osgood und Taylor 7) das obige Resultat yon Herin 
Lichtenstein auf anderem Wege bewiesen, und zwar mit einer Methode, die 
sich ohne weiteres auf Ecken anwenden 1Kilt, die yon zwei stetig gek:tiimmten 
Kurveniisten gebildet sind. 

In neuerer Zeit (1927) bat Herr Lawrientieff s) eine C.R.-Note ver- 
5ffentlicht, in der er (ohne Beweis) unmr anderm auch einige Resultate 

tiber das Randverhalten des Diflerenzenquotienten I ~ (w)-  r mitteilt. 
W ~ W t 

Wir erwiihnen vor allem den Satz, dall dieser DifIerenzenquotient zwisehen 
zwei positiven Sehranken bleibt, wenn C durchweg stetige Kriimmung be- 
s i tz t .  Dieser Satz geht zwar weniger weit, als der entspreehende Satz yon 
Kellogg; Herr Lawrientieff fiihrt a~er seinen Beweis, wie er angibt, auf 
rein funktionentheoretisehem Wege, und zwar benutzt er einen Hilfssatz, 
den auch wir im folgenden verwenden werden (den Satz yon LSwner w 1, 

a) L. Lichtenstein, Uber die konforme Abbfldung ebener, analytiseher Gebiete 
mit Ecken, Journal fiir Mathematik 140 (1911), S. 100--119. Siehe auch den in Full- 
note 5) zitierten Encyklopiidieartikel yon Herrn Lichtenstein. 

�9 ) W. F. Osgood und E. H. Taylor, Transactions of the Amerie. Math. Society 14 
0918), pp. 277--298, s. insbesondere S. 282--283. 

s) Lawrentiett, Sur la repr6sentation r Comptes rendus de l'Acad6mie 
des Sciences de Paris 184 (1927), p. 1407. 
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Satz A). Der Beweis yon Herin Lawrientieff hat vermutlich mit unserem 
Ansatz einige Berfihrungspunkte gemeinsam. -- Ein weiteres Resultat, das 
sich auf Kurven mit stetiger Tangente bezieht, besprechen wir weiter unten 

(Kap.  I, w 6, Satz 6 ) .  
Auf eine weitere Fragestellung, die mit den oben geschilderten 

Frage n zusammenh~ingt und in neueren Arbei~n der Herren J. Wolff, 
C. Carath~odory, E. Landau und G. Valiron behandelt worden ist, gehen 
wir weiter unten eim 

Die vorliegenden Untersuchungen sind nun aus den Versuchen hervor- 
gegangen, den Kelloggschen Satz und vor altem den auf die erste Ableitung 
bezfiglichen Tell dieses Satzes auf rein funktionentheoretischem Wege zu 
beweisen. Diese Versuche lassen sich an eine allgemeinere Fragestellung 
anknfipfen, die wir in folgendem behandeln und so formulieren wollen: 
Die Randkurve C mdge in einem Punkte P (w = wl) eine Ecke der O/l- 
hung ~t~, 0 < ~ 2 ,  besitzen. Bekanntlich ist qv(w) in G ~ C stetig. 
Wie verhdlt sich dann der ,,Di/]erenzenquotient" 

(2) q ( w ) - r  
( w -  wl) 1/~ ' 

wenn w --* w 1 (w # wl) in G -4- C konvergiert ? (Fiir ~ ----- 1 ist (2) der 
gewShnliehe Differenzenquotient von ~o (w) in w = wr) Insbesondere hart- 

�9 delt es sich dann darum, mSgliehst einfache geometrische Bedingungen 
fiber die Natur der Randkurve (7 in der Umgebung yon wl dafiir an- 
zugeben, dal~ (2) zwisehen zwei positiven Sehranken bleibt -- wir sagen 
dann, C besitzt in P eine ,,kon/orme Ecke" 9) _ und dal~ ferner der 

lim r (w)-  r (w~) existiert. -- Nachdem wir so Kriterien fiir die Existenz 
w--,w~ (w-w1)1~ ~ 
der Ableitung gefunden haben, fragen wit weiter, wann diese liings eines 
Bogens yon (7 stetig ist. In dieser Abhandlung besch~iftigen wit uns nur 
mit der Untersuehung der auf die erste Ableitung bezfigliehen Fragen. 
Das Verhalten der h5heren Ableitungen soll einer zweiten, dieser folgenden 
Mitteflung vorbehalten werden. 

Es sei bier noeh gleieh auf eine etwas andere Auffassung dieser Frage- 
stellung hingewiesen. Ist w ~ - f ( z )  die zu z = ~(w)  inverse Funktion, so 
liefert f(e~a), --Tt ~ t~ <_ ~t, eine Parameterdarstellung der Kurve C ver- 
mittels des Parameters v~, die in gewisser Beziehung als eine ,natiirliche" 
Parameterdarstellung der Kurve C angesehen werden kann, da sie j a  immer 

0) Der Begriff der konformen Ecke sowie der weiter unten zu besprechende 
Begriff der generalisierten koniormen Ecke wurde yon Herrn Ostrowski in seiner 
Arbeit: Uber quasianalytische Funktionen und Bestimmtheit asymptotischer Ent- 
wicklungen, Acta Math. 53 (1929), S. 234 bzw. S. 244, 245 eingeffihrt. 
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vorhanden ist und bekanntlieh gewisse ausgesoichnete Eigensehaften besitzt. 
Die~obige Frage naeh der Besohr~nktheit des Differenzenquotienten (2) 

naeh oben und unten bzw. naeh der Existenz des lira ? ( w ) ~ Q  l~iuft im 
- -  1 !  ,~--,w, ( w -  w,) 

wesentliehen, wenn f(1) = w~ angenommen wird, auf die Frage nach der Be- 

sehr~nktheit des Differenzenquotienten I f ( e ' : ) ~ f  (1)1 nach oben und unten 

bzw. auf die Existenz des lira f (d% - f(1 ) ~-~o 0r . hinaus.Es sei nun w(t), - - T ~ t < T ,  

eine andere Parameterdarstellung unserer Kurve C, w (0)----w i. Man kann 

io  oson o o aos t 
nach oben und unten bzw. der Existenz eines endlichen und yon 0 ver- 

Iw( t ) -w(O)l  "~ 1) 
sehiedenen t-~olim I t !" aueh die entspreehenden Tatsaehen fiir f(~ )~- f( 

folgen, d. h. ob der dutch die konforme Abbildung gelieferte Parameter 
o~ �9 ~ ebenso ,,leistungs]ghgg wie d n  anderer Parameter ist. Wie das eben 

genannte Kelloggsohe Beispiel zeigt, ist dies -- bei dieser Formulie- 
rung der Frage -- nicht der Fall. Wit werden jedoeh sehen, dall dies 
in einem gewissen Umfange doch zutrifft, wenn die Frage etwas anders 
gestellt wird. -- 

Es hat sieh nun als zweekm~il3ig erwiesen, die F rage naeh dem Ver- 
halten des Differenzenquotienten (2) noch weiter zu gliedern, mad zwar 
den ,,allseitig" genommenen Diiterenzenquotienten yon dem ,,ira Winkel- 
raum" gebildeten Differenzenquotienten (2) zu untersoheiden. Wit sprechen 
dabei im folgenden yon dem Verhalten einer in G ~lefinierten Funktion ~ (w) 
bei allsdtiger Anniiherung yon w an den Randpunkt w~ yon G -- und 
also auch yon dem des .allseifig 

(w) - ~ (wl) = v2 (w)  - -  wenn w (=~ 
(w - w~) 1/~ 

finitionsbereieh yon ~(W) gegen w 1 

genommenen Differenzenquotienten 

wa) i n beliebiger Weise in dem D e -  

konvergiert. Insbesondere soll aus- 
driicklich die Anniiherung yon w an w, liings C dabei zugelassen sein, 
wenn ~ (w) -- wie z.B. der Differenzenqu0tient - - a u f  C (mit eventueller 
Ausnahme yon w~) definiert ist. Wir sprechen ferner yon dem Verhalten 

d e r  Funktion V~(w) bei Ann~herung yon w an w a , imWinke l raum" ,  wenn 
w----~wa innerhalb eines ]eden Winkelraumes konvergiert, der yon zwei von 
w 1 ausgehenden mit is einem an w 1 anstol~enden Stiick ganz in G ver~ 
laufenden Strahlen gebildet ist. 

Die Frage nach der Existenz der im Winkelraum gebildeten Ableitung 
ist in den oben genannten Arbeiten yon Herrn Carath6odory und Herin Valiron 
behandelt worden. Allerdings braueht bei diesen Untersuchungen G nicht 
als ein yon einer Jordankurve begrenztes Gebiet vorausg~etzt zu werden, 
sondern kann-ein wesentlich aUgemeineres einfach zusammenhiingendes Ge- 
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bier sein. Diese Untersuehungen stfitzen sich auf den folgenden Satzl~ " 

a) Ist f (z)  in I z l ~  1 regulgr und absolut ~ 1, so  existiert stets der 

lira 1 - f (z) 
Z-~I~ ---{~'-Z 

wenn z--* 1 , ira Winkeiraum" konvergiert, und ~ ist entweder endlich und 
dann positiv oder co. Im ersten Falle konvergiert auch f t ( z ) -~g ,  wenn 
z--* 1 , ira Winkelraum" strebt. Mit Hilfe dieses Satzes beweist Herr  Cara- 

th~odory vor allem: b) G sei ein ein/ae~h zusammenhdngendes Gebiet, 
P (w ----- wl) ~ ein Randpunkt yon G, w ----- f(z) bilde i zl < 1 au] Gab. Gib$ 
es dann einen Kreis K~, der den Punlrt P mi$ dem Rande yon G ge- 
meinsam hat und dessen Inneres ganz G angehgrt, und /erner einen Krei81(2 , 
der gleich/alls den Punbt P mit dem Rande yon G gemeinsam hat und 
sonst ganz auflerhalb van G Verldu/t, so gib$ es einen Punbt z 1 au/ 
!z --= 1, so daft l'h-nJ(z)='w x ist, wenn z---*z x im Winb.elraum gegen 

w~ lr und f(z) in zx eine im Winlcelraum gebildete Ableitung 
besitzt. Ferner konvergiert f ' (z)--*f '(zl)  , wenn z - *  z a ,,ira Winkelraum" 
strebt. In einer etwas spgte r ersehienenen Arbeit leitet Herr  Va l i ron ' )  einen 
allgemeineren Satz  fiber die Existenz der endliehen Winkelderivierten her, 
bei dem an die Stelle des von ,,innen beriihrenden" Kreises K x des Cara- 
th6odorysehen Satzes Kurven allgemeineren Charakters treten, die im ,Be- 
rfihrungspunkte" P keine endliche Kriimmung mehr bes i t zen .  

In der vorliegenden Abhandlung beschgftigen wir uns, wie gesagt, mi t  
der Frage naeh dem Verhalten des Differenzenquotienten (2) bei allseitiger 
Anndherung yon w an w~ und beschrgnken uns daher nur auf Punkte, 

10) In dieser Form wurde dieser Satz zum ersten Male explizite formuliert und 
bewiesen yon Herrn Carath6odory in seiner Arbeit: Uber Winkelderivierten yon be- 
sehr~nkten analytischen Funktionen, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1929, 
S. 39--54 und unabhangig und nahezu gleichzeitig yon den Herren Landau und 
Valiron mit einem iit~erraschend einfachen Beweis in der gemeinsam verSffentlichten 
Note: A deduction from Schwarz's lemma, Journal of theLondon Math. Society 4, 
March 1929, pp. 162--163. Wie ich durch eine freundliehe Mitteilung yon Herrn Prof. 
Landau effuhr, findet sich dieser Satz implizite in einer bereits 1926 erschienenen 
C.R.-Note (188, S. 500--502) yon Herrn J. Wolff, in der Herr Wolff einen etwas 
anderen Satz herleitet, na~nlich: Aus f(z)  regulgr und absolut ~ 1 fiir I z l ~ 1 und 
f ( z ) -  z~= 0 in l z l ~  1~ folgt die Existenz eines einzigen Randpunktes z = ~, in dem 

s  und f'(z) ffir z-~ ~ ,ira Winkelraum" gegen einen und denselben endlichen 

und positiven Grenzwert konvergieren. Dooh enthglt Nr. 1 bis 5 seiner Note, in denen 
er noch nieht yon der Speziellen Annahme f(z)- -  z ~= 0 in I z [ ~ 1 Gebraueh maeht, 
genau den Beweis des obigen Satzes. 

11) G. Valiron, Sur un th6or6me de JUlia, 6tendant le lemme de Schwarz, Bullet~ 
d~s Sciences mathem. 1929. 
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die au[ freien Jordanbdgen des Randes liegen. Wir d/irfen dann weiter 
annehmen (vgl. I4iifssstz 4 in BTr. 6), dag der Rand yon G eine gesehlossene 
Jordankurve ist. Nur in einem Anhang zu dieser Arbe~t geben wir kurz 
eine Verallgemeinerung der eben erwiihnten Resultste ~iber die Winkel- 
derivierte der Herren Csrath6odory und Vsliron an !~n einem Umfange, 
wie sie die einfache Anwendung der fiber die allseitig gebildete Ableitung 
hergeleiteten Ergebnisse zu formulieren gestattet. -- 

Bei unserer Untersuchung gehen wit folgendermaflen ~or: Unter einer 
�9 geeigneten Annahme iiber die Struktur der Randkurve in der Umgebung 

yon P liil~t sich d~s Verhalten des l~ngs C gebildeten Di~erenzeaquotienten (2) 
dutch dss Verhalten geeigneter in jedem festen Winkekaum gebildeter Ditie- 
renzenquotienten (2) charakterisieren. Um diese Bedingung zu formulieren, 
fiihren wir eine neue Begriiisbildung ein, n~mlich die sog. UnbewaUtheita- 
/unktion J (e) der Kurve C im Punkte P. Damnter verstehen wir fol- 
gendes: Es sei c ein beliebiger Teilbogen von C, der P als inneren Punkt 
enth~ilt. Wit beschreiben darn um P den Kreis k~ mit so kleinem Radius ~, 
daft ko nur den Bogen c trifft, nieht aber den /ibrigen Teil der Kurve C, 
P~ und P~ seien die beiden ,,letzten" Schnittpunk~ yon/~, mit c, die man 
bei der Durchlaufung yon c yon P aus nach beiden Seiten antrifit, /I (e) 
ist dann der Radius der kleinsten abgeschlossenen Kreisscheibe, die beide 
BSgen PP~ und PP~ yon c enthiilt. Die Unbewalltheitsfunktion zl (e) 
braucht nur fiir hinreichend kleine Werte yon e definiert zu sein und ist 
im folgenden Sinne unabh~ngig veto Bogen c: ersetzt man c durch einen 
grSBeren c umfassenden oder einen ldeineren in e enthaltenen Bogen (der 
gleichfalls Pa l s  inneren P n u ~  enthiilt), so hat zl (e) fiir hinreichend kleines 
immer denselben Weft, Unabh~ngig davon, welcher Bogen zur Definition 
zugrunde gelegt wird. Die oben genannte Bedingung besteht nun darin, 

daft wir veflangen, der Quotient ~(*), der ja seiner Definition nach :> 1 

ist, sell nach oben bescl~inkt sein oder, wie wit sagen wollen, C soil in P 
,linear unbewaUt" sein. Die dieser Bedingung zugrunde gelegte anschau- 
hche Vorstellung ist die, d ~  die Kurve C in der Umgebung des Punktes P 
keine allzu starken ,,Schwankungen" macht. Es stellt sich n~imlich heraus, 
dal~ notwendig dafiir, dag der Ditierenzenquotient (2) zwischen zwei posi- 
tiven Schranken bleibt bzw. einem Grenzwert zustrebt, ist, da~ ~ (e) = 0 (e) 

bzw. limA(e)-~lZS) gilt. Da es uns nun vet allem auf die Frage nach 
~ o  8 

der Besehr~ink~heit bzw. der Konvergenz des Differenzenquotienten (2) 
ankommt, eetzen wit nun yon vornherein daz Beatehen der Relation 

�9 s) Wi t  benutzen  das yon Her rn  Ostrowski eingeffihrte Symbol ~ bzw. ~, um 
das  monotone Zunehmen bzw. Abnehmen  zum Ausdruck zu bringen.  
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kJ(e) = O(~) vora~s. Unter dieser Annatnne leiten wit nun den folgenden 
Satz her, der das flit uns wichtigste. Hilfsmittel mar Untersuchung der 
allseitig genommenen Ableitung darstellt (Satz l und 2): 

Die Haup t~ng le i chungen .  W bezeichne einen yon zwei yon w a 
ausgehenden Etrahlen gebildeten Winkelraum der O/]nung 2~ i  < ~, tier 
in der Umgebung yon w a ganz in G liegt. Dann gibt es zwei Konstanten 
M und M', aowie zu jedem hinreiChend nahe bei w 1 gelegenenw au/ C 
zwei Zahlen R,  R' ,  die mit w---~w 1 gegett 0 konvergieren, 8o da~ Jiir 
alle Punkte c, c' in W i m  Abstande R bzw. R '  vtm w a 

Ml~(c)-v(w,) l  I~(w)-~(w,)l ~ M' I ~(e)-~(w')t  
I c -  w, I a/" - -  I ' ~ -  w, 11/" - -  I e - w ,  I ~/" 

~lt .  Die Ko~tanten M, M'  hangen w~entlich yon ~, ~ = ~ ~ ( Q und V: 
e~O e 

ab. 8ie l~nnen yon w abhdn~'g gemacht werden u ~  konver~eren dann 
1 ' - , 

mit w ~ w~ geg~ --i-_ c~  bzw. ~t" ----S7--~[ I 

Der e~was komplizierte Beweis dieses Sat~.es, dem der w 4 dieser Arbeit 
gewidmet is$, beruht auf einer konsequenteIr mehrmsligen Anwendung des 
bereits oben erwiihnten L~wnersehen Satzes (Satz A, w 1), und erfordert 
eine Reihe yon Hilfssiitzen, die wit zu einem Tell ira w 1 (Hilfssiitze 1 bis 3) 
und zum andern Teil i m w  2 (Hilfssiitze 6 bis 9) herleiten, i Diese Hilfs- 
s~tze shad, wie wit glauben, auch unabhiingig yon diesem Zusammenhange 
von Interesse; sie liefern genauere Abschiitzungen fiir die Bildl~nge eines 
Randbogens bei koniormer Abbildung unter verschiedenen Annahmen iiber 
die Normierung der Abbildungsfunktion. 

Aus diesem Satze leitet man ohne Scllwierigkeit den folgenden Satz 
(Satz 3 ) a b :  E~istiert tier Gcenzwert yon (2), wenn w---~wz.ldn~s einer 
in w~ miindenden Kurve L i'n G strebt, die C nicht b~iihrt, so ist not- 
wendig und hinreichend, damit (2) be/aUsei~iger Anndherun~ yon w an w a 

einen Grenzwert besitzt, da~ A(s)--~l konverfiert (d. h. C in P, wie 
�9 R 

wit  so#en werden, ,regular unbewaUt" ist). 

Es geniigt somit, das Verha]ten des Differenzenquotienten (2) l~ngs 
einer be]iebigen in wa miindenden and die Kurve in Cnicht  beriihrenden 
Kurve L zu kennen, urn - -  unter den Annahmen ~(e)----O(e) bzw. 

lira z ~ ( s ) = 1 -  auf das Verhalten des allseitig genommenen Dit~erenzen- 
�9 ~0 s 
quotienten (2) Riiekselrlii~se ziehen zu k5nnen. 

Um nun das Vethalten des Dif~erenzenquotienten (2) bei der An- 
n~aenmg liings solcher Kurven L zu untersuchen, fiihren wit die soge- 
vannten Vergleir ein. Wit verstehen unte~ einer inneren resp. 
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du~eten Vergleichsbarve ~ bzw. C a yon C in P eine geschlossene Jordan- 
kurve, die den Punkt P mit C gemeinsam hat und sonst nirgends auBer- 
halb bzw. nirgends innerhalb yon C verl~iuft und ira" letzten Falle das 
Innere yon C enth~/lt. Die in der oben genannten Abhandlung yon Herrn 

�9 Carath6odory benutzten Kreise und die allgemeineren Kurven yon Herin 
Valiron k6nnen als solche Vergleichslmrven aufgefaflt werden. 

Es seien G und G 1 aUgemein zwei von den geschlossenen Jordan- 
kurven C und C~' begrenzte Gebiete, yon .denen dan eine his auf den ge- 
meinsamen Randpunkt P im Innern des andern enthalten ist und die 

beide in P eine Ecke (nicht notwendig yon derselben ~3ffnung) besitzen. 
Bildet man G und G 1 beide Male auf das Innere des Einheitskreises ab 
und bildet mit jeder Abbildungsfunktion den in einem festen ~Winkelraum 
genommenen Dii/erenzenquotienten (2), so besteht zwischen den absoluten 
Betr~gen dieser Ausdrticke eine gewiese eigenttimliche Monotonierelation, 
wie man sie ~hn!ich vom Schwarzschen Lemma und seiner Verallgemeinerung, 
dem Lindel~fschen Prinzip, her kennt. Man kann sie etwas unpriizise 
dahin formulieren~ dall der Differenzenquotient fiir das gr~llere Gebiet i m  
wesentlichen gr~$er i s t .  (Die Ungleichung gilt also in der entgegengesetzten 
Richtung wie beim Lindel~fschen Prinzip; N~theres siehe w 6.) Somit .ist 
es also klar, da~ wit Schranken" ftir den allseitig gebildeten Differenzen- 
quotienten (2) finden k~nnen,, wenn wit geeignete Vergleichskurven kon- 
struieren. Auf die Beschr~nktheit des D~erenzenquotienten nach oben 
und unten kommt e s  zungchst vor allem an. Unter den im folgenden 

zu machenden Annahmen werden wit dann die Existenz des lira ~ (w) - ~  (w,) 
w-~w, ( w -  wl)lt �9 

verh~ltnismii~ig leicht nachweisen k~nnen. 
Die Bed~mgung, die wit zur Kennzeichnung 'des  Verhaltens des 

Differenzenquotienten (2) benutzen, besteht also, wie wit zusammenfassend 
sagen kfinnen, aus zwei ,,Komponenten", die nach zwei wesentlich ver- 
schiedenen Richtungen dem Verhalten der Kurve in der Nachbarschaft 
yon P RechnUng tragen: 1. aus tier Bedingung tiber die Unbewallt- 
heitsfunktion, welche die inhere Struktur yon C in der Umgebung yon P 
charak~erisiert und 2. aus der Annahme der Existenz geeigneter Vergleichs- 
kurven, eine Bedingung, die sioh mehr auf den ,,~iui~eren" Verlauf yon C 
in der Umgebung yon P bezieht. Nach dem Obigen erscheint es wohl 
auch yerstKndlich, daIt es ftir Unte~uchungen tiber die Winkelderivierten 
nur auf die zweite Bedingung ankommt (vgl. die oben genannten S~itze 
der Herren Carath6odory und Valiron). 

Die Konstruktion yon Vergleichskurven ftihren Wit nun am Anfang 
des zweiten Kapitels dutch, wo wit den Hauptsatz iiber die konformen 
Ec~en herleiten. Eine genauere Analyse der Bedingung z l ( e ) = O ( e )  
zeigt, dal~ diese Bedingung damit iiquivalent ist,.dall gewisse ausgezeichnete 
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Parameterdarstellungen der Kurve C: w ~  w(t), - - T ~  t <  T existieren, 
und zwar folgender Art: Entspricht .dem Seheitelpunkt P der Ecke der 
Parameterwert ,----0, so gibt es zwei positive Konstanten c x und C1, so 
dall fiir alle , im betrachteten Intervall 

I 
(3) 0 < cl < w(t)-w(O) < C1 

gilt. Wit bezeichnen dann t als einen ,,metrisehen Parameter". Zwischen 
- -  L dem lim A (~) = ~ und dem Quotienten -t- der GrSllen L = lim I w (t) - w (0) I 
~ + o  ~ t - . o  I t l  ' 

1 = l i m  l w(t)-w(~ besteht ein en-ger Zusammenhang. Des weiteren 
t-~o I tl 

ist die Bedingung lim A (t)_ _=_ 1 damit ~iquivalent, dall es einen metrischen 
�9 ~ , 0  e . '  

Parameter ,  gibt, fiir den iiber (3) hinaus auch noch der limlW(t)~w(O) [ 
existiert und positiv is,. t-~o 

Wir nehmen nun an, die Kurve C sei in einer solchen Parameter- 
darstellung dutch einen metrischen Parameter gegeben; 7_, ~'+ seien die 
beiden in P zusammenstoflenden Kurveniiste von C, welehe die Ecke der 
0ffnung :tr  in P bilden, t_, t+ die Halbtarigenten an y_ bzw. 7+ 
in P; ~(t)bezeichne den Abstand. des Punktes W(t) auf ~, bzw. ~,+ 
yon der entsprechenden Halbtangente. Es sei Z ( t )  eine ,,monotone Ma- 
jorante" yon .~ (t), d.h. eine monotone mit t tl ~ 0 selber monoton gegen 0 
abnehmende Funktion, fiir die ~(t).___~ ~ ( t ) i s t .  Z.B. kann X(.t)----~*(t) 
gesetzt werden, wo 

Max ~(o), t > 0 ,  o..__-, 
Max ~(o), t .~ 0, 

O> a >=t 

is,; ~*(t) ist die ,,kleinste" derartige monotone Majorante. 
Wit erlautern nun kurz die Konstruktion der Vergleichskurven fiir 

den Fall der Ecke der 0ffnung • (~=1) ,  da wir alles auf diesen Fall 
vermittelst der Transformation u = ( w -  w~) t/~ reduzieren kSnnen und es 
semi, nut auf diesen Fall ankommt, 

, co 

Wir setzen voraus, dall das Integral dr, o ~ 0 ,  konvergiert. 
o 

Unter diesen Annahmen kSnnen wit zwei im Einheitskreise I zl < 1 reguliire 
Funktionen w = F(z),  w = $'x(z) konstruieren, die Ix I <  1 auf das Innere 
yon geschlossenen Jordankurven abbilden, yon denen die eine innere, die 
andere Kullere Vergleiehskurve yon C in P (w = w~)is, .  Ferner besitzen 
F(z), Pl(Z) im Punkte z = l ,  den sie in w = w l  iiberfiihren, im 
Winkelraum gebildete Ableitungen. 8o gewirmen wit zuniiehst Sehranken 

f i i r  den im Winkelraum gebi!deten und hieraus dann naeh den Haupt- 
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ungleichungen such fiir den allseitig genommenen Dit~erenzenquotienten (2). 
Fiir diese Konstruktion der Vergleichskurven branches wir einen Hilfssatz 
(Hilfssatz 12, w 8), der zu jeder mit It I ~ 0 monoton gegen 0 abnehmenden 
Funktion X(t )  eine andere monotone (und fibrigens stetig differenzierbare) 
Funktion V(t) yon iilmlichem Charakter zuordnet, die schwdcher als X ( t )  
gegen. 0 konvergiert, dsriiber hinaus aber gewisse weitere Eigenschaften 
besitzt (es konvergiert ein gewisses im folgenden benutztes Integral, das 

Integral (8, 2)). 'Dieser Satz hiingt mit dem bekannten Reihensatze zu- 
sammen, dall es zu jeder Reihe mit positives Gliedern eine schwiicher 
konvergierende Reihe mit positives Gliedem gibt; die hier verwendeten 
Uberlegungen liegen abet wesentlich tiefer. 

Nachdem das Vorhandensein einer konformen Ecke in 'P bewiesen 
iSt, folgt - - i m  wesentlichen unter Zuhilfenahme eines potentialtheoretischen 
Hilfssatzes (Hilfssatz 14), den wit zu diesem Zwecke he r l e i t en -  leicht 

such die Existenz des lim q~(w)-q~(w,) zun~ichst bei Anniiherung yon w 
�9 ,~ -~w,  ( w - w 1 ) 1 ~ "  

an w 1 liings einer,spezielle~ Kurve und dann unter Hinzunahme der Be- 

dingung a(~)L.~ 1 such bei allseitiger AnnKherung. -- Ubrigens gestattet 

die Beweismethode dieses Hilfssatz~es einen neuen Beweis des oben zitierten 

Satzes s) fiber die Existenz des lira i - f ( z )  bei einer im Einheitskreise 
z--~l I - - $  

reguliiren und besc~iinlden Funktion f(z) fiir [ z [<  1 im Winkelraunr.- 
So erhslten wir das folgende Resultst (Sstz 7): 

Hauptsa tz  tiber konforme Ecken: Hat  die gesddossene Jordan- 
kurve C .in P vine Ecke der Of~nun 9 ~tz (0 < �9 ~ 2), ist /erner 0 in P 
linear unbewallt (d. i, J ( 8 ) =  O(e))und ist schlieplich das mit der oben 

so hat 0 in P eine konlorme Bcke. o 

�9 er s ' 

so ezistiert sogar flit d i e  Abbildungs/unktion z =  qD(w) des Inneren 

van C au/ das Innere des Binheitskreises tier lira ~(w)-~(w,) bei aU- 
,~-,.,~, (w_wDV, 

seitiger Anndherung und ist yon 0 und ov verscMeden. 

Diesem Satz trSnnen wit eine Ergiinzung beifiigen, die zeigt, daIl die 
Bedingung dieses Satzes, was die GrSllenordnung yon $(t)betritit, nicht 
verbessert werden kann. Wit beweisen n~mlich (Satz 8), daft, wenn die 
Kurve O in der Umgebung des Punktes P ganz innerh'alb eines der beiden 
yon den Halbtangenten t_ und t+ in P gebildeten Winkelrdume verldu/t 
und wenn /erner $(t) monoton, also ~*( t )=  ~(t) ist, notweitdig aus der 
Voraussetzung der kon/ormen F_~ke" die E~istenz eines metrisehen Para- 
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[ $ * ( ~  (~*(~) ist die meters ~ = ~  die ~onv~en= &s I~egra~s j o, 

0 

Funk~on ~*(t) sis Funktion yon o au~gcta=t.) 
Von dam Standpunkt tier oben erw~hnten Frage nach der ,,O~te" 

des dutch die kon~ormc Abbi]dung gel iefe~n Parameters, kSnnen wir 
&s  im Hsupmtze  gcwonnene : Result~t such folgenderma~en formu- 
liercn: Ist t tin mctrischer Parameter in w = w l ,  ~ den ass Integral 

oo 

I '~*(t)dt  existiert, so ist such a = l ~ l ' s g n  ~ ein mete, lather Parameter 
(J 

l'e, ( o ) .  yon G in w - - - w  1 , fitr den gleichfslls r Integral , j  ~ as, oJ'~ 0 
0 

(~*(o) =~*(=)gesetzt)  konvergiert. In diesem Sinne ksnn man also 
behaupten, da~ der konforme Parameter mi't der ,Se~te" ist. Ygl. such Satz 12. 

Wenn such der Bewcis des Satzes 7 etwas kompliziert erscheint, so 
liegt dies zum Tell daran, cl~ wit im Hinblick aui die weiteren~awen- 
dungen dieses Sstzes die .4rt der Abluin#igt~eit der /iir den Di//erenzen. 
quotienten (2) hergdeiteten Schranken yonder  Kurve C ermitteln wollen. 
Dies zwang uns, beim Beweise in welt h6hcrem Ma~e, sis es scnst n6tig 
gewesen wiire, auf quantitative Uberlegungen einzugehcn. Ferner haben 
wir such an geeigneten Stellen des Beweises in Ful~noten Bemerkungen 
angefiigt, deren Zweck es ist, diese Abhiingigkeit hcranszuarbeiten. Das 
Ergebnis haben wit dann im Zusatze zu Satz 7 zusammengcfal~t. Die 
Schranken h~ngen nstiirlieh einmal yon den die Kurve C in der Um- 
gebung yon P charskterisicrenden GrSl~en, welter yon der Normierang der 
Abbildungsfamktion z=q~(w)  (d. h. davon, welcher Punkt bei der Ab- 
bildtmg in  den Nullpunkt iibergefiihrt wird) und schliel~lich such yon der 
Gessmtausdehnung der Kurve C sb. -- 

Der iibrige Tell des zweiten Kapiteis (w167 10, 11) bringt Anwendungen 
des Satzes 7. Dss wichtigste Ergebnis des w 10 ist der Satz 10. Dort wird 
unter der Armshme, daft die Kurve C ldng~ eines Bogen~ c stet~g s~ch 
drehende Tangente besitzt, und daft ]erner, ]aUs der Bogen r unter.Zu- 
grundele~ung der Bogenldnge s als Parameter dutch d~e Gldehung w = w ( s ), 

$ 

0 ~ s K a, dargestdl$ wird, daz Integral ~ | w ' ( s§  do ~n ~edem 
J 0 
0 

Intervall der Form 0 < a ~ s ~ fl < a gleiehmdflig konverg~erfi be~esen, 
daft ~ '(w) au] dem (o]]enen) Bogen c exist~ert, stet~g und yon 0 ver- 
scMeden ~st. Zum Beweise dieses Satzes zeigen wit zuerst, dal~ q~'(w) 
auf e existiert und zwischen zwei positiven Schranken liegt, uncl leiten 
erst dann die Stetigkeit yon ~o'(w) her. Fiir sp~itere Anwendungen, bei 
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denen der Satz nieht nut auf eine einzige feste Kurve, sondern auf eine 
Schar yon Kurven C mit gemeinsamen ffir diese Schar charakteristisehen 
Eigenschaften angewandt werden soil, haben wit den Beweis des Satzes 
von vornherein so angelegt, daft wit diese Schranken in ihrer Abh~ingigkeit 
yon diesen Eigensehaften der Kurve C bestimmen. Dies macht natfirlieh 
den Beweis etwas umst~indlieher, als er es sonst wRre. Femer haben wir 
an geeigneten Stellen des Beweises in FuBnoten Bemerkungen hinzugeffigt, 
die diese Abh~ingigkeit herausarbeiten sollen und das Ergebnis im Zusatz 1 

,,Stetig eitsfunktlon zum Satz 10 formuliert. Ein weiterer Zusatz (fiber die k " " 
von f '(z) -- f (z)  ist die zu z = qo(w) inverse Funktion -- s. Nr. 98) soll 
gleichfalls bei sp~iteren Uberlegungen verwertet werden. Da die erw~lmten 
Anwendunge n des Satzes 10 erst in der zweiten Mitteilung angegeben 
werden sollen, kSnnen alle diese auf die ,,Gleiehm~il~igkeit" bezfigliehen 
Bemerkungen aueh zungchst iibersehlagen werden. 

Im w 11 untersuehen wit Kurven C mit  einer Eeke in einem ihrer 
Punkte P, die yon zwei i n  P zusammenstol~enden Kurvenzweigen mit 
stetiger Tangente gebildet ist. Wit eharakterisieren die )~nderung des 
Tangentenwinkels in der Umgebung des Punktes P dutch die Angabe 
einer allgemeinen Lipschitzbedingung: bildet die (etwa im Sinne wachsen- 
der s geriehtete) Tangente im Punkt P(s) mit der positiven reellen Achse 
den Winkel O(s), wobei s die yon P aus gez~hlte Bogenl~inge bedeutet 
(--~ ~ s _< ~) und haben die Halbtangenten in P die Riehtungswinkel O_ 
und 0+, so mSge 

IO(,,)- O+l < Io(8)- o_I__< o (Isl) 
s>.O 8<0  

sein, wo co(o) eine flit o ~ 0 monoton naeh 0 abnehmende stetige Funktion 
yon o ist, 0 < o ~ ~. Wit bezeiehnen co(o) als den ,,Lipschitzschen 
Modul" yon O(s) in s ~-0. Wit fassen alle geschlossenen Jordankurven, 
deren Tangentenwinkel O(s) als Funktion der Bogenl~age s in einer yon 
zwei Kttrven~isten mit stetiger Tangente gebildeten Eeke P(s-----0) der 
Lipsehitzsehen Bedingung (4) geniigen, zu einer Klasse L (co (a)) zusammen. 
Dann gilt der Satz (Satz 11): Hinreichend u~ut notwendig da]iir, daft alle 
Kurven der Klasee L (co (a)) in dem betrachteten Punkte P eine kon]orme 

Ecke besitzen, ist, 

Hat C l~ings 
und gibt es einen 

0 

(,o (~) 
daft daa Integral a - - j - -da  konvergiert. 

0 

emes Bogens c durchweg si".h stetig drehende Tangente 
Lipschitzsehen Modul co(o) mit konvergentem Integral 

durchweg auf diesem Bogen 

t 0 ( 8 )  - __< c o ( 1 8  - 
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gilt, so ist 7/(w) i~ings dieses Bogens stetig und yon 0 verschiedenl Indem 
man oJ(~) spezialisiert, erh~lt man weitere spezielte Kriterlen. So ergibt 
sich fiir co(O) = K~ ~, 0 < a < 1, (K Konstantr der Teil des eingangs 
genannten Satzes von Kellogg (fiir n :  1), der die Stetigkeit yon q/(w)  
und ~ behauptet. Aber auch das Bestehen der Lipschitzbedingung fiir 

~o'(w) und ~ l~l~t sieh dann unter Zuhilfenahme eines Satzes yon 

Herrn I. Privaloff fiber konjugierte Potent~alfunktionen -~ leicht herleiten. -- 

Im einzelnen ist die Arbeit folgendermafien angeordnet. Das erste 
Kapitel, in dem wit die Hauptungleichungen herleiten und aus ihnen ver- 
schiedene Folgerungen ziehen, umfal~t die Paragrapben 1 bis 6. In "den Para- 
graphen 1 und 2 teiten wit im wesentlichen die Hilfss~itze her, die wit zum Beweise 
der Hauptungleichungen im w 4 brauchen. Wir gehen imw 1 yon dem LSwner- 
schen Satze aus (Nr. 1), bespreehen einige Folgerungen und Anwendungen 
(SRtze A, B, C) und sodann drei Hilfss~itze "(die Hilfss~itze 1 bis 3), die 
wir fiir den Beweis tier Hauptungleiehungen brauchen. Dagegen werden 
die dort welter fotgenden Hilfssiitze 4 und 5 erst spgter (3 9) benutzt. 
w 2 enth/ilt die Hilfss~tze 6 his 9, die nur in w 4 gebraucht werden. Der 
w 3 ist vor allem der Diskussion der Unbewalltheitsfunktion gewidmet und 
bereitet im fibrigen alle im folgenden zu benutzenden geometrischen Hilfs- 
mittel vor. Die Begriffe der ,,Richtungsfunktion" und des ,,metrischen 
Parameters" werden erst im zweiten Kapite[ gebmueht. " w 4 enth~lt die 
Formulierung und den Beweis der Hauptung]eichungen, w 5 weitere An- 
wendungen, deren wichtigste der oben genannte Satz 3 is".. Im w 6 fiihren 
wir die Vergleichskurven ein und leiten den Zusammenhang zwischen dem 
Differenzenquotienten (2) der Abbildungsfunktion yon G und gewissen Diffe- 
renzenquotienten der Abbildungsfunktion des Innern der Vergleichskurven auf 
den Einheitskreis ab. Daraus ziehen wit dann einige F.olgerung~n, unter denen 
wir den Satz 5 hervorheben m6chten, der den Zusammenhang der ,,gene- 
raliaierten kon[ormen" Ecke mit der ,,kon]ormen" Ecke kl~rt. 

Das zweite Kapitel enth~lt den Hauptsatz fiber konforme Ecken und 
Anwendungen. Es umfaBt die Paragrapben 7 bis 11. Im w 7 wird der Hauptsatz 
formuliert und daran werden drei Vorbemerkungen angescblossen. Imw 8 leiten 
wit drei Hilfss~itze her, die zum Beweise des Hauptsatzes, der im w 9 durch- 
gefiibrt wird, benStigt werden. Am Schlusse yon w 9 leiten wir den Satz 8 
(s. oben) her, der ffir eine spezielle Klasse yon Kurven die Umkehrung des 
Satzes 7 darstellt. w 10 enth~lt Anwendungen des Satzes 7 auf rektifizierbare 
Kurven und w 11 auf Kurven mit steiig~r Tangente, bei denen das Verhalten 
der Tangente durch eine atlgemeine Lipsehitz-Bedingung eharakterisiert wird. 

SchlieBlich geher~, wir in einem Anhang lcurz auf eine nahel~egende 
Verallgemei~exang.kle~ S~tze der Herren Carath~dory und  VMiron fiber 
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die E x i s t e n z  einer endlichen und  yon  0 verschiedenen im Winke l r a um ge- 

nommenen  Able i tung  einIS). 

~a) Nachdem ich die Redaktion dieser Arbeit bereits abgesehlossen hatte, erschien 
die Abhandlung yon Herrn L. Ahlfors, Untersuchungen zur Theorie der konformen Ab- 
bildung und der ganzen Funktionen, Acta societatis scientiarum Fennicae, Nova 
series A, 1, Nr. 9 (1930), S. 1--40, die in ihren Resultaten mit einem Teile dieser 
Arbeit eng e Beriihrungspunkte aufweist. Herr Ahlfors befaBt sieh dort mit der Frage 
nach der ,ira Winkelraum" gebildeten Ableitung in einem Randpunkte. Er geht yon 
einem anderen Gesiehtspunkt aus als wit, indem er zur Charakterisierung des Randes 
in der Umgebung des betrachteten Randpunktes eine etwas andere Bedingung als wit 
benutzt, und gelangt zu einem seh~rfercn Resultat fiber die  Existenz der Winkel- 
ableitung, als w i r e s  unter Benutzung unserer Ergebnisse fiber die allseitige Ableitung 
im Anhang formulieren konnten. Man kGnnte aber aueh sein Resu]tat beim Beweise 
unseres Satzes 7 verwenden. Dieser Beweis besteht, wie oben ausgeffihrt, darin, dal3 
wit zun/Lchst vermittels der ,Hauptungleichungen" das Verhalten des allseitig ge- 
bildeten Differenzenquotienten in einem Randpunkte aui dasjenige des im Winkel- 
raum gcbildeten reduziercn und sodann die Beschrg~uktheit dieses Differenzenquotienten 
beweisen. Dieser letzte Tell des Beweises - der im wesentlichen auf der Konstmktion 
tier Vergleichskurven beruht - liefle sich nun auch durch das Aldforssche Resultat iiber 
die Existenz der Winkelab]eitung ersetzen. Mit seinem schiirfsten Ergebnis (Satz ]I, 
S. 36) kGnnte man unseren Satz 7 sogar etwas verseh~irfen. ~ Im fibrigen enth~It abet 
seine Arbeit keines der in unserer Arbeit selbst formulierten Resultate, die sieh ja 
alle auf die allseitige Ableitung beziehen. Seine Methode ist yon der unseren wesent- 
lich verschieden, wenn auch die Grundidee seines Beweises seines Satzes IT (S. 36) 
auch in der Konstruktion eines gecigneten .Vcrgleichsgcbietes" besteht. 

A n m e r k u n g  be i  d e r  K o r r e k t u r .  W~hrend des Druckes der vorliegenden 
Abhandlung ersehicnen die folgenden Arbeiten, die mit dieser vielfach Berfihrungs- 
punkte gemeinsam haben: 1. P. Bessonoff et M. Lawrientieff, Sur l'existance de la 
d6riv6e limite, Bull. de la soc. math. de France 58 (1930), p. 175-198. Dort wird 
vor allem ein Spezialfall unseres Satzcs 7 bewiesen (n~nlich ~ * ( t ) = e t l + a , - u , c  
positive Konstanten, 0 ~ u <~ 1). Der Beweis weist, sowohl was die Verwendung des 
L~iwner-Montelschen Satzes als aueh die Heranziehung yon ,Vergleichskurven" an- 
betrifft, sehr enge Beriihrungspunkte mit dem unsrigen auf, ist aber einfacher 
als dieser, d a  er flit den Spezialfall direkt zugeschnitten ist. 2. J. Wolff, Comptes 
rendus 191 (1930g), p. 921,923,  wo die Ableitung der Abbildungsfunktion bei 
Kurven untersucht wird, die in dem betrachteten Punkt P eine Tangente t haben 
und in seiner Umgebung in Polarkoordinaten (r,  ~) - -  ~ Winkel des Radiusvektors r 
gegen $, P sein Scheitelpunkt - -  durch r =  r (~)  mit monotonem r (~ )  gegeben sind, 
die abet insbesondere dort ganz auf einer Seite yon t verlaufen. Es wird L gezeigt, 
dal3 die Abbildungsfunktion in P s te t s  eine allseitige Ableitung hat (~v zugelassen), 
und 2. wird eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Endlichkeit der 

d 

Ableitung angegeben, die mit der unseres Satzes 7 Konvergenz yon d~ 
0 

fi~r diese speziel]en Kurven ~ktuiva]ent ist. 2. ist in unserem S~tzesystem 7, 8 ent- 
halten, 1. kann mit der Beweismethode yon Sa~z ~ unter Zuhilfenahme der HauPt- 
ungleichungen erhalten werden. Die Wolffschen Beweise sind besonders einfach. 
3. W. Seidel, Uber die R~inderzuordnung bei konformen Abbildungen, Math. An- 
nalen 104 (1931), S. 1'83-243. Dort wird neben der Abbildung yon speziellen 

IFor~et~ng ~ter FiiB~ote ~) ~uf n~cl~ter Selte,) 
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Die Anregung zu dieser Arbeit sowie viele wertvolle Ratschl~ge so- 
wohl bei der allm~hlichen Hersusarbeitung der Fragestellungen sls such 
bei der Durchfiihrung sowie bei ihrer endgiiltigen Darstellung verdanke 
ich Herrn Professor Ostrowski. So geht unter snderem insbesondere die 
Formulierung der im folgenden neu eingefiihrten geometrischen Begrifls- 
bildungen (vgl. such das Verzeichnis am Schlusse der Einleitung), so die 
des Kurvenelements, der Unbewalltheitsfunktion, des metrischen Parameters 
u .s .  teils auf miindliche Besprechungen mit ibm und teils auf seine Vor- 
lesungen zuriick. Es  sei mir gestattet, Herrn Professor Ostrowski fiir das 
stete freundliche Interesse, mit dem er den Fortgang meiner Arbeit sowie 
meiner bisherigen Studien iiberhaupt unterstiitzte und fSrderte, meinen 
herzlichsten und suirichtigsten Dank auszusprechen. - -  Ferner danke ich 
der philosophischen Fakult~t der Universit~it Basel flit einen mir freund- 
lichst gew~hrten Zuschul~ zu den VerSffentlichungskosten der Arbeit. 

Verze ichn i s  der  im f o l g e n d e n  e ingef f ih r t en  Begr i f f sb i ldungen .  
Seite 

Abschirmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  340 
Konforme Ecke . . . . . . . . . . . . . .  . . . .  384 
Generalisierte konforme Ecke . . . . . . . . . . . .  384 
Konforme L~nge . . . . . . . . . . . . . . . . .  339 
Konformes M a B . . .  ~ . . . . . . . . . . . . . .  339 
Konvergenzfunktion (eines Integrals) . . . . . . . .  413 
Kurvenelement . . . . . . . . . . . . . . . . . .  355 
Lipschitzseher Modul . . . . . . . . . . . . . . .  443 
Metrischer Parameter . . . . . . . . . . . . . . .  357 
Riehtungsfunktion . . . . . . . . . . . . . . . .  3 5 7  
9-Kurve  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  428 
Stetigkeitsfunktion . . . . . . . . . . . . . . . .  438 
Unbewalltheitsfunktion . . . . . . . . . . .  . 355, 357 
Unbewall t :  ]inear unbewallt . . . . . . . . . . . . .  357 

regular unbewallt . . . . . . . . . . .  357 
Vergleiehskurve . . . . . . . . . . . .  . . . . .  381 

Gebieteklassen auch das Randverhalten der Ableitungen der Abbildungsfunktion 
w - - f ( z )  yon ] z l ~ l  ~uf das Innere yon geschlossenen Jordankurven C unter- 
sucht. Zu unserem Gegenstand stehen vor ahem die S~tze 18 bis 20 in Beziehung, 
wo unter der Annahme, daft C durehweg ,beschr~nkte Kriimmung u hat  (der 
Tangentenwinkel 0(s)  geniigt einer Lipschitzbedingung), die Totalstetigkeit von 
f ' ( z )  und ferner die Existenz ffir fast alle ~ yon lim f " ( r e  l~) und die die 

Integrabilit~.t yon ] f ' ( e l # )  'p ffir jedes p~>0 bewiesen wird. VgL hierzu unsere 
S~tze 10, 12. - -  Ferner mSchten wir auf die k~h~zlich erschienenen Arbeiten yon 
O. D. Kellogg, On the derivatives of harmonic functions on the boundary, Trans- 
actions of the American Math. Soe. 8 8  (1931), p. 486-510,  J .  Schauder, Potential- 
theoretisehe Untersuchungen I, Math. Zeitschr. 88 (1931), S. 602-640,  und L. Lichten- 
stein, Uber einige Hflfss~tze der Potentialtheorie IV, S~tchsisehe Berichte 82 (1930), 

�9 S.  265-344,  hinweisen, wo sich weitere Untersuchungen fiber die Ableitungen yon 
(r~umllchen) Potentialfunktionsn am Rande befinden. 

Mathemat'ische Zeitschrift. 85. 22 
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L K a p i t e l .  

A n w e n d u n g e n  des  L S w n e r s c h e n  Satzes .  H e r l e i t u n g  d e r  
H a u p t u n g l e i c h u n g e n .  

w 1. 

Der L~wnersche Satz. 

1. Ein bekannter yon Herrn L~Wner 1~) herriihrender Satz lautet: 

Es sei f(z) i n  ]z] ~ 1 reguldr und absolut ~ 1, es 8ei ]erner 
f(O) ~-0.  Ferner besitze f(z) au/ einem Bogen 7 yon i z[ = 1  stet~:ge 
Randwerte yore Betra@e 1. Dann wird dutch f(z) dieser Bogen au/ einen 
nich$ k'iirzeren abgebilde$. Die Ldnge yon 7 bldbt nur erhalten, wenn 
f(z) ~-- e~'z (~ reell) is$. 

Beweis .  Dttrchl~iuft z den Bogen 7 in mathematisch positivem Sinne, 

so durchlaufen sowohl f(z) als such f(z___))ihre BildbSgen in mathematisch z 
p~sitivem Sinne, d a  beide Funktionen in I zl <~ 1 regul~ir und absolut < 1 
sind und auI .r  stetige Randwerte ~om Betrage 1 besitzen15). Ferner ist 

arc f(z)=--arcz + arc 'f(z), und weft der Znwachs yon arc f(z)  auf r nicht 
$ Z 

negativ ist, ist der Zuwachs yon arc f (z)  auf 7 nicht kleiner als die Liinge 

14) K. L6wner, Math. Annalen 89 (1928), S: l l l f .  Siehe auch L. Bieberbach, 
~Jehrbuch der Funktionentheorie, Bd. H, S. 124. 

15) Ist ? dutch I z [ = l e ~ t = l  , ~1<~_~__~, tgg-~1~ffi~2z dargestellt, so ist 
]gf(z)=lglf(z)l+iO(z ) in 0<:~ffi]zl~l  , ~ < ~ < ~  eindeutig regulitr, wenn flit 
8(z)  in einvm inneren Punkte dieses Kreissektors irgendeine Bestimmung gew~hlt 
wird und fiir aUe anderen Werte 0(z) dutch stetige Fortsetzung aus diesem festgelegt 
wird. Nach den Cauchy-Riemannschen I)ifferentialgleichungen gilt dann: 

Olg]f(z)[ _OO(z) 

Da f(z) litngs jedes inneren Teilbogens des Kreisbogens r naeh dem Schwsrzschen . 
Spiegelungsprinzip fot~etzbar ist,. so gilt diese Gleiehung aueh nooh auf einem solehen 
Teflbogen: Q=I ,  @~<:@~'~@~9~</~ s. Wegen ] f (z ) [< l  flit ] z ] < l  ist fiir 
O<tz]<~l weiter 

lg[f(el~)l-lglf(ee~)[l,5 - - =  lglf(~e*~)ll-5 >0 ,  0~'<~ ~0~ ,  

und daher flit Q = [z I = 1, @IP <~ ~ <~ ~ 

~0(e! e) > 81g[f(z)] > 0  und somit aueh ~ 0 ,  

d. h. abet 0 ( e  ~)  ist eine monoton wa~hsende Funkti0n yon @. Analoges gilt 
fi~r f(z) ~ s  
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yon 7 (der Zuw~hs yon arcz). Soll er gleich der L~inge yon y sein, so 

muff notwendig f (z) = konst, suf 7 und daher nach einem bekamnten Satz 
z 

yon Schwarz im Innern konstant sein, und zwsr muff wegen "'f-?-) ~ 1 

auf 7 f(z) ~ e#'z sein. 
Konforme Abbildung liefert sofort eine etwss sllgemeinere Formulie- 

rung dieses Sstzes: 

G s e i e i n  van einer gaschlossenen Jordankurve C begrenZtas Gebiet 
in der w-Ebene, w o sei ein Punkt in G. Es sei /erner f ( z )  in t z ] <  1 
reguldr, f ( O ) ~ - w  o, und es mdge der Wertevorrat van f ( z )  im Innern van 
G liegen, f ( z )  mdge iiberdie~ au]einem gewiasen (van f (z))  abluingigen 
Bogen rf yon I z l =  1 stetige Randwerte basitzen und r! au] ein ]astas 
(yon f unabtuingigas) Bogenstiick c yon C abbilden, w = P(z )  bilde 
[z[ < 1 so au] Gab, daft z = 0 in w = w o iibergeht. Die zu F( z )  inver, e 
Punktian z = q5 (w) fiihrt c in de~t Kreisbogen 7~ iiber. 

Dann ist r f ~ r F ,  und das Gleiehheitszeichen gilt nut, wean 
f=- F(e" z) ist (~ real). 

Beweis.  $ = ~ ( w )  bildet G auf den Einheitskreis einer ~-Ebene so 
ab, dall w = w  o in ~ = 0  iibergeht. ~ = ~ ( f ( z ) )  geniigt den Voraus- 
setzungen des LSwnerschen Satzes und bfldet yf auf ~'F ab. Daher ist 
rf~r~,. Das Gleichheitszeichen gilt nut daun, wenn q ~ ( f ( z ) ) -  e~'z ist~ 
also f(z)=-- P(e~" z) ist. 

2. Fiir das Weitere fiihren wit noch die folgende Sprechweise ein: Es 
sei G ein yon einer geschlossenen Jordamkurve C begrenzte s Gebiet, a ein 
Punkt in G. Wir bflden G so auf das Innere des Einheitskreises ab, daft 
a in den Nullpunkt iibergeht. 9J~ sei eine Punktmenge auf C, die bei 
dieser Abbildung auf eine mellbare Punktmenge ~ '  suf der Peripherie des 
Einheitskreises abgebildet wird. Damn nennen wit das Mail yon ~ '  das 
,kon/orrae Marl van ~J~ bei dieser Abbildung" - -  dutch die as o//enbar 
eindeutig /astgelegt ist ~ und bezeichnen as mit ma, a ~  oder auch mit 
mc.~9~. Ist 9X insbesondere ein Bogen ? yon C, so ist ameh iriS' ein 
Bogen ~,' der Kreisperipherie und ma,,r ist die Liinge yon ~,~, die wir 
aueh als die ,kon]orme Ldnge van ?" bezeiehnen wollen. 

Wir formulieren nun  den folgenden Spezialfall des obigen Satze~s: 

A. Es eel O ein van einer geschlossenen Jordankurve C begrenztas 
Gebiet, O I ein Teilgebiet van G, das van einer Jordankurve O a begrenzt 
wird, und as babe C einen Bogen e mit G x gemeinsam, a sei ein in bei- 
den Gebieten liego.;der Punkt. Dann ist 

und das Gleichheitszeichen gilt nut  dann, wean C-~ C~ ist. 
22* 
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Hieraus ergibt sich sofort der folgende Satz: 

B. Es aeien G und G 1 zwd  yon den Jordankurven C bzw. C 1 be- 
grenzie OebieSe, und es m6ge C 1 ganz im Inner~ yon O verlau/en bis au] 
endlich oder unendlich vide B6gen e, O' = 1, 2 . . . .  ), die C und Cx mit- 
einander gemeinsam haben. Die Gesamthdt der iibrigen B6gen van C 
bzw. C 1 sei mit 8 bzw. S t bezeichnet, a ,el  ein im lnne~n yon G und G~ 
liegender Punkt. Dann i8~ 

und auch bier gilt das Gleichhdtszeichen nut  dar, n, wenn C ~--C~ ist. 

Denn es ist ]a nach dem Satze A: mG, a c, ~ rna;, r (wobei ma,~ c~ ~- ma,,~ c,. 
nux dann gilt, wenn C ~ C 1 ist) und daher 

3. Es sei C eine geschlossene gordankurve, fl und fl seien zwei echte 
TeilbSgen yon 0, und ~ enthalte ~ a6). p und Q seien die Endpunkte 
vpn fl; der komplementiire Bogen zu ~ werde mit a bezeichnet. Ferner 
sei a ein im Innern von C gelegener Punkt. Wit sagen dann, der Jordan- 
bogen ? , ~chirm$" ~ yon a ab, wenn ~, ~e  Punkte P und Q miteinander 
verbindet und mit ~ eine geschlossene Jordanlmrve F bfldet, die a in 
ihrem Innern, ~ (bis eventuell auf seine Endpunkte) in  ihrem /~u~eren 
enthiilt. 

Dann gilt der folgende Sate: 

C. Ea sei C dne geschlosaene Jordankurve, a ein Punbt im lnnern 

yon C, PQ ~ e~ ein echter Tdlbogen yon C, ~ der bomplementdre Bogen 
und fl ein Tdlbogen vo~ fl ~). Der Bogen ? verbinde P und Q miteinan- 
der und m#ge dabd ~'von a abschirmen. Die von a und 7 gebilde~e ge- 
schlossene Jordankurve ~ei mi$ 1" bezeiclinet. Dann iet 

mc,./~ ~ mr, .7 .  

Der Beweis  dieses fiatzes ergibt aich unmittelbar ~us dem Satze B, 
wenn der Bogen ? nicht aul~e~halb von C verl~iuft, s. Fig. 1. Es ist  femer 
auch noch sehr einf~ch, den Beweis fiir den Fall zu erbringen, da~ ~, zwar 
Punkte mit dem ~u~eren yon 0 gemeinsam hat,  "aber doch so verl~iuft, 
daft es mSglich ist, eine die BSgen ~ und fl als TeilbSgen enthaltende ge ~ 
schlossene Jo~dankurve C* zu  finden, die sowohl das Innere yon C a l s  
auch das yon F enth~lt, s. Fig. 2 x~). Fiir die weite~e Anwendung, die~ wit 
yon diesem Satze machen miissen , wii~de es geniigen, den Satz iii~ diesen 

~e) Insbesondere daft ~ mit ~ identisch sein. 
xT) Die Fig. 3 veranschaulicht eine Konfiguration, bei der diese Bedingungen 

tiber d~n Bogen 7 oiienbar in der schlichten Ebene nicht mehr evfiillt sin d. 
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zUletzt genannten Fall zu beweisen. Allein um nieht den Begriff des ,Ab- 
schirmens" unn6tigerweise einzusehri~nken; miissen wir den folgenden etwas 
komplizierteren Weg, als es der oben erwi~hnte ist, einsehlagen. 

c . t , ~  

Fig. 1. Fig. 2. 

7 

p 

C' 

Fig. 3. 

Zun~ichst bemerken wit, dab es sicher BSgen yon r gibt, die nicht zu 
C geh6ren. Denn der Bogen ~ yon C liegt ja sicher auilerhalb yon F. 
Wit bezeiehnen die Gesamtheit dieser B~gen yon y mit 7"- Es sei nun 
G* das gr~llte einfaeh zusammenhi~ngende Gebiet, das dem Durehschnitt 
des Innern yon C und des Innern yon F angeh~rt und zugleieh den 
Punk t  a i m  Innern enthiilt. Naeh einem Satze aus der Topologie der 
Kurven is) besteht der Rand yon G* aus einer geschlossenen (sieh aus 
Bfigen yon C u n d  7* zusammensetzenden) Jordankurve F*. F*  enth~lt 
notwendig B~gen v o n T *  und yon C. Denn enthielte / '*  keinen Bogen 
yon r*, so hielle dies doeh ottenbar, dal~ F*  nut aus B~gen besteht, die 
si~mtlieh (aueh) zu C geh~ren. Da nun abe~ C doppelpunktfrei ist, k~nn- 
ten nut dann Teilb6gen yon C eine gesehlossene Jordankurve F* bilden, 
wenn F * - - C  wiire, und dies ist unm/~glieh, well der Bogen ~ sicher 
aullerhalb yon F*  liegt. Enthielte andererseits F *~ keinen Bogen 'yon C, 
so miillte / '*  aus lauter B ~ e n  yon r bestehen. Teilb/~gen von 7 k~nnen 
aber keine gesehlossene Jordankurve bilden, da ja ~, als doppelpunktfrei 
und nieht gesehlossen vorausgesetzt wurde. 

Die beiden geschlossenen Jordankurven C und /1", yon denen 1"* 
nieht aul~erhalb yon C liegt, enthalten also beide a i m  Innern und besitzen 
gemeinsame Randb~gen ohne miteinander identisch, zu sein. Es bezeietme 
nun ~q die Gesamtheit der~enigen B6gen yon C, die nieht zu F*  geh~ren, 
und ~v die Gesamtheit der B~gen yon F*, die nieht zugleieh C angeh~rem 
Unte r  den zuerst genannten befindet sieh sieher /~, die zuletzt erwiihnten 

Is) Vgl. B.v. Ker6kj~,rt6, Vorlesungen tiber Topologie Bd. 1, Berlin 1028, S. 87. 
Dieser Satz lautet: ~s se/e~ ~t, ~ . . . . .  ~ endlich vide dn/aclie geschlosaene K~trven 
( Jotdankuroen), "ton denen ~e zwei einander in wenigst~ts zwei Punkten treffe~t. Der 
Rand eines bdlebigen yon tter Menge ~1 + ~ + . . .  + ~. bestlmmten Gebietes besteht aus 
einer einfachen gescblossenen Kurve. 
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sind s~imtlich im Bogen y enthalten. Dann ist nach Satz B: 

me,. 8 ~ mr*, .~  

und daher auch wegen mv,.fl ~ mo,.S 

(I, I) ma,.~ ~ mv.,.-~. 
Nun betrachten wir F* und/~ und bemerken, dal] F* nicht aul]erhalb 

yon F liegt, sicher die BSgen 2: mit F gemeinsam hat, und dab schli'e~lich 
beide Kurven a i m  Innem enthalten. Daher ist nach dem Satze A: 

mr*,,.,? ~ m r , , ?  

und somit wegen mi;~27~ mr,,~, Und wegen (1,1) 

me, aft ~ mr, at ,  w . z .b .w .  

4. Wir besprechen nunmehr zwei geometrische Konfigurationen, auf 
die wir im folgenden unsere S~itze anwenden miissen. Unser Ziel wird 
hierbei im wesentlichen sein, die folgende Aufgabe zu 15sen: Es sei C eine 
geschlossene Jordankurve, 7 ein Bogen yon C; wir suchen dann nach einer 
Absch~tzung fiir mc,,~, (bei beliebigem a im Innern yon C) nach oben 
und unten. Unter Heranziehung yon Kreisabbildungen werden wit nun 
diese Frage i n  einem ~iir unsere Zwecke hinreichendem Um~ange beant- 
worten kSnnen. 

Hilfssatz  1. gs sei C eine geschlossene Jordankurve in der w-Ebene, 
k ein die Kurve C in mindestens zwei Punkten durchsdzender Kreis, 

~ . . . j ~  a = PQ irgendein yon z.wei 2chnittpunlaen P und 
Q yon k und C begrenzter Bogen yon C, der bis 
au/ seine Endpunkte auflerhalb yon k verldu/t, 

der zu a komplementdr, Boyen yon C. Der 
c" Kreisbogen PQ, der a zu einer geschlossenen, das 

�9 Kreisinnere im Innern enthaltenden Jordankurve C a 
ergdnzt, werde mit fl bezeichnet. Es sei /erner c 

y ein dem Durchschnitt der Innengela'ete yon k und 
Fig.4. C angeh6render Punkt19), so daft also auch c im 

lnnern yon C 1 liegt. 8chliefllich m6ge fl ein Teil. 
bogen des Bogens fl, also ~ auch der Kurve C~ sein, der dutch den Bogen r 
yon C yon c abgeschirmt wird ~~ (s. Fig. 4). Dann ist 

,n~,~ ~ <= mo, o r . 

lo) Oitenbar gibt es einen solehen Punkt c, da ja k die Kurve C durch- 
setzen soil. 

~o) Es entspricht also die Kurve C 1 der Kurve, die wit in der Definition des 
Abschirmens mit C bez'eichnet haben, und die Kurve C tibernimmt die Rolle der deft 
mit r bezeiehneten Kurve. 
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Beweis.  ~Da der Bogen 7 von U den Bogen fl yon C 1 yon c ab- 
schirmt , ist nach Satz C 

0,  9.) < 

Nun i s t abe r  das Innere des Kreises k im Innern yon C x entha!ten , mad 
da der Bogen fl beiden Kurve n G 1 und k gemeinsam ist, so ist nach 
Satz A: 

woraus in Verbindmag mit (1,2) die Behauptung folgt. 

H i l f s sa t z  2. Es sei C eine geschlossene Jordankurve, k ein din 
Kurve U in mindestens zwei Punkten durch- 

setzender Kreis. gs sei /erner a = PQ ein van 
zwei Schnittpunkten yon k und U begrenzter, 
sonst auflerhalb yon k Vertau/ender Bogen yon 
U mit den ]olgenden weiteren Eigenscha/te~: 
Ergdnzt man a dutch einen solchen de? beiden 

KreisbSgen PQ , etwa 7, zu einer gesehlossenen 
Jordankurve 1", daft das lnnere yon k dem 
~uferen yon1-" angehSrt, so  m6ge im Innern 
yon I" ein Punkt c' aus dem Innern van C 
liegen, fi sei der zu r in bezug au] C kom- 

C 

Fig. 5. 

plementdre Bogen, fl ein Teilboyen van fl, der dutch 7 van c' abgeschirmt 
wird (s. Fig. 5). Dann ist 

me, c'fl ~ mk, c'7. 

Da der Bogen 7 yon F den Bogen fl yon C yon c' ab- Beweis.  
schirmt, i s t  

(1,3) me.,,~ < mr,,,r. 

Nun gehSrt abet das Innere yon F gar~ dem $ufleren yon k an, and da 
der Bogen 7 sowohl k wie F angeh5rt, so folgt naeh dem Satze A gX): 

rar, o0 r < mk, o' r ,  

woraus sich in Verbindung mit (1, 3) die Behauptung ergibt. - -  

5. Wit leiten nunmehr einen sehr einhchen Hilfssatz fiber Jordan~ 
kurven her, den wir gleich/alls sp~iter (w 4, Nr. 21 und Nr. 30) verwenden 
werdon. 

el) Man beachte, dal3 es flit die Giiltigkeit der S~tze A und B (Nr. 2) glelchgliltig 
ist, ob 6/bzw. O~ dem Innere oder das 2kuBere der diese Gebie~e begrenzenden Jordan~ 
kurven U bzw. Ut sind. 
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Hil f ssa tz  3. Es sei C eine 9eschlossene Jordankurve, c ein Punlct 
im Innern yon C. g sei eine C in mindestens zwei Punkten durchsetzende 

Fig. 6. 

Gerade, und a = A-'B sei ein Bogen 
yon C, der (eventuell bis au/ seine 
Endpunkte A, B ,  die au/ g liegen 
di~'r/en) ganz au/ der c abgewandten 
Seite yon g verldu/t, fl sei der zu e: 
komplementdre Bogen. Verbindet man 
dann A und B dutch einen Jordan- 
bogen r, der die Kurve C h6chstens in 

�9 Punkten des Bogens a tri//t und ganz 
au/ derselben Seite yon 9 bleibt wie a, 

so enthdlt die yon ~, und fl gebildete geschlossene Jordankurve 1-" den 
Punkt e i m  Innern (s. Fig. 6). 

Beweis. Wit benutzen im folgenden als Kriterium dafiir, dab ein 
Punkt P im Innern yon C liegt, die Tatsache, dal~ seine Ordnung 0 (P, C) 
in bezug au[ die Kurve C dann und nut  dann gleich • 1 ist, wenn P 
sich im Innern yon C be/indet~). Dabei versteht man unter der Ord- 
nung O (P, C) des Punktes P in bezug auf die geschlossene Jordankarve C 

9~-fachen Zuwaehs des Winkels O(Q), den der yon P naeh einem den 

befiebigen Punkte Q von C gezogene Radiusvektor PQ mit der positiven 
reellen Aehse (oder allgemeiner irgendeiner festen Geraden) bildet, bei 
einem vollen Umlauf des Punktes Q liia]gs der Kurve C. Bezeichnet man 
also die ~nderung des Winkels O(Q) bei dem genannten Umlauf yon Q 
l~ngs C mit AO, so ist 

O(P, C) ,~0 
=2--~" 

Wit denken uns nun den Radiusvektor r vom Punkte v naeh dem 
Punkte A gezogen; 0 (A) sei der Winkel, den dieser Radiusvektor mit der 
positiven reellen Achse bildet, und zwar werde O(A) durch die Bedingung 
0 ~ O ( A ) <  2~ normiert. Der Endpunkt des Radiusvektors r mSge nun 
stetig von A aus die Kurve C durchlanfen. Dabei hndert sich der Winkel 0, 
den r mit der positiven reellen hchse bildet, steti~ mit dem Endpunkt Q, 
und wit denken uns diesen Winkel 0-----O(Q) yore Werte O(A) aus stetig 
fortgesetz t. Nach der Durchlaufung des Bogens a yon A naeh B mSge 
der Winkel O(Q) im Ptmkte B auf den Wert O(B) und nach dem voUen 
Umlauf yon C auf den Weft O'(A) angewachsen sei. D a v  im Innern v~ 
C liegt, ist O'(A) = O ( A )  • 2n .  ,Ferner ist ]0(B) -- 0(A)[ < z, da ja c 
und tier (offene) Bogen a auf verschiedenen Seiten yon g liegen. 

"~) Vgl. z.B.B, yon Ker6kj~rt5 loc. tit. S. 82f. 
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Nun denken wit uns die Kurve P zuerst yon A nach B l~i~gs ? und 
dann yon B nach A liings fl durchla~fen. Im Punkte A biidet (bei der 
obigen Normierung) der yon c nach A gezogene Radiusvektor r mit der 
positiven reellen Achse gleichfalls den Winkel O(A). Nach tier Durchlau- 
lung yon ~, mSge der stetig yon O(A) aus fortgesetzte Winkel O--0(Q),  
den der yon r nach dem Punkte Q yon C gezogene Radiusvektor r = r (Q). 
mit der positiven reeUen Achse bitdet, auf den Wert O*(B) angewachsen 
sein, nach dem vollen Umlauf yon F mSge sein Weft O*(A) sein. Es ist 

O*(B)--O(A) = [ 0 ( B ) - - 0 ( A ) ]  + 2 n n ,  

wo n eine ganze Zahl ~ 0 ist. Es muff notwendig n ~--0 sein. Denn da c 
mad der Bogen ~, auf verschiedenen Seiten yon g liegen, ist dieser Winkel 
seinem absoluten Betrage nach sicher < g, und da auch t O ( B ) -  O(A) I< 
ist, ist  

O*(B) - -O(A)=O(B) - -O(A) ,  O*(B)=O(B).  

Da nun F den Bogen fl mit C gemeinsam hat, ist 
| 

O*(A) -- O*(B) -~ O'(A) -- 0 (B) ,  

und hieraus folgt wegen 0* (B) ~- 0 (B) 

O*(A) ---- 0'(A) ---- 0(A) + 9~ ,  0 " ( ~ ) -  0 (~) 2~ = + 1 ,  
W. Z. b.  w. 

6. Wir werden ira folgenden unsere S~tze tiber das Verhalten des 
Differenzenquotienten der Abbildungsfunktion in einem Randpunkte P fiir 
Gebiete G formulieren, die yon einer geschlossenen Jordankurve C begrenzt 
werden, Sie gelten dram ~ber auch flit wesentlich allgemeinere Gebiete, 
niimlich fiirbeliebige einfach zusammenh~Lngende Gebiete, deren Rand einen 
,,/re/en" Jordanbogen enth~lt, wenn der Randpunkt P innerer Punkt eines 
so]chert Bogens ist. (Dabei verstehen wit unter einem ,,freien" Randbogen 
einen so]chen, der "sich dutch einen geeig~eten Querschnitt yon O so zu 
einer geschlossenen Jordankurve ergiinzen ]~l~t, dal~ ihr Inneres ganz O 
angeh6rt.) Dies ergibt sich sofort aus  dem fo]genden 

Hi l f s sa tz  4. S/rid ~ und O x zwe/ e/n]ach zusammenMingende Oe- 
biete, deren Rdnder einen jreien Jordanbogen C' gemeinsam haben, und 
stoflen die beiden Gebiete yon derselben Seite an C' an, ~ b~lden /erner q9 (w) 
bzw. qJ~ (w) G bzw. G~ au] I zt <1 ab, so konvergiert /fir einen /esten 
inneren Punks w~ yon G' der Quotient 

(I, 4) ~ (w) - ~(w,) 
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gegen eine yon 0 verschiedene Konstante v, wean w ~'lu/ C' o~r  a ~  d ~  
Teilumgebung van C', die dem Durchsehnitt yon Q und G~ angeh6rt 
ge#en w~ strebt: Es ist also 

W - -  W x W - - W x  

Insbesondere gibt es also auvh zwei K o n s ~ t e n  c x und v~, so daft 

�9 t - -  ~ o , ( w ) - ~ i ( w , )  - =  

/iir solche w gilt. 

Der Inhalt dieses Satzes kama etwas unpr~izis aueh so wiedergegeben 
r 

werden: Das Verhalten des Diilerenzenquotienten ~ ( w ) - ~  (w~) h~ingt nut 
W - -  W t  

yon tier Umgebung des betraehteten Randpunkt~s ab, nicht aber yon der 
Besehaffenheit der iibrigen Teile yon G. 

Beweis .  Zum Beweise daft man annehmen, dal3 G 1 im Innern yon G 
(bis auf den Bogen C') liegt, da man sonst beide Gebiete G und G 1 mit 
einem dritten in beiden gelegenen vergleichen k6nnte. --  Bei der Abbildung 
yon (7 vermittels z = ~(w)  geht dann G a in ein im Innern yon i z ! =  1 
liegendes Gebiet D a fiber, das emen Bogen ~,, das Bild von C', mit der 
Peripherie gemeinsam hat. Man beaehte nun, dal~ man die Abbildung yon 
G 1 auf den Einheitskreis i~ ! <  1 aueh so durehffihren kann, indem man 
g a vermittels z = ~0 (w) auf D a und D a vermitte]s ~ = g ( z )  auf I ~ [ <  1 
passend nbbildet, g(z) ist dann noeh auf jedem festen irmeren Teil- 
bogen ?' yon ~, naeh dem Schwarzsehen Spiegelungsprinzip analytisch mad 
von 0 verschieden. Wegen ~=q~l (w)=g(~v(w) ) ,  zl-----~(wa) ist 

~ l  (w)  - ~ ,  (w , )  = g ( z ) -  g (z , )  
v ( w ) - v ( w ~ )  ~ - ~ ,  ' 

und da der Quotient g(z)-g(z,) mit z---.z~ gegen eine von 0 verschiedene 
Z -- Z i 

Zahl konvergiert, folgt hieraus die obige Behauptung. 

7. Es seien nun G und Gx zwei yon den Jordankurven C und C~ 
begrenzte Gebiete, wobei C a bis auf einen gemeinsamen Randbogen C' 
im Innern yon G liegt. Fiir das Folgende ist es von Wichtigkeit, genauer 
zu wissen, in welcher Weise die eben erhaltenen Konstanten cl undc,, yon 
den Kurven C und C a abh~ngen, um fib "den Quotienten (1,4) eine gleich- 
miii~ige Abseh~itzung aueh fib den Fall angeben zu kSmaen, d a b  es sieh 
niche nut um ein festes Paar solcher Kurven C mad' C1 handelt, sondem 
um eine Schar von derartigen Kurvenpaaren C und C a. In dieser Rich- 
tung beweisen wir den folgenden Satz (den wir gleich in der ffir die sp~tere 
Anwendung geeigneten Form ausspreehen). 
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H i l f s s a t z  5. Es sei w =/~ (z) in I z[ ~ 1 reguhir, in I z 1 <__ 1 stetig, 
und es m6ge fl(z)~die Peripherie des K. reises in vine geschlossene Jordan- 
kurve CI iiberfiihren. Es svi ~, vin den Punkt z = 1 im Innern enthalten- 
der Bogen van I z l = 1. Sein Bild in der w-Ebene, das vin Tvilbogen 
van C 1 ist, svi mit G' bezvichnet. Ferner mdge eine volle Krdsschvibe 
mit dem Radius d > 0 um f~ (0) als Mittelpunkt im Innern van C 1 Platz 
haben, und C~ liege selbst innerhalb vines Kreises k~ mit dem Radius D 
um fl (0). C svi vine zwvite im Innern yon kl) verlau]ende Jordankurve, 
die den Bogen C' mit C~ gemvinsam hat  und sanst C 1 im lnnern enthdlt. 
w = f ( z )  bilde I z l < l  so au] das Innere van Cab,  dab f ( 0 ) = f l ( 0  ) 
und f ( 1 ) =  f~(1) = wl ist. 

Ist z - - V l ( w )  die zu w-----f~(z), z = ~ ( w )  die zu w = f ( z )  inverse 
Funktian, so gibt es vine nut van y, d, D, sanst abet van den Kurven C, C~ 
bzw. den Funktianen f, fl nicht welter abhSngige Kanstante c.,. ~ 1, so daft 
/at  w--* wl (w aus dem Innern van C 1 oder au/ C1) 

1 <  l im]  ~(w) -~ (w ' )  I ~ c ~ 
= ,.-,.w~ ~ , ( w ) - ~ , ( w , )  - -  

gilt. 
Beweis. Wit schicken die folgende Bemerkung voraus: Es sei G ein 

einfach zusammenh~ingendes Gebiet in der w-Ebene, das die volle :Kreis- 
scheibe um den in G liegenden Ptmkt w = a mit dem Radius d > 0 ent- 
hiilt und selber ganz innerhalb des Kreises mit dem Radius D um w-----a 
liegt. Bildet z = r  G so auf t z l < l  ab, dal~ w = a  in z = 0  iiber- 
geht, so ist fiir alle w in G 

Um die rechte der in (1, 5) steckenden Ungleichungen einzusehen, beachte 

man, da~, w ' = w d  ~ a  gesetzt, ~(w')-----q~(dw'~-a)=qS(w),  in lw'[ < l 

regul~ir, absolut < 1  ist und dab ferner z = y , ( w ' )  im Nulipunkt ver- 
schwind~t. Daher ist nach dem Schwarzschen Lemma I~(w)  l--=-ty~(w')l 

__<lw' l= ~ - ~ [ ,  und da fiir [ w - - a t > d  , ~ a l > l  ist und f~ (w) !  

in G < 1 ist, gilt diese Ungleichung fiir alle w in G. Um die linke der in 
(1, 5) steckenden Usgleichungen zu beweisen, hat man nut das Schwarzsche 
Lemma auf die zu z = ~ ( w )  inverse Funktion w = F ( z )  oder genauer 

auf die Funktion w' = F ( z ) - a  anzuwenden. Diese FUnktion ist in !~z i <~ 1 D " . 
regul~ir und absolut kleiner als 1 und verschwindet in z-----0. Daher gilt 

D --  
> I w - . i  

D 
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Aus dieser Bemerkung folgt nun zuniichst, da~ die Werte tier Funktion 
d 

w ~ f~ (z) flit 1 ~ [z[ ~ �89 sicher~ auBerhalb des Kreisestmit dem Radius 
um w~f(O) liegen. Denn e s i s t  fiir [z[ I ~ l ( w ) l ~  

2 ~ d ' 
d 

also I w --  f ( 0 )  l ~ ~ .  Wit w~hlen einen z ~ 1 als Mittelpunkt enthalten- 

den Teilbogen ~,, V o n y  so, da~ das yon 72 und dem dutch die Endpunkte 
yon 7~ um z ---- 1 beschriebenen innerhalb yon I z I ~ 1 liegenden Kreisbogen 
beg~enzte Kreisbogenzweieck Z~ ganz au~erhalb des Kreises I z l ~  �89 liegt. 
Das Bild des Innern yon Z~ bei der Abbildung dutch f~(z) in der w-Ebene 
ist dann ein yon einer Jordankurve Z~ umschlossenes Gebiet, das ganz 

d 
auflerhalb des Kreises mit dem Radius ~ um w ~ - f ( 0 )  liegt. 

Bei der Abbildung des-Inneren yon C vermittels u = ~'(w) geht das 
Inhere yon C1 in ein yon einer geschlossenen Jordankurve F begrenztes 
Gebiet tiber. Z~ entspricht dabei einer geschlosst:~en, nirgends au~erhalb 
yon I ~ vedaufenden Jordankurve Zu, die einen (yon den Funktionen f~ 
und f abh~ngigen) Bogen 7~ mit der Peripherie gemeiusam hat. ~'u ent- 
h~lt u ~  1 im Innern. Wir beha~pten, Z u vediiuft au~erhalb des Krei'ses 

d 
mit dem Radius ~ um u -  O. Dies ergibt sich aus der links in (1, 5) 

stehenden Vngleichung, angewandt auf die Funktion z = T (w) (flit q~ (w)). 
. d  

Denn da Z~ aul~erhalb des Kreises I w - - f ( 0 )  I ~ liegt, i s t  fiir Punkte w 
aus Z~ nach dieser Ungleichung 

2 D ~  

Jetzt  beachte man, da$ man die Funktion z = ~ ( w )  (analog wie im 
Beweise des obigen Hilfssatzes) such so gewinnen kann, dal] man das 
Innere von F auf i z } < 1 vermittels z ----- ~ ( u )  so abbildet, dal~ ~ ( 0 )  = 0, 
k~(1) = 1 ist und die Funktion z = ~u(q~ (w)) bildet. Dann ist 

~p~ ( w ) -  ~o, (w,) __ k~(u)-  gr(1) 
(w) - ~ (w,) u - 1 

Um den Quotienten auf der rechten Seite dieser Gleichung absolut ab- 
zusch~tzen, wenden wit wieder wie oben das Spiegelungsprinzip an. Es sei 
u = ~ ( z ) d i e  zu z = ~ ( u )  inverse Funktion. u-----~(z) bildet den (festen, 
d.h. yon f u n d  f~ unabh~ingigen) Bogen ~,~ auf den Bogen ~,~, das Innere 
des Kreisbogenzweiecks Z~ auf das Inhere der Jordanl0~rve Z,  ab. Spiegetn 
wir nun Z~ an ~2, so erhal~en ~ wit ein Kreisbogenzweieck Z~ das l~ings ~'2 
mit Z~ zusammenstS~t und mit diesem z~asammen ein Kreisbogenzweieck 
(Zz ~- Z ' )  bildet. Im Innern dieses neuen Kreisbogenzweiecks ist u = ~, (z) 
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regul~ir. Das durch u = yJ (z) vermittelte Bfld des Inhere yon Z~ in der 
u-Ebene ist das Innere der durch Spiegelung yon Z u an 7u entstehenden 
Jordankurve Z~, und das Bild des Innern von (Zz-~ Z~) ist das Innere 
derjenigen Jordankurve, die entsteht, wenn man von Zu und Z~ den Kreis- 
bogen 7~ entfernt. Dieses Bildgebiet ist jedenfalls beschr~inkt, und zwar 

liegt es, da Z~, wie oben gesagt, au~erhalb des Kreises mit dem Radius d 2D 
2D 

um u = 0 verl~iuft, ganz innerhalb des Kreises mit dem Radius -d- um 

u--= 0. Es gibt nun eine nut yon 7,, also nur yon ~, abh~ngige Zald 
~o > 0, so dab y~ (z) in l z -- 11 ~ Q regular ist. Daher ist nach der Cauchy- 
schen Koeffizientenabsch~itzung 

2D 1 2K K ~  2D 
(1,6) lY/(z)I--< d e e -d- [ z _ l ] < O  

Um eine Abseh~itzung Ifir l w'(1)] naeh unten herzuleiten, beachte man, 
wegen tV'(z)l<lzl positive z < a  

I I - -z[  1--z - -  1 - z  

ist. Da ~(z)  in z-----1 reguliir ist, folgt daraus mit z f l l ~ ' ( 1 ) ] ~ l  , und 
hieraus ergibt sich dann in Verbindung mit (1, 6) die Behauptung des 
Hilfssatzes. 

w 

Weitere Hilfssatze. 

8. H i l f s s a t z 6 .  Es sd  k der Kreis [ w - - a l ~ o ,  w l = a ~ o e ~ ' ~  

sei ein Punkt  der Peripherie van  k.  Ferner sei c ein Punkt im lnner~ 

yon k im Abstande a O yon w ~ wx , 0 < o < 1. 

E~ werde l e - a K = 2 e  g ~ a n ,  ~ d  ~ ( > 0 )  
bezeichne den W~nkd c a w a im Dreieck c a w x 

(siehe Fig. 7). Bildet man dann k vermittels 
n41  

w - - a  C - - a  

? 0 0 Air (w- -e )0  elf 

1 w - - a  c - - a  @ - - ( w - - a ) ( v - - a )  

(~, reell) Fig. 7. 

so au] den Einheitskreis ab, clap w = c in ~ =-0 iibergeht, so gilt ]iir die 

Bildldnge u~ eines an w,  anstopenden Bogens tier Ldn4le 0 a, 0 ~ a ~ a o < ~ , 

g3) Vgl. far diese auf Herrn K. LSwner zuriickgehende Uberlegung L. Bieberbach, 
Lehrbuch der Funktionentheorie II, S. 124. 
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der Kreisperipherie 

(2 ,  1) a '  1 - - i . '  
( 1 _ ).) e./_ 4 ). sin1 ao-]- X ~o 

2 

Zusatz.  Der Punkt c liege im Innern des Winketraumes W der O//- 
gg 

nung 2 ~ ,  0 ~ ~/ < -~ , der van zwei van w x ausgehenden symmetrisch 

zum Radius in w x verlau/enden Kreissehnen gebildet wird. Macht man 
dann o van a o abhdngig, indem man /iZr hinreiehend kleine % 
o=mag/ ' (1 -+-~(%))  setzt, wo ra eine beliebige positive Kon~tante und 
~(ao) eine mit  %---~ 0 gleieh/alls gegen 0 kanvergierende Funktian van 
% iat, 80 gilt gleichmgiflig /iir aUe oben de/inierten Punkte e in k und W 
mit dem Abstand R-----a Q van w, 

lira A o _ 2 cos ~, 
~a'-'~ 0 

d.h.  zu jedem ~ mit  0 < ~ < 1  gi~ es ein van e -- sowie ~ ,  m u n d  
der $~unktian ~(%) --abhdngigas~:6(~), 8o daft, /i~r alle a o ~ ( e  ) und 
/iir alle diese Punkte c m i t  dem Abstande R van w 1 

A o_~ 2 (1.-- ~) cos ~, 0 < e < : l ,  
gilt. 

Bemerkung .  Dieser Zusatz bleibt, wie leicht zu sehen ist, auch noeh 
richtig, wenn der Punkt c i m  Abstande R ---- a e yon u,x nicht den Winkel- 
raum W der 0ttnung 2 gJ, sondern in dem analog gebfldeten Winkelraum W' 
der  0ttnung 2 (~q-  co), eo > 0, angenommen wird, wo co nut Funktion yon 
~oist  und mit ao '+0 selber gegen 0 konvergiert. (~ (e) htingt dann" auch 
noeh yon co (%) ab.) 

Beweis. Olme Besehr~nlmng der Allgemeinheit sei ~ = 1 ,  r a =  0, 
~,----0. Man beachte nun, daft ( w -  a = e ~a gesetzt) 

(2, 2 )  oal 1 ! dO ' 

ist. Wit sehiitzen den Nenner des Integranden naeh oben fiir [~l_~a_~% 
ab. Es ist, wegen v -- a ---- 2 e• 

11 --  ( w .  a ) ( ~ - a ) t ~ - - - - 1 + ~  ~ -  ~. ~eos(O ~= g ) = ( 1 - - ~ ) %  4 ~ n  ~'~ § z 
2 

__ = ~ ~) Wegen I vql ~ a  <: % < ~ , .  0 _~ ~ < 2 . ist wei~er 

, [1 - - ( w  -- a)(b----~--5): j '  _< (1 - -  ~.)" q- 4 ~. sin' =o+Z 

'~) Wegen  o < 1. 
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Zwischen ~ und a besteht dabei die Relation 

Daher folgt sus (2,2} 
1 --~t ~ 

(1 - ,~)' + 4 ~ sin' ~o+Z 
2 

w. z. b. w. 

Bewe i s  des  Zusa t zes .  Es  ist nach (2, 1), (2, 3) 

4 ~ sin s ~o+ (l 4)'§ 

(I+ 
(2,4) = 

Aus der Figur 7 folgt leicht (~z 

(2,5) 
und daher 
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sin ~ = sinx_ ~> sin z 

Somit ergibt sicb fiir den Ziihler Z in (2,4) 

(2,6) Z ~ ( I _  -~- 3) ~/1 -{ - 4 ~ (1 - ~')' tg' v ' 4 ~ , ( 1  - 2)' 

----- (I + ~I) 1 + ~ (I -[-3) ]/1 + tg' ~, = oosv,," 

Bei der Abschiltzung des Nenners in (2, 4) gehen wit so vor: e 1, e2, �9 s . . . .  
mSgen im folgenden GrSl}en bezeichnen, die - -  bei festem ~ ,  m und fester 
Funktion @ (%) .-- gleiehm~i~ig, in 9'1 .mit %-- .  0 ,gegen 0 konvergieren. 
Dann folgt wegen 

~9----- 1 +  o ~ - - 2  ocos ~01, 1 - - 3 g - -  - 2 oeos ~o~ --  a ~ 

und wegen cos 9,t ~ cos ~ ~ 0 flit hinreiehend Meines % 

x 

(i - ;t)' 

( 4~'in"~~ x I ' 

~ ) ~  14 ~ 2 4  ~ sine Z-- 

4 ~  sin' ~ +  Z 
2 

( i  - -  ~)'. 

ist der Winkel e % a i m  Dreieek c w~ a)  
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Daher wird (vgl: (2, 5)) 

sin ~ --  q ~ sin ~x ~= (1 -- 2) .  tg vr 
" -Z = - - T - -  1+~, '  

Z = (1-1-%) (1 -- ~) tg ~v x 
und somit 

% +  Z = % +  (1 + e ~ ) ( 1 .  ~)tg~oi,  

�9 uo+ z l + e ~ ,  ; s m ~  = --'V-~,uo"t- (1 + %)(1 -- ~) t g ~ ) ,  

4 ~. sin s a ~  Z 
2 

= (1 + ~,)(1 ~_~" + (1 + e.~)tg,p~) ~-" (l-~) s 

= 0 + ~ , ) ( ~ ( i + .  ~~ " " ,~):~o8 ~i ~ (1 + ~.) ~g w~) ~ 

- ,,, v,.(1 +,~)' / , , ,  (1 + , ~ )  oos v,, + 

( \ m 
(1 + m~ }) m 

+ (1 + ,~) tg V'~). 
*' ', ~'~,(1 + # ) ' x i ~  .,) oos,p~ / 

Wir erlmlten also flit den Nenner :2V in ,(2,4) die Abschi~tzung 

N <  1 + t g ~ l ( i  + ~.,) + 6 1 g  .~ 1 _ , _  ~ + ~ t g ~ +  c (;, 

wo C bei festem mund fester Funktion ~ (%) eine nux Yon P abhiingige 
Konstante ist, wenn % hinreichend klein angenommen wixd. Hieraus und 
aus (2, 6) ergibt sich unmittelbar die Behauptung des Zusatzes. 

9. H i l f s s a t z  7. Es sei k der Kreis I w - - a [ = ~ ,  w~ = a - 4 - Q e " ~  sei 
ein Punkt  der P e r i ~ d e  yon k. Perner bezeichne W den yon zwei yon 
w = w I ausgehenden ,ymmetrisch zur Au~ennormalen in w~ verlau[enden 

8trahlen gebildeJen Winkeb'aum de;" Of/nun9 2 ~ ,  0 < ~  < - ~ .  c sei ein 

Pu~kt in  W (mi t  Rand)  im  Abstande oQ vwa w 1, a > O, so da~ also r 
au~erhalb yon k liegt. B i l d d  man dann das [4u~ere des Kreises l w - -  a i = 0 
vermittels 

(2 ,7)  C =  ~ ~ e~V= ( w - ~ ) ~ e ' r  1 w - a  c - a  ~s_(w_a)(~-:.-d~ (7 reell) 

au/ den Binheitskreis ab, so da# w = c in ~ = O qibergeht, so gil t  ]iir die 
Bildldn@e a~ eines Bogens der I.,dnge u ~ der Kreisperipherie 

-- 20~s~  ~ ~=AIT" 
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B ewe is. Ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit sei p = l ,  r x =  0, 
y = 0. Wegen (2, 7) ist dann 

I d~ [ ~ - - a l ~ - - I  

d-~ ] 1 - ( w -  a) (T=-a) [*" ' 

und daher ergibt sieh dutch Integration (~ihnlieh wie oben) 

, l e . - a l ~ -  1 l c - a [ W 1  

Ixk~-~ ( ] e _ ~ a [ ~ - 5 ~  g =  l e - - a ] - - I  a .  

.Nun ist I c - - a  I = ] / iq -o ' - ' q -2ocosw~ 
(siehe Fig. 8). Daraus folgt 

t c - - a l + l  ]/1 q- o~ q- 2 a cos Wl q- 1 

t c - a l - 1  ili-_.~o-o+2ocosv,_l 

~--- (]/i + ~ +2  a c~ 1) 9 
a~+2ac0sWt 

- -  ~ r COS~o t ~ ~oCOS ~lr 

und daher, w ie  behauptet, 
' < (2+~) ~ 

r = 2 o cos------~ er 

C 

Fi~. 8. 

10. Wit leiten nun noeh zwei Hilfss~itze her, in denen wir die folgende 
Aufgabe behandeln. Es sei C eine gesehlossene Jordankurve, a ein fester 
Bogen yon C. Wit bilden das Innere yon C auf den Einheitskreis ab 
und zwar so, dal~ einmal ein im Innern yon C liegender Punkt w = w o 
in den Nullpunkt, und ein anderes Mal ein in C liegender Punkt w = c ~ w o 
in den Nullpunkt iibergeht. Wir s dann, wie sieh die konforme L~inge 
yon ~ beim Ubergang yon einer Abbildung zur anderen ~indert, insbesondere 
aueh dann, wenn e gegen den Rand konvergiert und die GrSl~e yon ~ in  
bestimmter Weise yon c abh~ingig gemacht wird. 

H i l f s s a t z  8. Es sei C eine geschlossene Jordankurve in der w.Ebene, 

ein Bogen yon C. z = q ~ ( w )  bilde dos Innere yon C so au[ t z t < l  
ab, daft w --~ w o i m  Innern yon C in z = 0 i~bergeht; ~ -~ q~ (w) vermittele 
die Abbildung des Inneren yon C au] [ ~ [ < 1 so, daft w = c ~= w o ~ = 0 
entspricht. Hat das Bi ld  yon a bei der ersten Abbildung die Ldnge a', 
bei der zweiten die Ldnge a", so ist 

, , 1 - [ ~ ( c ) I  < , , <  l+_t~(c)I e,. 
l + l ~ ( c ) l =  = 1 l~(c)! 

Der B e w e i s  ergibt sich einfach aus der Bemerkung, dab man ~/i (w) aus 
q~ (w) gewinnen kann, indem man den Kreis I z I < 1 auf l C ! < 1 vermittels 

$ =  z - b  ~r 
1 - z ~  e , b = ~ p ( c ) ,  ~, reell, 

Mathematische Zeitschrfft. 35. 23 
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abbildet, so daft z = 0  in ~-----b iibergeht. Dann ist #(w)----- q(w)-~( , )  eir 
Daher ist (vgl.den Beweis yon Hilfssatz 6) ~a) f ~ ~ )  " 

a " =  f 1-1bl '  dO]<  1-]b[e r  l + ] 9 ( c )  
I d ) 1 - z b  - - ( 1  ' ] b [ )  ~ 1 - - [ ~ ( c )  a', 

u'*7.> 1-1b[~ a'-----. 1- lq(c)  la,.  
- - ( l+ ib [ )  ~ l+l~,(c)] 

Hilfssatz 9. Es sei C eine geschlossene dordankurve, PQ = a ein 
Bogen yon C. z = 9  (w) bilde das Innere yon C so au/ [ z ] < 1 ab, daft 
w----.w o ( imlnnern vonC) in z----0, P ( W = W l )  in z = l  und a in einen 

Bogen der Ldnge a ' der Kreisperipherie iibergeht. r = #(w) ---- 9(w)-9(c) 
1.-v(w)~(O 

vermittele die Abbildung des Innern yon C au] [ r [ < 1, so daft w = c + w o 
~-~ 0 und a einem Kreisbogen der Ldnge a" entspricht. Der Pun~ P 
werde als /est, der Punkt Q als variabel angkaommen. Ferner mOge /iir 
Q - *  P aueh e - *  P k, onvergieren, und zwar so, daf  der Bildpunkt 

q~ ( c ) ~- ] b ] e 'z yon c in der z- Ebene innerhalb des Winkelraumes 

- -  ,~ ~ arc (z  - -  1) ~ n + Ta, 0 < T 1 < ~ ,  

bteibt. ~chliefllich mdgen Q und r so gegen P 9ehen, daft/i ir hinreichend 

kleine PQ (und Pc) a" ~ I 

kleine P Q und Pc 
. 1 - -  ] b I ~,, 

b --- ----Ibl 
Beweis. Es ist 

' I u n d  1-9(e) - -  1-b  
r ~(w~)= 1-~(,) 1-b 

Fig. 9. 1 - b 
a rc  ~ ( w  1 ) = a rc  i---  b- = .91" 

Aus der Figur 9 erkennt man, dall wegen unserer Annahme 1~1] ~ 2 ~ 1 ~ r  
ist ~e). 

95) Das Zeichen .} soil bedeuten, daft tiber den Bildbogen yon ct in der z-Ebene 
(a') 

yon der Liinge ~ '  integriert  werden soil. 
1 - - b  se) Bei geeigneter Z~ihlung des arc- - -=_.  In der Figur 9 ist  das Viereck mit  
1 - b  

den Endpunkten 1, b, 0, 1- -b  ein Parallelogramm, bei dem die Seite 0 . . .  1 - -b  
parallel und gleich der Seite b . . .  1 ist. 
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~+b 
Wit haben nun, da z =~(w)- - - -  1 - - ~  ~, ~ =  ~ (w) ,  ist, 

a' ~ 1-1bib 
l + b ~  

naeh oben abzuschiitzen. Zu diesem Zweeke wghlen wir PQ so klein, dab 

bereits [ a " . l _ _ < ~ < ~ ( ~ - - z l ) u n d  la rcb[ - - - - ]g l=  2 k 2 - - ~ 1 )  ist und 

seh~tzen den Nenner des Integranden fiir alle ~ = e ~ mit ~ in (~1, t91 =t= ~>, 
I #11 =< 2vl, ab. Dann ist 

11 +~e'al~= 1 --~ [bl ~ + 2 ] blcos (0 - g ) 

= (1 -  Ib{) + 41blcos2~{ z 

( 1 -  Ibl) ~ + 4 i b ] eos~ (,2~'+~ --+]zl ) 

mithin wird 

W. Z. b.w. 

~,,< (1-1bl)(1WIbt)a" 1-1b I ,, 
-- " " ~+lzf < T - _ ~ + l z l ~  a '  4 ] b J c o s ' ( h + - - ~ ) = 2 ] b ! c o s ;  U'*--Y--) 

w 

Die Unbewalltheitsfunktion, die Riehtungsfunktion und der metrische 
Parameter einer Jordankurve. 

11. Um das Verhalten eines Jordanbogens in der Umgebung eines 
seiner Punkte zu charakterisieren, wollen wir die folgenden Begriffsbildungen 
einfiihren. 

Wit verstehen unter einem ,,Kurvenelemeng" c einen Punkt P und 
einen dutch diesen Punkt hindurchgehenden (stetigen) Kurvenbogen b, wobei 
das Kurvenelement -- definitionsgemiifl -- sis dasselbe anzusehen ist, wenn 
der Bogen b dutch einen P als inneren Punkt enthaltenden Teilbogen b' 
ersetzt' wird. Die Beziehung zwischen dem Kurvenelement c, und dem 
Punkt P,  der bei der Definition des Kurvenelements zugrunde gelegt wird, 
bringen wit zum Ausdruck, indem wir sagen, c gehe dutch P hindurch. 

12. Um das Verhalten eines solchen Kurvenelementes zu chaxakterisieren, 
fiihren wb die ,Unbewalltheits/unktion" ein. Diese soil folgendermaBen 
definiert werden: Wit besehreiben um den Punkt P, (lurch den c hindurch- 
geht, einen Kreis b, mit so kleinem Radius e > 0, daft k, bereits das 
Kurvenelement c (in endlieh oder unendfich vielen Punkten) schneider. 

23* 
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Durchl~iuft man den Bogen b von P aus zuerst in der einen Richtung 
und dann in der entgegengesetzten, so mSge in der einen Durchlaufungs- 
richtung der letzte Schnittpunkt von b m i t  k, der Punkt  P~ und in der 
anderen der letzte derartige Schnittpunkt P~ sein. Wir betrachten dann 
die (abgeschlossene) Kreisscheibe ka mit dem kleinsten Radius J = Ll (e) 

Um P, welche die beiden KurvenbSgen PP~, PP~ enthiilt (siehe Fig. 10). 

8 

Fig. 10. 

benutzen, und wir bezeichnen 

J (e) ist dann offenbar (wegen der Stetig- 
keit des Kurvenbogens b) eine mit e~0  
monoton gegen 0 abnehmende von rechts 
(abet nicht notwendig yon links) stetige 
Funktion. Ferner ist J (e) in dem folgen- 
den Sinne yon der ,,Ausdehnung" des Bo- 
gens b von c unabh~ingig: Ersetzt  man b 
dutch einen P a l s  inneren Punkt  enthalten- 
den Teilbogen b', so hat offenbar A (e) fiir 
alle hinreichend kleinen ~ 27) denselben Weft. 
Daher kann man A(e) zur Charakterisie- 
rung einer Eigensehaft des Kurvenelementes 

A(e) als die ,,Unbewalltheits]unktion" des 

Kurvenelements c. --  Im folgenden wird es vor allem auf den Quotienten 
$ 

ankommen. Wir werden verlangen, dab der lim A (8) endlich ist, oder arso, 
*~0 8 

dab A(e) der Bedingung A ( e ) =  O ( , )  geniigt. 

13. Wir fiihren ferner zur weiteren Charakterisierung eines Kurven- 
elementes die sogenannte Richtungs/unkticn ein. Ein Kurvenelement heiBe 
,,gerichtet", wenn es im Punkte P, durch den es hindurchgeht, eine Tangente 
besitzt. Es mSge nun c ein gerichtetes Kurvenelement sein. Es sei ~ > 0. 
Wit schlieBen dam1 die Tangente in P zwischen zwei durch P hindurch- 
gehende Geraden g~ und g~ ein, die mit der Tangente in P den Winkel e 
bilden. Dann gibt es ein r --= r (e) > 0, so da~ der Kreis um P mit r (e) 
nut Punkte von c im Innern oder auf dem Rande enth~ilt, die zugleich 

o~) Dieses e muB zuniichst so klein gewiihlt werden, daft J (e) gleichzeitig fiir b 
und b' erkl~rt werden kann. Dies reieht aber unter [Tmst~nden nieht aus, wie aus 
der Figur 10 hervorgeht, sondern es mu8 eventuell 8 noeh kleiner angenommen 
werden, damit die Unwalltheitsfunktion bei beiden Erkl~irungen denselben Wert hat. 
Ill der Figur 10 ist ni~m]ieh das Kurvenelement c einmal durch den Bogen A~'B und 
dann durch dessen Teilbogen A'B'  repr~sentiert. Der Kreis /r stellt den Kreis mit 
dem Radius ~ urn P dar. der Kreis k l ist der Kreis mit dem Radius A bei der 
Definition yon /1 (*) fiir den Bogen .4 B = b, der kleinere (punktierte) Kreis stellt den 

P Kreis mit dem Radius ..I (e bei der Definition yon A(8) fiir den Teilbogen 
A ' B ' = b '  yon AM dar. 
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dem yon g~ und g~ gebildeten Winkelraume (einschliel~hch der Schenkel) 
der 0ffnung 2s angehSren. (Urn ein solehes r(e)  eindeutig festzulegen, 
kSnnen wir, wenn c aus dem Winkelraum hinaustritt, fiir r (8) immer den 
grSBten der oben genannten Werter  (e) w~hlen. Sonst kSnnen wir r (e) :> 0 
und sonst beliebig annehmen.) Wir bezeichnen eine solche Funktion r(~) 
als eine Richtungsfunktion yon c. Verkiirzt oder verl~ngert man den 
Bogen b, so bleibt yon einem e an jede solche Fun~ion r(e)  Richtungs- 
hnktion yon c. 

14. Um nun das Verhalten einer geschlossenen Jordankurve in der 
Umgebung eines ihrer Punkte zu charak~el~sieren, benutzen wit die eben 
eingefiihrten Begriffsbildungen in der folgenden Weise: Wit verstehen unter 
der Unbewalltheits/un~ion van 0 im Pun~e P und, ]all,~ O in P eine 
Tangente besitzt, unter der Richtungs]unktion yon 0 im Punkte P die 
UnbewaUtheits/unktion bzw. Richtungs/unk~ion eines dutch P hindurch. 
gehenden Kurvenelementes yon 0.  Diese Ftmktionen bringen dann in der 
Tat nur eine Eigensehaft dieser Kurve in der Umgebung dieses Punktes 
zum Ausdruek. -- Geniigt insbesondere die Unbewalltheitsfunktion yon C 
in P der Bedingung Ate) ~ O (e), so woUen wir sagen, O sei in P linear 

unbewaUt. Existiert iiberdies der lira A(e) und ist er ~-1 (dieser Pall wird 
~4'0 e 

im folgenden eine wichtige Rolle spielen), so nennen wir 0 in P reguldr 
unbewallt. 

Es sei noeh fiir das Folgende daranf hingewiesen, da~ die Bedingungen 

A(e) ---- O (e) und A ( ~ ) --~ 1 (8 4 0) invariant gegeniiber einer Transformation 
g 

der Form u -- U 1 = (w -- wa) ~, a :> 0, reell, bleibt, wow 1 der Punkt P ist. 

Denn naeh der Durchfiihrung der Transformation wird dieser Quotient A (8) 
Aa 

gleich 7~ .  

15. Es sei nun 0 eine geschlossene Jordankurve, Po ein Punkt yon 0, 
und e~ mdge die UnbewaUtheits/unktion A (e) yon 0 in Po der Bedingung 
Ate)-----O (e) gen~gen. Wir werden zeigen, dab dann eine gewisse fiir uns 
wichtige Parameterdarstellung der Kurve m6glich ist. Unter dieser Annahme 
existieren ndmlich ausgezeichnete Parameter t, die wir als me tr i sche  
Parameter in bezug au[ den Punkt Po bezeichnen ~bollen, mit der /olgenden 
Eigenscha/t: Entspricht etwa Po der Parameterwert t o, so gibt es zwei 
positive Zahl'en cl, 01, c I < C1, so daft 

l r(t) (3,1) 0 < c . , ~  ~-~o <01 

ist, wo, wenn P(t)  der dem Parameterwert t entsprechende Kurvenpunlct 
ist, r ( t )  die Ldnge des Radiusvektors PoP(t) bedeutet. Umgdcehrt /olgt 
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aus der Ezistenz eines metriachen Parameters, daft die UnbewaUtheits- 
/unktion ,J ( e ) tier Bedingung A ( e ) = O ( e ) gen/~. 

Da sieh ein metrischer Parameter z. B. mit einer beliebigen von 0 

verschiedenen Konstanten multiplizieren liil]t, ist nut der Quotient o~ oder 
, �9 r ( t )  L c, 

genauer, L~-  ~ r(t) 1 hm ~--=-~ ] gesetzt, der Quotient -]- wesentlich. 
t~ to  t - - t o  i-~to -- ol 

Bei unserem Beweis flit die oben behauptete Tatsa~he wird sieh iiberdies 

ein einfscher Zusammenhang dieses Quotienten mit dem l~-mm4(e)= x er- 
e4,o t 

geben, nttmlieh: Bs ist [iir endliehes ~ stets ~ ~ ~ ,  und es gibt geeignete 

metrisdte Parameter, /iir die dieser Quotient ~ = ~ ist. 

Beweis. a) Wir nelmaen an, daft die Kurve C in irgendeiner Para- 
meterdamtellung P--~P(t*) gegeben ist, Po sei = P ( O ) .  Zu jedem 
yon einem ~ = ~o an geh6rt ein grfBter Weft t* > O, den wit mit t* be- 

1 zeichnen, so daft P(O)P( t2)=~-- - - -r ,  ist. Dann bilden die Punkte t? 

(~' =~o,  ~o + 1 ,  . . . )  eine Einteilung des Intervalls t,~, . . . ,  0 in unendlich 
viele TeilintervaUe. Wir bilden jedes Intervall t * + l ~ t *  ~ t ,*  (~'=~'o, 
~o + 1, . . .)  eineindeutig stetig und monoton (etwa linear) auf das t-Intervall 

1 1 , + 1 - - ~ t ~ T  ab; dadurch geht flit t,*+t~_t* ~_t,* r ( t*)  in r(t*(t)) iiber. 

1 1 ~ ( 1 + o , , )  w e  ~ = l i - - ~  z ( ~ )  Fiir ~ ~ t ~ ~- ist dann ~ ~ r (t* (t)) -----;----, 

a~, > 0, lira co, = 0 ist, da wir ja flit jedes ,, den gTfllten Welt t,* ge- 

nommen batten. Schreiben wit fiir r( t*(t))  r~(t), so gilt fiir 
1 1 

, + l  

(8,2) ,,+1 K I t  < m W 

woram f i i r t  > 0 wegen ~ + 1 --. 1 die Behauptung folgt. Fiir t < 0 ist 

der Beweis a n a l o g . -  Uberdies folgt arm der Ungleiohung (3, 2), daft 
L flit den eben angegebenen metrischen Parameter der Quotient -f  ~ 

t, t . o  t--4~ | t 

b) Wit beweisen nun die Umkehrung, trod ~.war zeigen wit: Ist t ein 
in bezug auf den Punkt Po metriseher Parameter yon C, gilt also (8, 1) oder 

r ( t ) [  - -  r(t) l 
( 3 , 3 )  0 < / ---- lirat_4__io t . t o l  ~ -L=l imt - , to  # - to I < ~ '  

so gilt fiir die Unbewalltheitsiunktion 3(e)  yon C in Po 1 ~  ~-(~-) = . ,  
�9 ~o �9 --~ -~" 



Randverhalten der Abbfldungsfunktion. 359 

0hne Besehriinkung der Allgemeinheit sei Po = P(0) .  Wiire nun die 
Behauptung falsch, so g~ibe es fiir ein passendes o > 0 eine Folge yon 

Radien r,  ~ 0 und Punkten P, ~ P(t~), P~ ~ P(t~) mit Po P, ~--- Po p r ~_ r , ,  
die beide von derselben Seite ..,s) gegen Po konvergieren, so daft der yon P,, P; 
begrenzte Po nicht enthaltende Bogen bis auf seine Endpunkte P,, P; attfler- 
halb des Kreises mit r, um Po liige und dab man auf ibm einen Pnnlrt Q, 
linden k6nnte, fiir den 

PoQ,  _ P o ~ ,  L 
PoP, PoP " > 7 + ~  

ware. Wir dfirfen annehmen, daft die P,, P; und Q, zugeordneten Para- 
meterwerte bzw. t,, t~', t ,  positiv sind und der Ungleiehung t, < [, < t, t ge- 
nfigen; dann folgt aus (3, 3), daft yon einem v an, etwa fiir v ~_ ~o, 

<L + t y  
i, t, - -  

Po Q, r ([,) L + o folgt weiter ist. Wegen ~ . . . . . .  > - y  
PoP; r(,') 

q 

L+I 2 L + I ~ ' . ~ Z  ' 
~(,~') , ( ~ ' )  ,(~,) ~, < L = L+z-----~ 

,~' ~(~,) ~,  ," = T +  o 

im Widersprueh mit der Aunahme, daft lira [ r ( t ) l =  l is t .  
/-4-~1 * I 

Hierans ergibt sich nun attch unmittelbar die zweite fiber den Zu- 
L 

8ammenhang yon g tmd T ausge~proehene Behauptung. Denn am dora 

unter b)" Bewiesenen folgt, daft notwendig, wenn ein metriseher Parameter 

existiert: 1-~ ~ (s) x ~ L ~o  �9 -~ _ -y ist. Andererseits gibt es aber, wie in a) gezeigt, 
L einen metrischen Parameter L fiir den T ~ ~ gilt. Da ffir diesen aber 

aueh notwendig T ~> ~ gel~en muff, besteht also ffir dizen metrischen 
L 

Parameter die Relation T ~--x. 

16. Insbesondere erhalten Wir aus dem obigen Satze das folgende 
Resultat: Hinreichend und notwendig daffir, dal~ es einen Parameter t fiir 

die Kurve C gibt, fiir den lira t r(t) t-~o t- to = a > 0  gilt, ist, dal~ 3(e)--~l~ mit 
e ~ 0 besteht. 

Denn ist lira 3 (e) __-- 1, so gibt es nach dem obigen stets einen metrischen 
�9 r a 

gs) D.h. es gibt einen yon P verschiedenen Punkt Q yon C, so daft alle Punkte P~ 

einem und demselben Bogen P Q angeh6ren. 
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L Parameter t m i t  -}-~-1,  also L ~ 1. Existiert umget=ehrt ein metriseher 

Parameter, fiir den L ~ l ~ a ~ 0 ist, so folgt, dab  fiir .4ie Unbewalltheits- 

iunktion ;4 (e) im betreflenden Punkte die Relation gi~.t 1Tram ~(8) ---~ _~ 1. 
e~O E 

Da abet andererseits wegen d (e) ~ e stets 1 ~ lira ~ (~') ist, muB lira A (8) 
existieren und gleieh 1 sein, w.z.b.w. 

17. Spgter werden uns noch die beiden folgenden Bemerkungen yon 
Nutzen sein. 

1. Ist  t ein metriseher Parameter der Kurve C in ~ezug auf den 
Punkt P (w ~-wl )  und unterwirfi~ man die Kurve C der Transformation 
u ~ (w --  wl)~, g ~ 0, so ist a ~ it i ~ sgnt ein metrischer Parameter der 
transformierten (niGht notwendig doppelpunktfreien Kurve /~ ~)  in dem w 1 
entsprechendem Punkte u ~ 0. Denn es gilt ja, wenn 

0~c~.___ w ( t ) - w ~ t < C  ~ t  ----. 

ist, auch, wenn wit u(~)  : u ( I t ] ~ s g n t )  - -  (w (t) -- w~) ~ setzen, 

0 < c~ __< = < c ~ .  

2. Wir werden uns im folgenden vor allem mit deljenigen Parameter- 
darstellung einer gesehlossenen Jordankurve C bef~sen, welehe dureh die 
Abbildungsfunktion w - ~  f(z)  des Einheits~eises l zl < ~ auf d ~  Innere 
yon C flit z = e ~ ,  0 ~ ~ ~ 2~,  geliefert wixd. Bleibt nun fiir ein v~, 
f(ei~*~) = wl, der Quotient 
(3,4) I f (e ia ' )  - w ,  l 

I ~ -  a~ [~ 

zwisehen zwei festen Schranken oder konvergiert er fiir 0 ~ v~ gegen einen 
endlichen Grenzwert, so ist definitionsgem/il~ t : I0 --  ,0 ,, I" sgn (0  -- ~,)  ein 
metrischer Parameter yon C in bezug auf w ~ w~. Dami t  der Di//erenzen- 
quotient ( 3 , 4 )  zwisohen zwei positiven Schranken bleibt reap. gegen einen 
endlichen Grenzwert konvergiert, ist also notwendig, daft die Kurve C einen 
metrisehen Parameter t in bezug au/  w ~ w~ beMtzt, /iir den im zweiten 

Falle lirnt_,0 �9 w ( t) t-  w~ [ existiert und ~ 0 let, und eomit al~o auch ",,ach Nr. 16, 

daft /iir die Unbewalltheits]unktion A(e)  yon C in w : w ~  A ( e ) ~ O ( e )  

bzw. .d (~) -~- 1 gilt. 
8 

~9) Wir hatten oben zwar den metrischen Parameter nur ftir eine doppelpunkt- 
ffeie Kurve C definiert, doch kann diese Definition unver~tndert auf eine beliebige 
geschlos~ene Kurve i~bertragen werden, wenn ihre Punkte umkehrbar eindeutig und 
stetig auf einen Parameter t bezo~en werden k6nnen. 
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w 

Formulierung und Beweis "der Hauptungleichungen.  

18. Sa tz  1. Es 8ei C eine geschlossene Jordankurve in der w.Ebene, 
die im Punkte P (w = wx) eine Ecke der OHnun!l zr~, 0 < z ~ 2, bedtzt. 
Ferner sei C in .P linear unbewallt, d. It. die UnbewaUtheite/unktion A (e) 
van C in P geniige der Bedingung A ( e ) = 0 ( e ) . z = q~ ( w ) bilde dae 
Innere G yon C so au/ [ z ] < l  ab, gaf f  ein in G gelegener Punks 
w ~ w o in z ~ 0 iibergeht. W bezeichne den yon zwei yon w~ ausgehendeu 
symmetrisch zur Winkelhalbierenden des Eckenwinkels in w~ verhtu/endert 

J t $  

Strahlen gebildeten Winkelraum der O[]nung 2 V, 0 ~ ~, < --~-. 

Dann gibt es zwei positive Konstanten K~ und qz, sowie zu jedem 
w + w 1 a u / C  mit  ]w --  w 1 I ~ qx ein R > O, so daft/iir jeden Punkt c i.m 

�9 Innern yon C und W mit ]w~ - - c  I =  R 

(4,1) I~(w)-~(w') l  ~ K~ I~(o)-~(w,)I  cos.~(~) 
iw_Wlll/~ --  lo_wll~/~ 

gilt, Dabei ist R ~ : t ' )w  -- w t I '/' . ao) 

1st :~ = ~ Z (s), so kann K a ----- (1 -- co) ~--~, 0 < ~o < 1, 9esetzt werden, 
e~,O �9 

wo eo beliebig klein gemacht werden kann, wenn qt hinreichend k l e i n  
angenommen wird. 

Beweis. Ohne Besehriinkung der AUgemeinheit sei ~ O ( W l ) ~ 1 . -  
Es sei ztmiichst v ~- 1. Wit diiden uns beim Beweise der Ungleichung (4, 1) 
auf den Fall beschr~nken, dail der Punkt w auf einem festen der yon P 
ausgehenden Aste der Kurve C liegt, der e t~a  mit C* bezeiclmet 

~ (~ -- ~) ~ ~o" Wit kGnnen die werde. Es sei ~ > 0 ,  ~ < / ~ ,  ~ < 1 

Tangente an C in P zwischen zwei dutch P hindurchgehende Geraden 
gx und gg einschliei~en, die mit dieser den Winkel y bilden (s. Fig. 11). 
Dann beschreiben wit um P den Kreis ~ mit so ldeinem Radius r ~ y, 
daft siimtliche Punkte yon C, die innerhalb ode~ auf ~ liegen, auch zu- 
gleich in das Innere der beiden yon gx u n d g 9  gebildeten (Soheitel-) 
Winkelr~iume W 1 und W~ der 0flnung 2y fallen, und da~ ferner mit  ]edem 

Punkt Q yon C innerhalb yon ~ einer der  BSgen PQ yon C (bis auf 
den Endpunkt P) sich im Innern yon W~ oder Wi befmdet. Dariiber 

hinaus wiitden wit r noch so klein, daf t  fiir alle �9 ~ r ~4 (s) < ~ ~ ist. 

= ~) keinen Punkt Da der Winkelraum W mit W~ und W~ (wegen , / <  ~ -- 

auger P gemeinsam hat, liegt dann der Sektor St, der yon ~ aus dem 

80) Man vgl. auch die Anmerkung am ScMmme desBewekes yon Satz 1 (Nr. 25). 



362 S. Wamohswski. 

Winkelraum W herausgeschnitten wird, (bis auf P) ganz in G. - -  Wir 
�9 werden ~ und r unten noch weiter einschriinken; ira iibrigen sind aber ~1 

/ i  J 

/ N,% 
/ ~ 

' \ / , \ 
! I 

\ * \ [- i / 
\ ,,\ / ; 

und r wiihrend des ganzen 
Beweises/~te, wenn auch 
fiir unsere Zweeke hin- 
reichend kleine Zablen. -- 
Nun ziehen wir yon P 
aus unter dem Winkel 
% ~ }/~> ~ gegen die Nor- 
male in Pauf der dem eben 
genannten Zweig C* yon 
C zugewandten Seite der 
Normalen einen Strshl g, 
der mit einem an P an- 
stoBenden Stiick in G ver- 
liiuft. Wie oben gesa~, ist 
~1__~ } /~< 1 

Fiir jeden hinreiehend nahe 
bei P gelegenen Punkt ~ w 
auf C* k6nnen wit einen 
durch P und w hindurch- 
gehenden Kreis k~ finden, 

dessen ~ttelpunkt a'  auf g liegt, dessen Radius dann gleich a ' w ~ '  ist, 
und der ganz innerhalb yon ~ liegt. Der Kreis k'~ wird dann die Kurve C 

in endlich oder unendlich vielen Punl~en 
A schneiden; siimtliche Schnit~unkte liegen 

jedenfalls iunerhalb dries der WinkeMiume 
W 1, Wg, etws in W1, und zwar auf derselben 
Seite der Normalen wie der Strahl g. 

J 

~ ~ ~  Man kann iibrigens leieht den Zusam- 
menhang zwischen dem Punkte w und dem 
Radius Q' yon k~ formehnii~ig ausdriieken. 

�9 Bildet die.yon w 1 nach w gezogene Sehne 
yon C mit der Tangente yon C in P den 

,.\. ~, / /  Winkelp (p werde positiv gerectinet, wenn 
~ ~ w auf derselben Seite der Tangente liegt 

wie die Innennormale .yon 0 in P), so ist 
Fig. 12. (s. Fig. 12) 

(4,2)  ~, I w - w ~ l  _ [ w - w ~ !  



Randverhalten der Abbfldungsfunktion. 3 6 3  

E s s e i  sehon jetzt erwiihnt, daft ffir die im Satze genannte Zahl R sich 
spiiter der Wert 

Iw-w, I  1 
(4,8) R = ( 1 - - e ) ~ � 8 9 1 6 2  ~ , - - ~ ~ ,  0 < ~ < 1 ,  

ergeben wird, wo ~ mit ~ 4 0 gleichfalls gegen 0 konvergiert. 

19. Es werde nun eine positive Zahl 0 ~ ~' dutch die Relation 

1 L ~, _, sin (~, '-- ~) 
Q =  . 

bestimmt, wo 0 < t o ' < 1  und J(~)~_u(1-4-to ')  fiir alle e g r  und 
$ 

lira co'----0 ist. Dann ist aueh oflenbar 
r~,o 

(4,4) 1 - to '  2 o sin (~I + t/) 1 
- -  < 

Wir markieren den Punkt a auf g im Abstande ~ yon P und be- 
schreiben mit dem Radius ~ um a den Kreis k~. Der Ziihler des zweiten 
Gliedes in (4, 4) ist dann gleieh iter Liinge der liingsten yon P ausge~aenden 
und in dem Winkelraum W 1 verlaufenden Sehne d (in der Fig. 11 PA~) 
yon k~, der Nenner gleieh der kiirzesten derartigen Sehne d'  von k" (in 

de r  Fig. 11 PAl).  Es sei B ein Kurvenbogen von C, der vonzwei yon P 
verschiedenen Schnittounkten yon 0 und k~ begrenzt ist und soust auller- 
hall) yon k~ verliiuft, falls es einen solehen Bogen gibt. Der im Winkel- 
raum W 1 gelegene Kreisbogen yon k~ liegt nun bis auf den einen seiner 
Endpunkte innerhalb des Kreises mit dem Radius d um P. Daher kann 
wegen der Voraussetzung z J ( e ) ~ . ~  (1 + to') und wegen (4,4) B nicht 
in das Xul~ere des Kreises mit dem Radius ~d(1 A - t o ' ) <  d'  um P ein- 
dringen. Weil femer der innerhalb des Winkelraumes W~ gelegene Kreis- 
bogen von k" nieht in das Inhere des Kreises mit dem Radius d' um P 
eindringt, kann B den Kreis k" nieht mehr treffen. Wenn man also 0 
volt P aus in den Winkelraum W~ hinei~t durchlduft, so werden sdmtlt'che 
8chnittpunkte yon k,U mit C vor dem Punkte w angetro//en. Ferner gilt 
auch flit die Liinge der kiirzesten von P ausgehenden Setme d~ von k,~ 
in W~ (-~ 2~sin ( ~ h -  ~)) (in der Fig. PA~) und die der l~ingsten der- 
-artigen Sehne d~ yon k~ ( =  2~'  sin(~ h -f- ~/)) (in der Fig. PA~) die Relation 

(4, 5 )  dl 20 sin (r 20 sin 0h-4- ,/).sin' (~ -- t/) (1,to') sin' (~, -  t/) 
d-~ = ~ (~-~ ~ ~--- 2~' sin (th-- t/).sin' (th + ,/) = ~t sin~ (~/~ d- ~/)" 

Der Quotien~ s in(~,-r  konvergiert wegen ~h ~ mit ~/--*0 gegen. 1, sin (sl + r 
- -  Von dieser G!eiehung werden wit spiiter noeh Gebraueh zu maehen haben. -- 

20. Wir bemerken noeh, d a b  oflenbar die Lfmge des kleineren der 
durch g~ abgesehnittenen B6gen yon k~ gleieh 2~ (t h ~-~)~ ist. Dab.ei ist 
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der zuerst in das Innere der Kurve U eindringende Schenkel yon W~ 
gerade die eine Halbgerade yon g~. Da jeder Schnittpunkt des Kreises/~ 
mit C innerhalb des Winkelraumes W~ liegt, ist die L~nge eines jeden 
(kleineren) Kreisbogens yon P bis zu einem dieser Schnittpunkte hSchstens 
gleich 2 ~ ( ~ - ~ ) .  Ferner liegt mit jedem Punkt Q yon C innerhalb 

yon k~ oder auf E~ auch einer der B6gen ~-Q yon C (bis auf P) im 
Innern des Winkelraumes W~. Dies folgt aus der Tatsache, daf~ k~ im 
Innern yon ~ liegt, und aus der zweiten der oben genannten Eigenschaften 
yon ~.  

21. Es sei nur~ Q der Schnittpunkt yon k~ mit C, den:~man zuerst 
antrif~, wenn man k~ yon P aus so durchl~iuft, daft man bei P das Inhere 

d e r  Kurve verl/il~t, Q' der erste Sclmittpunkt, den man beim Durchlaufen 
der Kurve C in dem Sinne antri/~t, dal~ man bei P das Innere yon /r 
verl~i~t. Insbesondere kSnnte aueh Q ~ Q' sein. Den ersten dabei er- 

haltenen Kreisbogen P Q  bezeichnen wir mit ~, den zweiten (bis auf seine 

Endpunkte) au~erhalb k~ verJaufenden Kurvenbogen ~ mit ~. ~ sei der 

zu ~ komplement~re Kurvenbogen P-Q' yon C. -- Es sei nun c ein Punkt 

�9 in 8,  im Abstande R = g o  yon P, wo zun~ichst 0 ~ o ~ 2 s i n ~ l  

sei. (Es ist go ~ g ~ ~ ' ~  r.) Der Punkt e liegt dann, wie man leieht 
einsiehtS~), im Innern yon k~. Weiter unten werden wir noch o in ge- 

eigneter Weise yon ~ abh~ingig machen. Der kleinere Kreisbogen PQP"~ 
bildet mit dem Bogen ~ ~ P-(~' yon C eine geschlossene Jordankurve C~. 
U~ enth~It den Punkt c und somit aueh das Innere yon ~ im Innern. 
Dies folgt sofort aus dem HiHssatz 3, wenn man folgendes beachtet: Der 

Kurvenbogen ~ ~- PQ verlauft (bls auf P) nach dem am Sehlusse dervorigen 
Nummer Gesagten ganz im Innern des Winkelraumes W~. Da ferner sowohl der 

sl) Denn  is t  u der  Abs tand  y o n  c yore Mit te lpunkt  a des Kreises /~ und  is t  
a w~ c = ~1, so is t  

~g = g ~ +  Q~o ~ -  2~ga  cos ~/1 = g~ (1 + a  ~ -  2o cos Wl), 
und  wegen 

V J ~ - ~ + V ~ f f i f ~ o + ~ f f i ~ o + g - 2 ~ o = ~ - - ~ o ,  " c ~  ~ - ~ o  = s i n ~ o ,  

�9 vo 2 cos ~1 ~ 2 sin ~o ~ 2 sm 

i s t  

1~, 0 . 
2o cos ~1 > ' 2 a  sin ~ :> a~, 2o cos ~f~--a~> 0, 

also 
0 ~ 1 -t- ~ - -  2 a  cos W ~  1 

und  

d. h. c l i e g t i n  der  Ta t  im Innern  yon  k~. 
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Kreisbogen P'Q'=fl als auch 7 vom Punkte P auf gg ausgeher~ sonar 
abet g9 iiberhaup~ nicht mehr tre//en 8~) Und den gemeinsamen Endpunkt 
Q ' ( ~  P) haben, miissen sie beide at~ derselben Seite yon g2 bleiben und 
zw~ar auf der gleiehen Seite wie die Au~ennormale yon C in P.. Der 

c dagegen liegt im Innem des Winirelraumes W (der0ffnung 2V). 
Dieser 'Winkelraum hat mit der Geraden y~ nut den Punkt P gemeinsam 

�9 1 (da niimlieh g~ um den Winkel ~ < ~ ( ~ -  W) gegen die Tangente in P 

geneigt ist), liegt also ganz auf einer Seite yon g.~, und da er ferner die 
Innennormale yon C in P (als Winkelhalbierende) enthiilt, befindet er sich 
auf der entgegeng~etzten Seite yon g~ wie die BSgen 7 und ft. Daher 
ist in der Tat der Hilfssatz 3 anwendbar. Die Kurve C und der Kreis 
/~ = / ~  bilden dann 0ffenbar eine Konfiguration, die den Voraussetzungen 
des Hilfssatzes 1 genfigt, wobei fiir die dort genannten BSgen ~, 7, fl, 
sowie fiir die dort mit C und C~ bezeichneten gesehlossenen Jordankurven 

�9 und den  dort erw~ihnten Punkt c gerade die bier mit genau denselben 
Symbolen bezeichneten Gebilde gew~ihlt werden kSnnen. Daher gilt 

6) m ,o 

22. A bezeichne den Kurvenbogen ww'~"~, der bei P in das  Innere 
yon k~ eindringt. Nach dem oben (Nr. 19)fiber di e Schnittpunkte yon k~ 
mit C und den Punkt w Gesagten enth~ilt A d e n  Bogen 7 und daher 

= A v gesetzt) ist auch (mc, woA �9 ' 

7) < 

Nach Hilfssatz 8 gilt nun 

�9 ~+l~(~)i 
(4,8) mc,~7<-- 1- i~ (c ) !  mc,~o7 

~) Es bedarf vielleicht noeh einer Erlituterung dafiir, daft der Kreisbogen fl = P Q '  

die Gerade ff~ nur in P ~rifft" Die Geraden gl und q~ schneiden k~ in je einem weiteren 
Punkte A 1 (auf if1) bzw. A~ (auf 92). Durctd~uft man die Strecke PA~ yon P nach A~, 
so tr i t t  man zun~chst in das Inhere, durehl~uft man die Strecke P A  1 yon P nach A1, 
so tr i t t  man zunachst in das ~uBere von C. Da abet C - -  nach dem am Schlusse 
yon Nr. 20 Gesagten liegen alle Punkte yon C im Innern yon k~ oder auf k~ auch 
zugleich im Innern  yon W 1 - -  weder PA 2 noch P A  1 treffen kann, ]iegt also auch noch .4, 
ganz innerhalb und A1 ganz auflerhalb von C. Der Kreisbogen fl t r i t t  nun bei P in 
das Au~ere yon C und ver]~uft zun~chst (nach der Konstruktion von /r auSerha]b 
yon  W~ und W~. Um nun die Kurve C zum ei'stenmal in Q zu treffen, mu6 k~i i n  
das Inhere des Winkelraumes W~ gelangen, mul3 daher eine der beiden Geraden gl 
oder ff~ schneiden. Da dieser Schnittpunk~ selber noch auflerhalb yon C liegen mul3, 
kann er nut  A I sein. Weil schliel31ich der Endpunkt  Q'  yon/~ im Innern  des Winke|- 
raumes W~ liegt, kann ~ iiberhaupt nur eine der beiden Geraden ffl und {I.., treffen, 
er trifft also nur g~ und nicht mehr q~. 
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und daher ist auch wegen (4, 6), (4, 8) und (4, 7) 

(4,9) m ~ , r  c ? <  l + [ ~ ( e ) l m  l + l ~ ( c ) [  ' 

Wir wollen nun ink,eft zu f l  in Beziehung setzen und wenden zu diesem 
Zweeke den Hilfssatz 6 an. Beaehtet man, dal~ naeh dem in Nr. 20 Ge- 
sagten fiir den in diesem Hilfssatz genannten Winkel % als obere Sehranke 

von u = ~ 2 (~h + ~) gesetzt werden kann, so folgt naeh diesem Hilfssatz 

(4,10) A =  1_2 ~ 

(1--2) '+42sin ' (~h-t -~/+~)"  

Dabei ist 2 = [ c - a I und Z ( ~  0) der Winkel c a w  x im Dreieek c a w  a. Somit 

folgt sehliel~lieh, da die Li~nge des Kreisbogens fl-> ffQ_~ ~w ist, wegen 
(4,10) und (4, 9) 

A r <-I~[~-{-C)~LI' A' ~_~0, 1--[9(c)t  1A.  
- e - = l - I ~ ( ~ ) t  c, c _  1 T I ~ T - ~  

Nun beaehte man, dab zwisehen ~,,, und der L~inge der Sehne w w~-~ flw 
naeh (4, 5) die Relation 

Q ~  1-~' ~in~(,,-,) 
A~, --  z. sin~ (~h+ ~) 

besteht. Es gilt daher 
1 - o /  sin~(~t--~/) Aa 1 -19 (c )  t 

u '  ~ sin'~(~/x+~) oe I + I v ( e )  I 

und somit wegen o p =  [ u , ~ - - c t ,  l+[~o(c)] < 2 

(4, l i )  A~,_~ ~1 w 1 - o/ sin'-(~h-t/) A__a ! - l q  ~ (~)__L 
~- sin~(~h+~/) 2 [ w t - c  [ " 

23. Wit kSnnen hier den Faktor A a noch weiter abseh~ttzen, indem 
wit jetzt fiber a geeignet verffigen und dann den Zusatz zum Hilfssatz 6 
anwenden. Die im Hilfssatz 6 und Zusatz mit % bezeichnete GrSl~e 
kann hier, wie oben gesagt (Nr. 22) ,  gleieh 2 ( t / ~ + ~ )  gesetzt werden. 

Wit w~ihlen nun die in diesem Zusatz benutzten GrSl]en m = ( ~ )  , 
1 + v  a =  ( 1 +  ] /~) - i ;  dann wird also a-----r/~. Ferner bemerken wit, dal~ 
die Voraussetzung der an diesen Zusatz angesehlossenen Bemerkung mit 
~ =  ~,, co = ~/x = ]/~ erffillt sind. (Eventuell muff ~ flit die Anwend- 
barkeit dieses Zusatzes noch welter verkleinert werden.) Naeh diesem 
Zusatz und der ansehliel~enden Bemerkung gibt es daher zu jedem hin- 
reichend kleinen ~ ein nat  yon ~/ abhiingiges ,a(~/) mit 0 < e~ < 1, das 
mit ~ 4 0 selber gegen 0 geht, so daft 

(4,12) Aa__> 2(1 -- , t ) . c o s v ,  0 < e t < l ,  

ist. Wir denken uns ~/ so gew~hlt, daft (4,12) gilt. 
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Durch diese Festiegung yon o ist das im Satze ger, annte R ~ o~ 
bestimmt, und es ist, wie bereits oben angegeben wurde, 

(4,3') R =  1---~ sin(q~-~) [ w - % I  q ~ = = ( 1 - - e ) ] w - w ~ [  l_tl.}, 
x sin (~h+ t/) 2 sha (g+  }f~) 2 sin (~t + }~/) ~ 

- ~ < ~ < ~ ,  o < ~ < i ,  

wo e nur von ~/ mad r abhiing~ und mit ~/~ 0 (wegen r < 7) gleiehfalls 
2 1 1 

gegen 0 geht. Wegen s i n ( p + } / ~ )  ~ sin (~/~(1--}/~)) ~ ~ - . ] / - ~ . _  _ ~ - -1 /~ ,  
% 

I w - - w ~ ] ~ r ~  und v. 2 1  ist R ~ . l w - - w  x . -- 

SchlielMich wollen wit noeh in (4, 11) 1 - - t 9 ( e ) l  dureh [1--  9 ( e ) I  
zu ersetzen suehen und maehen hierzu von der Tatsaehe Gebraueh, dall 
die Abbildung z = 9 (w)  in w----w I winkeltreu ist. Denn danaeh aa) .wird 
der oben genannte Sektor St, den der Winkelraum W (der 0ffnung 2V~) 
aus dem Kreise ~ mit dem Radius r u m  w x herausschneidet, dutch  z = 9 (w) 
auf eineu Bereich der z-Ebene abgebildet, der in dem Sektor 

[z --  1 I ~-- d ( r ) ,  :t -- (tp + e"(r)) ~ arc (z --  1) <S zr + V' + e"(r) 

liege, wo e'(r), e"(r) > 0 sind -- bei festem ~v -- nur yon r abhiingen und 
mit r $ 0 selber gegen 0 gehen. Schriinkt man daher r auf hinreiehend kleine 
Werte ein, so gibt es zu jedem solehen r ein nur yon r abMngiges ~(.r) mit  
0 < d ( r ) < 1 ,  so dall fiir alle Punkte e in S~ im Abst~nde R - = O a <  r 
voi1 w 1 

(4,13) II-~(c)ll-I~(c)I--~(1--~(r))c~ 0 < ~ ( r ) < l ,  ,r 

gilt. 
Somit gibt es also ein nut yon ~ und r abhiingiges q~ > 0, so dall 

fiir alle w auf U mit ! w --  w~] ~ qx und die ihnen zugeordneten Punkte c 
in ~q~ im Abstande R von w~ nach (4, 11), (4, 12), (4, 13) 

z l ~ ( 1 - ~ ~  sin~(~h--t/) I cp(wt.)--qo(e)l 
~-~ --  ~ sin~ (~t+ ~) Ink-e l  cos'~ W 

ist. Hiermit ist die Relation (4, 1) mit K~ = (1 - ~') ( I - ~) ( 1 - *t) sin ~ (r - ~/) 
sin ~ (t/~+ r/) 

- -  fiir den Fall �9 = 1 - -  bewiesen. Die Konstante K~ h~ngt noeh yon ~/ 
~md r ab. Da nun abet wegen r_<_~ mit ~/~0 aueh sieher r--*0 kon- 

vergiert, so strebt Kx mit ~/$ 0 gegen -.1 Hieraus ergibt sich aueh die 

Richtigkeit der zweiten Behauptung des Satzes 1 fiber die Konstante K t. 
Damit ist der Satz 1 fiir den Fall r = 1 bewiesen. - -  

s3) Vgl. C. Carath6odory, Schwarz-Festschrift, S. 40-41 und E. Lindel6f, Corapto 
rendu du 4i~me congr6s des math6maticiens scandinaves, Stockholm 1916, S. 87. 
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24. Es sei a]lgemeiner �9 beliebig, 0 < ~ ~ 2. Man kann diesen FaU 
fo|genderma~en auf den Fall ~ = 1 zurfickfiihren. 

Dutch die Transformation u--~ ( w -  wx) 1/~ geht C in eine geschlossene 
Kurve U in der u-Ebene fiber, die in dem w ~ wx entsprechenden Punkte 
u = 0 eine Tangente besitzt. U braucht aber nicht notwendig (in der 
schliehten Ebene) doppelpunktfrei zu sein. W~hlt man aber auf C einen P 
als inneren Punkt enthaltenden passenden Bogen C' und erg~nzt man 
diesen geeignet dutch einen bis auf die Endpunkte iffnerhalb yon C ver- 
]aufenden Jordanbogen zu einer geschlossenen Jordanlmrve Ox, so ist das 
Bild /~1 yon U 1 bei dieser Transformation eine in der u-Ebene doppel- 
punktfreie geschlossene Jordankurve, die in u--~ 0 eine Tangente h a t . -  
Der Winkelraum W (der Offunng 2~)  geht dabei in einen yon zwei yon 
u----0 ausgehenden symmetrisch zur Innennormalen yon P1 in u ~ 0 ver- 

laufenden Strahlen gebildeten Winkelraum W' der Ot~nung 2 ~ fiber. Be- 

zeichnet man die Abbildungsfunktion des Innern yon F 1 auf I Z I ~  1 mit 
z = ~ l ( u ) ,  die des Inneren G~ yon C i auf Izl < 1  mit z~-~:(w~,  so ist 

I 
( w -  w~) I1~ i" 

Berfielmiehtigt man nun ferner die am Sehlusse yon Nr. 14 gemaehte Be- 
merkung fiber das Verhalten der Unbewalltheitsfunktion gegenfiber der 
obigen Transformation, so sieht man, dab es aueh ffir ~i(w) zu jedem ~o 
mit 0 < co < 1 ein q~' > 0 und zu jedem w # w~ auf Omit  I w -- wl I ~ q~ ein 
R'  > 0 gibt, so dalt fiir aUe c in W und G mit l c -- w~ I = R'  

(4, 14) l ~, (w___))- ~o~ (_.___w~) 1 - a, 

gilt. Ist nun ~ (w) die Abbildungsfunktion des Innern yon C auf [ z ] < 1, 
so konvergieren nach dem Hilfssatz 4 die Quotienten 

q,(w)-q,(wl) und ~(c ) -  q~(wD 
~, ( w )  - ~ (~,1) ~ (~) - ~ ( w , )  

mit w--~ w~ bzw. c--~ w~ gegen ein und dieselbe yon 0 verschiedene Zahl. 
Daher dad man in (4,14) ( ~ ( w ) -  qx(w~)) durch ( q ( w ) -  q(wx)) und 
gleichzeitig (~pl ( c ) -  ~x(w~)) dutch ( ~ ( c ) -  ~(w~)) ersetzen, wenn man ~ 
eventuell noch hinreichend verkleinert. ~ Damit ist der Satz I in allen 
Teilen bewiesen. -  

25. Anmerkung .  Ffir eine Spiitere Anwendung (Satz 6) ist. es 
niitzlich, fiber die im Satz 1 genannte Zahl R noch eine etwas genauere 
Angabe,.,._.. als dort zu machen. Aus der Relatio n (4, 3) folgt, dal~ der Quotient 

[ ~  zwischen zwe~ yon ~/ u n d r  abhiingigen positive n Schranken liegt, 
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die abet gegen 0 konvergieren, wenn man ~/~ 0 konvcrgieren liil~t. Da nach der 

Transformation iiber- 
i K 

geht, so bleibt die snaloge Behsuptung iiber den entsprechenden Quotienten 
such Rir den Fall einer beliebigen Ecke der 0flnung n z richtig. Wit heben 
diese Tatsache besondcrs hervor: Es ,el eo mit 0 < co < 1 ]est vorg~eben, 

l - -co  
und es sei. qt die nach Satz 1 zu K~ ='-~i~" zugeordnete Konstante, so  

daft flit alle w + w 1 au[ U mit l w -- w 11 < qx und die zugeordneten Punkte c 
in W und G mi$ t c -  w t l =  R die Ungleichung (4, 1) gilt. Dann wird 
nach dem bei unsetem Beweise angegebenen Vet]ahren R zu w derart 

zugeordnet, daft der Quotient I w -  wx ] zwisehen zwei positiven Schranken R 
Px, Pg bleibt: 

0 < # 1 < :  Iw-wt l  ~_~<~ts. 
B 

Die so erhaltenen Konstanten,lx~ und /~ kortvet~eren abet gegen O, wenn 

man r d. It. die Konstante K--~fl~--- und somit aueIt qt--,O 
l :qllr 

geIten Mfl,. 

26. Wit leiten nunmehr eine der Ungleichung (4,1) des Satzes 1 
snaloge Abseh~tzung fiiz den Differenzenquotienten naeh oben ab. 

Satz  2. Unter densdben Vorau~se~zungen wie im Satze 1 gibt es 
zwei ~ositive Konstanten K~ und q~, sowie zu jedem w + w~ au] C mit 
I w - w a l  -<q~ e/n R > O ,  so daft flit sue Pun~e c' in W u n d  G im 
Abstande R yon w~ 

(4, 15) I ~ (w) - ~ (wl) l l ~ (e') - ~o (w,)l 1 zK,  

gilt. 
Ist ~ = F-~ A (.) so kann man K 9 (1 + to) ~ xt, sazen, wo co bdiebig 

klein gemaeItt wetden kann, wean nut  qg hinreichend klein angenommen wird. 

is, n 

Beweis.  Es sei wieder ~(wx) = 1  und zun~chst z = l ,  Es sei C* einer 
dcr beiden in P zusammcnstoflenden Kurvenzweige yon G. Wie beim Beweise 
des Satzes 1 kSnnen wir die Tangente in P zwischen zwei dutch P hinduzch- 
gehcnde Geraden gx und gs einschliel~en, die mit dieser einen Winkel der 

0ffmung ~ bilden, 0 < ~ < ~, ]/~ ~ g g --  V' ---- %. Dann beschreiben 

wit um P den Kreis ~ mit so Ideinem Radius r ~ ~, daft alle innerhalb 
und auf ~ gelegenen Punkte yon C in einen der beiden yon gt und gs 
gebildeten (Scheitel-) WinkelrRume'W~ oder Ws der Offnung 2y hinein- 
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fallen, und dab ferner mit ledem Punkte Q yon O im Innern von ~ oder 

auf ~ auch einer der B6gen PQ yon C (bis auf P)  sich im Innern eines 

der Winkelr~ume befindet. Dariiber hinaus sei r so klein, dal3 ,I(_8)_ < ~_z 
8 

fiir e ~ r i s t .  Dann liegt, wie leicht zu sehen ist, auch der durch ~ aus 
dem Winkelraum W herausgeschnittene 8ektor S,. ganz innerhalb yon G. 

, / / \  \ ".,, 

/ / '  0 
i "... / /  

Fig. lB. 

Dann ziehen wir von P 
aus unter dem Winkel 
~h = ~/~ > ~ gegen die ~iu- 
l}ere Normale in P a u f  der- 
selben Seite der Normalen 
wie der  oben genannte 
Zweig C* yon O einen 
Strahl g, der mi~ einem an 
PanstoBenden Stiick aul}er- 
halb yon C verls Fiir 
alle. hinreichend nahe bei P 
gelegenen Punkte w yon C* 
kSnnen wit einen dutch P 
und w hindurchgehenden 
Kreis k~ finden, dessen 
Mittelpunkt a '  auf g li6gt, 
dessen Radius ~' ~ a-T~w ist ,  

und der ganz innerhalb yon ~ liegt. Sgmtliche Schnittpunkte yon k~ mit 
C liegen dann auf derselben Seite der Normalen in P wie der Strahl g. 
und 811e innerhalb eines der beiden Winkelr~iume W 1, W,, etwa yon W 1. 
�9 W 1 enth~ilt also ein an P anstoBendes Stiick von C*. -- Zwischen dem 
Punkte w und dem Radius von k~'. besteht die Relation 

g =  tw- wll 

wo /~ der Winkd ist, den die yon w nach w 1 gezogene Sehne yon G mit 
de r Tangente an C in w 1 bildet (/~ werde dkbei positiv gerechnet, wenn w 
auf derselben Seite der Tangente liegt wie die Aul}ennormale yon C in w~). 
Fiir die im Satze genannte Zahl R wird sich sp~ter ganz ~hnlich wie beim 
Satze 1 der Wert 

1 ~/,/, I w - w , I  
(4, 16) R ~- 1Te 2 sin (~+ /~ )x ,  0 < e < 1', 

ergeben, w o e  mit ~ ~ 0 gleichfalls gegen 0 geht~ 

27. Es werde nun e > ~' durch die Relation 

(4,17) q = x O '  1 sin (y, -I- y) 
1 - ~' sin (~, - '1) 
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1 ~(~) ( l + c o ' )  fiir alle e_~r  und bestimmt, wo 0 < w ' ~ 5  und - - ~ r  

lira w'----0 ist. Dann gilt auch offenbar 
r~0 

2 o Sin (71 - y ) 1 
(4, 18) ~(1 -~- w') < 2 ~  (~1-~- ~) = x 1 - ~ ' "  

Wit markieren den Punkt a auf g im Abstande 0 yon P und be- 
schreiben u m a  den Kreis k w durch P mit dem Radius ~. Dieser Kreis 
brauchte ntm zun~chst nicht mehr ganz im Innern von ~ zu liegen; da 

abet die Relation (4, 17) nur das Verh~iltnis yon ~ festlegt, kSnnen wir 

in einer solchen N~ihe yon P annehmen und somit 0' derart verkleinern, 
dab O beliebig klein ist und daher der Kreis k~ innerhalb von R zu liegen 
kommt. Wir denken uns w so nahe an wt gew~ihlt. Der Z~ihler in (4, 18) 
ist gleich der L~nge d der kiirzesten yon Pausgehenden und im Winkel- 
raum W 1 verlaufenden Sehne yon kw, tier Nenner gleich tier Lgnge d' tier 
l~ingsten derartigen Sehne yon k~. Es sei B ein Kurvenbogen yon C, der 
yon zwei yon P versehiedenen Schnittpun~en yon k~ mit C begrenzt ist 
und sonst auBerhalb yon k',,, verlguft, falls es einen solchen Bogen gibt. 
Da der im Winkelraum Wt gelegene Kreisbogen von k~o innerhalb des 
Kreises mit dem Radius d' um P liegt, kann wegen der Voraussetzung 
A(e) ~ ~(1 +eo ' ) .e  und wegen (4, 18) B nicht in das ~'~.ul~ere des Kreises 
mit dem Radius d'x(1 ~- (o') -< d eindringen. Well femer der innerhalb des 
Winkelraumes W 1 liegende Kreisbogen von kr auflerhalb des Kreises mit 
dem Radius d um P liegt, kann B den Kreis k~ nicht mehr treffen. 
Wenn man also C yon P aus in den Winkelraum W~ hinein durchldu/t, 
so werden sdmtliche Schnittpunkte von k~ mit C hinter dem Punkte w 
angetro//en. -- Ferner gilt a uch fiir die Liinge der liingsten yon P aus- 
gehenden Selme d I yon k~ in W x (=: 2 ~ sin (q -~ ~a)) und die der kiirzesten 
derartigen Sehne d~ yon k~ ( - -2~ ' s in  (~]~- q)) die Relation 

(4,19) d ,  20sin(~,+,) ~ .  ~ sin2(,h+~) 
d~ 2 e' sin (y~- ~] ) 1.-~ '  sin~ (rl, - ~) " 

28. Fiir das Folgende bemerken wir noeh, dal~ die L~inge des 
kleineren der yon g,j abgeschnittenen KreisbSgen von k~ gleich 2~ ( ~  ~- ~) 
ist. Dabei ist der in das hul3ere yon C eindringende Schenkel yon W~ 
gerade eine Halbgerade yon g~. Da jeder Sehnittpunkt des Kreises k~ mit 
C innerhalb des Winkelraumes W~ liegt, ist die L~nge eines .ieden kleineren 
Kreisbogens yon k~ yon P bis zu einem solchen Schnittpunkt mit C hSch- 
stens gleich 2 e ( ~ §  Ferner liegt mit jedem Punkte Q yon C inner- 

halb yon kw oder auf k~ aueh einer der BSgen P-Q yon C (bis auf P) 
im Innem des Winkeiraumes W~, da ja k~ im Innem yon ~ liegt (vgl. Nr. 26). 

24* 
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Damit haben wit unsere Annahme iiber die Unbewalltheitsfunktion, so- 
weir sic flit den Beweis in Betracht kommt, voUst~ndig ausgeniitzt. -- 

29. Es sei nun Q der erste Setmittpunkt yon k~ mit C, den man 
beim Duretdaufen yon C yon P aus in alas Xu~e~e yon k~ hinein antrifft. 

Wi~ bezeichnen den hierbei durehlaufenen Kurvenbogen P Q  mit a. Der 

zu ibm komplementii~e Bogen auf C sei ~. 7 sei der K~eisbogen PQ yon k~, 
de~ bei P in das Inhere yon C eindringt. De~ Teilbogen w w~"~ yon 
werde mit fl bezeichnet. Wi~ w~ilden nun die in der Fonnulierung des Satzes 
angegebene Gr61~e R = ~ ,  wo a-~l~/, gesetzt sei, mad nehmen in ~q~ 
einen Punkt e' im Abstande R yon P an (es ist R = o ~ < # < r). Nseh 
(4,17) hat also R in der Tat den in (4, 16) angegebenen Weft. Oltenbar let 

R =  lw-w l ,,n s i n ( V ~ + t / ) ~ _ _  
- - � 9  

mad wegen ~ / >  ~' ~ [ w -- wll 

8 ,j Wl [ s/, 

3 

2 2 ~  1 2 1  - 

30. Der Kreisbogen r-----Pf-Q bildet mit dem Bogen ~ von C often- 
bar eine gesehlossene Jordankurve F.  F enthiilt den Punkt c' im Inne~n. 
Dies folgt wieder aus dem Hilfssatz 3 in Nr. 5, wenn m a n  folgendes be- 

achtet: Der Kurvenbogen P~-Q ~ /~  liegt nach dem oben Gesagten :ganz 
innerhalb des Winkelraumes W 1. D a d i e  Tangente t yon k~ in /~ sieher 

auflerhalb yon W 1 und Wg verli~uft, trittt der Bogen/~ = ~ diese Tan- 

gente t nut in P. Da abet aueh der Kreisbogen r = ~ mit t nut den 
Punkt P gemeinsam hat, mad also die beiden B6gen p und 7 yon P aus- 
gehen und den gemeinsamen Endpunkt  Q ( ~  P) haben, so liegen sie 
beide auf derselben Seite yon ~, und zwar auf derselben Seite wie der 
Strahl g und die Au~ennormale yon C in P. Der Sektor S, ,  der wegen 
(~h < ~o) t nicht enthiilt; liegt ganz auf derselben Seite von t wie die 
Innennormale yon C in P, also auf der entgegengesetzten. Auf dieser Seite 

befindet sieh somit aueh c', so dal~ in der Tat tier Hilfssatz 3 anwendbar 
ist. Die Kurve C und der Kreis k-----k~ ~tellen dann offenbar eine 
Konfiguration dar, die den Voraussetzungen des Hilfssatzes 2 geniigt, wenn 
flit die dox~ genannten B6gen r  und die geschlossone Jordan- 
kurve lr', some den genannten Punk t  c' gerade die bier mit denselben 
Buchstaben bezeichneten Gebilde $ew~hlt werden. Daher gilt (mc, c , / ~  A~' 
gesetzt) 
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? �9 ~ . ]  31. NachIZ~lfssstz7istmit=k=rak~c,?und =~Olq-~1~0~-~i1,~; = 
wo ~1 der Winkel zwischen c'w~ und der Innennormslen yon G in w I ist, 

,, ( 2 + ~ )  g r - - A  Z (4,20) a ~ _ ~ = o , - r  ~_ 2 ~ . ~ , )  ~ -  ~ ~" 

Dabei ist die Lii~ge yon ? gleicldalls m i t ?  bezeichnet. 

= ~1/' gesetzt i s t ,  kann man den Ausdruck A~ Da ~ - ~ < ~  und o~ 

gleichm~ig flit 0 ~ ~1 ~ ~ so absch~tzen 

A1 1 (2§ s . ~  1 2 
- - 7  ~ ~(~-~-~ j  - ~ ~ (1 + h (~)), 

wo h(~) n u t  von ~/ abhiingt und mit t / - ~ 0  selber gegen 0 geht. Somit 
erhalten wir aus (4, 20) 

(4,21) A ~  2 (1 + h(~/)) r 
a COS ~p~ - p "  

l ?  - ? 

32. Hier woUen wir nun Ac-----rao,r dumh Ao-~mV, Wofl ersetzen 
�9 1 

und sch~itzen zu diesem Zwecke den Quotienten ~ '  ~-ff nach oben nsch dem 

Hil~ssatzr 9 ab. Fiir die Anwendung dieses Hilissatzes und such fii~ die 
weiter unten folgenden Abschiitzungen miissen wit die oben e i n g e ~ n  
und auf hinreichend kleinen Wezte beschriinkten Zahlen ~ und r noch 
weiter einschr~nken. Wi~ bezeichnen den weiter unten zu benutzenden 
Ausdruck 4A~ ]/~ mit ~ und nehmen ~ so klein an, dab 

(4,22) ~ - - - - - 4 A , ] / ~  (2+'fl ')~ 4 ] f ~ =  4(2+~'/ ')~'~V'~ 1 

ist .  Wegen der Winkelt~eue der dutch z-----~o(w)"vermittelten Abbildung 
in w = w, folgtS*), dab das Bild des oben genannten Sektors ~q~ in der 
z-Ebene innerlmlb des Bereiches 

(~, 23) Iz - i l <  ~(r), = - (~ + ~'(r)) _~ ~o ( ~ -  a ) < =  + (~ + ~'(r)) 

liegt, wo l(r)  and l'(r) loositiv sind, nut yon r abhiingen und mit 
r - * O  selber gegen 0 konvergieren. Wir w~ihlen nun r so klein, dab 

1 -- s m ~  ist. (Dan a ltegt, ,wie leicht zu 

sehen ist, der Sektor (4,23) (bis auf den Punkt z-----1) ganz im Innern 
des Einheitsl~eises.)  

33. Unter diesen Annahmen sind die Voraussetzungen des Yfil~sstzes 9 
fiir = ' =  Ab, ~"_-- J~, ~ _-- ~', 

�9 ~= V,q-l '(r) < ~-t'-% < -~ 

~) Vgl. die in der Ful~note u) zitierten Abhaadlungen. 
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sicher erfiillt. Man beachte noch, daB, wie in Nr. 28 gesagt, der Bogen 
? ~ 2 0 0  / + ]/~) ist, So daf flit den Bogen J J =  me, c,/~ sicher wegen (4, 22) 
die Ungleiehung gilt 

~ " / A  r 1 

Schlieflich gilt fiir Z = ]arc ~(e~)[ wegen t(r) ~ sm 2- 

sing ~ l(r) ~ sin" ~,~~ g ~ ~~ und g =< -2- ~ l(r). 

Daher gilt Kit jedes naeh der obigen Konstruktionsvorschrift in ~ w~hl- 
bare w nach dem Hilfssatz 9 

(4:,24) A~_~ 1--1bl ~ ,  b = (p(c ') ,  

wo 

l '(r) + < + = < y -  

ist. Da Z _<~--l(r)2 ist und ~--~ 0 mit ~/--* 0 geht und l lbl - I I _~ l(r) ist, 
kSnnen wit (4, 24) weiter abschiitzen 

(4,25) J e =  2 c--g~-~ '< 1-1bl A~(I~- h~(~))(1 +J~(r)) ,  

wo h~(~), $i(r) nur yon ~ bzw. r abb~i~gen and mit y - * 0  bzw. r - ~ 0  
gleiehfalls gegen 0 ,gehen. 

�9 84. Nun beachte man, d ~  der Bogen pr~ = 7 die Lange 9, 0 (~' § ~ )  
hat, wo p '  dermit Vorzeichen genommene Winkel ist, den die Sehne P-Q mit 
der Tangente in P bildet. Daher ist (wegen I~'1 ~ ~/), unter d~ die Liinge 
der Sehne PQ verstanden, 

(4,26) L =  2o(~,'+]/.)__ _~ l+h~(~,) ,  
4~ 2 0 sin (V~+ ]/~/) - -  

wo h~(~) nut yon ~ abhi~ngt und mit ~ 0  gleiehfalls gegen 0 geht. 
Ferner gilt naeh (4, 19)zwisehen der L~nge D~ der Sehne ww~ und def. 
Sehne PQ die Relation " 
(4,27) D,, (1 -~Off) sin~ (,1-- ,) 

Sehlielllich beachte man, daft wegen der obigen Annahme ((4,23)) 
fiber r 
(4, 28) 1 -I~(~')t < (1 + O~(r)) cos ~ 

= 

"rot, wo ~ ( r )  nut yon r abhitng% und mit r--~O gegen 0 geht. 
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Somit gibt es ein nut yon ~ und r abh~ngiges q.2 > 0, so dab fiir 
alle w auf C mit l w -  w:l ~ q~ und die zugeordneten Punk~e e' in G 
und W im Abstande R yon w~ wegen (4,25), (4, 21), (4, 26), (4, 27), (4, 28) 

/ 

D , , -  I c'--w~ cos~v/ 
sin~(~l+ y) 

x s in~(~-  y) 1 - ~ '  

gilt. Hiermit ist die Relation (4, 15~ -- fiir den Fall' �9 = 1 --  mit 

K ~ =  u(l§ + ~(r)) (1+ ~(r)) sin~(~h+ r 
( 1  - -  co') sin ~ (~/1 --~) 

bewiesen. K~ hiingt noch yon ~ und r ab. Da wegen r <: ~] mit ~--* 0 
auch r--* 0 strebt, so konvergiert K~--* ~ m i t  ~ ~ 0. Hieraus f01gt die 
zweite Behauptung des Satzes 2 fiber die Konstante K ~ ,  fiir den Fall �9 = 1. 

Der Fall~ 4= 1 kann durch wSrtlieh dieselben Uberlegungen wie beim 
Satze ~ (Nr124) at~f den Fall r = 1 zuriickgefiihrt werden. 

Auch bier gilt eine ganz analoge Bemerkung iiber den Quotienten w - w~ 
wie beim Satzr 1 (Nr. 25) .  

3 5 .  Wir formulieren noch das folgende, sich unmittelbar :aus den 
Siitzen I und 2 ergebende 

�9 K o r r o l a r .  Es sei C eine geschlo~sene Jordankurve, die im Punkte 
w = w 1 eine Eeke der O//nung ~t~, 0 < ~ ~ 2, besitzt und die in w~ linear 
unbewallt ist (d. h. ihre UnbewaUtheits/unktion A(e) in w~ geniigt der 
Bedingung A (~) ---- 0 (e)). w = f(z)  bilde I z] < 1 so au] das Innere G 
y o n ' C a b ,  daft z = O  in w = w  o (w o in G), z 1 in w---wx iibergeht. 
Es sei L eine in z 1 miindende Jordankurve, .die bis auf  den End- 
~uukt z "---1 ganz in  [.z I <  1, und zwar innerhalb eines yon zwei sym- 
metriseh-zum Radius in z -= 1 verlau/enden Kreissehnen gebildden Winkel- 

raumes der O//nung 2v2, 0 ~ ~ < ~ ,  liegt. Dann gibt es zwei poeitive 

Konstanten M~ und M~ und ein zugehdriges q' > O, sowie zu ~edem z # 1 
mit  ]z I -----1, Iz 1 1 _  q ein geei~raetes b(z) und ein b ' (z) ,  au/ L ,  die 
mit z 9egen 1 91eieh/alls gegen 1 konvergieren, so daft 

If(z)  r- f(1) t"< f(b)-- f(1) 
:(-~--~)~ [ = M I [  (b--i) T [ 

und 
f(z)-- f(1) [ >_ M~ I f(b:)-, f(l) t . 
(z--l)" - -  (b'-- 1)" 

gilt. 
Dabei ka~n man auch 

:- (1+ +. . r i d  = (1 - -  

~ 2 4 7  �9 
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~ l e t t ,  wo 0 < ~o, r < 1 ist, ~t ~ F-~ ~ (e) ist und r co' bdiebig klei~t 
~ 0  �9 

gernaeht werden k6nnen, wvnn man q' hinreichend klein annimmt. 

Zum: Bewe i se  hat man nut zu beachten, dall das Bild yon L in der 
w-Ebene ein in w - - w  1 miindender Jordanbogen L' ist, der wegen der 
Quasikonformitiit der Abbildung schliei~lich innerhalb eines yon zwei yon w~ 
ausgehenden symmetrisch zur Innennormalen in w~ verlaufenden Stralflen 

~g 
gebildeten Winl~elrauraes der 0ffnung VJ~ + ~ ,  bleibt, wo V~ + ~  < ~-r  

ist. Dann ergibt sich der Beweis dutch Anwendung der Siitze I und 2 auf 
die yon f(z) inverse Funktion z = ~ ( w ) ,  indem wit die Punkte c und d 
jeweils auf L' annehmen und b----9(c), b ' = 9 ( c ' )  w~hlen. 

�9 Fo]gerungen aus den Sw 1 und 2. 

36. Wir beweisen zun~ichst eine Folgerung aus den S~itzen 1 und 2, 
die sich auf die Existenz der aUseitig genommenen Ableitung bezieht. 

Satz 3. Es sei C eine gesehlossene Jordankurve, die im Punkte P: 
w = w  x eine Ecke der O//nung ~ ,  0 < �9 ~ 2, bedtzen mdge; z ----q~(w) 
bilde das lnnere van C au].[ z ] < 1 ab. Es sei J5 ein in w == w x miinden. 
der,. sonar innerhalb van C verlau/ender Jordanbogen, und zwar m~ge L 
innerhaib eines Winkdraumes liegen, der van: zwd yon w z ausgeAenden, 
zuerst im Innern yon C verlau/enden und symmetrisch zur Winkd- 
halbierenden des Eckenwinkds bei w~ liegenden 8trahlen gebildet wird. 
Ferner m~ge bei der Anndherung kings L 

lira ~- ~ ) -  ~(w') = ~) 

existieren und van 0 und ov verschiedett ,ein. 
Hinreiehend und notwendig da/iir, daft aueh au/ O und daher ( wie 

wit  zeigen werden) a l l , e i t i g  

(5, 1) lira ~(W)-w(w,) 
w-~w, ( w -  wl) ~" 

existiert und gleivh ? ist," ist, daft G in P reguldr unb~atl t  ist. 

37. Wit schicken dem Beweise den folgenden J-Iilfa~tz voraus: 

H i l f s s a t z  10. Es sei F eine gesehlossene dordartkurv~ f(z) eine ira 
�9 Innern 0 van F reguldre und a u / G  + F stetige Funktion. Es s~  z~ ei~ 

sB) Wir denken uns die Potenz (w-w~) 1/r etwa ftir einen Weft w auf der 
Winkelhalbierenden des Eckenwinkels .bei tot im Innern yon G irgendwie normiert. 
Dann bleibt diese Potenz im Innern yon (7 mad auf (7 eindeutig und steilg. 
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Punlct au/ 1". Gilt /iir bdie~ge z au/ 1-' 

[f(z)--f(zi)[ K:Q,  a > 0, 
I~_~,h~ - 

s o  gilt dies g le iehm~ig  aueh /i~r aUe z im Innern yon 1'. 

Beweis .  Wit bilden G mittels z = g ( ~ )  auf [~[ < 1 so ab, dafl etwa 
~ = 1  in z-----z I iibergeht, Dann zeigen wir, daB, f * ( r  gesetzt, 

~/J-v f*(~)-f*(1)  s~) durch das Poissonsche I n t e g r a l -  mit den Rand- 

werten h(e  ia) , darstellbar ist, mad leiten aus dieser Darstellmag d a n n  
in iiblicher .Weise die behauptete Ungleichmag ab. 

38. Um nun einvasehen, dab man h(~) dureh das Poimonsche Inte- 
gral darstellen kalm, braucht man nut  die folgende Tatsache :zu beachten: 

Ist ~p(z) in Iz[ < 1 regul~ir mad besit~t ~(z)  integrable r~liale Rand- 
werte ~p(e i~) aul]er auf  einer tg-Menge vom Mal]e 0, ist ferner 

2 ~  

( 5 , 2 )  fl+gl~v(re'~ 0 < r < l  s,), 
0 

so ist ~v(z) dutch das Poissonsehe Integral, z = re  '~, r < 1, 
2 ~  2 z  

1 (e '* )  1 + , , _  e~ cos(~_ ~)dO = 

0 0 

gegeben. 
Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich sofort aus einem Satze yon 

Herrn OstrowskiSS), der besagt, daft eine in ]z[ < 1 r e ~ l ~ e  Fmaktion ~p(z) 

.6) Wit denken uns die Potenz in h(~) flit einen Weft [~[<1 in best~mmt~r 
Weise normiert. Dann bleibt h(~) wegen g(~)4g(1)  in ]~]<1 eindeutig und 
regulitr und hat fiir [~[ § 1, arc ~ =~arc 1 eindeutige, beschr~nkte und integrable 
Randwerte. 

§ 
s~) Dabei ist fiir a>_~Olga=lga, wenn a>==l, und =0,  wenn a__~l ist. 

�9 8s) A. Ostrowski, Acts. litterarum ac scientiarum Reg. Univ. Hung. Francisco 
Josph. T. I, Fasc. II, p. 87, Fuflnote. Dort ist der Satz folgendermal3en formuliert: 
Is~ F ( z ) in ]z] <:1 regul~ir, ha~ F ( z ) au] einer t~. Menge posi~ive~ Matins ( z=re  ~~ die 

2 ~  

P ~ r ~  o ~ ~ y ~ l V ( r ~ ' ~  0 < r < ! ,  ~ ~ F(~) ----- 0. Um ci~u- 
0 

sehen, dab die obige Fassung mit dieser ~quiv~lent ist, hat man nut zu beachten, 
daB, wenn zwei in ]z[<~l regul~e Funktionen F~(z) und F~(z) fast iiberall die 
gleichen radialen Randwerte haben und den Bedingungen geniigen 

f lgtF~(re~)[dt9 = C~, f lg [ F~(r e'e)[ dO ~ C~, 
0 0 

F = F~,  F s fast iiberall die Randwerte 0 besitzt und dab ferner 

f l g l F ~ - F ~ l d O ~ f  lgIF~[dO+f lglF~[dO+lg2~2C~+Ig2 
0 0 0 

~lt. 
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durch die Angabe ihrer Randwerte auf einer Menge poAfiven Ma/3es ein- 
deutig bestimmt ist, wenn (5,2) gilt. Da n/imlich naeh Fatou 

2.,r 

0 

flit fast alle 0 die Randwerte yJ(e i~) besitzt und da ferner 
2 ~  

0 

gleiehmii~ig in r beschr~inkt sg) und somit aueh 

f lg I~P(re"*) [ d~ < c~ 
�9 0 

fiir alle O ~  r < 1 bleibt, sind V~ (z) und ~F(z) miteinander idenfisch. 
Fiir h ( ( )  is~ nun diese Voraussetzung erffillt. Denn wegen der Be- 

schr~inktheit yon If(z) -- f(zl)[  und [g(r -- g ( 1 ) i  fiir I -~[ s 1 bleibt 
auch (~ = re'a): ' 

2 ~ +  2 . ~ +  

f lg l f (v ( r  f l g l g ( r  
0 0 

flit 0 ~ r < 1 ~ beschr~inkr und dies ist bereits hinreichend dafiir*~ dal] 

3~) Dies gilt ja sogar fiir eine allgemeinere Klasse yon Funktionen W(z), n/tmlich 
fiir alle W(z), die dutch ein 8tieltjes-Poissonsches Integral darstellbar sind (siehe 
A. Ostrowski, die in der Fuflnote ~s) ziterte Arbeit. Fiir die ausfiihrliche Darstellung 
des Beweises vgl. die in FuBnote 9) zitierte Abhandlung yon Herrn Ostrowski, S. 255ff. 
Vgl. auch die Darstellung von G. C. Evans, Logarithmic potential, S. 46.) 

40) Denn ist ~ (z )  eine in I z[ < 1 regul~tre und beschrRnkte Funktion, so gilt 
fi~r lg[ r  I bekanntlich die Jensensche Unglcichung (r  4 0, sonst betrachte 

\ 
man - - - -  filr passendes ganzes n > 0) 

2 ~  

lg ]~ (0 )  [ ~ f Ig ]@(re'#)[ do ~ (r < 1) 
0 

oder 
2, 't+ '2.-r 

lg IV(O) I ~ . f l g l q ~ ( r e ' a ) [ d a + f ( g l ~ ( r e ' ~ ) [ d a ,  
0 0 

wobei fiir a > 0 
+ 
l g a = l g a  ftir a____~_l und = 0  fiir a ~  1, 

l g a = I g a  ftir a~<~I und = 0  ftir a > I  

ist. (Man beachte, dal] mit lg Ir  I auch lg Ir  [ und l g ] ~  I integrable Funktionen 
yon o ~ sind.) Da nun rg[q~(re'~)l~=~O, -- i -gt~(re'~)[~O ist, ist 

2.'x 2:z 2 ~ +  

(Fort~etztmg der Ful~note ,o) au~ naehster 8eite .)  
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a u c h  fiir 0 ~ r < 1 
fig 

0 
beschr(inkt bleibt. 

Es gilt daher 

1 ~ f* (e'~)_u f*(1) 1 -r  ~ 4v~, r 

woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt. 

39. B e w e i s  y o n  Sa t z  3. Of[enbar geniigt es, den Satz fiir den Fall 
---- 1 zu beweisen. 

a) Wit zeigen zuerst, dal] die Bedingung zl(~)__~ 1 mit e--* 0 hin- 
$ 

reichend flit alas Bestehen yon (5, 1) ist. 
Zun~ichst fotgt aus dem Satze 2, dag die fiir w in C regulKre und 

fiir w ~ w ~  auf C stetige Funktion ~ ( w )  = q(w)-q~(%) gleichmiillig 
W ~ W 1 

ffir alle w auf C und daher auch nach dem vorausgeschickten Hilfs- 
satz flit alle w innerhalb yon C beschriinkt ist. Daraus ergibt sich auf 
Grund unserer Voraussetzung nach einem Satze yon LindelSf~*), dab 
lira ~ (w) = 7 = q '  (w~) auch gleichm~llig bei AnnKherung ,,ira Winkelraum" 

l0  -lb ~ 1  

gilt, also auch insbesondere liings der Normalen in w 1. Daher gilt nach 
Satz 1 und Satz 2 fiir hinreichend ldeine [ w --  wll ,  w # w 1, 

] 1 ~o~ q,(c')- ~(w.) (1--~o)  ~ ( c ) - ~ ( % )  < ~(w)-~(%) ~ ( l q -  
(c -- w~) ~--- w --  w t ~ ~ c ~ --  Iv~ s 

wo c, c'  die dem Punkte w nach Satz 1 und Satz 2 zugeordneten Punkte 
im Abstande R yon wx auf der Innennormalen in P sin& Somit gilt 
f ( l r  W -----~ W 1 

i ~ , ( % ) ] ( l _ ~ ) < l l  m ]~(~-~!w,) <lm"(wl l l ( l+a,) .  

und  daher  auch (0 < r < 1 ) 
y t  

o o o 
§ 

Vgl. for die obige Bedingung fiir den Mittelwert  yon  lg sowie diese t?berlegung die 
in  der FuBnote 9) zitierte Abhandlung  yon Herrn 0s t rowski  S. 261. Die Bedeutung 

dieser Bedingung fiir l ;  bes teh t  darin, dad sie fiir einen Quot ien ten  zweier analyti-  
scher Funkt ionen  erfiillt ist, wenn  sie fiir jede einzeln gilt. 

41) E. LindelSf, S u r  un  principe g~n6ral de l 'analyse, et  ses" applications h la 
thdorie de la repr6sentat ion conforme, Acta Soc. scient. Fennicae 46 (1915), Nr. 3, 
p. 1 0 - 1 1 .  
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Also ist auch mit co ~ 0 

< - -  

. ~ d  somit folge, d ~  lira q, (,o) -j__( ,o, ) e~s t ien  trod =l~o'(w~)[ ist.. 
w - ~  w~ l W - -  Wl  

Um nunmehr die Behauptung (5, 1) herzuleiten, beachte man, dall wegen 
der Existenz der Tangente in w = w 1 4g) 

lim arc ~(w)-q(w ' )  ~ arch'(w1) 

ist. Damit ist die Relation lira q~(w)-~(wl) ,~-,,o, (w - w,) 1/, = r /iir w au[ dem Rande 

bewiesen. Die allseitige Konvergenz des Ansdmeks (5, 1) folgt dann wegm 
der Besehriinktheit aus einem Hilfssatz yon Lindelff ,s). 

b) Zum Beweise des zweiten Teiles des Satzes beachte man die am 
Schlufl yon Nr. 17 bewiesene T~tsache. Bezeichnet man die zu ~o(w) in- 
verse Fnn~ion mit, w ---- f ( z )  und ist ~(w~) ----- 1, so besagt die Aussage, dab 

f ( e " ~ ) - - f ( 1 )  

existieren mad yon 0 und oo verschieden sein sol] (vg|. Nr. 17, Bemerkung 2): 

# ist ein metrischer Parameter fiir C in w,, flit den r_~[ ._ ,  a > 0 fiir 
J 

0- - .  0' gilt, wobei r (# )  die Lgnge des oben angefiihrten, yon Po 
(w~-w~,  0 = 0) naeh dem Punkte P =  P(#)  gezogenen Radiusvektors 
ist. Hierfiir ist abet nach dem in der Nr. 17 Gesagten notwendig, dall 

lira a(~)----1 ist. 
t ~ 0  s 

40. Aus dem Satze 1 und 2 sowie aus dem in Nr. 85 formulierten 
Korrolar und dem Satze 3 ergibt sich nun das folgende 

Korrolar .  Es m~ge w = f ( z )  den Krds  [z] < 1 au/ das Innere 
einer Jordankurve C abbilden, die in f(1) = w~ dne Tangente besitzt und 
deren UnbewaUtheita/unktion A (e) der Relation A (e) = 0 (e) genit'gt. 
Bleibt bei Anndherung ldngs eines in z-= 1 miindenden, aus dem Innern 
des Einheitskreises kommenden Jordanbo~ens L mit stetiger Tangente, 
welcher die Peripherie des ginheitslereises nicht beriihrt, [f'(z)l-----< M, 
~o hat f ( z )  in z----1 nach oben aUseitig besehrdnkten. Di//erenzen- 
quotienten. 

4~) Vgl. E. LindelSf, die in der FuBnot~ ,s) zifie1~e Abhandlung, S. 85--87. 

4~) Siehe z . B . L .  Bieberbaoh, Lehrbuoh der Funktionentheorie 2, S. 21ft. Dioser 
Satz ist ein Spezia]fa]l des oben zitierton. 
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Bzistiert bd Anndherun# ldngs L ~nx f '(z)=~ 4') und ist !~o ~(*---~)e ----- 1, 

, o  e~stiert auch allseitig lira f(z)_-f(1) und ist -~-?. 
z--~X Z -  1 

Beweis.  Wegen I f ' (z) l  < M ~iir z auf L i~t 

wo liings L yon z bis 1 zu integrieren ist mad I die Liinge des Kurven- 
bogens L v o n  z his 1 bedeutet. Daher ist 

f ( z ) - f ( 1 )  1 
~--~ - -~Miz-11  , 

mad wegen der Stetigkeit der Tangente yon L i s t  lira l z-* i ~ = 1, woraus 

die Beachriinktheit dieses Diflerenzenquotienten bei allseitiger Anniihenmg 
aus dem Korrolar zum Satze 1 und 2 und dem Hilfssatz 10 folgt. 

Aus lira f ( z ) = 7  und der eben benutzten Integraldarstellung yon 
z 

f ( z ) : f ( 1 ) q - f f ' ( z ) d z ,  die ja bis in den Punkt z-----1 hinein gilt, folgt, 
1 

dall aueh 

(5,  3)  lira f(~)  - f (1 )  
z~i z - -1  ~- '7  

fiir z aui L gilt. Denn z bleibt dabei im Stetigkeitsintervall von f'(z). 
Nach Satz 3 folgt hiemus die Behauptung, falls ~, d~ 0 ist. Ist ~, = 0, so 
folgt wegen (5, 3) die Behauptung direkt aus dem Korrolar zum Satz 1 
und 2, Nr. 35 (1. Behauptung). 

w 

Heranziehung der Vergleichskurven. 

41. Def in i t ion .  Wit sagen, die geachlossene Jordankurve ~ sei eine 
innere (reap. du~ere) Vergleichskurve der geschlossenen Jordankurve C im 
P u n k t ~ P  (oder C beaitze in P die innere (reap. iiul~ere) Vergleichskurve ~), 
wenn ~ den Punkt P mit C gemeinsam hat und nirgends aul~erhalb yon 
C verliiuft (reap. nirgends innerhalb yon C liegt mad C in ihrem Innern 
ent]iiilt ). 

Dann gilt der folgende 

Satz  4. Es sei C eine geschlossene Jordankurve, die im Punkte 
P (w=w~)  eine Eeke der OHnung ~z, 0 < ~ 2 ,  be~'tzt~und die im 

") Hier darf such 7 ffi 0 sein. 
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Punkte P linear unbewallt ist (flit deren Unbewalltheits/unktion A (e) 
also in P die Relation-A ( e ) =  O(e) gilt). Ferner m6ge C in P eine 
innere odor duflere Vergleichskurve ~ besitzen, die in P eine Ecke der 
Of/hung :~ '  haben mOge. Dabei werde angenommen, daft die Winkel- 
halbierende s des Eckenwinkels der Ecke in P yon C zugleich auch den 
Eckenwinkel van ~ in P halbiert, z----q~(w) bilde das lnnere yon C, 
z = ~ ( w )  das yon ~ so au/ I.z] < ~ ab, dafl ein im lnnern yon C und 
liege nder Punkt w ~ w o in z = 0 iibergeht. Dann gibt es: 

a) falls ~ eine innere Vergleichskurve ist, zwei positive Konstanten 
K~ und ql sowie zu jedem w • w 1 au/ C mit l w - w a t  ~ ql ein c au/ 
der Winkelhalbierenden s, so daft 

I ~(w).- ~(w,)l t~(~)-  ~(w,)l 

gilt, und 

b) /aUs r163 eine duflere Vergleichskurve ist, zwei positive Konstanten 
K~ und q~ sowie zu jedem w # w 1 au/ C mit I w - - w l l s  ein c' 
au/ s, so daft 

I ~(w_)-_~ (_~,) [ < M I �9 (r  -_____r (w,___) I 

ist ~5). 

' 1 ' I -- ~ bZW" (1 + CO) ~a# gesetzt Dabei di~r/en /iir K~ "und K~ die Werte ~/--U 

werden, wo ~ -~ l ~  zt (~) ist und co, 0 < o~ < 1, beliebig klein gemacht 
" e ~ O  e 

werden kann, wenn nur qa bzw. q~ hinreichend klein angenommen wird. 

Der B e we i s  ergibt sieh aus dem Satze 1 und dem Sat.ze 2, wenn man 
beachtet, dal~ naeh dem sogenannten LindelSfsehen Prinzip 4e) im Falle a) 

f i i r c  im Innern yon ~ I q5 (c ) ]~  ] ~ (c) ] und also 1 -- I ~(c) I ~ 1 - -  ] r l, 
im l~alle b) fiir c' im Innern yon C I ~ ( c ' ) l s  und daher 

1 - - f r  _~1- - lq~(c ' ) l  ist, und wenn man in beiden F~llen die Quasi- 
konformitht ~:)~der hbbildung in wa beriicksiehtigt. Denn danaeh ist sowohl 

lim 1 - ]  ~~ I = 1  als auch lim ! - [ ~ ( w ) l  ----1, 

~*) Man kiinnte an Stelle der Winkelhalbierenden s aueh allgemeiner einen be- 
liebigen in P miindenden Jordanbogen L w~hlen, der ganz innerhalb eines yon ~.wei 
yon P ausgehenden Strahlen gebildeten Winkelraumes bleibt, die ihrerseits mit an P 
anstollenden Stiicken im Iunern yon C und yon ~ verlaufen. Wir brauchen aber diesen 
Satz nicht in dieser Allgemeinheit und beweisen ihn daher nur in der obigen Fassung. 

~) E. LindelSf, M6moire sur certaines in6galit6s de la th6orie des fonctions 
monog&nes et sur quelques propri6t~s nouvelles de cos fonctions dans le voisinage 
d'un point sin~lier essentiel, Acta societatis scientiarum Fennicae ~5 (1908), Nr. 7, 
pp. 3 ft. Siehe aueh L: Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie 2, S. 117. 

~) Vgl. die in der Fu~note ta) zitierten Abhandlungen. 
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wenn w auf s angenommen ist. Man erhiilt somit beispielsweise im Falle a) 

> 1 - 1 ~ ( ~ ) l  ~ 1-1~(c , ) l  > [ ~ ( w , ) - ~ ( c ) t  ( 1 - c o ' )  
Iw~-cl!/~ - -  [ w ~ - c t z / ~ -  [ w , - ~ [  i / ~ -  ]w~ -c [  1/" 

und mithin nach 8atz I (mit yJ ~ O) bei vorgegebenem ~o und passendem 
g~ > 0 fiir alle w # w ~  auf 0 mit I w -  Wl [~q~ und die ittnen zu- 
geordneten c 

l v (w)-~(w, ) l  ~ 1 - ~ I ~(w,)____~(___~) I 

B e m e r k u n g .  Beriicksichtigt man die am Schlull des Beweises yon 
Satz 1 und Satz 2 gemachten Bemerkungen iiber den Quotienten 

, wl/ ~'-w~ ' so sieht man, dab auch bier Analoges gilt: Is t  

to, 0 ~ co.~< 1, beliebig vorgegeben, und sind" q~ bzw. ~/g die zu K 1' = 1 - 
�9 x l I T  

bzw. K~-- - - ( l~- to)~  11" naeh dem Satze 4 zugeordneten Zahlen, so gibt es 
zwei positive Konstanten /~ und g~, so dall 

c ' - w .  -----<~9 

fiir alle w auf (2 mit I w - w , t ~ g l  bzw. ]w- -w l t_~qg  gilt. Diese 
(beim Beweise der Siitze 1 und 2 angegebenen) Konstanten konvergieren 
aber gegen 0, wenn man o~--~ 0 konvergieren li~ltt. 

42. Z u s a t z  z u m  Sa tz  4. Di~er Satz bleibt noch richtig, wenn der 
Punkt, den man bei der Abbildung des Innern yon ~ in den Nullpunkt 
~tbcrgehen hiflt, nicht derselbe ist wie der, der bei der Abbildung des 
Innern van C in-z ~ 0 iibergeht. 

Es sei beispielsweise ~ eine innere Vergleichskurve. Bildet man dann 
vermittels z=q~*(w)  das Innere yon C so auf Iz! < 1  ab, dall w - -  r% 
(Iv o nicht notwendig i m  Innern yon ~)  in z = 0  iibergeht, und v e r -  
mittels z-----q(w), dall w = w  o (in C und ~)  in z-----0 iibergefiihrt wird, 
so hat man 

q* (w)  = r 1 6 2  e, r (? reell). 
1 - ~  (w) ~(~o) 

Ist daher der Satz 4 auf ~ (w)  mit der Konstanten K~' anwendbar, so gilt er 
auch flit q~*(w), wenn man K~' dutch K ~ ' ( 1 -  e) ersetzt, wo 0 < e < 1 ist 
und  e beliebig klein durch geniigende Verkleinerung yon q~ gemacht werden 
kann. Dean es ist ja zuniiehst 

I ~ * ( w ) -  ~*(.w,)l I ~* (w) -~*(w, ) I  [~(w)-q~(w,)l 
I w . -w, I  1/" I ~ ( w ) -  ~(w, ) l  Iw -w , !  1/" 
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and analog 

I q ' *  (~)  - ~o* (w,)l 
I o - w~ l ~/" 

so daft 

(6,1) 

ist. 

S. Wamchawski. 

I~*(~)-~*(w,)  t ~*(=)-~*(w`)  .K~ I~(~)-~(w,) l  
I~-w,l~# > ,  ~(w) -~ (w , )  I~-w, : / "  

= j ~*(w) -~*(w,)  - t ~*(c) - ~*(w,) I 

1 ~*(c) ~*(w,) " l~'w~l ~/" 

Ferner gilt, ~*(w) = ~*, ~(w) . - -  ~ gesetzt, 

lira q*(w)-~*(w,)  lira ~*(e)-q*(w,)  (dr 

_ 1-l;t l  ~ elf 

bei beliebiger Annliherung yon w und c an w x 
Innern yon C. Daher konvergiert das Produkt in 

auf C oder aus 
(6,1) 

--+1, 

dem 

l ~*(w)-  ~*(w,) i q (c)"  ~(w,) 
~(w) -~ (w , )  ~*(~)- q* (wl) 

wenn w - -*w  1 und c--*wl streben. Hieraus und aus (6,1) entnimmt 
man die Riehtigkeit der Behauptung im Falle a). Analoges gilt im Falle b). 

48. Wir defmieren noeh die folgenden beiden Begriflsbildungen: 

Definiti~on. Wit sagen, die gesehlossene Jordankurve C besitze in 
P (w = wl) eine ,,kon/orme Ecke" der OHnung ~tz, 0 < �9 ~ 2, ,s), wean 
C in P 'eine Eeke der 0irmung ~tz besitzt und wenn fiir die Abbildungs- 
funktion z ~ - q  (w) des Innem yon C auf den Einheitskreis bei allseitiger 
Anniiherung yon w an wx die Relation gilt 

0 < K 1 _< t ~:w_2-_y_~ (w~)I K K., 
- -  I w - w l l  I:' - -  - '  

w o  K 1, K~ Konstanten sind, die natiirlieh yon der Normierung yon ~(w)  
abhiingen. W!:. sagen weiter, C besitze in P eine ,,generalisierte ] r  
Ecke" der Ol]nung ~tv, wenn G in P eine Ecke der 0~nung ~rv besitzt 
und es eine innere und ~iullere Vergleichskurve ~ und ~= gibt, die beide 
in P eine konforme Ecke derselben 0ffnung besitzen4S). 

Satz  5. l~otwendig und hinreichend datiir, daft die Jor.dankurve O, 
die im Punkte P eine, gene~alisierte kan/orme Ecke tier O]]nung 7t~, 
0 < �9 ~ 2, besitzt, eine kon/orrae Ecke derselben Ol/nung in P hat, ist, 
daft die Unbewallthdts/unkt(on ,4 (~) " ~ C in P ~der Bedingung ,4 (e) = 0 (e) 
~niiqt. 

4s) Vgl. die Fullnote % 
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Dall chase Bechngung hinreichend ist, folgt aus dem Satze 4. Sic ist 
abet  such notwendig, und zwar such dann, wenn das Bestehen einer 
generalisierten koniormen Ecke nieht vorausgasetzt wird. Denn bildet 
w ~ f ( z )  den Kreis ]z I ~ 1 auf das Innere yon C a b  und ist w I ~ f ( e ~ , ) ,  
8o bestehen die Ungleichungen 

0 <: c 1 ~ I f(e~~ - f(ei'~')l 
---- f o - ~ l V  <= c~. 

Dies bedeut6t aber (vgl. die Bemerkung 2 in Nr. 17), daft t - -  I 0 - -  01 ] ~ sgn (0 - -  01) 
ein metrischer Parameter yon C in bezug auf w ~ w 1 ist, und daher gi't 
notwendig A (e) ---- 0 (e).  

44. Als eine Anwcndung des Satzes 4 beweisen wir noch den folgenden 

S a t z  6. Es sei C eine geschlossene Jordankurve, die im Punkte P 
dne  Ecke der O]]nung ~7, 0 ~ ~ < 2, beMtzt. Ferner sei C in P linear 
unbewatlt, d.h.  die UnbewaUthdts/unktion van C in P geni~]e der Be- 
dingung zJ ( e ) ~- 0 ( e ) . z = q~ ( w ) bilde das lnnere yon C au] I zl < i 
ab. Dann konvergiert /fir ~edes ]este e > O  ( e <  ~) gldchmdflig ]iir 
9egen w I aus dem lnnern yon C oder au] C konvergierendes w 

~ ( w ) -  ~(w~) ~  ~(w) - ~(w') - *  0.4~) 

(w-w~)  T M  (w-w~) '*  ~ 

Beweis .  Da C in P Halbtangenten basitzt, kann man ein sich nicht 
iiberschneidendes Polygon mit endlich vielen Seiten konstruieren, das den 
Punkt  P mit C gemeinsam hat, in P eine Ecke tier 0ttnung :tT' basitzt, 
wo sich z' um beliebig wenig yon �9 unterscheidet, und sonst entweder 
ganz innerhalb oder ~anz augerhalb yon C verliiuft und in dem zuletzt 
genannten Falle C im Innem enthiilt. (Ira ersten Fafle mug ~ ' <  x, im 
zweiten r ' >  r vorausgesetzt werden.) 

Sei nun e r s t e n s  e > 0 (e < ~) und ~o ein solchas ,inneres Ver- 
gleichspolygon", das in P eine Eeke der 0ffnung ~ ' : t = ~ ( T  ~ e) besitzt; 
wit diirfen annehmen, dab die Winkelhalbierende s des Eckenwinkels yon 
C in P zugleieh den Eckenwinkel yon ~, in P halbiert, z = q~(w) bilde 
das Inhere yon ~, auf ] z i g  I a b .  Daher gibt es nach dem Satz 4 in w 6 
(unter  Beriicksichtigung der im Anschlull an ihn gemachten Bemerkung und 
des Zusatzas zu diesem Satze) eine Konstante K~ und zu jedem w + w 1 auf C 

mit hinreichend kleinem t w --  wx 1 ein c auf s mit 0 < ~1 ----< J w - w, i < / x ~ ,  
derart, daft 
(6,  2) ir (w) - q (w~) [ ~ / s  I ~(w,) - �9 (r 

I w - w ~  l ~;" - -  I w~ - c [1/, 

~) Unter der Annahme, dab C in der Umgebung yon P stetige Tangente besitzt, 
ist die Behauptung dieses Satzes bereits in tier in der Fuflnote s) zitierten C. R.-Note 
y o n  Herrn Lawrentieff hergeleitet worden. 

Mathematische Zeltschrift. ~5. 25 
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grit. Nun gilt bekanntlich fiir die Abbildungsfunktion z-----~(w) eines 
Polygons in einer Ecke der 0ffnung ,'~-----~ (z e) flit alle c auf s 

{w,-ol'-' 
wo ~, eine Konstante ist. Hieraus ergibt sich wegen (6, 2) 

i~'- O (6,3) {~(w)-~(~1){ ___K~: }~!~)-~(wl)l 1 >K=~lc-w, 
lw-u,,l T l,-,~,l "---'~ lo-w,{-~ 

W~Wt [ und indem man (6, 3) und die Relation 0 </~i  --~ I s - w~ -~/xs beachtet, 
erhiilt man 

{ ~(~)-~(~>I >X~. 

Da dieses flit jedes feste ~ > 0 mit einer yon �9 abh~ngigen Konstanten 
Kg ~ Kg(e) gilt, ergibt sich daraus leicht die erste Behauptung fiir aUe 
w au] C. Fiir w i m  Innern yon 0 folgt sie dann aus dem Hilfmatz 10. 

46. Wir konstruieren nun zwei tens  flit ein beliebig vorgegebenes 
> 0 ( ~ + , ~  2) ein ,,ituileres Vergleichspolygon" ~., das in P eine 

Ecke der Oflnung , ' ~  = ~ (~ + e) hat, mad zwar so, dall sein Winkel bei P 
durch die Winkelhalbierende s des Eckenwinkels yon C bei P halbiert 
wird. # ( w )  bilde das Innere yon ~, auf f zl < 1 ab. Indem man nun 
beachtet, dab ffir jedes c' anf s 

l ~(c')-~(~,,){ <~;, 
1~1 - - o ' l  TM 

wo z~ eine nu~ yon e und nieht yon c' abh~n~ge Konstante ist, und 
die zweite Hiilfte des Satzes 4 analog wie eben die erste Hiilfte dieses 
Satzes anwendet, erkennt man durch ganz analoge Scldiisse die Richtigkeit 
der zweiten Behauptung. 

II. Kapi te l .  

w 7. 
Formulierung des Hauptsatzes iiber konforme Ecken und 

Yorbemerkungen. 

47. Wit stellen uns nunmehr die Aufgabe, Bedingungen flit das 
Yorhandensein einer konformen Ecke der 0flnung ~z~, 0 < ~ 2 ,  bei 
einer gesehlossenen Jordankurve C, resp. fiir die allseitige Existenz des 

lira ~(w)-~(w,)  fiir die Abbildungsfunktionen ihres Innern z ~ ~v(w) auf 
~-~w~ ( w -  w~) 1/" 
das Innere des Einheitsl~eises anzugeben. Wir nehmen dabei yon vorn- 
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herein an, da~ die Unbewalltheits/unktion "4 ( e ) der Kurven C ~ die wi~ 
betraz, hten wogen' in dent ~ zu untersuchenden Punkte Po der Pedingung 
' 4 ( e i = O ( e  ) geni~t, Wir w~ihlen dann zu ihrer Parameterdarstellung 
w = w(t)  ---- z ( t )  + i y ( t )  einen metrischen Parameter 3. Dem Pu~k~e P ,  
entspreche dabei t = 0. Durchliiuft t das Intervall - - T  ~ t < T, so ~'6ge 
P ( t )  die Kurve C durchlaufen. Unser Resultat liil~t sieh dann am ein- 
fachsten formu!ieren, wenn wir die folgenden Gr613en einfiihren: den senk- 
rechten Abstand ~(t) eines Punktes P = P ( t ) ~ P o  ha einer hinreiehend. 

"Meinen Umgebung yon Po der Kurve C yon derjemgen Hslbtangente, gegen 
die der Radiusvektor Po P f i i r t  ~ 0 bzw. t t 0 konvergiert, die Lttnge der 
Projektion ~/(t) des Radiusvektors Po P auf diese Halbtangente und schliel~- 
lich die nur fiir hinreichend kleine !t I definierte stetige und monoton gegen 0 
abnehmende Funktion yon t :  

r Max ~(z) f i i r t  > 0; 

J, 0 > r  t 

~:*(t) ist also der gr611te Abstand des Kurvenbogens 0 . . . t  yon der ent- 
spreehenden Halb tangente . -  Dann lautee unser Satz: 

Satz 7. Ist G eine geschlossene dordankurve, die  in einent Punkte Po 
tter Bedingung , 4 ( , ) =  0( , )geni igt ,  und ist dos ntit der oben einge/iihrten 

$ 

~unktitm ~*(t) gebildete Integral ~ * ( t ) d t  konvergent (e, ~ > 0), so hat 
- - s  

C i n P  o ( w = w , )  eine l~n/orme Ecke derO//nung ~t~ iO < r ~  2), 

1st clarinet hinaus lira '~ (*) = 1, so ~istiert sogar /iir die Abbildungs. 

/unktion z =  9(w)  des Innern yon C au] iz~<l '  t der lira ~(w)-~(w, )  
w-~w, ( w -  w~) a/" 

bei allseitiger Annt~herung und ist yon 0 und r versc~ieden. 

48. Wit sehieken dem Beweise dieses Satzes (den wit im w 9 erbringen) 
einige Vorbemerkungen und Hilfss~itze voraus. 

V o r b e m e r k u n g  1. Die Tatsache der Konvergenz van 3 ~ ist 

unabhdnqig yon der Wahl des ntetrischen Parameters t. Denwist  t '  ein 
anderer metriseher Parameter, bei dem gleiehfalls Po der Weft t' = 0 ent- 
sprieht mad der dasselbe Vorzeiehen wie t hat, so shad t u n d  t' offenbar 

�9 monotone und s~tige Fmaktionen voneinander: t ' =  9x(t), t =  gg(t'), und 
es gilt wegen r(t)=~(t')=r(g~(t')), r =  ~ ' ~ , ~  ~, 

( 7 , 1 )  i = 

25* 
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Femer ist die mit dem Parameter t' definierte 8*-Funktion: 
* (t') ~- ~* ( gl (t) ) --= ~ * (t). Hiemus wollen wir folgern, daft such das Integral 

f ~*(c') ae [#*(t) t's _. gleichzeitig mit j t~ dt 
0 0 

konvergiert. Wit setzen dabei 8, ~ > 0 vorsus; fiir 8, ~ < 0 ist alles analog. 
Nun bemerken wir, dab fiir eine beliebige Funktion X(t)mit X(t)~0 

flit t ~ 0 die Integrale 

"0 0 

gleichzcitig konvergieren und divergieren. Wir tragen iibrigens den Beweis 
hierfiir als den ersten der unten folgenden Hilfssiitze nach. Hiemach geniigt 
es also, nur die Konvergenz des Integrals 

f d~*(tlt 
f/it ~ ~ 0 nachzuweisen. Dies folgt abet sofort aus der Bemerkung, daft fiir 
jede Definitionssumme dieses Stieltjes-Integrals wegen (7, 1) 

n 

1 y v  I r~*rt~ i,+1/) * i - ,  i t  
- ~ (t,)] _~ _~-'T,[~ (,+,) - C(t')] 

~,.r T,  �9 

< ~ ,  ~ ._--, , , + , ,  - C ( t , ) ]  

ist (wo % = t~ < t~ < t~ < . . .  < t~+~ = 8 eine beliebige Zerlegung des In-  
tervalls (~, 8) ist, ~; irgendwelche Zwischenwerte am (t', t,+~)' sind und 
t,----gs(t:), t ,=g~(t : ) is t )  und dahcr 

~-~dl [d,'(t)t <_yd#;(,)=<__.xl fd,'(t)t 
t; ~ E 

ist.-- 
49[ Hilfssatz 11. Far eine beliebige ~nlaion X(t) mit X(t)~0 

/iir t ~ 0 konvergicren und divergieren die Inte~rale 

0 0 
gleichzeitig 5x). 

~0) Dieses Integral ist als ein Stieltjes-Integral aufzufassen. 
~x) Fiir den Fall monoton ins Unendliche wachsender Funktionen wurde dieser 

Satz yon Herrn Ostrowski hergeleitet (s. die in der Fuflnote ~) ~.itierte Abhandlung 
S. 202). Unser Beweis ist seinem nachgebfldet. 

(o > o )  
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Beweis. Es ist (0 < e < ~) 

f ~ , ) d t =  _ X ( t )  ~+ ['~X(t) 
t ~ J t " 

E 

~ dt konvergent, so folgt fiir festes ~, > 1 

t 

(7,2) 

Ist 

und daher 

x ( t ) ~  . dr - - ,0  fiir t + 0 ;  
t 

folgt dann wegen (7, 2) aueh die Konvergenz des Integrals J aX(t) daraus 
f l i t  e~O. - ~ t 

Ist umgekehrt dieses letzte Integral konvergent, So folgt wegen 

t t 

x(t)t =- d X ( t ) _ < j  t ---~0 fiir t40  
0 0 

fi 

aus (7, 2), dab anch das Integral dt fiir e ,  0 konver0ert. -- 

50. V o r b e m e r k u n g  2. Die au/ die $~mktion ~*(t) beziigliche Vor- 
aussetzung des Satzes 7 ist o//enbar mlt der Bedingung dquivalent, daft 
es eine monotone mit t 4 0 , t tO gegen 0 almehmende Funktion X ( t ) 

gibt, so da# ~(t)<=X(t) ist und das lntegral J - ~ , t ) d t  konvergiert. 
~*(t) ist nut die ,,Heinste" derartige $~unktion. -~ 

51. V o r b e m e r k u n g  8. Die Voraussetzung des Satzes 7 ist, wie nun 
gezeigt werden sotl, invariant gegeniiber einer Trans/ormation der Kurve 
van der Porto u = ( w -- w ~ 1) ,  a > O, reell. Da andererseits auch die 
Tatsache, dal~ in w = w I eine konforme Ecke vorhanden ist resp. der 

lim r (w) - r (wl) existiert as), gleichfalls bei einer solchen Transformation 
w-*w~ (w-w1) 1/" 
erhalten bleibt, so folgt hieraus insbesondere, daft man beim Beweise des 
Satzes 7 sich z. B. auf den Fall einer Ecke der Offnung :t beschriinken darf. 

Aus der Bemerkung 1 in Nr. 17 folgt berei~, daft t ' =  Itt'sgnt ein 
metrischer Parameter dez transformierten Kurve C in bezug anf u ---- 0 ist. 

~) Vgl. Nr. 24. 
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Wir haben also nur noch zu zeigen, daft, unter ~*(t') die zu ~*(t) analoge 
6' 

- -  ~ - - $  t 

Funktion bei C verstanden, | konvergiert. Zu diesem Zwecke be- 

weisen wit die folgende nach Vorbemerkung 2 mit dieser iiquivalente Tat- 
Sache: Ist X(t) irgendeine (flit hinreichend kleine I tl definierte) monotone 
Majorante von ~(t), wo ~(t) die in Nr. 47 eingefiihrte Funktion i~, mit 

konvergentem Integral dt, so gibt es eine monotone Majorante X(t') 

von ~(t'), wo ~(t,) die zu $(t) analoge Funktion bei C in u ~ 0 ist, so 
6' 

daft das Integral [ x ( t ' ) d t '  konvergiert. 
J t pg 

__S t 

Beim Beweise dieser Behauptung diirf~n wir uns aus Symmetrie- 
griinden etwa auf t > 0, das heiftt auf die Betrachtung eines der in P 
zusammenstoftenden Kurvenzweige beschriinken. 

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei w 1 ~--0, und der Winkel, 
den die rechtsseitige Halbtangente an C in w = 0 mit der positiven 
reellen Achse bfldet, sei gleich 0. Ist dann w = x + i y  = R e i~', so ist 
U ----- W = R =  e l a x  Daher gilt 

= R s in  

und analog flit die ~(t) entsprechende Funktion ~(t'), zun~ichst als Funk- 
tion ~t(t) von t, 

$,(t) ~- R = sin ]a~ I. 
x(t) 

Nun ist wegen ~(t) <X(t )  auch sin =<---R--' so dab 

< R X ( t ) . ( i  + = 

ist, w o e  > 0 ist und m i t t  ~ 0 gegen 0 konvergiert. Da wegen der flit 

den metrischen Parameter giiltigen Relation [ ~  zwischen zwe{ positiven 
$ 

Schranken bleibt, ist sowohl fiir a > 1 als auch fiir a < 1 

~(t') = ~,(t) ~ Kt=-ZX(t) = K.T~(t), X,(t) = t=-ZX(t), 
wo K eine passende positive Konstante ist. 

Die Funktion Xg(t)=t=-ZX(t) ist fiir a < l  im allgemeinen nicht 
notwendig monoton; sie ist aber, wenn man Xo (0) ----- 0 setzt, im Nullpunkt 

stetig (well wegen der Konvergenz yon f - ~ , ) d t  lira X(t) t-~o - 7 - -  ----- 0 ist, siehe 
U 

Nr. 49) und durchweg yon beschriinkter Variation. Denn zuniichst ist in 
jedem abgesehlossenen, den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervall 
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yon (0, J) sowohl t ~-1 als auch X(t )  und somit auch t~ '-IX(t)  yon 
beschriinkter Variation. Daher kann man X(t )  in der Form darstellen 

t t t 
X,( t )  -- X~(e) = f d( t  ~-x X(t))  -= f t "-x d X ( t )  + (tz-- 1) f X( t )  t ' - "  dr, 

z �9 8 

wo die beiden ersten hier vorkommenden Integrale Stieltjes-Integrale sind. 
Da ferner die beiden Integrale in der rechts stehenden Summe fiir ~ ~ 0 
einzeln konvergieren, folgt, dall 

t t 
(t) = f t ' , ~ d X ( t )  + (tz -- 1) f X( t )  t ' -%t t  ----- g~(t) + (~ -- 1) Z,., (t), 

o o 
t t 

g~(t) = f t ' - ~ d X ( t ) ,  Z~(t) = f x ( t )  t ' - ~ d t  
o o 

ist, also entweder selbst monoton (~ > 1) oder die Diflerenz zweier mono- 
toner Funl~ionen (gl  (t) und -- (~ -- 1) g~ (t)), somit also yon beschriinkter 
Variation ist. Bezeichnen wir die Totalvariation yon X2(t ) in 0 . . . t  mit 
V(t), und setzen wit 

V(/ ) '=  V(t '~1~) = r ( t ' ) ,  g , ( t )  -= Za(/ '),  go(t) = Z,( t '  ) , 

so konverg4ert, wie wit zeigen wollen, 

o 

Wegen V(t') N Z~(t') -f-le -- 11 Z~(t ')und der daraus folgenden Ungleichung 

f Ze(t') dr' (7,3) f ~ d t ' ~ _ d r z ~ ( " ) d t ' + [ r  t,~ 

geniigt es, die Konvergenz der beiden in (7, 3) reck t~ stehenden Integrale, 
oder also auch (nach Hilfssatz 11)d ie  der beiden Integrale 

J t' . - -J  t = u n d  j t d t 
t r t  ~ . S t  

zu beweisen. Dies folgt aber wegen ta) 

ha) Hierbei benutzen wit den folgenden Satz: 8iz~ ~ t ( t ) ,  ~=(t) i~ (a ,  ~) s ~ j ,  
uz~ ist 9 r ( t) dort monoton, so gilt, wenn 

t 

r162 

gsseJzt  w i r d ,  
t t 

f q~,(t) e e ( t )  = f ~(t) .  ~,(t) d~(t). 
Ot r162 
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t" = d  i i 
E E 

aus der Voraussetzung unter Benutzung des Hilfssatzes 1~. 
Wir kSnnen daher fiir die oben gena~nte Funktion X( t ' )  die Total- 

variation V(t') als Funktion yon t' setzen. -- Hiermig ist dann die obige 
Behauptung bewiesen. -- 

8. 

Hiifss~tze. 

52. Wi~ beweisen nunmehr die Iolgenden Hilfssiitze, yon denen wit 
beim Beweise des Satzes 7 Gebrauch machen werden, und wenden uns 
erst dann dem Beweise dieses Satzes zu. 

H i l f s s a t z  12. E8 sei X(t)  eine in - - 6 ~ _ t ~ + 6  ( 0 < 6 < ~ )  
I 

de]inierte nicht negative Funktion, die flit t ~ 0 und t ? 0 monoton gegen 0 
t 

abnimmt und [iir die das Integral J - ~ d t  ]iir e ~ O, l el "~ 6 5,) kon- 
o 

vergiert. Dann gibt es zu X(t) eine gleich/alls in --6 ~_t ~ + 6  deft- 
nierte nicht negative durchweg mit stetiger Ableitung Q ( t) versehene Funk- 

t 

tion V ( t ) =  f Q( t) dt,  die gleich/alls /fir t40 ,  t? 0 monoton gegen 0 ab- 
0 

nimmt mit den /olgenden weiteren Eigenscha/ten: 

1. Es ist 
(s,1) x(t) V(t)--~O liar It[~O. 

2. Q( t )  ldflt sich /i~r - - n  ~ t ~ ~ so geeignet 8tetig ]ortsetzen und 
alsdann ]iir alle t periodisch mit der Periode 2 z  de/inieren, daft /fir 
alle reellen t Q(t) i ~ M a x ] Q ( a )  l, Q(O)=O,  Q ( t ) > O  in (0 ,~ ) ,  

:a] <_ 

Q ( t ) <  0 in ( - ~ ,  O) ist und daft /erner /fir jedes reelle t das Inte4]ral 

r,4) Nach dem Hilfssatz 11 ist 

d X ( t )  
der des Stielt]es-Integrals J 

0 

die Konvergenz dieses Integrals i~quivalent mi t  
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/ 
0 

existier$ und gleichmd[3ig /,it alle reellen t beschrdnk$ ist55). 

Zusatz. Unser Konstruktionsver/ahren der Funktionen Q ( t) und V ( t ) 
aus X(t )  wird ,iberdies die /olgende Bigen~ha/t be~'tzen: 

I 
r 

]8$ allgemeinll]3o dX(t) I. K lal _~ ~(rl), iat [erner d eine posi- 
I 

tire Zahl, die yon raindestens einem Weft der Funktion d(~7) iibertro//en 
wird, so gilt /iir die im Beweise des Hil/ssatzes 12 /iir lit ~ d 6,) kon- 
struierte und au] die dor$ angegebene Weise /~r I dl Itl ~/ortgesetzte 
Funktion Q (t): 

1. Zu ~edem o~ > 0 gibt es ein nur yon co, d und der Funktion ~ ( ~ ) 

2. Es gib$ eine nut yon d und der Fun~ion ~ (~7) abhdngige Kon- 
sta~tte k-----k(d, ~(~)), 8o daft /fir aUe reeUen 

- -  i t i  <ffid ist. 
3. Zu ~edem S > 0 gibt es ein gleich/alls nur yon S, d und der 

Funktion 6( ~ ) abhdngiges ~ ~-- Oe(E; d, J(y)), so daft 

v(t) K /at 
ist. 

4. Es 9ibt eine nut van d und der Funk~ion ~(~7) abluingige Kon. 
stante K-~  K ( d, ~ (~1) ), so daft /iir alle redlen t 

ist. o 

~) Dieser Satz hl~ngt eng mit dem belrannten Reihensatze zusnmmen, dab es 
zu jeder Reihe mit positlven Gliedern eine .schw~cher" konvergierende Reihe gibt~ 
und wir werden auch yon diesem Satze beim Beweise unseres Satzes Gebrauch machen. 
Jedoch wiirde die jenem Satze in unserem Falle entsprechende Aussage etwa dahin 

t 

]auten, dal3 es eine Funkt~bn V( t )=  ~ Q ( o ) d a  mit der Eigenschaft (8, 1) gibt, flit 
t t 0 

f dF( t )  _ rQ(#)  d~ auch noeh konvergiert. Unser Satz die das Integral behauptet 
3 - j - - T -  
o 0 

dariiber hinaus noch die gleichm&flige Besehritnktheit des Integrals (8,2~, eine Be- 
hauptung, die wesentlich weiter geht als jene. 

~e) Es ist also d die im Hiifssatz 12 mit d bezeielmete Gr61]e. 
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53. V o r b e m e r k u n g e n .  1. Ot~enbar dad  Q(t) mit einer beliebigen 
Konstanten multipliziert werden. Wir wollen im folgenden (bei der An- 
wendung dieses Hilfssatzes) uns Q(t) stets so normiert denken, dal~ 

I Q ( t ) l ~  8 ist. Geniigt X(t) den Voraussetzungen des Zusatzes und ist  

k die im Zusatz unter 2. genannte Konstante, so soil im folgenden unter 
Q(t) stets diejenige Funktion verstanden sein, die aus der im Hilfssatz 

�9 J f  
konstmierten Funktion dutch Multiplikation mzt ~-~-hervorgeht, so da~ 

also Iq( t ) l  ~ ~ ist. 

2. Offenbar daft die Funktion Q(t) als eine ungerade Funktion vor- 
ausgesetzt werden: Q(t ) : -Q( - t ) .  Denn man braueht ja nut an Stelle 
von Q(t) die Funktion Q ( t ) ~  Q(t)-Q(-t) zu w~ihlen. Auch J(~(t)l 

~tg 
daft immer ~ ~ vorausgesetzt werden. 

Beweis  des  H i l f s s a t ze s  12. Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten: 
Der ers te  Sehritt besteht darin, dag wir mater Zuhilfenahme des konver- 

f dX(t), genten Integrals j - - F - -  a > O, eine fiir JtJ < O stetige Funktion q(t) 
o 

konstruieren, die fiir t > 0 positiv, f i i r t  < 0 negativ ist, im Nullpunkt 
versehwindet und fiir die 

( 8 , 8 )  

Der zweite Schritt besteht 
Funktion Q (t) zu bilden. 

54. E s  sei zun~chst 0 < t 

die Punkte t. = ~ (~ = O, 1,. 

_ I [_ t t 

darin, aus q(t) die in dem Satze genannte 

~. Wir markieren in dem Intervall 0 . . .  

�9 .) und schreiben 

0 co  t ~  t ~  co 

-------- ass j, ,_ y ax(t) 
0 ~ ~ + 1  ~==0 t~.§ ~,=0 

1 f dX(t)bezeichnet. Die dutch wo a, den Mittelwert t , - , + i t , ,  1 

{ao: fiir t '<t<t~ 
q,(t)--- . t.+~<t<t. (~, -= 1, 2 . . . .  ) 

. t - - - - - 0  

detlnierte .Treppenfunktion" q~ (t) i s t  im l~ullpunkte stetig, und 'es existiert 
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das Integral 
t oo 

f q,(t) at < f q~(t) d t= lg2  ~ a ,  j - - - ~  --- j t 
0 0 '=,'---- 0 

fiir jedes t mit 0 < t ~ J. 
Die Funlction qt(t) ~indem wit noch etwas ab, indem wir sie stellen- 

weise noch vergr6Bern. Wir setzen 

~, (t) = 1 + ao = % ~i~ t, < t < tO --- ~ ,  

q g ( t ) = ~ + a - f - 2 a , _ ~ = q ,  ,, t ,+t<=t<t  , ( ~ , = 1 , 2 ,  .), 

~ , ( o )  = o .  
t 

Auch das Integral fq~(t) dt existiert, da .fiir t _< t , ,  n > 1 j t - -  
0 

t t i t  co 

j---f-~ q'( t) dt < j--i---~ q"(t) dt = Ig2.~ q" 
0 0 ~,=ft 

und wegen der Definition der a,  und wegen ~ t ,= t , - - t ,+ t :  

t t ,  co co co 

( s . , . )  ,. - -  t , -  t ,+l  ~ Jr 9,,_1 
t '~--tt  Iv -,~/'t, - -  1 ~'--~ ~t - - 1  tv+t 

ist. 

(s,~*) 

t~ t n - t  

~ _ 3 ~ 2 f  ~ 1 1 + 2._ ~ = 6 + 2._ ~ 
~,-,~-~-1 t~, 0 

Fiir n-----0 gilt wegen 
to  (~ 

t o ~dX(t) q o - ~ l + a o ~ 1 . - F ~ f  d-xt(t)~_l-F2 d u 
t~ 0 

~==0 0 

(n > I) 

55. Analog kSnnen wit fiirt < 0 eine iih~liche Funktion qs(t) kon- 
stmieren, die bis auf Spmngstellen in t ~- --t.= ~ (~ ~I, 2 .... ) kon- 

t 

stant ist, die durchweg negativ ist und flit die das Integral fq~(~ j a 
o 

jedes t mit -- 8 ~ t < 0 existiert. Es geniigt zu diesem Zwecke often- 
bar, die obigen Uberlegungen auf die Funktion X(--t) fiir t > 0 an- 
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zuwenden und dann in der resultierenden Funktion das Vorzeiehen um- 
zukehren. Es sei dann etwa 

q,(t)----qo fiir - - t  o < t _ < - t  1, 

q , ( O = ~ ,  , - t , < t _ ~ - t , + ~ ,  

q,(o)=o, 

so dal3 also die Reihe . ~ ,  absolut konvergiert (weft alle q, negativ sind). 

56. Wit bemerken weiter, daft flit jedes t m i t  It I< 

0 0 

ist. Es geniigt aus Symmetriegriinden, dies fiir t > 0 zu heweisen. Es sei 
t, + 1 ~ t < t,. Dann ist 

t �9 ta  co t~  oa 

f zy  z dX(t) <= d t)=- dX(t)= a, 2,+~" 
0 0 ~ ' = n  t~,+l ~,mn 

Andererseits ist 

t 

f q,( t) dt > 
0 

= q,2--~> Z(a,+2a,?.~)  
0 ~ 1 | s ,+l  ~==n+l - - ' ~ - n +  1 2 v + :  

I'==n-I..1 'e==~+l 1,~#-.h I p~# 

Da Z ~,~ ~ o ist, ~o fo1~ hie~,~ die Beh,~upt~g. 
~==n.+l 

57. Wit machen nun aus der Funktion qg(t) eine stetige Funktion, 
indem wit sie in der Umgebung der Spnmgstellen :i: t, etwas abgndem, 
und zwar auf die folgende Weise: Ist (zun~hst  t > 0  v0rausgesetzt) 
q, >q ,+a ,  so verbinden wit den Punkt P,(t,+x,q, ) mit dem Punkte 

M, t,+l t,+~, 0 dutch eine Strecke, welehe die Oerade im Abstande q,+a 

parallel zur t-Achse in ,9,+ 1 schneiden m6ge. Dann ersetzen wit das hori- 
zontale Stiick der Kurve y~q~(t) yon ~q,+a his (t,+a,q,+~)duzcli ~q,+aP, 
(s. Fig. 14). Ist dagegen q, < q,+a (in der Fig. 14 z.  B. q,_a, q,), so ver- 

binden wit den Punkt P,(t,+a,q,+l ) mit dem Punkte, (t,+~+ t,, 0) dutch 

eine Strecke, die dann die Gerade im Abstande q, parallel zur t-Ache in 
8~ schneiden m6ge. Wir ersetzen nun das Stiiek der Kurve y ---- q~(t) yon 
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8; bis (I,+~, q,) dutch 8;P,. Ist q , =  q,+v so nehmen wit keine Anderung 
am Streckenzug an der Stelle t, vor. Der so entstehende Polygonzug deft- 
niert fiir t > 0 eine stetige ,stiickweise" ditierenzierbare Funktion, die in 
den Ecken des Streckenzuges rechtsseitige und linksseitige Ableitungen 
besitzt, und deren Ableitung 
in jedem abgeschlossenen 
Teilintervall yon (0, ~), das 
0 nieht enttddt, nur endlich 
vieler Werte fiihig ist. Hier- 
aus folgt, daft diese Funktion 
in jedem derartigen abge- 
schlossenen TeilintervaU be- 
sc t~nkte  Differenzenquo- 
tienten h a t . -  Fiir negative 
t i s t  die Konstmktion ganz 
analog. Diese neue, flit posi- 
tive und negative Werte yon 

I t 

r L j 

!! 
I 

I 

t 

/ 
' / I 
\ ,  I J 

,\ , I 
/ ! 

I \'V' I 
l ,  

Fig. 14. 

t definierte stetige Funktion sei mit q (t) bezeichnet. Auch fiir q (t) existiert 
t t 

r [  q(t)[dt,  da die Anderung, die dieses Integral gegeniiber f ~ d t 
d l  c 
0 0 

erfiihrt, absolut den Weft 

2192 iq.+:-q,I bzw. 
1"----0 ~ 0  

nicht iibersteigt. 

(8,3) 

Fe~ne, gllt one.ha, wegen I q (t) I > i q, (t) I n~a  (8, 5) 

i, +l 
c o  

58. Zu der Reihe Z q, konstruieren wir nun eine ,schw~icher" konver- 
cO ? t 

gierende Reihe ~ Q,, Q~ > 0, so daI~ also 

~ " - " ~  ( X )  

Z q, 

f i i r n  --* eo gilt, indem wir etwa (auf die von Hadamard angegebene Weise) 

q , =  r ,  setzen mad Q: dutch Q: = ] / ~ -  ]/r-~+ x definieren. Analog ver- 

fahren wit mit 27(--  q,); die entsprechende Reihe sei 27( - -Q ' ) ,  Q; < 0. 
Wir definieren dann eine neue Funk~ion 
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Q~ (t) = Q~ = Qo 

Q~(t) = Q~ + Q'+, + Q'_I = Q~ 

Q , ( o )  = o ,  

Q~(t) = ~o = P,o 
- - !  I - - I  Qx(t) = ,if: -+- Q , + , T  q ,_ ,  = Q, 

S. Warseh&wski. 

fiir t~ ~ t g_ t o, 

, t,+l < t < t, (~ = l, 2 , . . . ) ,  

, - - t ,  ~ t ~ - - t  o , 

,, - t , + ~ > t > - t ,  ( v = l ,  2 . . . .  ) 

co ? 

bzw. Z Q, das Integral 
t �9 

f Q (~ do 0 
0 

fiir ]t t < ~ konvergiert. Fiir spiiter sei bemerkt: 
~ / 2  i t ,  

f~ =<2+._,+ - -T-  
o ~ - ~ 1  t~,+~ 

und daher, da Analoges fiir f Q ( ~ ) l  do gilt, 
0 

$/2 ~/2 

0 0 

c o  

co 

)do =< 3Z(Q.+ I O.r). 
~ ' ~ 0  

und machen dann Qa(t) auf genau dieselbe Weise stetig wie q~(t). Die so  
entstandene stetige (,,stiickweise" differenzierbare) Funktion ist nun die in 
der Formulierung des Satzes mit Q (t) bezeichnete Funktion. Alle Derivier- 
ten yon Q (t) sind in jedem Intervall 0 < ~1 ___< It I___< ~ nut endlich vieler 
Werte fiihig. Ferner ist fiir It[ < It.+1 I 

co _ _  _ _  

(8,6) [Q(t)[=Z(Q,+[~2,I), und diesist < 3  ~(Q:-+-[Q:[ )  fiir n ~ l .  

Hieraus erhalt man insbesondere die obere Schranke ~ (Q, +[~)= ]) fiir 

]Q(t)[ Iiir [t[~-2-. Beachtet man aber, dab fiir - ~  I t] ~ 8 sicher 

I Q (t)] s Qo -4- I~o [ + QI + [ ~11 ist, so erkennt man, dab 

(8,7) I Q ( t ) I < , ~ ( Q , + I Q ,  I) fur ane [ t l < ~  
lo re0  

gilt. - -  Es wird bei den spiiteren Betrachtungen niitzlich sein, sich vor Augen 
zu halten, dab die zur Yunktion - -q  (-- t ) ,  die ja gleichfalls vom Typus 
q(t) ist, nach unserem Verfahren konstruierte Funktion gerade - -Q ( - t )  

co 

ist. Schlie$1ich bemerken wit noch, daft wegen der Konvergenz yon Z Q, 
~-~-0 
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(8, 3 )  Iolgt nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der ~ Wegen 
Differentialrechnung etwa fiir t > 0 (ffir t.+~ ~ t < t,,) 

t t 
fdx(t) fq(o)d~ 

(8,8) X ( t )  o <o q(Ot) (0 < v~<l )  ' 
V ( t ) - -  t ~ t ~ Q ( a t )  

.fO(o)d. f Q(o)do 
o o 

und dies ist weiter (da flit t~+ z ~ t  < t~ q(t) ~ Max(q~_l, q~, q~+l), 
Q(t) 2 Qi+,, Q', Qi_l ist) 

- =  = + 

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Eigenschaft 2. 

59. Wir weisen nunmehr die Eigenschaft 2 fiir die Funktion Q(t) 
nach. Wir setzen Q (t) ffir - zt ~ t < - 8 uhd 8 < t ~ n fort, indem wir 
etwa Q ( -  ~) --- Q (~) = 0 setzen und 

. Q(~) 
(t -- 6) ~ + Q (6) fiir 8 _< t ~ ,  

Q ( t ) =  (t ' " ' Q ( - ~ )  +o)_--Zo4-~+O(-8 ) Nr - ~ t ~ - : ~  

definieren. Das graphisehe Bild yon Q(t) in diesem Intervall ist dann 
einfach die die Punkte ((~, Q (6)) und (:~, Q ( ~ ) =  0) bzw. (--6,  Q ( - 8 ) )  
und (-- n, Q ( - ~ ) )  verbindende Gerade. Ferner setzen wit Q (t + 2~) = Q  (t). 
Dann ist Q(t) offenbar fiir alle t stetig und periodisch mit d e r  
Periode 2~, und die Relation (8, 7) bleibt offenbar flit alle t noeh richtig. 
Fiir das folgende sei noch bemerkt, daI~ fiir alle t I Q(t)is Max i Q(t)[ 

'ti=<~ 
und fiir ~ ~ I tl ~ z der Differenzenquotient 

Max  IQ(t)l  
Q ( t-}-a) ~ Q ( t - o )  ----.~ -~<_ t~_:r 

ist. - -  Nun existiert das Integral 

Q(t+')~O(t-~ [ do 
o 

fiir jedes feste t. Dies folgt sofort aus der Existenz der Integrale 

f '  Q(t+~176 l und f O(t-%)-O(t)o do 

fiix jedes./este t mit -- ~ _< t _< ~. Die Existenz dieser beiden Integrale 
abet kann man so einsehen: Ist t ~  0, so haben wir sie am SehluI] yon 
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Nr. 58 bewiesen. Ist t ein yon 0 verschiedener Punkt, so beachte man, 
dal3 der Integrand fiir /este von 0 verschiedene t eine fiir alle o bis auf 
eventuell o----0 stetige und gleichm~iBig beschr~inkte Funktion ist. (Man 
beachte das fiber die Defivierten in Nr. 58 Gesagte und die Definition 
yon Q(t) in - = ~ t ~ - ~ ,  ~_<t~=. )  

60. Wir behaupten nun, daft dos Integral (8, 2) gleichmdpig /iir aUe 
redlen t ~ beschrdnkt bleibt. Es geniigt, die Behauptung flit --  ~ ~ t ~ n 

zu beweisen. Wir weisen dies zun~ehst fiir - - ~  ~ t ~ nach. Da das 
Integral 

J 

gleichm~il~ig fiir alle t b!eibt, wo [ Q (t) ] ~ M vorausgesetzt ist, so geniigt es 
~/~ 

9 =  N ~  
o 

abzuschiitzen. Nach dem oben iiber Q (t) und -- Q ( -  t) Bemerkten (Nr. 58) 

geniigt es, diese Behauptung nut fiir positive t, 0 < t ~ - ~ ,  zu beweisen. 

Es sei also 0 < t ~ ~.  ])ann ist 

(8, 9) f Q(,+:)- e(,-o) O(,-o) ; [ ,o=fl I,o+f ,o. 
o o t 

Wir schiitzen zuerst den ersten Summanden der rechten Seite dieser Olei- 
ehung ab: 

t t t 

(8,10) ftQ(t+~ f IQ(t+~ do+ f Q(t-o)-Q(t)~ do. 
0 tl 0 

F.S gibt ein n, so dal$ t .+ I < t < I. ist. Dann ergibt sich f l i t  den ][nte- 
granden des e~ten der beiden Integra]e auf der rechten Seite yon (8, 10), 
wenn [ Q (t) I --~ Mis t ,  ~ alle o m i t  0 < o ~ t 

! Q(,+~)-Q(,) I - = 9.§ 
" o  "~ ~---1 a T "  

Denn die Steigung der vom Punkte (t, Q(t)) nach dem ~Punkte 
((t +o) ,  Q(t + o ) )  gezogenen Sehne der Kurve y f f iQ(t)  kann, wie man 

sich leicht iiberlegt, den Wert M M M = ~ -~ ~ nicht iiber- l(t.-t.+O 2 2-+t 
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schreiten 57). Daher ist 

t 

f Q(*+o)-Q(O I-' ~. ~ 2a+2 -~ ao ~ _ - ~ . T .  M = 4 M. 
0 

Femer erkennt man, daft auch 

t 

�9 Q(t -  -Q(t) d a ~  1 " 
o g(t,+~-t,,§ 

ist, so daft 
t 

(8,11) f Q(t+~176 ~ 1 2 M  
0 

ist. 

2 2 "+2 

= 8 M  

61. Jetzt sch~tzen wit den z w e i t e n  Summanden auf der rechten Seite 
yon (8,9) ab. Zu diesem Zwecke schreiben wir, falls t , . l < t < t "  ist, 
flit n ~ 3 

$ ~4 5 

( 8 , 1 2 )  f O(t+a)~aQ(t-~ d.o= f Q(t+o)TQ(*- ' )  do 
t t 

n-2 t+2"-~---'7 

/ +2,,_v+---'--- ~ t + ~  

Ist n ~  2, so zerlegen wit das Integral links iiberhaupt nicht. 

Es sei zu~chst n ~ 3. Fiir den ersten der in dieser Gleichung rechts 

stehenden Summanden erhalten wir sofort (wegen a ~ t  ~ ~.~-~7/ die Ab- 
scMtzung 

z - -  ~ - /  

g+2n_l 

t 

57) Dies kann man Sich geometrisch an Hand der Figur leicht iiberlegen. Man 
kann dies aber auch aus einem al]gemeinen Satze yon Scheefer folgern, der besagt, 
dab s~mtliche Differenzenquotienten einer in einem abgeschlossenen Intervall stetigen 
Funktion zwischen der unteren und oberen Grenze s~mtlicher Derivierten dieser Funk~ 
tion in diesem Intervall liegen. Man hat nut diesen Satz auf Q(t)  in (tn§ ~) 
anzuwenden. 

Mathematische Zeitschrfft, 85. ~ 
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mad daher 

Fiir den letzten dieser 8ummanden ergibt sich ~ihnlich: 

. ~ ---- 2M. 

Die iibrigbleibenden Summanden seh~itzen wir folgenderma~en ab: 

Setzen wir % = t + 2  ~-" ( v = l ,  2, ..., n -- 2) und tragen wir auf der 

t-Achse des Diagramms yon Q(t) die Punkte - - y , = t - - % =  ~2"-" 

und ~ , = t + a , = 2 t + ~ . ~ ,  ab, so fallen die Punkte - - y ,  mit den 
. 7  

Punkten -- t ,_l ,  -- t,_~, . . . , -  ts zusammen; yon den Punkten if, dagegen, 
8 

die rechts yon t liegen, fiillt keiner mit einem der t~ = ~-~. zusammen, son- 

dern es liegt in jedem oflenen Intervall (t~, t~_l) fiir 2 ~ ~ n -- 1 genau 
ein Punkt y, und  zwar liegt der Punkt ~, in dem Intervall (t~._,, t,_,_:a). 
D~enn es ist' j a 

8 28 
�9 2---~ ----- 2 t.+ x ~ 2t < 2 t . =  2---~ -= 2._ ~ 

2 8 2 . - ,  < Y, = .  t + ~ - r ~  < 2,~,_~ �9 

Liggt a i n  <o ,%+0 ,  so liegt t q - o  ha <Y,, ~ , + 0  und (t - - -o)  in ( .y,+~, 
- -y , ) .  Da ferner in jedem der abzusch~tzenden Integtale der Nenner des 

Integranden nicht kleiner als die Integrationsstrecke ist, ist daher 

~§ I Max- IQ(Y)[ q- Max Q(y)l �9 Q ( t q - o ) - Q ( t - a )  da<y,<y<_~,+~ -y~.~<_u<_zl, 

62. Um die genannten Integrale abzuschiitzen, haben wit nun einfach 
die Summe der rechts stehenden Ausdriicke 

# - 3  

~ (  Max I Q ( Y ) I +  Max IQ(Y)[) 

abzusehiitzen. Da auf der ne~ativen t-Achse die Endpunkte eines Inter- 
valles -- Y,+a, -- Y, mit den Punkten --  t,+x, -- t, zusammenfallen, kom- 
men in dem festen Integrationsintervall (%, %,1) nur drei aufeinandeffol- 

gende I ~l-Wert.e der oben konstnfierten Reihe ~ ~)~ (die ja den wesent- 
p ~ 0  

lichen Bestandteil der Funktion Q(t) ausmachen)als ein solches Maxi- 
mum in (-" Y,,a, -- Y,) in Frage. Es ist daher dieses Maximum 
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Mithin ist 

2 Max 
~'= '  -Y~*+I < Y <  - y t ,  ~'=1 ~,=0 

Jedes Intervall (y,, Y,+I) enth~ilt den Teilpunkt t,,_,_ a im Innem und 
ist in der Vereinigungsmenge der in t, ,-,-1 anstoBenden Intervalle enthal- 
ten. Daher ist das gesamte 

Max ]Q (Y) I ~ (Q,,- .+ Q.-.--1 + Q . - . - .  + Q,,-.-a), 

somit ist die Summe 
n - 3  n - 3  n 

.Z Max IQ(y ) I~V(Q ,_ ,+Q,_ ,_ I+Q . . . .  . .+Q,_ ,_a)~4XQ, .  

Wit haben also fiir das abzuschiitzende Integral (8,12), falls n ~ 3 ist, 
6 / 2  

(8,13) Q(t+o)-O(t-o)_ do<lOM+3fl_~[Q.[-}-_ 4ZQ,  
O -- t ,=O u=O 

co 4 :o 
< 1 0 M +  3.~'1Q,] + N 0 . . .  

Y=O "~'=0 

Fiir n N 2, d.h. -~ N t N : ,  gilt oilenbar 
& 2  

so daft also die Absch~itzung (8, 13) in jedem Falle richtig ist. 
~ a  nun die in (8,13) reeht~ stehende Reihe unabhiingig yon der 

Stelle t i s t ,  folgt hieraus in Verbindung mit (8, 11) die Behauptung flit t 
8 in 0 < t ~ g .  Damit. erkennt man 'dann (vgl.  (8, 7*) und Nr. 60) die 

~ ~ . 
Richtigkeit der "Behauptung fiir -- ~ ~ t ~ ~. Da schliel]lieh bei unserer 

Definition von Q (t) fiir alle t m i t  ~ < _ 2 - - - -  ]t [ _~ ~ der Quotient 

] O(t+o)~O(t-o) ] < t 
5 

(siehe Nr. 59) bleibt, h t  in der Tat d ~  Integral (8, 2) gleiehmiiflig fii~ 
~ s 

- -~ ,~ t ~ ~ besehrhnkt. Insbesondere ergibt sich, da man M N --~, (Q, + I (~, I) 
v ~ O  

(vgl. (8, 7)) annehmen kann, nach der Absch~itzung (8, 11), (8, 13) und (8, 7*) 

(8 ,14) .  aL Q(r K 26.Z(Q,+ ] ~,]), ]$1s 
0 ~ = 0  

26* 
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d 
21-1 

r [ dX(t) 1 ..=~Yq.<6: ~ +~._, ,  
y = n  0 

and nach (8,4*) 
d - 

(8,15) ro=~q,,_~ 6 f ~ §  1, 
~'=0 0 

Daher ist wegen (n > 2) 

63. Beweis  des Zusatzes .  Nach (8,4) grit fiir n ~ l  

r . - - Z l ~ . i <  6 [ ax(*)l 

Q,-- 3ft._, < 

r 

ZIo, I___8 ZIo:I 

1 
+ 2 , - 1 ,  

~ I- '  [ _ 6 [ ' ax( t )  
~'=0 0 

/" d ! /  ,~-, 

V 9 54 + 9.-2, 
0 

2t-.~ 

9 =3  rl/-r~._~< 54 + 2--, 
0 

d fiir [ t [ ~  2 "+1 fiir n_~2  nach (8,6) 

l/  ,a. ]// 
0 

d 
21~.-2 

0 

1 
-I 2 ._6.  

Nun ist abet auch flit alle [ t l ~  d (s. (8, 7)) 

t Q (t)[--~.~ (Q, + IQ, I)< 3 ~  (Q; + I Q;I), 
and daher ist wegen (8, 15) 

(8,16) Z ( Q . + I 0 . 1 ) <  54 + 2 ' +  4 +2',  

V V (8,17) IQ(t)l< 54 + 2 ' §  54 +2' ,  
0 

It < d .  

i. Ist to > O vorgegeben, so bestjmme man zunlichst ein n o so, daft 

~ . _ . ~ _ y  und _ < a  ~ flit n . ~ n o _ ~ 2  

d 
ist. Dann iat fiir ] t I < al = 2---7~' w o n  o- nur yon to, d und der Funk'Cion 
a (~) abhiing~, 

[q(t)l_~to. 
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2. Dad  so gewiihlt ist, daft es ein~ = ~ o > 0  gibt, so daft ~(~o) > d  
ist, ist nach (8,17) 

I Q(t) l < 2 ]/54 ~o + 2'  - -  k = k (d, ~(~)) 

und daher fiir aUe reellen t 

(8, 18) I Q (f) l ---- Max ] Q (01 - k. 
t~t_-_.a 

3. Aus der Abschiitzung (8,8) ergibt sich flit 0 <  t < tn 
x(O 

und Analoges gilt anch fiir negatives t. Ist 8 > 0 vorgegeben, so bestimme 
man ein nl~ so daft 

1 < 1  1 d ( ) 1 
2~-s ---- 2 ( 2 8 f '  2 ~ _ ~  6"2"(28) g flit alle n~n~ 

ist, Dann ist fiir alle t m i t  0 < It I < ~ = ~9 (8; d, ~ 01)) 

x ( 0  1 
v ( 0 < ~  ' 

4. Ist (wie in 2.) ~(~o) > d, t/o > 0, so ist wegen (8,16) 

2 (Q, I) <2 5 ,0 + 2' = k, 

wo k nu t  yon d und der Funktion (5(~) abhiingr Nach (8, 14) ist daher flit 

d 
g 

0 

Das Integral 

f JQ( '+o ) - e ( , -o )  
d '  ~ ; Ilda, 

d/2 

ist offenbar (wegen (8,18)) 

f~- do Um weiter d~ Integral Q ( ~ + o) ~ Q (~. ~) fiir alle t in ~ __< I t I --~ ~ 
o 

abzuschiitzen, beachte man, da~ (Nr. 59) flit diese t der Differenzenquotient 
M IQ(,)I 
- d ist. Hieraus folgt dann, dab dieses 
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Integral (wegen (8, 18)) �9 
_____~8nk 

ist, und somit ergibt sieh in Verbindung mit dem :Obigen die Beh~uptung 4 
des Zusatzes.- 

64. Fiir unsere spiiteren Betrachtungen ist es niitzlich, den folgenden 
yon Lindel6f ~s) herriihrenden Satz hervorzuheben: 

Ist w = in I z[ < 1  re . , tar  und  ldet  ( )die Peripherie 
dieses Kreises au/ eine geschlossene Jordankur~ve ab, die ldngs eines Bogens c 
eine sich stetig drehende Tangente hat, so existiert in jedem Punkte des 
entsprechenden Bogens '81~ 8 ~ ~ der Peripherie 

lira arc ~(e~o') - ~ (eiOi ---- A~(e io) = lira arc @' (r ei~), 

undes  ist A~(e ~'~) langs dieses Bogens :eine stetige Funktion yon 8. 
Hieraus ergibt sich /iir den Winkel O= O( O), den die im mathe. 

matisch positiven Durchlau/ungssinne yon C geriehtete Tarugente irn 
Punlae @(e ia) mit der positiven.reeUen Aehse bildet (bei geeigneter 
Normierurug der Winkel m ~  2n) wegen 

19(8) = lira ate (@ (e ''r) -- �9 (e~ ---- li~n arc ~(e' o')_ ~ (e,o) 
O ' ~  e iO '  - -  e i ~  

+ lira arc(e ~ '  -- e~a) ", 
�9 d , '  + ~ ,  " 

(8,19) 0(8) A a ( e ' " ) + S q - ~ .  

65. Hi i f s sa t z  13. Es sei w =  @(z) in [ z [ < l  regular, in [zl=<l 
~tetig und es mdge ~"(z) in ]z] < 1  nach unten besehrankt sein, d. h. es: ~" 
mdgd ein N > 0 existieren, so daft 

I > > o 

ist. Ferner besitze die in I z [ < 1  re@utdre Pot~tial/unktion are@'(z) 
au/ [z I = 1 stetige Randwerte A~(Z), und es gelte insbesondere /i~r einen 
Punkt z = z l  yon [ z l = l  

(8,20) l a r c q / ( z ) - a ~ . ( z x ) l ~ ,  0 < ~ < 1 ,  / a t  ]z=za[~O(e) ,  , I z ] < l .  

Dann ist /iir alle z', z" mit I z ' - -  z x [ ~ ~( e), I z" -- zx [ ~ ~ ( e), t z ' l <  1, 
lz"l  < 1  
(8, 21) I @ ( z " ) -  @ (z')l ~ N(1 -- ,)  I z" -- Z'I, 

�9 o&r, mit anderem Wort~: in ~ner atlsdtigfa Umgebungvon z=z~ besitzen 
alle Di//erenzenquotienten son @(z) absolut eine positive untere 8ehranke. 

6,) E. LindelSf, Compte rendu du.qu~tri~me ~.ngr~ des M~themat. Scandinaves 
1916, p. 89ff. 
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Das Inhere des yon d e m u m  z-~ z I mit dem Radius J(e) beschrie- 
benen in [z] ~ 1  liegenden Kreisb~en und dem z x enthaltenden Peri- 
pheriebogen geln'ldeten Kreisbogenzweiecks Z wird dutch w ~-q~(z) au/ 
alas Innere einer 9eschlossenen Jordankurve abgebildet. 

Beweis. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei A,x,(zl)= O. Es 
is, bei geradliniger Integration yon z" nach z, flit z" und z' in der O(e)- 
Umgebung yon z (Iz"l <1, 1 'I <1) 

z "  l 

~(ZI') " ~(Z')  = i f  , ~"(z)dz = eia fo ~t(z' ~- eia~)d~, 

wo 
Z=2'~-~eia-~ 0"(2<_~1, z " = z ' ~ - l e  i~ 

is,. Nun ist aber 
l l 

und dies ist wegen l arc ~'(z) ] ~ e  < 1, ] sin are ~ '  (z) I s e ~ l:und wegen 

cos fl = }/1 -~ sin ~//= ]/(1 + l  sin Z[) (1 -- ] sin fl l) :>- 1]{1~_ [ sin/~ I ~ 1 -: I sin fl I 

f l  q~'l'( 1 -- e)d2 :>Nt(1 "--- e) : N( .1-  e)]z"--  z'], 
0 

womit die Ungleiehung (8, 21) l~ewiesen is,. 
Um die zweite Behsuptung einzusehen, beachte man, d~l~ das Bild 

des Randes des in der Behauptung genannten Kreisbogenzweitcks Z wegen 
tier Stetigkeit yon ~(z) in I z { ~ l  und der Ungleichung (8,21) eine 
doppellmnktireie stetige Kurve ist. 

66. Schliefllieh bmuchen wit nach dem folgenden potentialtheoretisehen 
Hil fsss tz  14. Es sei g(t) eine /iir alle reellen t de/inierte redle, 

inSegrable und periodische Funktion mit der~ Periode 2 n. Wir bilden die 
/fir [ z [ ---- ] r e i~[ < I reguldre Potential/unktion 

1 r l - r e  
(8,22) u ( r e i ' ) = ~ - ~  .] g(tg) X_t_-r-,_2rcos(0_~) d~ 

und die zu ihr koniugierte Potential/unktion 

(8,23) v(re i~) : - - -~- -~z jg  ~ ) 1 +r~_2rcos(O_~)a 

: Oib$ es dann fi~r ein q~-~ y~ dne redle Konstante A derart, daft d as 
Integral 

(8,24) f g ( ~ + ~ 1 7 6  2A 1 :~, dO 
0 
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konvewiert ,  so hat die Ableitung av(re '*)  an  der BteUe ~:~ d n ~  
�9 Oq~ 

radialen Randwert .  Ferner gil t  /iir diesen Randwer t  

,-g 

($ ,25)  h ( ~ )  l im(-~v(re") .~ = 1 l'g(~v+0)+g(_____~o-0)-2Adv~.~9 ) 

V o r b e m e r k u n g e n .  1. Da wegen der Cauehy-Riemannschen Ditie- 
zentialgleichungen 

Ou(re'~) . Ov(r d~ )  
r - -  Or O q~ 

ist, liefert dieser Satz auch eine Bedingung fiir die Existenz yon lim 0u (r e'~) 
tit1 Or " 

2. Ist  g ( t )  in t = ~  stetig, so ist A - = g ( v ) ,  Ist g ( t )  zweimal stetig 

differenzierbar, so ist lira g ('p + t) + a (~ - t ) -  2 g (w) t-~o to - = g " ( V ' ) .  Dies veran- 

schaulieht die Bedeutung des Integranden in  (8,24)  in diesem Zusammen- 
hange. 

3. Gibt es insbesondere fiir zwei Konstanten ,4 und B ,  so dall das 
Integral 

- t- :r  

f g ( ~ + t ) - - A - B t  
t" d t  

0 

konvergiert, so ist of[enbar die Voraussetzung" des I-Iilissatzes 14 erfiillt 
und also tier Hilissatz anwendbar. 

67. B e w e i s  des  H i l f s s a t z e s  14. Man darf ohne Besehriinkung der Allge- 
meinheit V' = 0, A = 0 annehmen. Denn sonst setze man g * (t) = g (V' -4- t) - - A  

5~) Dieser Satz lg6t sich dem folgenden Satz ~r Herin A. Plellner (Dissertation, 
GieBen 1923, S. 2) zur Seite stellen: 

Ea sei O ( t ) eine /iir aUe redlvn t integrablg, redle u~td periodische Funktitm mit der 
Periode 2 ~. Ferner m~je /iir ein t = ~ tter 

t 

lira 7~ f(9 (v2 + t) + g (~  - t) - 2 g (W)) dt 
t . ~ O  ~ o 

N 

existieren. Man betrachte die Funktionen (8, 22) und (8, 23). " Dann ist notwendig und 

ltinreichend, damit die Funktion ~-~ v(ret~) an der 8idle qD =W einen radialen Rand- 
wert besitzt, daft das Integral 

f g(V'+ t )+  g 0 P -  t ) - 2 q ( W ) d t  

8113. - -  o 2 

existiert. Ferner gilt /iir diesen Itandwert die Relation (8, 25). 
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und beachte, da~, wie wit sogleich zeigen werden, (~ = ~ -  W) 

(8,26) v(re'r = v(re'~.e'l~-~))" 

1 f 2rsin ( ~ - # ) d @  =v*(re~)=--~-~ g*(O) 1 ~ O ~ - U #  ) 

ist und betmchte h v*(reie) an der Stelle ~P=0 .  Die Richtigkeit yon 

(8,26) ergibt sich so: Nach (8,23) ist 

+ 2  

--3g 

-- ~ f ~(0' + v,) .z,.~(#'-(~-~,)) dO' 2 ~ 1 + r ~ - 2 rcos ( 0 ' -  (~o -W)) 
- -  . ~ - - l p  

und wegen der Periodizitiit des Integrsnden ist dsher such 
+ ~  

f ~ r sin ( o -  (~--  v,)) dO. (8,27) v(rei~)=--E~ ~ g(O+V, ) l'{'rS-2rc~176 
/ 

Ds nun femer 
+ ~  

f 2 r sin(~- (~~ VD) dt~ 0 (8, 28) "41 +r'- 2 r cos ( 0 -  (~v -V))) 

ist, so ergibt sich (8,26), indem man (8,28) zu (8,9.7) addiert. 
Wit bilden nun 

8v(re~)._~ 2r (' ~O,-(l+re-2rcos(O-~))cos(~-~)+sin(t~-~o)2rsin(t~-~)d~ 
= 0~0 E ~ ) ~  gL' ) ( l+rg_2roos(~_~)) 2 , 

2, f 2r--  (1 +r=) c~ (@-- ~~ dtg, 
= - -  2"~x g ( tg )  (1"t- r s - -  2 r c~ ( 0 - -  ~ ) )  = 

und dsher ist 

' (Or  ( r e ' ~ ) ~  __ r (1 - r )e - -  ( 1 +  r'~ (1 -- cosO) 

z ( ( 1 -  r),2+ 4 rs iney ) dO 

__5 g(e) o ,  do. 
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Da bier 
ist, so wird sehliel~heh 

. ~ v  a 
/~v(re~)\ r [ . . . .  -2 

o 
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der Faktor yon g (0) im Integranden eine gerade Funktion yon 

Hieraus ergibt sich die Behauptung am sehnellsten naeh :iem Integralsatz 
yon Lebesgue fiber Konvergenz yon Integralfolgen, wenn man beaehtet, 
da$ 1. der Integrand in (8,29) fiir jedes yon 0 versebiedene v~ mit r~ l  

gegen g (a )+g ( -0 )  konvergiert und dal~ 2. der Integrand fiir ~ < r < l ,  
4 sin ~ ~ " 

0<#<n 

( } 4 sin'-' ~-  t~" 
I g(~) +g~ (-~)1 (1-0~ ~'~ A- ,., 

- -  ( 1 -  r)~'-f - 4 r s i n  ~ ~ ( ( 1 -  r )~+  4 r sil~ ~ 2 ~--) 

sm ~-  (4 1 . ~va\e 

__<,,(0)§ ~'~ + .~' },_____~ 
- -  ~'~ 2 sin '2 ~- 4 sm ~- 

. 'T  

und das Integral ~ 1 g (~) + g ( -  ~) I dO naeh Voraussetzung existiert. 
o 

w 

Beweis des Hauptsatzes (Satz 7). Zus~tze und Erg~nzungen. 

68. Wir diirfen ohne Beschriinkung der Allgemeinheit beim Beweise  
des Satzes  7 durchweg annehmen, dalJ r -~  1 (siehe Vorbemerkung 31, 
w~-~ 0 und die InnennormaIe yon C in w~ in die Richtung der positiven 
reeUen Achse gelegt ist, so da~ insbesondere die Tangente mit der imaginiiren 
Achse zusammenfiillt. Es ist dann ~ (t) ~ Ix (t) l, ~1 (t) ~ l Y (t) ] (siehe 
Nr. 47). 

Wit erbringen zuerst in den Nrn. 69 bis 82 den Beweis ffir den ersten 
Tefl des Satzes, daft niimlich in w 1 eine konforme Ecke vorlieg~. Hieraus 

folgt dann die Richtigkeit der zweiten auf die Existenz des lira ~(w) - ~ (w~) 
w-~ wL w ~ w t 

bezfigliehen Behauptung leicht in Nr. 83 -- im wesentlichen unter Zuhilfe- 
nahme des Hilfesatzes 14. Der Beweis des ersten Teiles liiuft darauf hin- 
aus, dalt wit eine geeignete innere und dupere Vergleichskurve yon C im 
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Nullpunkt konstmieren und dann den Satz 4 des w 6 anwenden. Dutch die 
Konstruktion der inneren Vergleiehskurve, die wit in Nr. fi9 bis 77 be- 
sprechen, beweisen wir d ie  Beschr~nktheit des allseitig genommenen Diiie- 

�9 renzenquotienten ~(w)-~(wl) naeh unten, dutch die der dufleren Ver- 
W - -  W 1 

gleichskurve (Nr. 78 bis 82) die nach oben. 
69. I. Nachweis  der Ex i s t enz  der konfo rmen  Eeke. A. Kon-  

s t r uk t i on  der inneren  Vergleichskurve.  Es sei X( t )  irgendeine ftir 

i tl ~ ~ ~ ~ definierte monotone Majorante yon I x (t)[ = ~ (t) in der Um- 
~O 

gebung des N ullpunktes mit konvergentem Integral J ~ t ) d t  (z. B. 
0 

X(t)  ~*(t)). Wir konstruieren dann zu X( t )  nach dem Hilfssatz 12 
eine Funktion Q (t) (und V(t)) mit den dort angegebenen Eigenschaften 1 
mad 2. Wie  in der Vorbemerkung 1 zu diesem Hilfssatz gesagt, setzen 

7g wir stets [Q ( t ) [ ~  ~ voraus. Wir benutzen nun Q(t) dazu, um eine im 

Einheitskreise [r < 1 reguliire Funktion ~( r  zu bilden, d ie  eine geeig- 
nete ,,Halbumgebung" des Punktes ~ = 1  (I r <1 )  auf ass Innere einer 
geschlossenen Jordankurve ~ abbildet. Diese Kurve ~ wird gerade eine 
innere Vergleichskurve ffir C in w = 0 sein. Und zwar gehen wir folgen- 
dermal~en vor: Wit wollen r162  so bestimmen, dal~ arc~ '(r  in [r =< 1 
stetig ist. Dann ist ~(~) sehon bis auf drei reelle Konstanten eindeutig 
bestimmt, wenn die Randwerte yon areCi'(r als stetige Funktion yon 
are~ vorgegeben sind. Dabei wird Q(t)+ ~ =  a r e ~ ' ( ~ ) a u f l ~  l = 1  mad 
t = are ~ sein. 

70. Wir bilden mittels des Poissonschen Integrals die in I ~1 < 1 regu- 
liire und (wegen der Stetigkeit von Q (t)) ~in Ill  _-<- 1 stetige Potential- 
funktinn 

2~ 

1 f 1 - e "  (9,1) -- Qj(ee '~)  = - ~-~= [Q(a)+n]l+e~_2eeos(e_a)da. 
O 

Die zu -Qx(0  ei~ konjugierte Potentialfunktion P,(ee ~) hat naeh einem 
wiehtigen Satze yon Fatou 6~ wegen der gleiehmitl~igen Besehriinktheit des 

80) p. Fatou, S6ries trigonom6triques et s6ries de Taylor, Acta Math. $0 (1905), 
p. 360. - -  Aus der Voraussetzung 

l f l  ~ <_ 
Q ( t + o ) - O ( t - a ) ] c o t g - ~ d o _ _  k 

o 
folgert man leicht mittels der Fatouschen Umformungen, daft fiir 0 ~ < _  1 
[ Pl(~ei~) l <~ k + l Pt(O) [ ist. 
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Integrals 
gg 

(9,2) I ~ [ Q ( # +  o ) Q ( O - o ) ] c o t g ~ d o  
o 

durchweg fiir - - n  ~ ~ ~ ~ gleichm~i$ig besct~Jinkte Randwe~e, die bis 
auf eine additive Konstsnte ( =  PI(O)) dutch (9,2) gegeben sind. Diese 

Konstante soil so angenommen werden, da~ Pl(se ~) ~lg~ ist, wo r die 
kleinere der beim' metrischen Parameter auftretenden Konstanten ist, also 

(9 ,3 )  
ist. 

Wir bilden nun die in Ir < 1  reguliire Funkti0n 
1 y lg ~ ' (r  = q-Q,(se '~) - iP~(se ''~) 

( - P 1  ist zu Q1 konjugiert). Dann hat 

lg ~'(~)----P~(se w) q- i Q~(se '~) 
und mit lg~b'(r 'aueh ~'(r sine gleichmiiBig beschriinkte Randiunktion 
(flit radiale Anniiherung). Ferner gibt es sine Zahl h r >  0, so dab 

o < N <  I I = < ~ 

iiir aUe I ~ [ ~  1 gilt. Wegen der Stetigkeit der Funktion Q(t) in $ =  0 
gibt es zu ]edem e > 0 ein J~(e), so dal~ ~) 

(9,5) lQx(r fiiralle l r  1~[~1  
gilt. Wegen 

= e ~'(~ 5 [i cos (~ + Q~ (5 el~ - sin (0 + Q, (5 el~ 
wird 

(9,6) V(se 
# 

---- f 5 eP' ce"'~) [-- sin (0 ~- Q1 (5 e~#)) + i cos (0 + Q1 (9 e'~))] de .  
0 

el) Dies iolgert man aus der Darstellung yon Q,(Qe '~) durch das Poissonsche 
Integral (9, 1 ) unter Benutzung der Stetigkeit yon Q(t) .  Achtet man beim Beweise 
darauf, in welcher Weiss At(e ) yon den Eigenschaften yon Q( t )  abh~ngt, so erh~lt 
man das folgende l~esultat: Ist /iir alls t [ Q ( t) [ ~ M und is~ die ,Ste$igkeita/unktion" 
yon QCt) in t =0 ~,(o,), d. h. ist 

Q(t)-Q(O)[<ffi~eo fiir I t ]~<~(eo)~ 

8o Mingt die Fu~ktlon J~(~) nur noch yon Mund der Funktio~ ~ (so) ab, J t  = a t  (~; M; ~t (o~)). 
Vgl. H.A. Schwarz, Ges. Abhdl. H, S. 186. Vgl. ferner A~ Ostrowski, Uber dasPoisson- 
sohe Integral und fast stetige Funktionen, Jahresber. d. Deutsch. Math.-V. XXXVI, 
(1927), S. 349-353, insbesondere S. 350f. 
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In diesem Integral darf man ~ ~ 1 gehen ]assentS). Es konvergiert dann 
gegen 

f e ~.~o) [ _  sin (~ + Q~ (e%) + ~" cos (o + Q~ (e:~ d~. 
0 

Da (wegen (9,4))es) ~(~)s te t ige  Randwerte besitzt, konvergiert die 
linke Seite yon (9,6) gegen ~ ( e ~ ) - - ~ ( 1 ) .  Normieren wir ~5(~) so, 
dab ~ ( 1 ) ~ 0  ist, so wird (wegen Q~(e ~~ = ~ ( ~ ) )  

�9 (e ~) ~ f e~ (~~ [-- sin (a + Q~(e%) + i cos (o ~ Q~ (e;~ do 
o 

= f eP,(, '~ [sin (o 4 Q (a)) - i cos (o + Q (~))] do 
0 

= x ( # )  § ~ r ( ~ ) .  

~5(~) bildet die Peripherie des Einheitstrreises auf eine stetige ge- 
schlossene Kurve 1" ab. Ferner ist fiir alle ]O[~O X ( ~ ) ~ 0  und 

r ( ~ )  < o ~ ~ > o u~d > o ~ ~ < o (~'egen u ~ e ~  A ~ n ~ n e  ~ =< ~, 

8~) Nach dem Konvergenzsatz yon Lebesgue wegen der Beschrl~nktheit des Inte- 
granden (siehe etwa L. Schlesinger und A. Plel]ner, Lebesguesche Integrale und 
Fouriersche Reihen, S. !05). 

es) Denn aus (~1=~ole :~, ~ = ~ 2 e  ~ ,  e1<1, o.;~l.) 

~ ( ol e l'~) -- ~(o~e I~) -_ e~  j ~' (~el~)dQ 

folgt wegen [ ~'(~)I---~---~ 

Cl 

Tst ~ > 0 beliebig vorgegeben, so ist flit alle 0 und ~1, ~ mit ] ~ - ~ I ~ 2_~ 
Cz 

Hieraus folgt (nach Cauchy-Bolzano) die gleichm~flige Konvergenz yon ~ (ee  lo) 
mit ~ ~ 1 gegen eine stetige Funktion ~ ( e ~ ) .  

04) Fi~r sp~tere Anwendung sei noch folgendes angemerkt: Es sei allgemein 

~ d X ( t )  ~ ff~r ta l~J(~l ) .  Wir werden im folgenden gelegentlich ~(~) 

,Kor~ver~enz[unktion" des Integrals j ~  ]~ezeichnen. Es sei ferner ~ irgendeine 
0 

positive Zah] < ~ ,  die yon mindestens einem der Werte yon J(~)  iibertroffen wird. 

Nun gelten ffir die zu X(~) konstruierte Funktion Q(~), die nach Voraussetzung 
(Fortsetmtng der Fuflnote 6.) at~f nitchster Seite.) 
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7I. Nun behaupten wir, daft man einen so bleinen ~ = 1 als Mittel- 
punkt enthaltenden Bogen y~ yon ] ~ ' [ :  1 [inden kann, daft das Bild y~ 
yon ?~ verm6ge w = qJ ( ~) bis au] w ~-0 ganz innerhalb yon C liegt. 

Den Beweis hierfiir erbringen wir in den Nrn. 72 bis 74. Hier schicken 
wir zuniiebst die folgende Bemerkung fiber die Funktion 

t 

(9, 7) r ( t )  = - f e~e'~ ~os (~ + Q (o)) do 
U 

voraus, die wir bei diesem Beweise brauehen werden. Es ist wsgen (9, 4) 

und wegen I o +  Q ( ~ ) J ~ - ~ + ~ = ~ - f f i r  ] o [ s  

1 -- ~ c 1 
(9 ,8 )  ltl-~ #2 N s 1 6 5  s  l ~ -~ l t  I. 

Ferner ist Y(t) ffir I tl ~ ~ (stetig und eigentlicb) monoton und daher far 
t tl_< ~ eindeutig umkehrbar. Es sei t  --= t(y) die (sicber ffir tVI~ ~ ~ON) 
eindeutig definierte Umkehriunktion yon Y(t). Dann kann man X(t)  als 
Funktion yon y darstellen: x-=X*(y).  

72. Es sei nun r*(e) eine Richtungsfun~ion der Kurve C in w =~ 0, 
d.h.  schliel~t man die Tangente in w = 0 zwischen zwei Geraden dureh 

w -~ 0 ein, die mit dieser den Winkel t > 0 (e < 2 )  bilden, so liegen alle 

Punkte P(t) yon C im Innern oder auf dem Rande des Kreises K~, mit  
dem Radius r*(e) um w = 0  zugleich auch im Innem der beiden yon 

diesen Geraden gebildeten Scheitelwinkelr~iume der 0ffnung 2e. Es sei 

r* ( 4 ) '  und es werde dariiber hindus r o _< - ~  r o angenommen. Dann 

ist fiir alle Punkte P(t) von C innerhalb oder auf Kro wegen ]tl -<: r(D 
C 1 

((9,3)), r(t)<ro<__--itS, ~ - < 1 :  ttl<=o. Ferner gilt fiir die Oral- 

ha, ten y(l) aller dieser Punkte P(t) ( x ( t ) +  iy(t)): 

(9,9) [y(t)[ ~ r ( t ) _  cos ~-n > r ( t ) l  ] / - 2 , =  r(t)=l~-x(t) '+y.(t)*' .  

absolut  durchweg .= ~-  is t  (vgl. die Vorbemerkung 1 zum Hilfssatz 12), die in dem 

zusatze des Hflfssatzes 12 ausgeaprochenen Behauptungen. Hieraus folgt, daft die ig 
(9, 5) anaegebene Funk2io~ 41 ( . )  (aul3er yon e) nut yon der.Zald ~ und der Fun~i~.4on 6 ( 7 ) 
abhiingt, da ja  nach dem in der Fuflnote el) Gesagten At(e) ,  abgesehen :~r nu t  

noch v o n d e r  oberen Schranke M = - ~ -  vo~ Q ( 0  und der ,Stet igkeitsfunktion" 

~ t = J t ( w )  yon Q(t)  in t = 0  abh~ngt. Diese ist  aber wiederum nur Funkt ion der 
Zahl ~ und der Konvergenzfunktion ~(~/) (Zusatz 1). Schliefllich folgt ~us dem Zu- 
satz 4, dab die Kon*tante • i~ (9 ,4)  nut Fu~t io~  vo~ ~ ,~(~)  und na2~rlich der 
Koastanten c x in (9, 3) ia.  
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73. Wir zeigen nun: Es gibt ein R ~ r  o, so dap /iir alle Punkte P (t) 
van C im Innern oder au[ dem Ramie des Kreises Kn urn w ~ 0 mit dem 
Radius R 
(9,1o) Ix(t)l < x*(u(t)), t + 0 ,  
gilt, d.h. #der innerhatb oder au] Kn liegende Punkt P(t) yon C liegt 
in dem /olgenden •inne ,,links" yore Kurvenbogen fl au/ F: x = X*(y), 

[y[ ~ ~ ~ .  Legt man dutch den Punla P(t) (x(t) + i y'(t)), P(t) + O, 

die ParaUele zur x-Aehse im Abstande y = y(t), so ist die Abszisse des 
- - d ' n z i g e n -  Schnittpunktes Q van fl mit dieser Geraden (absolut) 

W6fler als die yon P(t). (Man beachte, dal~ wegen y(t)[ ~ R s  ? 
X*(y(t)) sieher ffir alle diese y(t) defmiert ist.) 

Zum Beweise yon (9, 10) bemerken wir zun~hst, dab fiir 0 < It] _<~ 
I~(t)l = f~(01 " 
X ($) :e Pl (et~ sin (a + Q (o)) do 

0 

ist, und dies ist wegen !x(t)l ~ X(t )  mad l eP,r = [~ ' (e i t )  :> N sowie 
Yg 

wegen }t+Q(t)]<_ T _  far ltl_-<~ 

'~(t) X(t) ~ ~--r-- 
(9,11) ~ N:sin(o+Q(o))do N--~:Q(o)do 

Nach der im Hilfssatz 12 ausgesprochenen Eigensehaft 1 der Funktion Q (t) 
gibt es nun ein zl~ > 0, so dal] dieser letzte Quotient mad daher 

(9,12) I z ( t ) l < : ~ < l  far o < l t ] < : A ,  x ( t )  = 

ist. Wiihlen wir daher R = Min (c~ zl 2, to), so ist far alle P(t) innerhalb 

oder auf KR Itl < R < A 2  und somit (9,12) erfiillt. 

Nun ist aber ottenbar X(t)  im allgemeinen noeh nicht die Abszisse 
X* (y (t)) des Punktes Q, in dem die Oerade y = y(t) den Kurvenbogen/? 
trif~t. Es sei nun z der diesem (einzigen) Schnittpunkt zugeordnete Para- 
meterwert in der Parameterdarstellung (X(t) ,  Y(t)) yon fl, so dab also 

y ( t ) =  Y(r), X*(y ( t ) )=X(T) i s t .  Wegen (9,7) is t  

[y(t)l = I t ( , )  I < v 

.Da ferner wegen ( 9 , 9 ) u n d  ( 9 , 3 ) l y ( t ) ( ~ r ( t ) ~ - ~  ~$t l .  ~ ist, wird 

cl 

 ltl<l l, d.h. ltl<l ]. 
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Da wegen t Y( ~)l --~ R ~ r 0 ~ �89 ~r~ ~N < Y(J) -- wegen der Monotonie 
yon Y(t) -- such ITI = It(Y(~))l < ~ ist, ist X(t) fiir It I ~1~1 sicher 
monoton und daher ist 

X" (y(t)) = X(z) > X(t) 
unfl also wegen 

X*(u( t ) )>X( t )>l~( t )  far O<~(t)~A-U(t)~<R ~, 

womit (9,10) bewiesen ist. 

74. Hieraus ergibt sich nunmehr leicht, dal~ man fiir den gesuchten 
Bogen ~,: z.B. den Bogen 

(9,13) Ir <n--, Ir 
- -  e l 

wiihlen kanueS). Denn ds wegen der aus (9, 4) und wegen ~(1) = 0 folgen- 
den Relation 

e t  (9,14) Ir  ( r  

das Bild ),~ yon ~,r vermittels w = ~5(r sieher im Innern yon Kn verliiuft, 
ksun ~,, C nut in Punkten P(t) tretfen, die innerhalb Kn liegen. Nun ist 

aber (wegen R Z ~ ~/2) r ,  sieher ein Teilbogen des Kurvenbogens fl, 

~b) Auch die oben im Text /iir 7~ angegebene obere Eehranke hiirugt nut yon den 
gahlen d ~nd e x 8owie yon der Funktion ~(~) ab. Denn man hat offenbar nut zu 
zeigen, dab tier oben angegebene Radius R des Kreises KR nut yon den genannten 
GrgBen abh~ngt. Um dies einzusehen, beaehte man: 1. Man kann in w - - 0  eine 
Richtungsfunktion r*(s )  angeben, die aul3er yon ~ nur noch Funktion yon diesen 

GrSflenist. Dennaus ffir l t l < ~ ( , )  folgt dX(*) Z~/ ,  l X ( , ) l Z ,  

o 
u n d  wegen ,x(t)]_r<_X(t ) und ] 2 ~ z l ~ e  t 

x(t) < A  r(,.) ffi ~," 

I s t  ~ ( t )  tier (nieht grSllere) Winkel zwisehen tier Tangente in w = 0 und dem 
' x(t) 

yon 0 naeh P( t )  gezogenen Radiusvektor r( t ) ,  so ist r - - ~ = s i n a ( t ) .  Ist  e > 0 ,  so 
ist demnach 

x(t) 1 
I ~< s fiir r( t )  ~ r*(s )  = Min (~ci, c I ~r e0) u ( t ) ~ 2 s i n a ( t ) = 2  ~(t)  

2. Nach dem Zusatz 8 zum Hilfssatz 12 sowie naeh dem in der Fulinote 64) 
fiber die Zahl 2V Gesagten, folgt, wie aus der Abschi~tzung (9, 11), (9, 12) hervorgeht, 
dab die Zahl A~ ~ur noeh yon 8, e t u n d  der Funktion ~(~) abhangt. 

Da nun 

ist, ,so is hiermit die obige Behauptung tiber R bewiesen. 
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so dab (da nach dem oben Gesagten jeder yon 0 verschiedene Punkt yon U 

in oder auf KR ganz links yon fl liegen mu~) U ~ nur in w ~-0 treffen 
kann. Da im iibfigen tier Bogen 7~ in der Umgebung von w = 0 auf der- 
selben SeRe yon C wie die Innennormal~ im NulIpunkte verl~iuft, mu~ er 
(bis auf w = 0) im Innern yon C liegen, womit die am Anfang der Nr; 71 
aufgestellte Behauptung bewiesen ist. 

75. Es sei hieran noeh die folgende Bemerkung gekniipft: Der 

Bogen t3 ( x =  X * ( y ) ,  t Y f Z  ~ - f 2 )  werde vom Nullpunkt aus naeia 

beiden Seiten durehlaufen, und es seien A resp. B die zuerst dabei an- 
getroffenen -- wegen R ~ {6N] /2  sieher existierenden -- Sehnittpunkte 
von fl mit KR. A und B liegen auf versehiedenen Seiten der reeUen 
Achse, wie aus der Darstellung yon fl dutch die (monotone) Funktion 

x = X* (y) ,  _ ~ N  }72 __< Y ___< + ~ ]/~ folgt. Ferner liegt der Kreisbogen 

.4B = a, der die positive reelle Aehse trifft, ganz im Innern yon C. Denn 
jeder Punkt P(t)  yon C auf a wiirde ja entgegen dem in Nr. 73 Be- 
wiesenen (in dem oben gebrauehten Sinne) reehts yon {/ liegen. Daher 
liegt das Kurvenbogenzweieek A 0 B,  deasen eine Seite der Bogen a ist, 
his au] w = 0 ganz innerhalb yon C. 

76. Wit wollen nun r.- einer weiteren Einschriinkung unterwerfen: 
Es soll fiir ~,; der Bogen 

(9 ,15)  1 : - - l l _ _ < 0 = M i n ( ~ , A , ( I ) )  6~),  I $ I = 1 ,  

gew~ihlt werden, wo AI(e ) die in (9,5)  definierte ,Stetigkeitsfunktion" 
yon QI(~) in $ = 1 ist. Dann ergibt sich aus der eben gemachten Be- 
merku.ng un te r  Zuhilfenahme des Hilfssatzes 13 das folgende Resultat: 
Beschreib$ man dutch die Endpunkte dieses Bogens y~ um ~ - - 1  den 
Kreis k mit dem Radius e, so wird daa Innere des yon 7~ und dem in 
I~l <= 1 liegenden Kreisbogen ~ yon k gebildeten Kreisbogenzweieclc, Z 
durch w = ~ ( ~ ) in daa Innere einer geschlossenen Jordanlcurve ~ iiber- 
ge/iihrt, die selber bis au/ w ~ 0 ganz im lnnern yon C liegt. D a l ]  
niimlich das Bild des Kreisbogenzweiecks Z eine geschlossene ffordanlalrve 
ist, folgt wegen (9, 15) aus dem Hilfssatz 13. Nun besteht abet ~ aus 
eiaem Teilbogen des Kurvenbogens A O B yon F u n d  einem weiteren Bogen, 
der einen Punkt yon OA mit einem Punkt von OB verbindet. Da wegen 
(9, 15) und (9 ,4)  ~ ganz im Innern von KR liegt und ferner der Umlaufs- 
sinn von ff derselbe ist wie von Z,  so liegt ~ nicht aul~erhalb des Kurven- 
bogenzweiecks A O B ,  und also auch ganz in C. 

0,) Offenbar hitngt 9 nach dem in dee Fuflnote 8.~) fiber R und dem in der Full- 
" note 6,) iiber zit(,) Gesagten nut Yon ct, 5 und dee Funktion ~(~) ab. 
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4 1 8 S. Warschawski.  

77. ~ ist ~also eine innere Vergleiehskurve von C in w ~ 0. Wir 
zeigen, daft ]ede Funktion F(z)  mit F(1) = 0, die Izl < 1 au/ das Innere 
(~ yon ~ abbildet, in z .---1 eine im Winlcelraum gebildete yon 0 und cx~ 
verschiedene Ableitung besitzt. Man kann eine solche Funktion herstellen, 
indem man ]z] < 1 auf das Innere von Z vermittels ~ = g(z) so abbildet, 
dal~ g(1)-----1 ist und dann die Funktion w-~ ~b(g(z)) bildet, g(z) ist in 
einer Umgebung yon z----1 noeh analytisch und [g'(1)l-----u~ ist dort 
positiv. Nun existiert, wie oben gesa~t, lira q}'(~) ----- o., und es ist naeh (9, 4) 

Ct N ~ [% [ ~  y .  Daher existiert anch wegen der Beschriinktheit von I~'(~) 1 

naeh einem schon oben zitierten Satze yon LindelSf der lira r  wenn 
~'-~1 

,,ira Winkelraum" gegen 1 konvergiert, und ist gleich a 2. Somit ist aueh 

lira d~ (g (z)) = lira ~ (r g'(z) 
z~,l a z  z.~a 

vorhanden und absolut gleieh l aa e~l und somit also yon 0 nnd ~ ver- 
schieden. Aus der IntegraldarsteUung 

z 

1 

ergibt sieh dann leieht, dal~ lira I ~(g("))- ~(g(l)) 1 =-~ - 7--1 = [ a ~ q l i s t ,  wenn z .-*1 
i I 

,,ira Winkelraum" konvergiert, d. h. die obige Behauptung. Nach dem 
Satze 4a des w 6 folgt mater Beriieksiehtigung der im Zusatz zu diesem 
Satze gegebene Formulierung -- angewandt auf die Kurven C und ~ resp. 
die Funktionen z ---- ~0(w) und die z u r  (g (z)) inverse Funktion z-----W (w) -- 

die Besehr~inktheit des Differenzenquotienten t ~ (w)-__~!w~)] bet allseitiger 
Anniiherung naeh untenS~), w -  w~ 

67) Normiert  man die im Text  genannte  Funkt ion  ~ = g(z)  so, daft z = 0 in den 
Mit te lpunkt  ~ der Verbindungsstrecke der beiden Ecken des Kreisbogenzweiecks Z 
und  z = l  in w = 0  iibergeht,  so bfldet w =  ~5(g(z)) den P u n k t  z = 0  auf einen im 
Innern  yon ~ liegenden P u n k t  w = a ab, dessen Minimalabstand vom Rande yon 
und somit  yore Rande  yon C ~ als eine nur  yon 5, c~ und  der Funk t ion  ~(~)  ab- 
h~ngige positive Zahl d i s t .  Da ni~mlich Z in der Al(�89 yon ~ =  1 ge- 
w~h]t ist, gil t  nach dem Hilfssatz 13 fiir alle ~, ~ '  in Z 

r~(~)-~(r iv1=(1 _~5)iv=~.l i v  

Nehmen wir z t l ( � 89  1 an - -  was nattirl ich er laubt  ist  - - ,  so ist  der Min.imalabstand 

yon !~ vom Rande yon Z gleieh 1 - t ~  und  daher  d ~ ( 1 - - t ~ )  N .  

Bihlet  nun ~ ( w ~ insbesondere das Inhere der Kurve  C so au] das Innere des E in -  

heitskreises ab, daft w = a in  z = O, w = 0 in  z = 1 iibergeht, und  gilt /iir die UnbewaUt- 

(Fortsetzung der Fur}note ~) auf nichster Seite.) 



Randverhalten der Abbildungsfunktion. 419 

78. rB. K o n s t r u k t i o n  der  i~ul~eren Verg le i chskurve .  Wir gehen 
iihnlich wie oben vor. 

Wit bilden naeh Hilfssatz 12 zu X(t) (siehe Nr. 69) fiir Itl ~ <-g  
die Funktionen Q ( t )  und V(t) mit  den dort angegebenen Eigenschaften. 

Nach der an diesen Hilfssatz angeschlossenen Bemerkung kann Q ( t )  als 
eine ungerade Funktion angenommen werden. Dies wollen wit tuneS). 

Dann setzen wir 

Q*( t )  = Q(t)  - 2 t  far  O~<t ~ J ,  

O*(t) = - - O ( t ) -  2 a (n-t) O<t<n, 
und 

Q * ( t ) = - Q ( t ) - 2 t  far 0 > t > - 0 ,  

2~_L_ Q * ( t ) = - Q ( t ) §  ~_~(z+t) , , - ~ > t > - n .  

Dann ist Q*(t) far alle t stetig, verschwindet f l i r t =  0 mad t = - t - n  und 
bleibt stetig far alle reellen t, wenn O * ( t + 2 n ) - - Q * ( t )  gesetzt wird. 
Ferner ist in (--zt, -f-n) Q*(t) > 0 far t < O, Q*(t) < 0 fiir t > 0 und 
far Itl < ~ ist IQ*(t)l > 21tl. Welter gilt offenbar fiir Q*(t) 

$( t )  < :~(t) --,0 far t - - ,0  
t , '~'-~- 2 t (9,16) /sin (Q (a)+o)da ~-SQ(a) da 

und - Q * ( t )  hat  ebenso wie Q( t )  die Eigenschaften 2 des Hilissatzes'9). 

SchlielMich bemerken wit noch, dal3 auch Q*( t )  eine ungerade Funl~ion 

ist, es gilt also Q * ( t ) = - Q * ( - t ) .  
~g 

Wir nehmen wie bisher an, dall far It I < ~ 1 Q (t) I < -ff und somit 
ylr 

IQ*(t)+tI<=T 
3 

ist. Ferner i s t f a r  It[ < ~ und daher durchweg I Q*(t)l ~-gzt. 

heitslunktion A ( s ) van C im Punkte w =0 li-~ A(~)= x, so gilt naeh dem 8atze 4 
~ o  s 

lira q(W)wq(0)  > 2 
IO--I~ 0 ~ ~f Cl ~ I  

]iir beliebige w aus dem Innern und au] dem l~ande yon C. Dabei ist a z = I g'(1)t eine 
nut van dem Kreisboyenzweieck Z ,  also nut yon den Gr6flert ~, c~ und der Funktion ~(~) 
abhdn#ige Zahl. 

es) Dies wird zur Folge haben, dab die der obengenannten Funktion ~(r  
hier entspreehende weiter unten zu definierende Funktion ~x(~) fiir - 1  ~_ ~ 1 reell 
ist. Von dieser Tatsache werden wir im Text kelnen Gebraueh machen. Sie wird nur 
in Ful3note 74) benutzt werden und uns dort einige Abkiirzungen zum Beweise gestatten. 

~9) Man beachte noeh, daft die Zusatze Ib is  4 zum Hflfssatz 12 wSrtlieh richtig 
bleiben, wenn man die Funktion Q(t) dutch Q*(t)  ersetzt. 

27* 
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79. Nuumehr verfahren wit analog wie in Nr. 70, um eine geeignete 
iiul~ere V.ergleichskurve an C in w = 0 zu konstruieren, Wir bilden die in 
I~[ = ] ~ e~] < 1 regulate, in i ~1 ~ 1 stetige Potentialhmktion 

-Q2(oei") = -- (Q*(a) + # )  l + e ~ - 2 e e o s ( o - O )  da 
O 

+ z  

I f Q, 1 - e  ~ 
= - ~  a ( (a) -~- ~) 1 + e . _ 2 e e o s ( a _ 8 )  da; 

wegen Q* (t) := - Q* ( -  t) ist fiir @ ~ 0 und @ --- 

Q*(o) l + o ' - 2 e c o s ( a - ~ ) d ~  

so dal~ Q~(~) flit - 1 ~ ~ _~ 1 konstant gleich + #  ist. Die zu - Q~(~) 
konjugierte Potentialfunktion P~*(~) ist in ]~[ < 1 regulKr und wegen der 
Beschr~inktheit des Integrals 

; Q*(t+a)_-__Q*(t-~)ld o 
0 

o tg ~ ] 

(vgl. ~o)) gleichm~iBig beschriinkt. Daher ist aueh 

in [~1 < 1 regul~ir und beschr~inkt. Da Q*(~)in - 1  _<~ _< 1 konstant 
gleich + ~  ist, so ist ~ ( $ )  Iiir diese ~ (negativ) reell. Wit normieren 
P~(ee "~) so, dab * _ c, P~ (.oeia)_< lg-2- ist; dann gibt es ein N >  O, so dal~ 

Ct (9,17) 0 < i v <  I < 

ist., Ferner hat ~;(~) in i edem Punkte von t~! = 1 einen radialen Randwert. 
Wegen der Stetigkeit von Q*(~) in $ = 1  gibt es zu jedem e > 0 

ein A~(e), so dal~ 
I Q~(r * ' - Q , ( 1 ) . [ ~ e  flit alle [ ( - l [ = < A ~ ( e ) ,  [ ( [ ~ 1  

gilt. Die Funktion 

ist in ];I < 1 regul~ir und in I;[ s 1 stetigT~ V~ (r bildet daher [r < 1 
auf ein (eventuell mehrfach iiberdecktes) yon einer stetigen Kurve 
begrenztes Gebiet ab. Normieren wir die v~dditive Konst~nte in q~($) 
dutch r  0, so wird ;~) 

~o) Vgl. FuBnote ~). 
7~) Vgl. FuBnote ~). 
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~a (ei~) = f eP~*fd~ [ - sin (0 + Q~(e'~ + i cos (a + Q~(ei~ do 
0 

f eP~( d~ [sill  (a  + Q*(a) )  - -  i cos ( a  -~- Q* (o))] do 
o 

= x , ( o )  + 

Es ist bier flit It91 =< 8: Xt(O) ~ O, wiihrend Y~(O) < 0 fiir 0 > 0 und 
> 0  fiir 0 < 0 ist. (Man beachte, dal~ 2[t l_<]Q*(t)  l__< ~n fiir It] < ~ ist.) 
Femer ist, da, wie oben gesagt, #~(~) fiir --1 ~_ ~ __< 1 reell ist, wegen 
#1(1) .---0 auch #x(~) auf diesem Intervall reell. 

80. Analog wie in den Nrn. 71 his 74 zeigt man auch bier, dal~ es 
einen ~ = 1 als Mittelpunkt enthaltenden Bogen ?: yon I ~] = 1 gibt, so 
dal3 sein Bild ?~ vermittels w = # , ( r  in der w-Ebene (his auf w----0) 
ganz auflerhalb yon C verliiuft: Man zeigt unter Benutzung der Un- 
gleichung (9,17) wie in Nr. 71, da~ fiir hinreichend kleine l Yl 

(z.B. lY] ~ )/2) X~(t)alsFunktionvon y darstellbar ist (z=X*(y)), 
und beweist sodann -- vgl. Nr. 72, 73 -- unter Benutzung der Re- 
lationen (9,16), (9,17), daft es ein R > 0 gibt, so dal~ fiir alle Punkte 
P(t) (x(t) + iy(t)) yon C im Innern oder auf dem Rande des Kreises KR 
mit dem Radius R u m  w = 0 

[x(t)l < - x * ( v ( t ) )  (t + o) 

gilt. Dies besagt, daft alle in Kn liegenden Punlae P(t) yon C (wegen 
X*(y) ~0) reeht, vom Kurvenbogen x=X*(y) liegen. (Die Zahl R 

soll dabei -- ~hnlieh wie in Nr. 72 -- < r * ( 4  ) gew~ihlt werden, wo 

r*(e) eine Richtungsfunktion yon C in w = 0  ist.) Hieraus finder man 
dann wie in Nr. 74 unter Benutzung der Relation (9, 17) eine positive 
Schranke fiir die L~inge des Bogens Z:. :~) 

~s) Auch hierbei sei bemerkt, dal] die L~nge des Bogens ?~ als nur yon den Kon- 
stanten ~, c 1 und yon der in der Fuflnote e4) genannten ,,Konvergenzfunktion" ~ (I/) 

a 

f d . ~ ( t )  abh~ngig gew~hlt werden kann. Dies folgt ganz iLhnlieh wie des Integrals J ~ - - i - ~  �9 
o 

die entspreehende Behauptung im Teil A unseres Beweises, indem man beaehtet, dab 
die dem Zusatz zum Hflfssatz 12 entsprechenden Behauptungen flit Q(t )  auch fiir 
Q*(t)  w6rtlich zutreffen: Man zeigt zuerst (Benutzung der Behauptung 1 dieses 
Zusatzes), daft die Funktion Jr(e), abgesehen yon e, nur noeh yon diesen GrSBen 
abh~ngt (vgl. Fufnote 61)). Wie in Fufnote ~4) zeigt man ferner, daft das gleiehe 
flit N gilt. Indem man noch schliel~lieh die in Fufnote 8~) unter 1. bewiesene Tat- 
saehe benutzt, daft man fiir C in w = 0 eine (abgesehen yon ihrem Argument e) nur 
yon diesen Gr6fen abh~ngige Richtungsfunktion r* (e) angeben kann, und im iibrigen 
ganz ~hnlieh wie dort sehlieft, erkennL man die Richtigkeit unserer Behauptung. 
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81. Beschreibt  man nun um ~ ~ 1 den Kreis k dutch die Endpunk te  

von 7r mi t  dem Radius 0, so braucht  das Bild der Begrenzung des Kreis- 

bogenzweiecks Z 

vermittels  w ~ l ( ~  ) noch keine doppelpunktfreie Kurve" zu sein. Die 

Anwendung des Hilissatzes 1 3  jedoch lehrt, da6 dies der Fall ist, wenn 

0 weiter h~nreichend klein angenommen wird. Wir  denken uns nun 7~ und 

dami t  9 so klein gew~hlt;  die geschlossene Jordankurve  (~1 sei dann 

das Bi ld  des Randes yon  Z .  

82. Lieg~ nun C innerhalb yon ~1, so ist ~1 eine ~uBere Vergleichs- 

lmrve ~von C in w ~ 0 .  Wit  bilden dann den Einheitskreis I zl ~ 1 ver- 

mittels ~ g ( z )  auf das Innere  yon  Z so ab, da6 g ( 1 ) ~ 1  ist. Dann 

ist g(z)  in z ---- 1 noch analytisch, und  ferner ist Ig ' (1)  l ~ g ~ 0. 74) Weiter 

Wit w~,hlen ~=Min / r -~  AI(-~) 1 w o R  tier im Texte genannte Radius 

yon KR ist und zll(�89 1 angenommen werde, so da6 insbesondere wegen (9, 17) 
~ innerhalb KR liegt. 0 h~ngt dann nach dem in Fu6note ~) Gesagten nur yon 
5, c~ und der Funktion ~ (~) ab. 

74) FOx sp~tere Anwendung sei noch hervorgehoben : Normiert man die Funktion 
= g (z) so, da6 z = 0 in den Mittelpunkt ~=/z der Verbindungsstrecke der beiden Eck- 

punkte yon Z iibergeht, so fiihrt w=~(g(z) )  z = 0 in einen (reellen)Punkt w=a' im 
Innern yon ~x und U fiber, dessen Abstand vom Rsnde dieser beiden Kurven oberhalb 
einer nur yon 8, c~ und der Funktion 5 (~) abh~ngigen positiven Konstanten d'  bleibt. 

Da n~mlich Z in der Zix(�89 )- Umgebung yon ~= 1 liegt und zt~ (�89 1 angenommen 
worden ist, ist der Minimalabstand yon /~ vom Rande yon Z gleich 1 - /~,  und es ist 
daher wegen der nach dem Hflfssatz 13 fox alle ~, ~ in Z geltenden Relation 

N 
I ~ ( r  ~ ( r  ~ I r  "i- 

der Minimalabstand yon a' yon I~ ~ ( 1 - i ) � 8 9  N hingt nach Fulnote ~=) nut 
yon den genannten GrSBen ab. Da bier nun abet (~x n~ch~ im Innern yon C liegt, 
miissen wir die Behauptung iber den Minimalabstand yon a '  yon C noch besonders 
beweisen: Wie oben bemerkt (s. FuBnote ~)), war 0 so gew~hlt, da~ das Bild ~ 

yon Z vermittels zv=~Pl(r ) ganz im Kreise K/~ mit dem Radius R < r  -~ um 

w = 0  ]iegt, wobei r*(e) eine Richtungsfunktion yon C in w : 0  ist. Schlieflt man 
daher die Tsngente an C in zv--0 zwischen zwei Graden ~l und g~ durch w--0  

ein, die mit dieser den Winkel ~- bilden, so liegen alle Punkte yon C in oder auf KR 

im Innern der yon diesen Geraden gebfldeten Winkelr~ume der 0ffnung -~-. Da 

such ~ innerhalb K2 liegt, gentigt es zu zeigen, daft der Abstand yon a ~ yon den 
Geraden g~ und g~ oberhalb einer nur yon ~, r J(~) sbh~ngigen positiven Schranke 
bleiht. Dies folgt nun aber so: Da, wie oben hervorgehoben (Nr. 79, s. auch FuB- 
note ~s)), ~ ( ~ )  fox _ 1 _ ~ _ ~ 1  und daher ~(g(z) )  fiir - - l ~ z ~ l  reell ist, ist 
a ~ - -~ , (p)  reeH. Dsher betr~gt sein Abstand yon 9[ und 9~ naeh dem oben Gesagten 

�9 = = v [ ~ .  
mindestens (1 - p) - ~  sm T = (1 -- p) T 



Randverhalten der Abbfldungsfunktion. 423 

gilt, wie aus der Ungleichung (8,21) des Hilfssatzes 13 leicht folgt, 

I (.9,18) lira ~ ( r  :_~t-- r  ~N_ und daher .-~--~]hn #(e(z))-~(e~l))]~Na>O.z_l [-- 
Hieraus ergibt sich dann die Behauptung sofort aus dem Satz 4 b. 

Liegt aber C noch nieht innerhalb von qt,  so erg'~ze man ~', so zu 
einer gesehlossenen Jordankurve q,  d ~  sie sowohl q~ (bis aui ?~) als 
auch C (bis auf w = 0) im Innern enthiilt, wende dann ~uf t~ und 
den Hilfssatz 4 in Nr. 7 und dann auf C und ~ den eben genann~en 
Satz 4 b an 7t). _ Hiermit ist die Behauptung des Satzes 7 fiber die kon- 
forme Ecke bewiesen. 

83. H. Der  Beweis  fiir die E x i s t e n z  des lira q(w)-~(w~) 
t o - ~ w ~  t o  - -  W t 

ergibt sich folgendermallen: Da naeh dem bisher Bewiesenen aueh unter 
unseren jetzigen Annahmen C in w = 0 eine konforme Eeke hat, also fiir 
die zu z = ~ (w) inverse Funktion w = f(z) = u + i v (f  (I) ~ 0) die Relation 

(9,19) 0 < , u ,  ~ f ( e " ) -  f(1) [ _____</~ 

76) Da g(z) eine eindeutig bestimmte Abbildungsfunktion yon I z [ <  1 auf Z 
ist und Z nut yon den Gr~flen ~, cl,  8(~/) abh~ngt, so h~ngt auch ]gt(1)l---~ und 
damit auch die Zahl N a  in (9, 18) nut yon diesen GrSlten ab. Es sei w= a p der 
Punkt, der bei der in Fuflnote 74) besprochenen Normierung yon g (z) bei der Ab- 
bildung w =Ot(g(z)) dem Nullpunkt entspricht. In dem Falle, in dem man ~i zu 
einer geschlossenen ff~t (bis auf den gemeinsamen Boden ?=) und C im Innern ent- 
haltenden Jordankurve ~ erggnzt, die innerhalb des Kreises mit dem Radius D '  um 
w = 0 liegt, gibt es nach Hflfssatz 5 eine nur yon d', 76, D' ,  also nur yon ~, cl, ~(t/) 
und D'  abh~ngige Konstante 2>~ 1, so daft fiir die dutch w(a ~) = 0, v~(0)--1 nor- 
mierte Abbildungsfunktion z =tp(w) des Innern yon ~ auf I z l <  1 

- - ]  ~ (0)  .2 
lira W(w) w ~ 

w - ~ 0  I 

fiir beliebige w aus dem Ixmern yon C oder auf U gilt. 
Liegt C in einem Krelse mit dem Radius D,  so kama man offenbar erreichen, 

daIl ~ im konzentrischen Krei~ mit dem Radius D ' =  D +  R verl~u[t, wo R die in 
Nr. 80 genannte Zahl ist. 2 hRngt dann nur ~on ~, fl, ~(~/) und D ab. 

Bildet  man  n u n  auch das Innere yon  C vermi t tds  z =  q~(w) so a u f  I z I < 1 ab, 
da~ w = a '  in  z = 0  ( w = 0  in z = l )  i iberg~t,  und  gil t  / a t  die U n b e u ~ l ~ i t s .  

]unkt ion A ( s ) yon C in  w = 0 1"~ A ( ~ ) = ~t , so is t  /iir beliebiile w aus  dem I t t ~  
C o d e r  au t C ~" +0 s 

- -  I 2~t 
um ~ (w) - ~~176 I < ~-g -- ~ ' . , , ,  

, a ~ o  w I 

wo die re~hts stehemte Konstante M '  nut  yon den genannten C?r~lSen ~, ct, D umt d ~  
~tnkt ion ~ ( ~1) abhtingt stud ~ r  MinimalaMtaml vo~ a'  vott U ~r~l$~r ist als ei~ mt r  van 
diese~t Gr~e~t abh~ngi9es d' > O. D i~t der Radius einer C enthaltcnden Kmisscheibe. 
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fiir z f 1 einen Randwert. 
Satze 3, dal~ 
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gilt, so ist O ein metrischer Parameter der Kurve C in w-----0. Es be- 
zeichne nun ~*(O)  die Funktion ~*(t) als Funktion des Parameters O. 
Dann konvergiert nach der Vorbemerkung 1 aueh da,,~ Integral 

(9, 20) f 
S*(#) dO 

I) 

und somit wegen l u(e' )t < z*(o) auch die Integra]e 

I~(e')l dO, lu(~-'~)l dO. 
o o 

Hieraus folgt aber nae, h dem Hilfssatz 14 (nach Vorbemerkung 3, mit 

~u(re~)  ~v(re'e) in # =  0 fiir r ? 1 A = B = 0), daI~ die Funktion r ~ r  = ~ 

einen Randwert  besitzt. Da femer aus der Konvergenz yon (9, 20) x* (8) . 0  
au 

folgt, so hat nach einem bekannten Satze yon Fatou ~-~ in # ~ 0 fiir r f 1 

den radialen Randwert 0. Daher hat (z ~ re w gesetzt) 

Of da ( ~u ~v) 1 

Hierau~ folgt abet nach dem Korrolar zum 

lira f ( z ) -  f(1) 
z-~l z - 1 ' 

wenn z allseitig gegen 1 strebt, existiert und wegen (9, 19) yon 0 und vo 
verschieden ist, w . z . a . w .  

84. Aus den in den Fuflnoten ~:), :a) beim Beweise des Satzes 7 ge- 
machten Bemerkungen ergibt sich der folgende 

Z u s a t z  z u m  S a t z e  7. Es 8ei C eine geschlossene Jordan]curve, die 
dutch den Punkt w = 0 hindurch.qeht und dort die imagindre Achse zur 
Tangente hat. Sie ,el  in der Parameterdarstellung w ( t )  = x ( t )  + i y ( t ) ,  
-- T ~ t < T, 9egeben. Dabei ,el  t ein yon w = 0 aus gezSAlter metrischer 
Parameter, d.h.  ea gelte /~r den yon w - - 0  zum Punkte P ( t )  .qezogenen 
Radiusvektor r ( t ) 

(9 ,21)  0 < c 1 ~ 1 ~  ) ~ C , .  

Ferner 8ei liar die Unbewalltheits/unlaion 3 ( ~ ) yon C in w = 0 ~ ~ ( ~ ) --~ u/6) 
*~0 t 

Schliefllich gelte /iir da8 mit einer monotonen Ma]orante X ( t) der in Nr. 47 

re) Man beachte, dab unter der Annahme (9,21) fiir ~ die Relation x <  o--~l 
gilt (Nr. 15). 
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eingefiihrten Funktion ~ ( t) gebildete Integral 
[ 0  

J t - -  
0 

a sei eine beliebige positive Zahl, die van mindesten~ einem der Werte der 
Funktion (} (7) iibertvo/]en wird, und es sei X (t) /iir aUe I t l ~  ~ sicher 
de/iniert. C liege innerhalb des Kreises mit dem Radius D um w = O. 
Dann gibt es 

1. einen Punkt w = a im Innern yon C und zwei positive nut  yon 
den Konstanten 6, e 1 und der Funktion 0 ( ~1) abhdnqige Konstanten d und M, 
so daft der Kreis mit dem Radius d urn w----a im lnnern van C liegt, 
und daft /iir die Funktion z-----q~(w), die das Innere yon C an/ ]z[ < 1 
abbildet und dutch q~ ( a ) = O, q~ (0) = 1 normier$ ist, ]iir aUe w aus dem 
lnnern oder au] dem Rande yon C 

> 
~ - ~ 0  - -  ~r 

gilt. 
Es gibt 2. einen Punkt w = a' ira Innern yon C und zwei nut yon 

~, el, ~ (7) und D abhdngige Konstanten d' und M', so daft der Kreis 
rail dem Radius d' urn w = a '  ganz im lnnern van C liegt, und daft [iir 
die Funktion z = q~ (w), die das Innere yon C au] l z I < 1 abbildet und 
dutch ~ ( a ' ) = 0 ,  q~(O)=1 normiert ist, [iir alle w aus dem lnnern oder 
au] dera Rande yon C 

< M ' . .  
gilt. 

85. Die Bedingung fiir ~* (t) des Satzes 7 ist, was die GrSflenordnun9 
yon ~*(t) anbetritit, die sch~idste. Genauer gilt der folgende 

Satz  8. w - ~ f ( z )  bilde I z [ =  Ire'~ < 1 au/ dos Innere einer ge- 
schlossenen Jordankurve C ab, die im Punkte W l ~ - - f ( 1 ) ( = P )  dne 
kon/orme Ecke der O/]nung :av, 0 < �9 ~ 2, hat und in der Uragebung 
des Punktes P ganz innerhalb eines der beiden yon den Halbtangenten in P 
gebildeten Winkelrdume bleibt. Daris hinaus mSge der Abstand ~ ( 0) 
(siehe Nr. 47) des Punktes f(e ~~ au/ einem 1eden der beiden in P zu- 
sammenstoflenden Kurvenzweige yon der entsprechenden Halbtangente in P 
eine monotone Funktion van ~ sein. Dann ist a --  ] t~ [~ sgn t9 ein metrischer 

c in be . a= /P ,  , , .a  es ko.,,er ,iert do, Parameter 
wo ~ 0  und E , ( o ) =  ~(t~) ist. o 

al  

Beweis.  Nach der Vorbemerkung 3 zum Satze 7 geniigt es, den Satz 
fiir eine Ecke der Offnung 7t zu beweisen. Ferner diirfen wir ohne Be- 
schriinkung der Allgemeinheit w~ = f(1)-----0 voraussetzen. 
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DaB a ~ [@ ['sgn v ~ ein metrischer Parameter yon C in bezug anf P 
ist, folgt sus der Voranssetzung, daft C in P eine kon~orme Ecke be- 
sitzt (siehe Nr. 17). 

Die Konvergenz des Integrals (~l(a)do folgt leicht mit Hilfe des �9 j - - S r -  
o 

Poissonschen Integrals. Es gilt niimlich fii~ den Realteil x -~ x (r e i~) v0n f(z) 

1 X 1--r~ 

o 

Da C in P eine konforme Ecke besitzt, so mul~ insbesondcre f(t) zwischen 
zwei festen Schtanken liegen. Daher muff such 

(9, 22 )  z(r) 

sein. Es sei etwa x(e ~a) in der Umgebung des Punkt~  ~ = 0 (his auf 
v9 = 0  selbst) positiv. (Wenn x (e is) negativ ist, so braucht man in der 
folgenden Betrachtung nut x durch - - x  (e ta) zu ersetzen.) Es sei also fiir 
-- 8, <[ t9 ~_ 82 , 8 , > 0 ,  8 g > 0 ,  x(e  ' a )~>0.  Dann gilt 

~, o 
x ( r )  1 f x ( e ' ~ ) ( l % r )  r 1 f x ( e " * ) ( l + r )  d,9 
1--r ~> 2 ~ J 1  + r s - 2 r c o s a  - ~  --2-~ Jl--~--~--~2rc-~-o-- 

0 -~a 

_ • f 
2r162 d 1+ r~ -2 r c~  1' 

u n d d a  das dritte Integral rechts fiir alle r mit 0 ~ r _< 1 beschriinkt 
bleibt, ist wegen (9,22) fiir hinreiehend kleines ( 1 -  r) 

' 1 z ( ,  '~) . ( e ' * )  
~r ~--~~ l+r,_2rcosO dO> sin, ~ dO" 

0 (1 - r ) ~ + 4 r  2 

Da au~ der Integrationsstrecke (1 -- r) ~ ~ v ~ ~ und 4 r sin * ~ ~ ist, ist 

1 ~ ( e ' * ) d  ~ 

l - - r  
und ebenso 

-(I~T) 

l f ~0 

woraus mit r t 1 die Behanptung fo!gr 

~) An Stelle des im Beweise eingeschlagenen ,Weges h&tte man such den in 
Fuflnote ~) gensnnten Satz vov Herrn Plel]ner verwenden kiinnen. 
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w 10. 

Anwendungen des Hauptsatzes" auf rektifizierbare Kurv ~n. 

86. Wir wenden m diesem Paragr~phen den Satz 7 aus dem w 7 auf 
rektifizierbare Kurven an, die in einem Punkte Po (den wit ohne Be- 
schrgnkung der Allgemeinheit als den Nullpunl~. annehmen)eine Ecke der 
0ffnung n~, 0 < 3 2, haben. Wir stellen sie durch die Gleiehungen 

w = w ( s )  = �9 ( s )  + i y ( a ) ,  

dar, wo s die vom Nullpunkt aus in der einen Riehttmg positiv in der 
entgegengesetzten Richtung negativ gezghlte Bogenl/inge und S die Gesamt- 
lgnge yon C ist. Dann existieren bekanntlich fast iiberall x ' ( s )=cos0(s ) ,  
y'(s) = sin 0 (s), we 0 (s) d e r n u r  mod 2~t bestimmte Tangentenwinkel 
( ~  Winkel zwisehen der positiven reellen Achse und der im Sinne waehsender s 
gerichteten Tangente) in den entsprechenden Punkten ist, u n d e s  gilt 

$ 8 

�9 ( , )  = 
o o 

0+ und 0_ seien die Richmngswinkel der reehtsseitigen resp. linksseitigen 
Halbtangente im Nullpunkt. Dann gilt der folgende 

4:_t 
f oosO(s)- COS 0 1: I 

Satz 9. I s t l  s ds (~ ~ O) konvergent und bleibt 
I,r 
0 r(8) Vx~+y g 

is i = ~  zwischen zwei /esten positiven Schranken, so hat C in Po 

eine kon/orme Ecke der O[/nun9 ~t~. 

Ist dariiber hinaus der lira r(s) vorhanden und ~e O, 8o existiert 
, - ,o  Isl  

/fir die Abbt'ldungs/unktion z = q~ (w) des Innern yon C au/ t z I < 1 der 
lira q~ ( w ) - ~ (o) bei aUseitiger Anndherung. 

~--t,O w l l  ~ 

Zum Beweise haben wit zu zeigen, daft flit jeden der beiden Kurven- 
~ste in w ~ 0 die Voraussetzungen des Satzes 7 selbst erfiillt sind. Wir 
zeigen dies etwa fiir s > 0 und denken uns dazu die rechtsseitige Halb- 
tangente in die Richtung der positiven y-Aehse gebracht (eos0+~0) .  

8 

Dann ist ~ ( s )~ - Ix ( a ) l  , so daft also X ( S ) ~ - f [ x ' ( s ) l d s  eine monotone 
0 

Majorante yon ~ (s) ~ I x (s)[ ~ X(s )  ~- f lx~(s)  l ds ist. Daher ergibt sich 
0 

wegen cos0+ ~ 0  aus  der (vorausgesetzten) Konvergenz des Integrals 

da~- fdX(8)  nach Hilfssatz 11 ~ Konvergenz yon X(s ) -~ .  
d s 

0 0 ' 0 
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r(~) 
Da ferner aus 0 < r ~ ~ ~ C a fiir die Unbewalltheitsfunktion A (e) yon C 

lr(~)[ in Poa (e )  ----- O(e)  resp. aus lira = a > O: lira a(~) 1 folgt, so sind 
s+o - ~ -  ,+o - / - -  

die Voraussetzungen des Satzes 7 in der Tat erfiillt. 

87. Fiir das Folgende brauchen wir noch zwei Hilfssi~tze. Um sie kurz 
zu formulieren, ist es niitzlich, die fo|gende Begriffsbildung einzufiihren: 
Es sei G ein einfach zusammenhiingendes .Gebiet, ~o eine positive Zahl. 
Wit sagen, eine in G verlaufende doppelpunktfreie stetige Kurve $ sei eine 
Q-Kurve in bezug au/ G, wenn der Kreis mit dem Radius ~ um einen 
beliebigen Punkt  yon ~ ganz im Innern yon G liegt. 

H i l f s s a t z  15. Es sei G ein van einer geschlossenen Jordankurve 
begrenztes Gebiet, das voUstdndig ira Innern eines Kreises mit dem 
Radius M enthalten ist. u, I und w~ seien Punkte im Innern van G, die 
sich dutch eine ~-Kurve in bezug au/ G verbinden lassen, z = q~ (w; wx; G) 
und z = q~ (w; %; G) m6gen G so au/ [z I < 1 abbilden, daft w =-- w I bzw. 
w = w,  in z = 0 iibergeht. Dann ezistiert /iir ]edes w in G-k  C 

lira r w~; O)--~(w';  u,~; O) 
w,_~,~(w;w~;G)_~(w,;u:2;O) ( w ' # w  in G + C )  

und liegt absolut zwischen zwei, nur van M und ~ abhdngigen positwen 
Schranken 2~ , 22. 

Existiert /erner der lira ~o (w; w~; o) - ~ (w'; w~;fl) ,r w - w '  , so existiert auck 

lira ~o (w'; w~; d ) - ~ ( w ;  w~; a) _ ~ ' ( w ;  %; G), undes  gilt 
W ' - - : I ~  W t - -  W - -  

< ~'(w; w,; a) [ 
21 

= w , ;  =< 

Beweis .  a) Es sei ~ ein in O gelegener Kreis mi* dem Mittelpunkt a 

und dem Radius O, a" ein Punkt aus ~ mit l a -  a ' l ~  - ~ .  z = q~ (w; a) 
und z=q~(w;a ' )  mfgen G so auf  t z [ <  1 abbilden, dall w = a  bzw. 
w = a '  in z-----0 iibergeht. Dann ist fiir die im $atze genannten w, w' 

1 < lira I ~ ( w ; a ' ) - ~ ( w ' ; ~ ) ) l < 3 .  
3--,r q~(w;a)-qD(w'; -- 

Denn nach dem Schwarzschen Lemma (angewandt auf die in 
l w -- a.I ~ ~ reguliire Funktion ~v (w; a),  die in I w -- a j ~ ~ sicher absolut 
< 1 ist und in w = a ve,rschwindet) ist zuniichst 

I~,(w;a)t__< I w - - a l ,  Iw- -a l - -<~ , ,  
und somit e 

1 1 (a0, 1) I~ (a'; a) l <: ~-.-~ = y .  
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Nun ist, 

gesetzt, 

und daher 

= ~ (w; a), r = ~ (w'; a), r = ~ (a'; a) 

,r(w; a ' ) =  , s ( r  - -  = e , z r e e l l ,  

(w; a ')  - ~ (w'; a ')  = S (r - S (r ~ (w: a) - ~ (w': a) 
w - -  w t ~ _ ~ "  w - -  w '  " ' 

so dall 

lim ~(w; a ' ) - ~ ( w ' ;  a') = S ' (~)  = - -  
~'-~w ~(w; a ) - ~ ( w ' ;  a) 

ist. Nun ist fik [ ~ t ~ 1  

1-I~,1 < l S ' ( O l <  1+1r 
1 u 1 6 2  -- - -  - - - - -  1 - t r  

mad also (wegen (10,1))  

_1 < 1-1r < 1 . . "  i~(w;a')-~,(w';a')[< 
3 = l+t~ ' t l  =w'-*w q~(w;a)--~(w';a)  [ =  

wie behauptet. 

e 

1+tr < 3 ,  
1-1r  = 
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7,) Bei der Redaktion yon b) und c) haben wir eine ('berlegung aus einer noch 
nicht verSffentlichten Arbeit yon Herrn Ostrowski benutzt. 

88. Ist  nun I wl - -  w~t __< ~-, so ist der Hilfssatz 17 bewiesen. Es sei 
~o 

also I w, --  w 2t > ~-. 

b) Es sei nun ~ =: ~e die 9-Kurve  in bezug auf das Gebiet G, welche 
die im Satze genannten Punkte u h mad w~. miteinander verbindet:~). Wir 
behaupten nun: Es gibt eine Folge van endlich vielen Kreisen ~o, ~a , ..., ,~, + 1 
in  G mit  dem /eaten Radius 9 und den Mittelpunkten aQ, al . . . . .  a,+ a 

au/  ~e m i t a  o = w  1, } a , + a - - w : } g ~ ,  ]a, a,+a]=y,e ]a _au]>=~o 

(0 ~ v,/~ ~ n + 1, v + if) .  Zum Beweise dieser Behauptung geben wit ein Ver- 
fahren zur Konstruktion dieser Kreise an .  ~o ist der Kreis um w = w 1 ~ a o 
mit  ~ als Radius. Wir beschreiben sodann um a o den Kreis [o mit dem 

Radius 2 "  Dieser trifft @e in endlich oder unendlich vielen Punkten; wi r  

suchen denjenigen Schnittpunkt yon ($e mit [o auf, den man beim Durch- 
laufen der Kurve (~e yon w~ aus zuerst antrifft, und bezeiehnen ihn m i t a  t. 
Das Stiick der Kurve ff'e van w. z bis a I liegt dann ganz auflerhalb van [o" 

Liegt nun w~ innerhalb des Kreises 1[ 1 mir 7~ um a p  so ist die Behauptung 

bereits bewiesen. Falls nicht, so sei a .  derjeuige Schnittpunkt yon f~ mit ~e, 
d e n m a n  beim Durchlaufen yon  fS e von w.. aus nach ax zuerst antrifft. 
Der Teil der Kurve ~e yon w~ bis a.j liegt sicher auflerhalb der Kreise [-o 
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0 Liegt nun w~ innerhalb des und ~1" Ferner ist offenbar i ao -- a 21 ~ ~-" 
0 Kreises ~,~ mit ~ - u m  a~, so ist der Beweis vollendet; sonst verfahren wit 

in analoger Weise wie bei a o und ax bei a~ und gelangen zu einem neuen 
Mittelpunkt a 8 und so fort. Dies Verfahren mul~ schlieBlich abbrechen, 
indem w~ entweder in das Innere oder auf die Peripherie eines Kreises [. +1 

o mit dem Radius ~- um einen der konstruierten Punkte an+ I auf ~e f~illt. 

o gilt und da Denn da flit alle so l~onstruierten Punkte a,. l a , -  at, l ~ - -~- 

alle a., i m  Innern ~v~ G also auch im Innern des E[reises mit dem Radius M 
liegen,,so kann ~ e s n u r  endlich viele Punkte a~ und somit nut endlich viele 
Kreise ~, geben. Beschreibt man nun um jeden Punkt a~ den Kreis ~ 
mit dem Radius ~, so liegt wegen der Eigensehaft yon ~o und well 
ferner a,  au f  ~e liegen, ~ ,  in G. Hiermit ist die Behauptung b) bewiesen. 

c) Aus der zuletzt angegebenen Uberlegung folgt noch genauer: Die 
Anzahl n -[- 2 der Kreise ~ ,  (~ = 0, 1, 2 ,  . . . ,  n ~ 1) der w 1 und w., ver- 
bindenden ,,Kreiskette" bleibt fiir jede Wahl von w~ ~ a o, w~ und ~e 
gleichm~l~ig unterhalb einer festen nur yon M und 9 abh~ngigen Schranke. 
(Sie h~ngt also nich$ yon G, w 1, w~., ~ ab, wofern natiirlich wl, w~ sieh 
nut durch eine ~-Kurve in bezug auf G verbinden lassen.) Dies folgt aus 
der Tatsache: Ist a o irgendein Punkt im Innern des Kreises K ~  mit dem 
Radius M, sind a, (~-----1, 2 . . . .  ) beliebige Punkte, fiir die nur die Re- 

e (~, 0, 1, 2 . . . .  ) gilt, so ist die Anzahl N der lation l a,  - -  a~ ] ~ -~ /~ = 
r 16M Punkte a,, in K ~  sicher ~ q - l  J-. Dies kann man nun leieht ein- 

sehen, indem man ein quadratisches ~'t~-r " ,,~1 m mit der ,,Maschenweite" e 8 
zeichnet, das den Kreis KM vollstiindig iiberdeek$. Liegt dann ein Punkt a,  
im Innem eines der Quadrate dieses ,,Gitters", so liegt sicher keiner auf 

o o }/~, also grS~er als die Diagonale dem Rande dieses Quadrates, da ja ~ > -8 

dieses Quadrates ist. Liegt aber ein Punkt a, auf dem Rande eines 
Quadrates, so gibt es sicher zwei an diesem Rande aneinanderstol~ende 
Quadrate, in deren Innerem lind auf  deren Rande lrein Punkr a,  liegt. 
Daher sind sicher nicht mehr Punkte a, in K ~  vorhanden als es Quadrate 
gibt, die den Kreis KM iiberdecken. Deren Anzahl ist aber sicher 

=<_ [~ q- l]~-----_[ ~ q- 1] '. 

d) Durch sukzessive Anwendung des unter a) Bewiesenen folg~ nun 
die Behauptung des Satzes: Bezeichnen wir nii.mlich mit z-----~(u~; a ) ,  

----0, 1, 2 . . . .  , n - [ - 1 ,  diejenige Funktion, die G so auf I z] <: 1 abbiidet, 
da~ w = a,  in z ----- 0 iibergeht, so ist wegen der Eigenschaft de~ Kreise gl~ 
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flit die im Satze genannten u~, w' 

1 < lira ~ (w; a~) - ~ (w'~ a~) ) < 3. 
3 = w ' - ~ w  ~ ( w ;  a ~ + l ) - ~ ( w ' ; a ~ +  1 = 

Multiplizieren wit alle diese Ungleichungen flit ~ = 0, 1, 2, ..., n mitelriander 
und der entsprechenden fiir ~v(w, a,+l)  und q(w,  w2), so erhalten wir 

1 <: lim ~(w;wl) -q(w ' ;wl ) l<3"+'z  
~,+~ ----- ~ , -~  ~(w; w.) -~(w' ;  %) t = 

W ,,, i  

u~d wegen n _< | 1 6 M + l |  ist hiermit der Hflfssatz 17 bewiesen. 
- - [ -  e 2 

89. Nun brauchen wit noch den folgenden einfachen geometrischen 

H i l f s s a t z  16. Es sei C eine geschlossene rektifizierbare Jordan- 
kurve. Ist r ( Pv  P~) der gerhdlinige Abstand zweier Punkte P~, P~ yon C, 
o(P1, Pe) die Ldnge des sie verbindenden (kleineren) Bogens yon C, so 
gelte /iir beliebige Pa, Pe au/ C 

r (P , ,P , )>  vl > 0  (r <:: 1) ( 1 0 , 2 )  P . . ) -  ' 

wo c 1 eine /este Konstante ist. w 1 und w e seien schliefllich zwei im 
Innern yon C liegende Punkte, die MitteIpunkte je einer ganz im Innern 
yon C gelegenen Kreisscheibe yore Radius ~ > 0 sind. Dann lassen sich 
w 1 und w 2 dutch eine r-Kurve in bezug au/ das Innere G yon C /iir 

r ~- y c~ miteinander verbinden. 

Beweis.  Wit diirfen annehmen, d ~  I w ~ w ~ . [  > Q  ist, da man 

sonst offenbar w~ mit w e dutch eine ~--Kurve in bezug auf G verbinden 

kann. -- Wit denken uns zun~chst dutch die Mittelpunkte wl und u' e 
der Kreise ~ und ~e mit dem Radius ~ die Gemden g~ und ge gezogen, 
und zwar so, dal] g~ und ge im Innern von Code r  auf C einander nicht 
treffen, und dal] ferner weder g~ den Kreis ~e noch g~ den Kreis ~ trifft. 
(Man beachte, dal] t w ~ -  w 2 ] >  ~o vorausgesetzt wurde.) Wit verfolgen 
nun zun/ichst g~ yon w~ aus "nach beiden Seiten bis zu den so zuerst 
angetroffenen Schnittpunkten A~, B~ (die w ! zwisehen sich enthalten). 
Dann zerf/illt C dutch A~ und B~ in zwei Teile, vbn denen jeder zusammen 
m i i d e r  Strecke A~ B~ eine geschlossene Jordanlmrve bildet. C 1 sei die- 
jenige dieser beiden Jordankurven, in deren [4uflerem der Kreis ~.z liegt, 
C~ die andere. C1 enthKlt sicher einen ttalbkreis yon ~ (vom Radius 5~) 
im Innern, und da dessen MiStelpunkt auf A~ BI liegt, so mul~ die L~inge 
desjenigen Teiles der Kurve C1, den C~ mit C gemeinsam hat, sicher 

.~o > 2~ sein. -- Analog denken wir uns auch g~ yon w e aus nach 
beiden Richtungen bis zu den beiden auf  diese Weise zuerst angetroffenen 
Schnittpunkten Ae, B e durchlaufen. Diese liegen notwendig auf dem Teile 
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yon Ca, den Cg mit C gemeinsam hat, da ia die Streeke A 1 B 1 yon gs 
naeh der Konstruktion nicht getroiien warden kann. Dutch A s B s zer- 
f~illt nun Cs in zwei Teilkurven Ca, C~, yon denen die eine, etwa C3, als 
Begrenzung u. a. die Strecken A 1 B 1 und A s B s hat. Die L~inge desjenigan 
Bogens yon C4, den C 4 mit C~ und somit such mit C gemeinsam hat, 
ist sicher ~ ~ ~ :> 2 ~. 

90. Wit betrachten nun genauer die Kurve C s. Diese besteht aus 
den beiden getrennt liegenden garadlinigen Stiicken A 1 BI, A~ B 8 und den 

beiden punktfremden Kurvenb6gen 71 ~ AI~-A8 und 78----B~s yon C, 
welche die Endpunkta As,/19 bzw. Bj, B~ dieser Strecken miteinandar 
varbinden. Ferner hat ieder Punkt P1 yon 7x yon jedem Punkte P8 yon ~'8 
einen grSl~eren Abstand als 2Qc 1. Denn es ist ja nach der Bemerkung 

iiber die L~ngen der B6gen A~ B 1 yon C 1 und A~ B s yon C4, die diese 
Kurven mlt C gemeinsam haben: o (P1, P~) ~- ~ ~ ~ 2 ~ und daher nach 
(10, 2) 

(10,3) r(P1, Ps) > 2ec l -  

Es sei nun ~J~x die Mange aller Puakte in der w-Ebene, deren Ab- 

stand yon 7a < ec~ -~-, 9Jl 8 die Gesamtheit aller Punkte, deren Abstand yon 

~,~ ~ ? ist. Sowohl 99~ 1 als such" 9)~ 8 bilden ein Kontinuum. Denn beide 

Mengen sind abgesehlossen, und sind etwa Px nnd Ps Punkte yon ~9~, so 
liegt ]eder yon ihnen im Innem oder auf dam Rande eines ganz zu 93~ 1 

-~irenden Kreises mit dam Radius e c~ - ~  um einen geeigneten Punkt yon 71; 

~it beida (dutch Radien) mit 71 und daher such miteinander 
~den. Analoges gilt Iiir 9~.  Femer ist 92~ 1. 9~  ~- 0; denn 
Punkt P, der zugleich zu 99l 1 und ~ gehSrte, so g~ibe as 

e e~ und einen Punkt Qs auf 78 ,'unkt Qa auf rx mit I Qx - -  P[ ~ 

el--< e~l __ ~ - ,  so daft I Q x - Q s ] ~  e cx w a r e -  im Gegensatz zn 

iach einem bekannten Satz 79) gibt as dann abet ein geschlossenes 
Polyp.. /7 mit endlich vielen Seiten, das sieh nicht selber iibersehneidet 
und das ~j~ im Inne~n enth~lt und ~ yon ~ s  trennt. Dieses Polygon 
muff nun notwendig die Strecken Aa B~ und As B 8 (in je endlich vielen 
Punkten) treiien, und es gibt einen gaaz im Innern yon C~ verlaufanden 
Streckanzug S yon / / ,  der einen Punkt A yon A 1 B~ mit ainem Punkte B 
yon A..~ B~ verbindet. Der Streekenzug ~, der sich aus der Streeke wx A, 
dam 8treckenzug S und der Strecke w~ B zusammensetzt -- ist wx = ,4 

79) Siehe L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie I, S. 84. 
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oder w~ ~ B, so ist die Streeke wlA  bzw. w~B sis der Punkt w I = / 1  
bzw. wg ~ B aufzufassen -- ist dann offenbar eine r-Kurve in bezug auf G 

or Denn jeder Punkt dieses StTeckenzuges ~ hat offenbar yon mit r = - ~ .  

tier Kurve C einen grSl~eren Abstand als ~c~ 2"  
91. Satz  10. Es sei G eine geschlossene Jordankurve, die ldngs vines 

Teilboyens c eine sich stetig dreher~de Tangente besitzt. Dieser Tdlbogen 
m6ge dutch die Oleiehun~ 

(!0,4)  w--- - -w(s)~-x(s ) -4- iy (s ) ,  O ~ s ~ a ,  

dargestdlt sein, wo s die ldngs c gemessene Bogenldnge ist. Ferner m6gen 
/iir iedes ]este et' und fl', 0 < a' < fl' < a, und ein gedgnetes e > 0 die 
Integrale 

/ �9 
o o 

9!eichmdflig ]iir alle s mit 0 < t~' K s ~ fl' < a kanvergeeren. 
Bildet man dann das Inhere G yon C auf [z] < 1 vermittels z = q~ (w) 

ab, so e~istiert in ~edem inneren Punkte w yon c die allsr Ableitun 9 
q~'(w), und es ist au] ~edem inneren Teilbogen van c ~'(w) stetig und 
yon 0 verscMeden. 

Beweis. Zuniiehst bemerken wit, dab man flit den Beweis annehmen 
dad, dab C durchweg eine sieh stetig drehende Tangente besitzt. Sonst 
vedahre man folgendermallen: Es seienc',  c" zwei feste innere TeilbSgen 
yon c, und c" enthalte c'. Dann kann man bekanntlieh c" dureh einen 
(his anf seine Endpunkte) ganz im Innern yon C verlaufenden Jordan- 
bogen zu einer gescld0ssenen , durehweg mit stetiger Tangente versehenen 
Jordanlmrve C* erg~nzen. Bei der dutch z ---- ~ (w) vermittelten Abbildung 
gehen die BSgen c', e" in BSgen ~,' bzw. 7" yon I zl = 1 und C* in eine 
geschlossene Jordankurve F* fiber, die den Bogen r"  mlt der Peripherie 
gemeinsam h a t u n d  sonst ganz iunerhalb dieses Kreises verliiuft, z ==g(~) 
bilde nun den Kteis I~l < 1  einer s-Ebene auf das Innere yon F* ab, 
und es entspreehe bei dieser Abbildung dem Bogen ~,' yon l z] = 1 der 
Bogen b' yon IS[ = 1 .  Dann ist naeh dem Sehwarzsehen Spiegelungs- 
prinzip g(~) auf dem abgeschlossenem Bogen b' noeh analytiseh und g'(~) 
ist dort yon 0 versehieden. Es sei nun w = f (z)  die zu z = ~ ( w )  inverse 
Funk~on; d~- ,  bildet w = F ( ~ ) -  f(g(~)) IS] <: 1 auf das Innere der ge- 

so) Die Voraussetzung, dab beide lntegrale in (10, 5) konvergieren, ist insofern 
unn~tig, da aus der gleichm~,Bigen Konvergenz des einen der beiden Integrale auch 
die des anderen folgt, wie leicht zu sehen ist. Fiir unsere Zwecke ist es aber bequem, 
diese ~,n~ahme zu machen. 

Mathematische ZeitNhrlft. 86. 28 
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schlossenen durchweg mit stetiger Tangente versehenen Jordankurve C* ab, 
die den Bogen c" m i t  C gemeinsam hat. Ist nun unter der Annahme der 
gleichm~i~igen Konvergenz der Integrale (10, 5) fiir alle s auf c' ( ~ ' ~  s ~ fl') 

1 stetig fiir F(~)  bewiesen, dal~ F'(~) auf b' existiert und zugleich mit F,- ~ 
ist, so folgt wegen 

lim f ( z ) - f ( z t )  lira F(.~)-F(r ~--(' ----F'(~) 1 

( z = g ( ~ ) ,  z a=g(~x) ,  ~, Sa auf b', z, z x auf 7'), 

dab f'(z) auf ?' existiert und dort zugleieh mit 1 stetig ist. -- 
f ' (z) 

92.)' Da wegen der Stetigkeit de[r Tangent~ C in jedem Punkte P 
regular unbewallt ist (d. h. flit die Unbewalltheitsfunktion A (e) yon C in P 

~(~) 
die Bedingung lira . . . . .  1 gilt) und ferner in jedem inneren Punkte P 

~o 
von c die Integrale (10,5) konvergieren, sind die Voraussetzungen des 
Satzes 7 erfiillt, und es folgt daraus, dalt r  in ]edem inneren Punkte 
yon c eine allseitige yon 0 und o0. verschiedene Ableitung b e s i t z t . -  

Um die Stetigkeit yon ~o(w) zu zeigen, beweisen wit zuerst: Is$ c" 
('tz'~ s ~ fl') ein /ester innerer Teilbogen van c, so gibt es zwei /iir 
alle w au] c' /este Konstanten K 1, K n, so daft /iir alle w au/ C' 

(lO,6) o < < I '(w)l < g ,  

ist. Der Beweis fiir diese Behauptung wird sieh aus dem Zusatz zum 
Satze. 7 e rgeben . -  Da O naeh der Annahme durehweg stetige Tangente 
besitzt, kSnnen wit fiir die analytische Darstellung yon C durchweg die 
Bogenliinge als Parameter benutzen und also annehmen, dall 0 durchw~ 
dutch die Gleichung (10,4) mit O ~ s < S  (,8 Gesamtliinge yon C) ge- 
geben ist, wobei s bei der Durehlaufung yon 0 in mathematisch positivem 
Sinne w(ichst. (Der Bogen c werde, wie in der Formufierung des Satzes an- 
gegeben wird, dutch diese Gleichung fiir 0 ~ s ~ a ~ B gefiefert.) Wir 
denken uns die Funktionen w (s), w'(s) sogleieh fiir alle reellen s stetig und 
periodiseh fortgesetzt, indem wir w(s + ~,S) = w(s),  w'(s -~- ~,B) = w'(s) 
(v ~ 0, ganz), 0 ~ s < 8, annehmen. Xhulieh kSnnen wit den Tangenten- 
winkel {~(s) yon G etwa flit s = 0 beliebig normieren und zuniichst fiir 
alle s mit 0 ~ s < B mad sodann fiir alle reellen s stetig fortsetzen, indem 
wit O(s -4- ~S) = 0(s.) § 2 ~  (~ ~ 0, ganz), 0 ~ s < 8, annehmen. 

93. Es sei nun P(so) ein beliebiger Punkt yon C. Dann ist jeder 
Punkt P yon C eindeutig dadurch festgdegt, dag "wit seinen IKngs C ge- 

k~rzesten Abstand o yon P ( - - ~  Z 0  < ~ ) ,  mit einem Vorzeiehen messenen 

versehen, angeben. (Dabei soll natiirlich o in der Richtung wachsender s 
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yon 80 aus positiv gerechnet werden.) We~en der Stetigkeit der Tangente 
gibt es dann ein c 1 mit 0 < c  1 < 1 ,  so daB, unter r(Po, P)  den gerad- 
linigen Abstand zweier Punkte P o = P(so) , P =  P,o(O), unter o (wie eben 
gesagt) die L~uge des kiirzesten sie verbindenden Bogen~ yon C verstanden, 

(10, 7) 0 < c 1 ~ r(P~ ~_~ 1 

gilt und also die Bogenl~inge ,,gleiehm~ifiig" fiir alle Punkte Po = P(so) 
yon C (und also insbesondere aueh von c') metriseher Parameter yon C ist. 

94. Es sei nunmehr P(so) ein Punkt auf c', ~8o(o), ~So(a) seien die 
in Nr. 47 eingefiihrten GrSfien (der Abstand des Punktes P,o(a) yon der 

Tangente in P(so) bzw. die Projektion des Radiusvektors P(so) P~o(a) auf 
die Tangent e in P(s)) .  Wir denken uns die Tangente und die Normale 
in P(so) als die Aehsen eines Koordinatensystems (x*, y*) aufgefaBt (iihn- 
lieh wie es in der Differentialgeometrie iiblieh ist: das ,,mitbewegte Zwei- 
bein"), und zwar fassen wit die innere Normale als positive x*-Aehse, 

diejenige Halbgerade der Tangente, die aus ihr dutch Drehung um y in 

mathematisch-positivem Shine hervorgeht, als die positive y"-.~.ehse auf. 
Dann ist, wenn a = a ( s o )  den Winkel zwisehen der positiven x- und 
der positiven x*-Achse bezeichnet und w * x * + i y *  gesetzt wird, 
bei geeigneter Z~ihlung von a w * =  ( w -  w(so) ) e ~= oder 

x* = ( z  - * (*o)) e o s a  - (Y - Y ( * o ) )  ~in c~, 

y* = (* --  *(80) ) sina + (y -- y(so) ) cosa.  

Sind ** (a), y*(a) die Koordinaten des Punktes P.,,(a), so ist E.,,(a) = t**(a)!, 
,l.o(a) = i y*(a)l,  r " =  **(a)~ y*(o) ~. Femur gilt - man beaehte, daft 
b - - - - s - - s  o bzw. = s : - s  o d : S  ist, wo P~,,(a) der Parameterwert s der 
Bogenliinge e n ~ p r i e h t -  

dx*  
-do- = **' :--  x ' c o s a  - y '  sina, x*~(0) =: 0, 

8 

dy* __ y . ,  = , '  sina + y':eosu, y* ' (0)  -- --1 
do 

Wit kSnnen x*' auch in der Form sehreiben 

(10, 8) **'(a) = (x'(*) - -x ' (So)  ) cos e, -- (y ' ( , )  -- y'(so) ) sin a, 

da wegen x'(so) ~ f:~ _ " ~-- --cos (-~ - - u ) ,  Y ' ( a o ) =  --sin,. 2 u) der hinzugefiigte 

Bestandteil sin e, cos u -- cos a sin u ----- 0 iSt.. 
Dann ergibt sieh wegen (10,8), dail 

�9 *'(t) .... dt ,  ~_~ x'(s~ t) - x ' ( 8 ~  Ji-+- y'(*o +'t) -t:  ti 
o 

28* 
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fdr alle s o in (~',~') gilt; es ist also, wenn ~ ( t )  die in Nr. 47 
definiex~e Funktion yon C hn Punkte P(so) ist, f f~  die ,Majorante" 

X ( t ) =  X,o(t) = / Iz*'(~)ldo I yon ~ ( t )  ~ jedes U > 0  

gleichmiiflig flit alle s o in (a', p ' ) ,  wo J '(~) die ,Konvergenzfunktion" der 
Integrale (10, 5) ist. 

, S beschriinkt, wo 95. Es werde nun o auf das Intervall i o l ~  ~ < ~. 

so klein gewiihlt ist, dab es yon mindestens einem Wer t  der eben ge- 
nannten Funk~on ~'(~/) iibertroffen wirdSl). Da nun die Kurve ganz im 
Endiiehen verliiuft, also einen endliehen Durehmesser D hat, so sind fiir 
die Kurve C im Punkte P(s0) gleiehmiiBig fiir aUe s o in (~',/~'), im 
Koordinatensystem (z*, y*) betraehtet, siimtliche Voraussetzungen des Zu~ 
satzes zum Satze 7 erfiillt. Daher gibt es zu jedem Pnnk-te P(s) erstens 
einen Punkt  to* = a,o = a in G und zwei flit aUe s o in (u , /~ ' )  feste posi- 
tive Konstanten d, M, so dab der Kreis mit d um a,o in G liegt, und 
daft fiir die durch ~ , o ( a ' ) = 0 ,  ~ ( 0 ) = 1  normierte Abbildungsfunkti0n 

= y o n  o I'[  < ane  to* auf 

iiir alle s 0 in (~', ~ ')  gilt. Zwe/tens gibt es zu jedem P(,o) einen Punkt  
to*----a',o = a '  in G und zwei fiir alle s o in (~', f )  feste positive Kon- 

' ' in G liegt, und daft stanten d', M ,  so da6 der Kreis mit d' um a~ 
feme~ fii~ die dumh 9,o(a')=0, ~ , o ( 0 ) ~  1 no~mierte Abbildungs~nktion 
z = ~Pso(w*) yon G auf ]z I < 1 flit aUe w* aui C 

- < M '  [ ~080(0)I --- te*">0 ~ 

fiir alle *o in (~',/~') giltSe). Hieraus folgt nun nach dem Hi!f~mtz 15 

~) F~r den Fall, dab die Integrale (10,5) gleichm&Sig fiir.alle s auf (7 konver- 
gieren und dieselbe ,Konvergensfunktion" ~'(~) beeitzen,, wollen wit ~ gen&uer feete 
legen. Ist  8 > 1 > 0 ,  so soil ~ =~Min(l ,  ~'(1)) gesotzt werden'(~ h~mgt also nur yon 
i und der Funktion ~'(~/)ab). 

n )  MAn beaehte, dab die Zahlen d, M und d', M'  naeh dem Zusatz zum Satze 7 
nut yon der Konstanten c 1 in (10,7), dem Durchmeeser D yon O, yon ~ und der 
Funktion ~'(~) &bhitngen. Da in dem Faile, dab die Integrale (10,5) gleichmitBig 
giir aile a su~ C konvergieren, die Zahl ~ nach FuBnote sl) sis nur Yon der unteren 
~hr~nke I yon 8 und yon der Funktion ~ ' (~)  &bhiingig gewi~hlt werden k~nn und 
soil, so hdnqe~ damt d, .if, d', M'  ,ur  ~on ex, l , D  und der Fu,~ion ~'(~) ab. 
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(10;6)s8), sobald wit zeigen, dal3 man jeden der den Punkten a,o bzw. a~ 
im (x, y)-System entsprechenden Punkte A,. ,A'o mit dem Punkte Wo, I fii~ 
den f ( w ) =  0 ist, duzeh eine 0-Kurve in bezug auf G flit ein passendes 

> 0 verbinr ka-n, Dies folgt sber wegen (10, 7) sofort ~us dem HJlfs- 
satz 16. Denn ist 0' der Radius einer Kzeisecheibe um Wo, die ganz in {~ 
liegt, und ist r = ~ Min (d, d', 0'), wo d resp. d' die eben genannten uvteren 
Sehranken ~ die Abstiinde yon aSo resp. a" o yon U sind, so kann man 
naeh Hil~satz 16 wegen (10,7) jeden Punkt A,o bzw. A," mit w o duzch 

_ _  f f l  eine 0-Kurve mit 0 - - ~ -  verbinden, wobei r die in (10,7) defmierte 
Konstante ists~). -- 

96. Jetzt beweisen wit die Btetigkeit yon ~(w). Nach dem Satze 
yon Lindel~ in Nr. 64 ist der Tangentenwinkel 0"(0) yon C als Funktion 
des Zentriwinkels t9 stetig, und es gilt (bei gesigneter Normienmg der Winkel 
rood 2 ~) 

(lO, 0) o*(o) = + + 

Weiterhin bemerken wit,  daft wegen der Besehr~inktheit de~ Ableitung 
f ( e  ~ )  von f(e ~) s~) flit die Bogenl~nge s yon O als Funkfion des Para- 
metezs # die Relationen gel ten  

s(O,) - s(O,) - =  f [f'(g ~) IdO,  

und fast iiberall 

ds(,~) a,~ : 
= I f ( e ' ~  , a : =  1/"(~'~-~--~ 

Sehliel~]ich gilt auf dem c' entspzechenden 

= 

Bogen 7' von 1 1=1 

~) Nach Hillss&tz 15 dllrlen die Konstanten K~f f i~M,  K s = ~ M '  gesetzt 
werden, wo ~1, ~ als nut yon dem Durchmesser D yon C und dem Radius 0 der 
0-Kurve in bezug auf G abhlngig gew&blt werden k~nnen, (lurch die ein jeder 
Pankt Aso resp. ~o  mit w o verbunden wenien ~mn. 

~t) Da ftir den Fail, dab die Integrale (10,5) durchweg &uf C gleichmliJlig kon- 
versieren, die Zahlen d, d', wie in FuSnote se) gesagt, nut yon D, der unteren 
SchrAnlre l v o n 8 ,  r und der Funktion ~'(t/) abhttngig sind, so folgt hieraus, da~ 
auch ~ nut yon D, l, e~, der Funktion ~'(~/) und Q' &bht~ngt. Da aber auch M, M'  
(naeh Ful~note 8*)) und ~ ,  ~ (nach Fullnote 8,)) nur yon diesen GrSllen abhfmgen, 
erhalten wit in diesem Falle dae Reeultat: Konvetgieren die lnteqrale (10,5) g/e/ch- 
~ i ~  fiir alle s a u f  C, so ~l t  die Rdation (10, 6) fi/r a//e w au! G m/t den nut vo~ 
D, l, c~, e' und d~ Funttion a'(~) a b ~ e n  Kon~an~n KI = ~ ~a Ks ffi ~M', 
bel D der Durehmesser son C, l eine untere 8c, hfanke [~r die Gemmlbi#ge E yon O, 
e t die in (10, 7) de/inierte Konstante nnd O' der ]~dius' einer ganz in Ct liegenden Krei~ 
sdteibe mit dem Mittelpunl~e w o (q~(w e) = O) ist. 

86) H. Lebesgue, Legons sur Fint~gzation, 2. dd., pp. 62ff. 
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w e g e .  ( l O , 6 )  

1 ~ d s ( a ) < .  1 
(10, 10) ~ -  - -  ~ ~-- K~t' 

(10, 11) s ( , ~ ) -  s (o ' )  < 1 ~ f d s  1 = " 

Nach einem (oben mehdach benutzten) Satze yon Fatou s6) hat nun 
die zu - a r c  f'(z) koniugierte Potentialfunktion lg ]f'(z)[ an der Stelle 0 dann 
und nut dann einen Randwert bei radialer Ann~ihemng, wenn das Integral 

1_!_ are  f ,  ( 6 , ,o + ,,) _ f ,  ( , 
( lO,  12) dt 2:r , )  t 

o t g ~  

existiert, und dieser Randwert ist his auf eine feste additive Konstante 
( K = l o g l f ' ( 0 ) [ )  dutch das Integral (10,12) gegeben. Existiert ins- 
besondere dieses Integral flit 01 < % ~ 0 _~ ~ < 0g gleichm~iiiig, Be sind 
die Randwerte lg [f(e~a)l  auf diesem abgeschlossenen Bogen % ~  0 _<.% 
(gleichm~flig) stetig. Wenn ~ r  also die gleichm~iBige Konvergenz des Inte- 
grals (10, 12) nachweisen, so ist damit die Stetigkeit von f'(z) auf diesem 
Bogen und somit die yon ~' lw) auf dem entsprechenden Bogen yon C 
dargetan. Um dies aber zu beweisen, geniigt es, die gleichm~iflige Konver- 
genz  der Integrale 

o }  # ~ .  

- ( 1 0 , 1 3 )  f aref'(e"e+")t-arcf'(e'e)dr? f]arof'(e'"-')~ -aref'(e'', a' 
0 0 

nachzuweisen.  N u n  beachte  man,  daft es nach der Voraussetzung zu  jedem 
> 0 ein fl > 0 gibtST), so dab gleichm~il]ig fiir alle So in (u  ~, fl ')  

88) p. Fatou, loc. cit. S. 360. 
s~) Da n~mlich, 0 ( S o + O ) = 0  , #(80)=00 gesetzt, 

sin (0 - 0o) = sin 0. cos 0o -- cos 0- sin 0o 
ffi sin 0-cos 0o - sin 0o" cos 0o - cos 0. sin 0o + sin 0o" cos 0o, 

also 

(a )  ] s i n ( 0 - 0 o ) !  _~_ [cos0o[ [ s i n 0 - s i n 0 o [ +  [sin0o] [ c o s 0 - c o s 0 o [  

ist, ist fiir [ 0 .  Oo [ < ~ ~ ,  ] sin (0 -- 0o ] < 1, also sicher fiir hinreichend kleines [ o [ wegen 

g g  

I O - - O o l ~ - ~ s i n [ O - - O o i ,  [ O - - O o [ ~ - ~ [ I z t ( S o + O ) - - x ' ( s o ) J + J y t ( s o + ~ ) - - Y t ( S o ) l ] .  

Hieraus folgt nun die im Text aufgestellte Behauptung. -- 
Wir kntipfen an die Ungleichung (a) noch eine wei~re Bemerlmng, die uns 

weit~r unten (beim Beweise des Zusatzea 2 veto Satze 10) niitzlich sein wird. Is# 
die ,8taiffkeits[unktion" yon x'(s), y ' ( s ) :  (~(e), d. h. gibt es zu jedem a > 0  ein 8(#),  

(Fortset.-ung der FuBnote ~:) auf nltchster Seite.) 
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~o 

(10, 14) f 0(8o~ o)o -O(*O)[dot ~ '1 (~o > O) 
o 

gilt, sobald ~o ~/~ ist. :Nach (! O, 9) ist (0 < ~1 < tg) 

+ fl(,,+,)-o (10,15) aref'(e'(e+t~)--aref'(e'e)t dt < o*(o+t)t-O*(O) dt J I  ~ ]de. 
t a f ,  

t ,  < ,~, - ~ , )  s,) 
tj  

Da nun f i i r , l ~ O ~ %  ( O < t t <  
~t ~t  

f t~ a~ 
und dieses wegen (10, 10), (10, 11), 

0 (8+0) -0 (8 )  o de " ; 7 - ~  (8 + o) do, 

sowie wegen 0 < ol < % 

89)  

o I 0 

so dab ffir alle reellen a und , o m i t  I a - e o ] ~ ~ (e) 

I z ' ( * ) -  :~'(8o) I -<_,, I v ' ( * ) -  u'(8o)l < *  
gilt,, so folgt at/s (s)  f i i r ,  < �89 dae 
(b) I sin (0-Oo)] _<2,< I 
ist. Hieraus ergibt sieh weiter, da ja (b) fiir aUe , mit 0 <__Is -8o i=  lot ~ ~(e) gilt 
und 0 (s) stetig ist und flit 8 -* 80 in 0 (So) tibergeht, dab auch fiir alle [ 8 -  8 o ~ ~ (8) 

yg 
IO-Ool<~, .T-- ,~ 

ist, und al~o 

. 1 0 ( 8 ) - - 0 ( 8 o ) l < e  /~r [ ,--eo]<__a~,~ , " < - 2 '  

�9 ~s~. Somitdst  aueh ]//r den Fall, dap die In~efrale (10, 5) 91eichn~[3ig fiir alle a u / C  
]umverfieren, /iir alle redlen 8o l da~ Integral 

/ 0(8o'~-')--0(8O)1d, ~ ~ 
(e) " t - 

p,r . o  de. 

in (c)  nut yon den Funlaionen ~'(q) und r abhttngt. " 

ss) Fiir die Reehtfertigung der VariablentranSf0rmation vergleiehe etwa Hobson, 
The theorie of functions of a real variable, Cambridge 1907, p. 410f. 

89) Die ,Kon~rfem/unktion" ~" ( • ) des Integrals 
el 

arc f '  ( ei('~'4"O) - are f '  ( ei O) d:  ( ~ beliebi 9, redl) 

0 
dar/ a/zo =/~(~--Tq)eese.ezt werden, wo p (~ / )d ie  am Sehluese der Fuflnote 87) aB- 

gegebene Funktion let, und nut yonder ,etetlo~ita/unk$ion ~ ~ (8) van x ' ( s )  und y ' (  8) 
und der ,Konverqenz/unlaion " ~ ' ( '7 ) der lnteftrale (10,5) ab/~'naL 
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ist, so folgt hieraus mit Riicksicht auf (!0,14) und (10,15) die gleich- 
m~i~ige Konvergenz des ersten der Integrale (10, 14) flit ~1 ~ 0 ~ ~ .  Die 
des zweiten ergibt sich ganz analog. -- Damit ist der Satz 10 bewiesen. -- 

97. Wir formulieren nun noch das in der FuBnote s4) gewonnene Er- 
gebnis besonders als 

Zusa t z  1 zum Satze  10. Bs aei C eine gese.hlossene durehweg mit 
stetiger Tanoente veraehene Jordankurve, die unter Zugrunddegung der 
Bogenldnge a als Parameter dutch die Oleichungen (10, 4) dargestdlt sein 
nudge, und es sei insb~ondere: 

1. Der Durchmesser yon C ~ D und die Gesamtldnge E yon C ~  t > O. 

2. Ist r(Px, Pg) do" feradlinige Abstand zweier ~unbte Px und Pt 
au/ C , o ( P~ , P2 ) die Idinfe des sie verbindenden ( nicht gr6fleren) Bogens 
yon C, so gelte 

r ( el , P, ) 
o ( p , p , )  >e~  > 0 ~  

3. Die Integrcde 

0 0 

raven /itr alte reeUen Werte yon a 'ezdstieren und sie mOgen durchwe~ 
die ,Konvergenz/unbtion" ~'(~) besitzen, d. h. sie mdgen absolut ~ 7  

w = f ( z )  bilde dann Izl < t  so au/ dasInnere G yon C a b ,  daft 
z = 0 in einen Punkt w = w o iibergeht, der mitsamt einer roUen Kreis- 
seheibe mit dem Radius O, urn w o ganz in O liegt. Dann ist f ' (z)  in 
[z[ ~ 1 stetig, und es gibt zwei positive nur yon cx, l, D und #, sowie 
der $~anktion ~'(~) abhdngige Konstanten Pa und p~, so daft [r ]z[ = 1 
und daher [iir alle ]z] ~ 1 

(lO, 16) o < __< I f'(z)l s w, 
~;st. 

98. Wit heben nun noch den ~olgenden weiteren Zusatz zum Satze 10 
hervor. 

Zusa tz  2 zum Sat~ze 10. /st aufler den in Zusatz 1 genannten 
Eigenseha/ten der Kurve C nook bekannt, da~ /~r jedes �9 > 0 

(lO,17) lsX 

gleiehntd~ig /iir alle redlen s 1 und s 9 ist, so ~bt es aueh zu jedem e > 0 
ein nut yon D,  l, % ~ und den Funktionen ~ ( e ), $'(y) ab/tdng/oes ~z(e), so 
da~ fiir die Ableitung der im Zu~atz I eingefiihrten Funktion w ~  f ( z ) gilt : 

I f ' ( z l )  --  f ' ( z , )  I ----< '~ l ~ r  I" ,  - -  z,.I < '~, (e), 1"11 ff i  I z, I = 1. 
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Beweis. Es sei 0(s) der Tange~tenwinkel von C als Funktion der 
Bogenliinge s, s----s(#) vermittele den ZueAmmenhang zwischen dem 
Zentriwinkel in der z-Ebene und der Bogenl~nge s yon C. Dann fo]gt aus 
der Voraussetzung (10,17), da~ auch 

gilt. Nun ist bei geeigneter Normierung yon O(s(O))----O*(O) 
0"(o) = 0 (~ (o)) = , ,~ f(~'~)  + o + ~ .  

Va nach dem Zusatz 1 zum Satze 10 o<~_~ [f'(e~o)] ~/~ ist, ist auch 

I ~  - a, l =  I ~ (o,)  - s(~,) l  _~ ~ ]o, - o, I .  

- ~ - E / '  2 

t arc f'(ei~,) - -  arc f'(e*~,) I ~ �9 

Hiez~us werden wit herleiten: Die zu -- arc f '  (z)koniugierte Potential- 
funktion lglf ' (z)l  hat flit ]z ] = 1 durchweg stetige Randwerte lg l f ' (e  ~ )  I, 
und zwar gibt es zu iedem e > 0 ein nut yon D, cl, l, 0 und den Funk- 
tionen a(e) und a'(~) abh~ingiges 8z(e), derart, daft 

]gtf'(e'#')]--lglf'(e~")]t~e flit ] ~ - - O ~ ] ~ ( ~ ( e )  

flit alle reellen Ox, Og, die dieser Bedingung geniigen, ist. 
Kieraus ergibt sich dann sofo~ in Verbindung mit dem fiber arc f'(e! ~) 

Gesagten wegen 

] f '  ( z l  ) - -  f '  ( zg ) l - - - - - ]e igf  ' (z~) - -  elgf'(~) [ = l e Is f  (~) ] . [ e ls f '  (zj) - ls f (z~) - -  1[ 

~[ ' z I e l ~ r ( ~ , ~ - ~ r ~ , , ) l - 1 ] % ,  f (  ,),.[ I~,l--I~, I=~, 
m~e weg~ I f ' (=)l  < ~., e i~  Richtigkeit der Behauptung des Zusatzes 2. 

9o. Vie Beh~uptung ii~er d~e e a n d w e ~  yon ]gl f ' (~) l  e~gibt ,ich 
nun aus der F,~touschen #arstellung dieser Remdwerte dutch das in unserem 
Falle siche~ flit ~lle reellen v ~ gleichmiillig ltonvergente integral (s. ,lie 
Fut~note %) 

1 r a r e  f , (e . ,e+ .q  _ arc f ' ( e  " r  
] g i f ' ( e ' ) l  - lg I f ' (0) t = ~ j d~, 

o tg~  

oo) Vgl. die Fuflnote s:). 
~t) Man beachte, dal~ ~ belieblges (komplexes) a 

=e, l a l - - 1  

ist. 
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.f 

und zwar stiitzt sich der Beweis nux auf die beiden fo~genden Tatsachen: 
1. Auf die eben gemachte Bemerkmag fiber die Stetigkeitsfunktion von 
arc f '(e ~~ und 2. auf die Bemerlmng in der _'uflnot, sg), naeh der es 
eine Konvergenzimaktion des Integrals 

arc f'(e'(#+')) -- arc f'(e 'e) d~ 
I 

0 

gibt, die, abgeBehen yon ihzem Argument, nut yon /~i,/~, dez Funktion (~(e) 
und der Konvergenzfun]~ion (}'(g) der Int~s|e (!0,5), aho such n~h 

Zusatz I zum Sstze 10 nur yon D, ca, l, ~) und den Fmal~ionen a(e) und (~'(V) 
abhRngt. Es gilt n~mlich aUgemein die 

B e m e r k u n g .  Ist g(,~) ]iir alle, reellen ~ steti(l, d. h. ist ]iir ~edes e > O  

iat ]erner 
oJ~ 

(10,18) f g(,~:t:t)-(1(~) dr, c o > O ,  
0 

gleichmdflig [iir alle reellen ~ kor~vergent, und ist p'( ~) eine Konvergenz. 
[unktion yon (10, 18), so ist auch 

tg  

g ( a +  t) - g (,~ - t) 
h ( ~ )  dt + konst. 

o J 

stetig und h( O ) hat eine nut yon den Funktionen fl ( e), fl'(~1) abhdnoi~ e 
Stetigkeits/unktio~ ~ * ( e ). 

Beweis.  Es sei e > 0 vorgegeben, mad es sei m x eine positive Zahl 

. Wit bilden dsnn die Ds 

(10,19) h(01) -- h(O~) ----- ( ~ l + t ) -  g(~l -  t) - g(O'+ t) + g ( ~ - t )  dt 
o tg g 

und zerlegen in dem Integral in (10, 19) die Integrationsstrecke 0 . . .  z in 
die beiden Teile 0 . . .  m~ mad o~i...  ~: 

(10,20) i = f ' +  i -  
O 0 m ,  

Dann sind die IntegraIe (~ = 1 ,  2) 

g(~,-t-t)--O(O,,--t)= t g2  dt ~-- JlF]I/(O*+t)-(/(O')" ~ - dtA- f g(~ ----<22"s-~- 
o y o 

# 
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Dal~er hefe~t das erste Integral in (10, 20) absolut genommen hiichstens 

�9 Nnnmehr denken wit uns co 1 festgehalten und wiihlen den Beitrag g.  
8 gO t ]~,--vq,  l~___fl(-g~=), Dann wird ~uch flit t ~ e o  a 

und daher auch das zweite Integral in (10,20)sicher ~ ~. Wit k6nnen 

somit B*(e)-----fl\~-~/ setzen, wo ~ol nut yon e und der Funk%ion fl'(~]) 
abh~ing~. 

w 

Kurven mit stetiger Tangentei Lipschitzbedingung fiir die Tangente. 

100. Wit betrachten nunmehr Kurven C, mit einer Ecke der 0ffnung ~ r 
0 < z ~ 2, in einem ihrer Punkte, die yon zwei Kurven~ten mit stetiger 
Tangente gebildet wird. Man kann bei diesen Kurven auch nach einer 
Bedingung fiir den Tangentenwinkel als Funktion der Bogenl~inge in der 
Umgebung der Ecke fIagen, die hinreichend fiir eine konforme Ecke in 
diesem Punkte Po is~. Aus dem Satze 7 kSnnen wit eine fiir die Gr6flen- 
ordnung der ~nderung des Tangentenwinkels notwendige und hinreichende 
Bedingung folgern. Wit charakterisieren sie, ganz entsprechend wie bei 
der allgemeineren Fragestellung des Satzes 7, durch die Angabe einer Lipschitz- 
schen Bedingung, und zwar folgendermaBen: Bildet die (ira Sinne wach- 
sender Bogenl~inge gerichtete) Tangente in P mit der positiven reellen 
Achse den Winkel 0 ~ 0(s), wobei s die von P aus gez~ihlte Bogenl~inge 
bedeutet (-- ~ ~ s ~ ~), und haben die Halbtangenten in P die Richtungs- 
winkel 0+ und 0_, so mSge 

(11,1) tO(s)--O+l~oJ(s), ]{)(s)--O [ ~ e o ( l s t )  

(0 < s (0 > 8 

sein, wo co(o) eine flit o 4 0 monoton nach 0 abnehmende st~tige Funlaion 
yon o ist, 0 < o ~ (~. Wit bezeichnen ~ ([ s [) als den Dipschitzsehen Modul 
yon 0(s) in a----0. Wit fassen alle geschlossenen Jordankurven, deren 
Tangentenwinkel 0(s) als FunkCion der Bogenliinge 8 in einer yon zwei 
Kurveniisten mit stetiger Tangen~ gebildeten Ecke Po (s----0) flit hinreichend 
kleine ~ der Lipsehitzschen Bedingtmg (11, 1) geniigen, zu einer Klasse 
A(o~ (o)) zusammen. 

Satz 11. Hinreichend und notwendig da/i~r, daft alle Kurven der 
Kk~sea L(a~(a)) in dem be~racl~eten Punk~e Po eine kon/orme Ecke 
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best'tzen, i~, da~ das Inteoval 
e 

J'"r176 do, ~>o ,  
j o 
0 

konv~gierL 

101. Vorbemerkung. Die Bedingung dieses Satzes ist invariant 
gegeniiber einer Transformation der Form w * ~  w~ ---- (w -- w2) ~, d. h. nach 
Ausfiihrung dieser Transformation geht die Kurve C in eine Kurve C* 
fiber mit einer Ecke ~z.a, in w* = w~, und es gibt gleich/a]]s eine Funk- 
tion m* ----- o~*(J s* [) der Bogenliinge s* der tzansformierten Kuxve, so dal~ 
der Tangentenwinkel e * =  e*(s*) yon C* in der Umgebung yon w * = w ~  
der Bedingnng geniigt (0+=  ]im0*(s*), e * =  lira 0*(s*)): 

s * ~ 0  - s*§ 

IO*(,*)-o~ I ~ ~*(I,* I), 
und das Integral 

~ 81 

f"<~ ~~176176 gleicl~eifig mit J ~. 
J a 
0 ' 0  

konvergiert und divergiert. Wir,bezechnen zuerst den Winkel O*(s*), i n  
den 0(s) dutch die obige ~ o r m a t i o n  fibergeht. Ohne Beschriinkung 
der Allgemeinheit sei w 1 = 0, u~* = 0. Dann ist ~ w* au/ C*, wenn 
w = Re 'p = x(s) + iy (s )  g e ~  wird, 

(11,2) dw* = aw~_lau, aR~-Xe~P(~-l)(z '(s) A-iY'(S)) 

~__ CR a-z ei(B(a-1)+O) 

Beachtet man nun, da~ ( w * =  x * +  iy* gesetzt) 
# 

I dw*a~ - fa'*ds (11,3) as*=]/x*'~(s)+y*"(s)-----  =erR ~-z, s* 
--~ --.J as ' 

0 

ist, so finder man aus (11, 2) und ~11, 3) 

aw* aw* as 
_ _  ~ e i ~ ( c t - 1 ) + o )  . 

as* -~ as as* 

Hieraus folgt, daft (bei geeigneter Normierung der Winkel) der Tangentea- 
winkel des tzansformierten Kuzvenastes 

0"(,*) ---p(. -1) + e(s), 

ist. Dann gilt flit s * > 0 ,  s > 0  (man 
sgn s* = sign s ist) 

io*(,*)-CI 

o 

0 

beachte, da6 wegen (11,3) 

= I (~-l)p + o -  (~-z)o+-o+ [< I~-11 Ip-o+ I+ fo-o+ I. 
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Nun ist nach deN Satze von RoBe ~g gleich einem Werte von 0 ( s ) a n  
einer zwischen 0 und s gelegenen Stelle rs ,  0 < 7 <: 1: ~-----O(rs), also 

] 0"(,*) -O~J _~ ]a - l I .~ ( ]  ~s I) q- ~(I s j), 

und dies ist wegen der Monotonie yon m(Isl) 

I~ - 1[ ,-o (I.,, I) § ,,,Cl,, I) --(I,~ - 11 + 1 ) ~ ( I , ,  t). 
~, .n ~st ~ , ~  wegen (11, 3) 18" I " la l ' ,  ~ '~  ist ~ hi~eioh~na, k]~i,,~n I"1: 

I"*1 ~ ~.  
Daher ist wegen der Monotonie von co (1 s I) 

/ 

I 0"(,*) -o~'1 < ( l ~ -  11+ 1)m (21 s* I ~) =,,,*(I," l), 

wo [~~ gleichzeitig mit [ - ~ d t  konvergiert. Denn setzt man 
o i o 

u = 20% so wird 

f eo*o(a)da=fw(2a ' ) ( ,~- l , -b l )d  0 ; o~ (u ) ( [ . - 1 ,+ l ) [ ,  do 
= 1 ~ d-'-~ du 

- d ,  d ,  

= 2% (]a -- 1 ,)--{--1). J-~u(~- 1~ ' ( ] ,~ / . a .u ' - ldu=( la - - l [  -+ - l ) a j  m~(u) 
a ' Q - -  

du. 
d, L, 

102. Der Beweis des Satzes 11 ergibt sich unmittelbsr aus dem 
Satze 9 und dem Satze 8. DaB die Bedingu~)g des Satzes hinrei~her.t ist, 
folgt sofort aus dem Satze 9, da offenbar seine Voraussetzungen bier er- 
fiillt sin& Um zu beweisen, daft sie z~twe~iig ist, konstruieren wit auf 
eine einfache Weise zu einer beliebig vorgegebenen Funktion ~o(o), 
0 < a ~ ~, $ > 0, die mit o ~ 0 se|bst monoton gegen 0 abnimmt, und 

$ 

Y flit die das Integral ~ (o)do divergiert, eine geschlossene Jordankurve F 
O 

0 
mit den folgenden Eigenschaften: 1. F b.esitzt in einem ihrer Punkte P 
eine yon zwei Kurven~ten mit stetiger Tangente gebildete Ecke yon vor- 
g~chriebener Offnung ~zz, 0 < z ~ 2. 2. Fiir den Tangen~nwinkel O(s) 
als  Funktion der (yon P aus in der einen Durchlaufim~richtung positiv, 
in der entgegengesotzten negativ gerechneten) Bogenl/~nge s gelten die 
Relationen 

(11,4) IO(~,)- O+l--~,(s),  [O(n~) :"  O_l ---- ~(I,,  I) , 
s > O  . s < O  
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unter 0+, 0 wie oben ~lie Winkel vemtanden, welche die Halbtangenten 
in P mit der positiven reellen Achse einsohlie~en. 3. /~ hat in P sicher 
]~eine konfornie Ecke. Wit vedahren bei dieser Konstmktion f01gender, 
maflen: Wit ziehen dutch w ~ - 0  zwei Strahlen s~ und ss, die mit der 

positiven reellen Achse die Winkel �9 ~ resp. - - ~  bilden, und senkreeht 

zu s~ die Gerade g~, senkrecht zu s~ die Gerade ~ .  Wit fasson s~ ais 
die positive ~-Achse und g~ a ls  die zugehSrige ~-Achse eines iiblichen 
rechtwinkligen kartesisehen goordinatensystems (~, ~) und analog s~ und 
und g~als die entspreehenden ~ ~- bzw. ~-Aehsen eines zweiten demrtigen 
K0ordinatensystems auf. Dann betrachten wir den flit hinreiehend kleine 
s ~ 0 sicher doppelpunktfreien Kurvenbogen 

�9 8 

(11,5)  (,)=fsino(o)do, ~(a) = fcosco(o) de 
0 0 

in  bezug auf ein jedes dieser Koordinatensysteme und erhalten so zwei in 
w = 0 zusammenstoflende KurvenbSgen, welche die Stralden s t bzw. s.~ 
(die entspreohenden +y-Achsen)  in diesem Punkte zu Halbtangenten 
besitzen und somit dort eine Ecke der 0flnung ~ ,  bilden. Wegen der 
Monotonie von co(o) liegt ferner ein jeder dieser beiden KurvenbSgen 
ganz au/ einer Sdte der ,entsprechenden Achse, und z w a r -  wegen unsorer 
Normienmg der  + ~ - A c h s e -  ganz im Innern des Winkelraumes (st, 8~) 
der 0flnung av. Erg~nzen wir nun diese BSgen dutch einen die (nicht 
gemeinsamen) Endpunkte verbindenden Jordanbogen zu einer gesohlossenen 
Jordanlmrve U, so ist U bereits die Kurve mit den angegebenen Eigen- 
schaften. Denn da~ der Tangentenwinkel in der Umgebung doa Null- 
punktes als Funktion der Bogenl~inge s der Bedingung (11,4) geniigt, 

fo]gt sofort aus (11,5). Daft aber F in w ~ - 0  keine konfonne Ecke 
besitzen kann, ist eine Folgerung aus dem Satze 8. Sonst wiire n~mlich, 
wenn der Kreis [z I = l rei~l <~ 1 auf das Innere yon/~ so abgebildet wird, 
dab z ~ 1 in w ---- 0 iibergeht, t' ----- [ t91 ~ sgn ~ ein metrischer Parameter von 
F in bezug auf w = 0  (Nr. 17), und es miiflte das mit der Abszisse ~t(t') 

yon /" als Funktion yon t' gebi!dete Integral .I  ~ d  t" konvergieren. 
0 

Dann miiflte abet nach der Vorbemerkung 1 zum Satze 7 auch das Integral 

f ~ (8) d8 und damit ) anch wegen u n d  

o 
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Integral J ~  do konvergieren, da is  die Bogenli~nge s wegen tier da~ 
0 

Stetigkeit der Tangente yon F in der Umgebung des Punktes w = 0 
sicher ein metrischer Parameter ist. Dies aber widersprieht der Voraus- 
setzung. -- 

103. Wit maehen noeh zu dem Satze 11 den folgenden 

Zusatz .  Es m6ge C ldngs des Teilbogens e eine sich stetig drehende 
Tanflente besitzen, und der Tangentenwinkel O( s) geniJgye auf einem festen 
inneren Bogen e' van c gleichmd'flig einer Lipschitz.schen Bedingung, d. h. 
e8 ~[t~e 

I o ( s )  - O(so) I < ca(Is  - s . I )  

sein. Dann ist die Ableitung 9'(w) der Abbildungslunktian z = ~ ( w )  
des lnneren van C auf I zl < 1  an] dem Bogen e' gleiehmd~ig stetig, 
falls dab lntegral 

8 

f ~176 do 0 

o 
e.xistiert. 

Der Beweis dieses Zusatzes ergibt sieh unmittelbar aus dem Satze 10, 
da offenbar seine Voraussetzungen erfiillt s i n d . -  

104. Man kann nun insbesondere, indem man spezielle Funktionen 
fiir co (I s ,  s o I) einsetzt, Kriterien flit die Existenz einer konformen Ecke 
bzw. flit die Stetigkeit yon ~ ' (w) und ft(z) am Rande herleiten. So kann 
man z.B. c a ( a ) =  Ko  ~, a > 0, setzen; das mit dieser Funktion gebildete 

~t 8~ 

In tegra l f -~Qdo=Kfoa-~dokonverg ier t .  Fiir den Fall, da~ C li~ngs 
o o 

eines Bogens c eine sich stetig drehende Tangente besitzt und der Tangenten- 
winkel 0(s) dort gleichm~il~ig in, s .  auf e einer solehen Lipschitzschen- 
Bedingung geniigt, also 

(11,6) IO(s)-O(so)l<KIs-SolL o<,~<1, K > O ,  lest, 

ist, e~halten wit den 8atz van Kellogg ~-j. Wir beweisen zugleieh etwas mehr: 

Satz  12. C besitze ldn#s des Bogens e eine sieh stetig drehende 
Tangente. z = ~ ( w )  bilde das lnnere van C au] Izl<l ab. Es sei c' 
ein innerer Teilbogen van e. Bei dieser Abbildung entspricht e' einem 
Bogen 7' der Peripherie des Einheitskreises. 

~) Kellogg, Harmonic functions and Greens integral, Transactions of the Am. 
Mathemat. Society 18 (1912), pp. 109--132. 
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Notwendig und hinreichend da/iir, dap q~'(w) und die Ableitun9 der 
zu q~(w) inversen Funktion f(z) au/ c' bzw. ~," stetig sind und dort 
gleichmd~ig einer IJpschitz-Bedingung mit /esten Ex~nenten r 0 < ~ < 1, 
und /eate~n K in ihren Arfumenten geniigen, ist, d~fl der Tangentenwinkel 
0 (s) gleichmd~ig in , au/ , '  der Bedineung (i 1, 6) genii~. 

Beweis. Ist die Vorausset~ng (11,6) erfiillt, so folgt die Stetigkeit 
yon 9'(w) bzw, f'(z) auf c' bzw. y' aus dem obigen Zusatz zum Sstze11. 
Es geniigt nun zu beweisen, dal~ f'(z) fiir z auf 7' einer Lipsohitz-Bedin- 
gung mit dem Exponenten a, 0 < u < 1, geniigt, ds wegen (z -- 9 (w), 

Zo = (Wo))  
~ ZO tz  

�9 )-~'(wo)i f'(=o) IZ.zol~= =.  If'(~)--f'(zo)l ~= L z--zo " 
w-w~ -- I = - ~ I "  " l w ' w ~  I f ' ( ~ ) i  i;--:-=oi lw-wo 

~: I f ' ( z ) -  f'(r I 
< ~  I=-=ol = 

dann auch ~'(w) einer solchen Bedingung mit demselben r geniigt. 

105. Zum Nachwe'm daflir, da~ nun f ' (z)einer solchen Bedingung 
geniigt, diiden wit annehmen, dal~r ist, daft also C durchweg eine 
sich stetig drehende Tangente besitzt und der Tangentenwinkel O(s) yon C 
fiir alle s mit 0 ~ s ~ S  (S Gesamtl~nge yon C) einer Lipsehitz-Bedingung 
mit dem Exponenten r geniigt. Denn sonst kann man den Bogen c dutch 
einen bis auf seine Endpunkte ganz innerhalb yon O verlaufenden Jordan- 
bogen J zu einer_geschlomenen Jordankurve C* ergiinzen, die durchweg 
diese Eigenecha~t beeitzt*S). Vermittels z=7~(w) wi~ der Bogen r auf 
einen Bogen 7 yon I~]----1, die Kurve (7* auf eine gesehlossene Jordan- 
kurve F* abgebildet, die den Bogen y mit [ z l =  1 gemeinsam hat and 
sonst gauz innerhalb yon [ z [ =  1 liegt, z =  g(~) bilde den Kmis [~ ' I<  1 
auf das Innere yon F* ab;. entspricht dabei dem im Satze genannten Teil- 
bogen 7 ~ yon 7 dez Bogen. b' yon I~ [=1 ,  so ist g(~) aufb '  analytisch 

und g'(~) ist dort yon 0 verschieden, so dat~ also-auch insbesondere 1 
g'(c) 

9a) Man kann J sttickweie~ aus endlich vielen B6gen ~, so zusammenaetzen, 
dab C*=e'-F J durehweg stetige Tangente hat und da~ terrier auf jedem Bogen ~,. 

I ="(, ,  + s)  - = " (o )  I 
Ihl" ' ~<k 

Let (.o die litngs C* gemeseene Bogenlgnge, w(#), w(r ~,). Dann gilt, wie 
leieht zu eehen Let, eine solehe Ungleiehung durehweg &ut (7*. 

und wegen 
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auf b' sicher eine stetige kbleitung nach ~ besitzt und somit a fortiori 
einer Lipschitz-Bedingung mit dem Exponenten a genfigt, w ~ F(~ 1 ~ f (g  (~)) 
vermittelt  dann die Abbildung yon I~[ ~ 1 auf das Innere der Kurve C*. 
Ist nun flit w ~- F(~)  bewiesen, dab F ' (~)  durchweg auf t~[ = 1  einer 
Lipschitz-Bedingung mit dem Exponenten a genfigt, so folgt wegen 

1 1 (z auf 7', ~ auf b') nach dem eben fiber g,(~) f ' ( z )  = 

Gesagten, dab auch f '(z) flit alle z auf r '  einer solehen.Bedingung in z 
geniigt. --  

106. Wit nehmen jetzt also an, dab U durehweg stetige Tangente 
besitzt und dab der Tangentenwinkel O(s) ffir alle s mit 0 "<_s~_S 
(S Gesamtl~nge y o n  G) der Bedingung (1.1,6) geniigt, und zeigen, dab 
dann f ' (z)  flit alle z----e '~ auf I zl----1, oder, was auf dasselbe hinaus- 
l~iuft, flit alle O in (0,  2 z )  einer Lipschitz-Bedingung mit dem Ex- 
ponenten g genfig~. Hierzu beniitzen wit den folgenden Satz yon Herrn 
J. Privaloffgt), der eJne Versch~rfung eines Satzes yon Herrn Fatou dar- 
stellt: Ia$ g(z) = u ~ iv in [z[ < 1 regulgr und geniigt die Rand/unktion 
yon v(re z~ /iir aUe reeUen ~ einer IMpscMtz-Bedingun 9 mit dem 
Exponenten a, iat also 

Iv(e - -v (e '~176  < K[  O 1 -- O, ] 

$o geni~t aueh die dann sicher existierende Rand/unktion yon u(re i~) 
/fir alle diese 0 einer solchen Bedingung mit demselben r 

]u(e' -- u ( e ' ~ 1 7 6  I < K ' I  01 - -  I ~ 

s(O) bezeiehne (wie oben) die Bogenl~nge s als Funktion des Para- 
meters v% Wit denken uns nun den Tangentenwinkel @(s) etwa fiir s----0 
beliebig normiert und fiir alle s stetig fortgesetzt und sodann die (nach  
dem Satze y o n  LindelSf in Nr. 64) in I z I ~ 1 stetige Potentialfunktion 
arc f '(z) so normiert, dab durchweg 

O(s(O))----0*(v ~) = arc f ' (e  ia) -~ 0 ~ ~- 

besteht. Dann sind sowohl a rc f ' (z )  als auch lgf ' (z)  in ]z ] < 1 eindeutig 
festgelegt. Ferner gilt fiir 0 <: ~o, v~ ~ 2 

�9 I 0(s)-0(s0) I S-So ~ (11,7) [arcf'(ei~)-arcf'(eiO~ a -----< Is-so [a ~ ~_ [ V~__ V~olZ-as o~) 

o4) j. Privaloff, Bull. de la soci~t~ math. de France 44 (1916), p. 100--103. 
Geht man den Beweis yon Herrn Privaloff durch, so erkennt man, daft die Lipschitz- 
Konstante K' yon u(e "~) nur yon dem Exponenten a und yon der Lipschitz-Kon- 
stanten K yon v(e i#) abhangt. 

9a) Man beachte, dab die Konstante K1 nur yon a, der oberen Schranke /~o yon 
[f'(z)] und der Lipschitz-Konstanten K in (11, 6) abhangt. 
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und daher auch iiir alle reellen #, ~o 

[ arc f ' (#a ) l  a -  Oo I "  ~ro f'('~'~ I I_<_ 2Kx . 

Somit ist nach dem genannten Satz von Herin Privaloff 

] l g l f ' ( e ~ ~  ] 1 �9 f'(e ~ )  9,) 
la_, ,o l , ,  , , =  io_,~ol ~ ~ g l ~ l l ~  K, �9 

Nun ist (man beachte, daI~ lgf(z)  in I z ].< 1 eindeutig und regul~ir 
mad auf [z I = 1 stetig ist) 

l f'(e(~) -- f'(e- o)I _-le,,r(, _ elgf '(ei#.)l:  I elgf'(e'#o) I ]@lgf'(ei~--lgf'(ei4o)__ 1 t 

Bekanntlich ist nun lim eISZ'+Z')l'~-~176 

I f '(e ~ ) - f '(e ~'~o) ] e (~ x, +x,) I'~-~o I~- 1 
Io- ol < " F - oF" : 

i n  der Tat beschr~inkt bleibt, wenn #, v~ o in einem festen endlichen Inter- 
vail bleiben 97). 

107. Die Umkehrung des Kelloggschen Se, tzes ergibt sich unmittellJar 
aus der folgenden etwss allgemeineren Tatsache. 

Es sei c dn  Kurvenstiick ml$ durchweg stetiger Tangente. w = g ( t) 
= u (t) + i v  (t), a K t < fl, sd  eine beliebige Parameterdarstellung dieses 
Kurvenstiickamit durchweg stetiger und nirgend8 versehwindender Ablei- 
tung g ' ( t ) = u ' ( t ) + i v ' ( t ) ,  s sd  die yon dem Endpunkt g(a) yon c an 
ldngs c gem~sene Bogenldnge s, und w : -  G (s) sei die Parameterdarstellung 
vermitte~ der Bogenhinge s (a <C s ~_ b). Geniigt dann g(t) gleichmdflig 
in (a, fl) einer Lipschitz-Bedingung mlt dem Expone~ten },, 0 < 2 7 < 1 ,  
d.h. ist also gleich~ruifl(g /ii~ alle t 1 und t~ in (a, fl) 

(11,8) (dg(t)~ _ {dO(t)~ < k t t ~  - t,]r (k Iest), 
\ dt ]t=t~ \ tit /t=t, 

so gilt das analoge auch /iir G' ( s )  ----- x '  ( s )  + i y '  (s) .  

~)  Man beachte, daft nach dem in der Fui]note o~) Gesagten K~ nut yon ~ Und 
der Lipschitz-Konstanten K1 in (11,7), also nach Ful3note 9~)nut yon ~, #~ und der 
Lipschitz-Konstanten K in (11, 6) abh~ngt. 

o7) Man beachte, daft die Lipschitz-Kon~tan~e yon f ' (e l~) nach den Ful]noten 9~) 
und 90) nur yon er der Lipschitz-Konsta~en K in (11, 6) und der /Jchran~ ~ va~ 
If(z) t ~ b ~ t .  
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Bewbis. Es gibt eine feste Konstante m > 0, so dal3 flit alle$ in 
(a, p) lg ' ( t )[  :> m > 0 ist. Wix zeigen, daft gleichm~l~ig fiir alle 8, s o in (a, b) 

] ~'(~) - ~'(,o) I = leon0 (s) --sos0 ('o)I.__K] s -- so I', 

1 u'(,) - y ' ( ,o)I=  I sin0 (,) - s~-0 ( , o ) !_  K ] s -  ,o1' 
(K > o, ~est) 

gilt. Dies beweisen wit tiir x'(a) (flit y'(s) ist der Beweis ana log ) . -  Wegen 

c o s O ( s ) = x ' ( s ) -  "t , dt ~/ ,a, - ~  = ~ - ~ ,  u ' ( s ) = ~ =  ~ , ~  

gilt, wenn die Wefts t, t o den Werten s bzw. s o entspreehen, 

dt dt I 
I~ ' ( , ) -~ ' (~o) I 

Man beachte nun, daft I t - t ~  und dt �9 -ao ~ wegen der Besehriinktheit yon 

g , ~ [  =d-~d' g]eichmiil~ig besehr~inkt sind. Da ferne, der erste Faktor des 

ersten Summanden auf der reehten Seite dieser Ungleichung beschrgnkt 
bleibt, geniigt es zu beweisen, dal~ 

dt . dt 
, ~ ( O - ~  (*~ I 

[ t - to ['~ ~ konst. 

gilt. Dies folgt aber sofort su s der-Vo~ussetzt/ng (11, 8),-wenn man be- 
schtet, d ~  

t--tol~ I g ' ( ~ ) l - ~ t - ~ - - I t - t . l ,  iT'~i) g.(~)'t - - - ~ - ; ~  g , - ~ ) ~  

ist, und dieses wegen ]g'(t)l ~ m > 0 in (a,~) und wegen (1:,8) 

ist. 

108. Unter Beriieksichtigung der  Fuflnote ~7) ergibt sich noch der 
folgende 

Zusa tz  zum Satz 11. Es ~ei .C eine ges~hlassene durchweg mi~ 
stetiger Tange~te versehene Jordankurve, /i~r die die Vorau~ee2zungen 1 
und 2 des Zusatzes 1 zum Satz 10 er]i~llt si~id. Darfiber hinaus gelte /iir 
den Tangentenwinkel 0 ( s ) van C al~ Funktion der Bogenldng e s (0 ~ s < S,  
S Gesamtldnge yon C) 

! •  ~, o ~ ,  ~o<S, o < , , < ~ .  
29* 
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w ~ f ( z )  bilde I zI < 1  so au] "d~ Innere G yon Cab ,  daft z ~ O  in 
einen Punkt w-----w~ iibergeht, der minaret einer volle~ Kveisscheibe yore 
Radius ~ in G liegt. Dann gibt es eine n u t  van den in der Vora~- 
setzun9 genannten Zahlen l, ~, D, c~, K, ~ abhd~igige Konstante L derart, 

,n i t  l 1 = f t = 

~ Z ~ I f ' ( z ) - - f f ( z l ) i < L I  z -  11, L = L  ~ ,D ,  c l ; K , a  ) 
gilt. 

Ist ]erner bei dieser Abbildung s ~-s ( ~ ) die Bogenldnge ldngs C als 
ds(O) Funktion des Zentriwinkels ~, so ist wegen ~ ---- ] f ( e i~) I und wegen 

d~ / , ~ ,  t ~,~ /,,ffi~, <-- I t ' (e '~ ' )  - -  f(e'~ 
auch 

ds 

Beweis. Aus dem genannten Zusatz 1 zum Satz 10 folgt -- man 
beachte, dal~ die dort genannte Konvergenzfunktion der Integrale (10, 5) 

1 

a'(~) ~- ( - ~ ) "  ]st --, dal~ es eine Konstante p.~ > 0 gibt, die nut yon l, 

D, r ~, K, a abh~ngt, so dal~ 

in Izlgl 
ist. Hiersus folgt nach der Fuflnote 97) die Behauptung. 

Anhang.  

Wir gehen noch auf di~ in der Einleitung erw~hnte Verallgemeinerung 
der S~tze der Herren Carath~odory und Valiron iiber die Existenz einer 
endlichen, hn Winkelraum gebildeten Ableitung ein. Es bezeichne G ein 
einfach zusamme~h~ngendes Gebiet, P (w ~ wl) einen Randpunkt von G, 
w ~ f(z) bilde I zl < 1 auf G ab. Dann lautet das oben erw~hnte Resultat 
yon Herin Cara~h6odory: Gibt es einen Kreis K~, der P mit dem Rande 
von G gemeinsam hat und sonst ganz in G verl~uft, und einen Kreis Kg, 
der g|eichfalls den Punkt P mit dem Rande yon G gemeinsam hat und 
sonst ganz au~erha|b yon G vert~uft, so gibt es einen Punkt z t der Peri- �9 
pherie ] z l ~  1, so da~ lira f(z)----w I ist, wenn z ,,ira Winkelraum" gegen 

Z-]~Zl 

z 1 konvergiert, und ferner f(z) in z 1 eine ,,ira Winkelraum" gebildete Ab- 
leitung besitzt. Das Resultat yon Herrn Valiron kann nach Durchfiihrung 
einer trivialen Transformation folgenderma~en formuliert werden: Es sei G 
ein im Einheitskreis Iwl_---1 liegendes Gebiet, das den Punkt w ~ 1 zum 
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einfachen Randpunkt hat. w =-f(z) bilde I z l <  i konfonn auf G ab, und 
es s e i i n [ z l < l  l i m f ( z ) = l .  Ferner m6ge es zwei bis auf w----1 in G 

z . t  
verlaufende, in w ---- 1 miindende und sich dort unter dem Winkel ~ treffende 
KurvenbSgen 7'1, 7~ geben, die in der Umgebung des Punktes w----1 dutch 
eine Gleichung der Form 

(1) x---- ~JY[ w--1----:r--biy, 1 I -~  /" 1 \x+~, 
lg ~-~ lg lg.,.,, "'" ~'g" T~J 

�9 l 1 dnrgestellt werden, wo e > 0, C eine Konstante mad g ' l - ~  den a-faeh 
1 

iterierten Logarithmus yon ~ bedeutet. Dann besitzt f(z) in z----1 eine 

endliehe ,ira Winkelraum" gebildete Ableitung. Weiterhin zeigt Herr Valiron, 

dab der lira 1 - f ( z )  (fiir z ~ l  ,,ira Winkelrnum") nieht endlich ist, wenn 
z-~l 1 - - z  

der Rand yon G in der Umgebung von w = 1 von zwei in w-----1 unter 
dem Winkel ~ zusammenstoBenden Kurvenzweigen gebildet wird, yon dem 
jeder dureh eine Gleichung der Form 

(2) x ----- Cl Y l (C Konstante), 

Ig Iglg ... Ig, t yl 
dargestellt wird. 

Dieser Ansatz yon Herrn Valiron hat eine gewisse •hniiehkeit mit 
dem unsrigen: Die Einfiihrung der Kurvenb6gen (1) bzw. (2) entspricht 
bei unserem Ansatz der Einfiihrung der ,Majomnte" ~*(t) von ~ (t) in w 7, 
und zwar fiir den Spezialfall 

c l t l  c l t l  
~ * ( l ) =  1 " / 1 ,~+ , bzw. ~:( t )=  I " 

Man beachte, da~ im ersten Falle das Integral I ~  dt konvergiert, im 
zweiten Falle divergiert. , -~ d 

Wit wollen nun diese Siitze folgendermal]en veral!gemeinern: Analog 
wie in der in Nr. 41 gegebenen Definition bei einer Jordankurve C sagen 
wir auch yon einem einfach zusammenhRngenden beschriinkten Gebiet G, 
es besitze im Randpunkte P die innere bzw. du~ere Vergleichskurve ~i 
bzw..@~, wenn es eine geschlossene Jordankurve ~i bzw. ~ gibt, die den 
Punkt P mit dem Rande von G gemeinsam hat und sonst ganz im Innern 
yon G bzw. ganz aul~erhalb yon G veriiiuft und im letzten Falle G in 
ihrem Innern enth~ilt. Dann beweisen wi t  die folgende naheliegende Ver- 
allgemeinerung der obigen Siitze: 
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~s sei 0 ei~z beschrdnktes ein/ad~ ~ a m ~ n g e n d ~  ~.bi~, P ( w=w~) 
ein Rand/punkt ton O, und es m~Te G in P eine in~re (~,) und eine 
d#~ere (~,) Vergl~chdmr~e besitzen, die eine gemeinmme Tangente in P 
ltaben, z -r- ~o~(w) und z----W~(w) m~en das Innere yon ~, bzw. yon ~,  
au/ daa lnnere des ~'nheitskreises [z [ ffi i abbilden. Ferner nude V~(w) 
in w~ eine allseitig genommene endlir und yon 0 verschiedene Ableitung 
besilzen, wdhrend ~ber tpi( W ) nut vorc~usoeaetzt*werde, da~ ]iir eine in einem 
,/esten WiJtkdraum" gegen w x lwnvergierende Punktfolge ~ (p----1,2,...) 

bleibt, unter metne  positive Konstante ver~tanden. 
Bilde~ dann w = f ( z )  den~,Kreis ]zl < l au/ Gab, ao gibt es einen 

Punkt a yon [z! = 1, so da~ f(z) bei Anndherung .yon z an u ,ira Win~l. 
raum" gegen w 1 konvergiert und ]erner in a'eine ,ira Winkdraum" ge- 
nommene (end/iehe) Ableitun9 besitzt. 

Beweis. Wit diirfe~ ohne Beschriinkung der Allgemeinheit annehmen, 
daft W~(wx)=~ , (w l )~ l  ist und dal~ femer die zu w-----f(z) inverse 
Ftmktion z=cp(w)  und z - ~ ( w )  denselben Punkt w = w  o im Innern 
yon ~i in den NuUpunkt iiberfiihmn. Ferner bemerken wiz, daft der Punkt P 
( w = w l )  e~n mehdacher Randpunkt yon G sein kann; sue Punkte w* 
jedoch, die im Innern yon ~t gegenwl ' streben, konvergieren gegen einen 
und denselben Rsndpunkt in wl, d a j s  das Innere yon ~ ganz dem Innern 
yon G angeh6rt. Daher konvcrgieren ihrc Bildpunkte z = ~ ( w * )  nach 
bekannten Stitzen tiber die Riinderzuordnung bei koniormer Abbildung 
gegen einen und denselben Punkt z = ~ der Peripherie des Einheitskreises. 

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei g = l  (sonst betrachte man f(~) 

und ~(~v) start f(z) bzw. 9 (w)). Ds nun auch die Punkte ~ in ~ gegen 

w I streben, konvergieren such ihrc Bildpunkte zs=~o(~s) gegen 1 flit 
~--~ w I . 

Endlich bemerken wit noch, dsf wegcn der Winkeltreue der dutch 
z=v~(w ) vermittelten Abbildung die Punkte ~(~) in einem festen 
Winkelraum gegen den Punl~ z-----1 konvergieren. Dsher gibt es eine 
positive Konst~nte ~, so daft 

1-1w~(r < 1 
(4) o < ~ <  i1-~,(~)i - -  

#t. 
Nun ist nsch dem Lindel~fschon Prirmip, sngewsndt suf 9 (w) und 

V,(w) (da beide Funk~ionen ~na Innezn yon ~t zeguliir und sbsolut < 1 
~ind, in ~o v~rschwinden~ ~md ds V~ (w) die Abbi|dungsfunk~on des Innern 
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yon ~, ~ I~ l<  1 ~t), f~r ane w ~ l n n e m  yon ~ ,  

I~(w)l-< I v,,(w) I a-I~(~)t > 1-1~,(~)1 
- -  ' tw~-wl  - - ' l w ~ - w l  

und daher imbesondere fik w = r 

1 --I ~ (r 1 - 1~, (r I 

Naeh (4) und der Voraussetzung (3) ist daher 

Wit betraehten nun die Funktion P(z)-----V).(f(z)). P(,z) ist in 
I~1 < 1 regulitr und absolut < 1. Daherexistiert naeh dem in der Ein- 
leiOmg zitierten Satz a )au f  S, 387 (Satz 4 der in l~ullnote xo) genarmten 
Carath~odorysehen Abhandhmg) der 

lira 1 -  rCz____J) 
z->l 1 --z J 

wenn z elm Winkelraum gegen" z--= 1 konvergiert. W i t  zeigen, daft dieser 
Grenzwe~ endlich und yon 9 verschieden ist. Hierzu geniigt es na~h dem 
8atze 1 in der eben zitierten Abhandlung yon Herin Csrath6odory zu zeigen, 
daft fiir die Folge der Punkte z~ = ~ ( ~ ) f l i t  die (siehe oben) die Re- 
lstionen 

best~hen, der Quotient 
l - I  F(~) I < k, 

(6 )  1-1%1 -- 

also beschriinkt bleibt. Fiir diesen ergibt sieh abet 

1-lz~l = Iw,-r 1 - 1 ~ 1 -  Iw,-r 1-1~(r 

and dies ist wegen 1 -- l w.(r 11 -- V).((u) l und (5) 

Da n u n  W.(w) i n w ~  eine allseitig genommene Ableitung beait~t, ist 

' ' l l -w ' ( r  sicher beschriinkt, womit (6) bewiesen ist. Aus der Tat- 
wt - r 

saehe, daft 
lira ! -F(~) ---- J i m  1 - -V. (w)  w , - f ( z )  

1--z w~--w 1--z 

fiir gegen 1 ,ira Winkelrau~" konvergierendes z existien und endlieh is~, 
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und dab ferner lira 1 - ~ ' ( w )  existiert und yon 0 und o~ verschieden ist, 
folgt nun,, daft auch w , - w  ~ 

lira w~ - f ( z ) 
z-~l l--z 

fflr z---~l ,,ira Winkelzaum" vorhanden und endlich ist. 
sich auch unmittelbar die Konvergenz von f(z)--~w I 
Winkelraum". -- Hiermit ist der Satz bewiesen. -- 

Besitzt nun insbesondere das Gebiet G Vergleichskurven ~ und ~, 
bei denen im Punkte w ~ w~ die Voraussetzungen unseres Satzes 7 (oder 
auch der~S~itze 9 oder 11) (fiiz den Fall �9 ~- 1) anwendbar sind, so haben 
die Funktionen ~(w) und p~(w) in w I sicher ,ira Winkelraum" gebildete 
Ableitungen, so dab also dieser Satz anwendbar ist. Hierin sind oIIenbar 
die oben angegebenen Resultate der Herren Carath~odory und Vsliron als 
spezielle F~lle enthalten. 

I~ieraus ergi~ot 
fiir z--*l  , i ra  

(Eingegangen am 2. Juli 1930.) 


