Uber das Randverhalten der Ableitung der
Abbildungsfunktion bei konformer
Abbildung*).
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322 8. Warschawski.

Einleitung.

Im folgenden bezeichne G ein von einer geschlossenen Jordankurve
begrenztes Gebiet in der w-Ebene, z = ¢ (w) eine Funktion, die G auf
das Innere des Einheitskreises umkehrbar eindeutig und konform abbildet.
Bekanntlich hat H. A. Schwarz bewiesen, dafl, wenn C eine analytische
Kurve ist, ¢ (w) auch noch auf der Randkurve C selber analytisch ist.

" Insbesondere ist dann also auch ¢ (w) in G + O stetig und besitat dort
Ableitungen von beliebig hoher Ordnung. Painlevé?) hat nun (1891) zum
ersten Male die Frage aufgeworfen, unter welchen allgemeineren Annahmen
iiber die Randkurve ¢ von G die Funktion ¢ (w) in G+ C stetig ist,
und wann sie dariiber hinaus dort Ableitungen — bis zu einer bestimmten
Ordnung p >1 —. besitzt. Die Stetigkeit von ¢ (w) in G + C bewies er
unter der Annahme, daBl C stiickweise stetige Tangente hat; sein auf die
Existenz der Ableitungen beziigliches Resultat lautet folgendermafien: Ist C
durchweg durch die Gleichung

(1 w=1w(s) =2 (s)+iy(s)
gegeben, wo s die lings C gezdhlte Bogenldnge ist, existieren ferner die
Ablestungen & *®(s), y™*+P(s) und sind diese durchweg auf C- stetig,
80 existiert durchweg in G+ C @™ (w) und ist dort stetig®). '

Spater (1909) hat Herr Lichtenstein®) iiber die erste Ableitung ¢'(w)
von ¢ (w) ein wesentlich schirferes Resultat hergeleitet: er zeigte, daB
bereits unter der Annahme, daffi die Randkurve C von G stetig gekriimmi
v, @' (w) in G + C existiert und stetig ist und daf dariber hinaus ¢’ (w),
das ja wegen der Schlichtheit der Abbildung z = @ (w) in G nicht ver-
schwindet, auch in G -4 C nirgends gleich Null ist. Insbesondere folgt
hieraus, daB es zwei positive Zahlen u, und g, gxbt so daB fiir alle w
in G+-C

_ 0<ﬂ1=\¢(WH§ﬂe

gilt. Ist w=f(z) die zu 2= @ (w) inverse Funktion, die also den Ein-
heitskreis auf G abbildet, so folgt hieraus offerbar die Existenz und Stetig-

) P. Painlevé, Comptes rendus de P'Académie des Sciences de Paris 112 (1891),
p- 658—657. Dort wird auch auf seine Thése hingewiesen.

*) Sind die Annahmen dieser Séitze nur lings eines Bogens erfullt 80 gelten die .
in ihnen ausgesprochenen Behauptungen gleichfalls auf diesem Bogen. Wir haben
die obige Formulierung nur der Kiirze halber gewihit, Analoges gilt von den weiter
unten genannten Sitzen von Lichtenstein, Kellogg und Lawrentieff.

= %) L. Lichtenstein, Zur Theorie der linearen partiellen Diﬁerentialgleichun}gen
des elliptischen Typus, Math. Annalen 67 (1909), 8. 559—575, s. insbesondere 8. 561
bis 563. Dort wird dieser Satz als Hilfssatz fiic die weiteren Untersuchungen her-
geleitet, :
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keit von f'(z) in der abgeschlossenen Kreisscheibe 2] < 1. Vorher hatte
Herr Korn*) dieses Ergebnis unter Hinzunahme weiterer Voraussetzungen
iiber C hergeleitet.

Einige Jahre darauf (1912) hat O. D. Kellogg®) die Frage nach der
Existenz und Stetigkeit der Ableitungen von ¢ (w) wieder aufgenommen
und ist so zu noch weitergehenden Resultaten gelangt. Diese Frage, die
" ja, potentialtheoretisch formuliert, auf die Frage nach dem Verhalten der
Ableitungen "der Greenschen Funktion von G auf dem Rande hinauslauft,
wird bei Kellogg im Rahmen einer allgemeineren Untersuchung ‘iiber das
Verhalten der Losung der ersten' Randwertaufgabe der Potentialtheorie und
zwar iber. das Verhalten ihrer Ableitung auf dem Rande des Definitions-
gebietes behandelt. Die in dieser Arbeit eingeschlagene Methode ist rein
potentialtheoretisch und benutzt die Theorie der Integralgleictungen. Er
bewies den folgenden Satz (der iibrigens auch fiir mehrfach. zusammen-
hingende Gebiete gilt; wir formulieren ihn nur fiir unser einfach zusammen-
hingendes Gebiet @): Die Randkurve C von G mdige durchweg eine .sich
stetig drehende Tangente besitzen und unter Zugrundelegung der Bogen-
linge als Parameter durch die Gleichung (1) dargestellt sein. Ferner mdge
w(s) n-mal stetig differenzierbar sein und w™(s) mdge dariber hinaus
gleschmdfig auf C einer Lipschitzbedingung mit dem Exponenten «, 0<u<1
gendigen

lw™(s) —w™(s;)| < K|s;—85]° (K Konstant;e).
Dann existieren durchweg in G-+ C die Ableitungen ¢ (w) (v=1, 2, ...,7n)
sind dort stetig, und es gilt dariiber hinaus in G+ C ’ :

9™ () — ™ (1,)] < K'|w, — w,|* (K’ Konstante).

Hieraus folgt insbesondere fiir n = 1 die Existenz und Stetigkeit von ¢’ (w) -
in G+ C. Dariiber hinaus bewies Kellogg, daB ¢'(w) nirgends in G 4 C
verschwindet. Ferner zeigte Kellogg durch Angabe eines Beispiels, daB. die
Existenz einer endlichen oder von 0 verschiedenen ersten Ableitung noch
keineswegs aus der Annahme der bloBen Stetigkeit der Tangente in der
Umgebung des betrachteten Randpunktes allein folgt. (Er betrachtet die
durch zlgz in der Umgebung des Nullpunktes vermittelte Abblldung ge-
eigneter Gebiete.)

%) A. Korn, Lehrbuch der Potentialtheorie Bd. 2 (1901), S. 848 —354. Herr Korn
hat sich vor allem auch mit analogen-Fragen im Raume beschiftigt (vgl. den Enzy-
Klopadieartikel von Herrn Lichtenstein),

5} O. D. Kellogg, Harmonic functions and Greens integral, Transactions of the
" Americ. Math. Society 13 (1912), pp. 109—1382. Siehe auch L. Lichtenstein, Encyklo-
padie der math. Wissenschaften, Bd. II, I, Neuere Entwickelung der Potentialtheoric.
Konforme Abbildung.

2=
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Wihrend in den bisher genannten Untersuchungen nach dem Verhalten
der Ableitung von ¢ (w) auf einem Bogen der Kurve C gefragt wird, lings
dessen durchweg gewisse Regularititseigenschaften der Kurve angenommen
werden, kommt in der Literatur auch die Frage vor, wie sich die Ableitung
von ¢ (w) in einzelnen Punkten verhilt, die gerade gegeniiber ihrer Um-
gebung ,singulire Punkte sind. So hat Herr Lichtenstein®) (ein Jahr vor
dem Erscheinen der Kelloggschen Arbeit) die Frage nach dem Verhalten
der Ableitung in einer Ecke aufgeworfen, die von zwei in einem Punkte
w=w, von C zusammenstoBenden bis auf die Endpunkte analytischen
Kurvenzweigen von C gebildet wird. Im Punkte w, erleidet die von 0
verschiedene Kriimmung einen Sprung. Er bewies, dal, wenn die Ecke die
Offnung =, 0 <t <2, hat, in der Umgebung von w, fir w in G+ C

1
W)= (=) gow)

t8t, wo @,(w) eine stetige Funktion und @,(w,) <=0 7sl. Analoge Sitze
hat er auch fiir hohere Ableitungen hergeleitet. Aus diesem Resultat: folgt
léicht, dal der Grenzwert

Hm @ (w)—p(w)

wrw, (w—w)*
der fiir eine Ecke einen Ersatz fiir die Ableitung bildet, existiert. Zwei
Jahre spiter haben Osgood und Taylor?) das obige Resultat von Hetrn
Lichtenstein auf anderem Wege bewiesen, und zwar mit einer Methode, die
sich ohne weiteres auf Ecken anwenden 1a8t, die von zwei stetig gekriimmten
Kurvenisten gebildet sind. '

In neuerer Zeit (1927) hat Herr Lawrientieff®) eine C. R.-Note ver-
offentlicht, in der er (ohne Beweis) un.er anderm auch einige Resultate

iiber das Randverhalten des Differenzenquotienten gﬂ%_-%v(ﬂfg mitteilt.
%

Wir erwihnen vor allem den Satz, daB dieser Differenzenquotient zwischen
zwei positiven Schranken bleibt, wenn € durchweg stetige Kriimmung be-
sitzt.  Dieser Satz geht zwar weniger weit, als der entsprechende Satz von
Kellogg; Herr Lawrientieff fiihrt aker seinen Beweis, wie er angibt, auf
rein funktionentheoretischem Wege, und zwar benutzt er einen Hilfssatz,
den auch wir im folgenden verwenden werden (den Satz von Lowner § 1,

%) L. Lichtenstein, Uber die konforme Abbildung ebener, analytischer Gebiete
mit Ecken, Journal fiir Mathematik 140 (1911), S. 100—119. Siehe auch den in FuB-
note °) zitierten Encyklopadieartikel von Herrn Lichtenstein,

?) W. F. Osgood und E. H. Taylor, Transactions of the Americ. Math. Society 14
(1913), pp. 277—298, s. insbesondere S. 282—283.

*) Lawrentieff, Sur la veprésentation conforme, Comptes rendus de I’Académie
des Sciences de Paris 184 (1927), p. 1407. :
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Satz A). Der Beweis von Herrn Lawrientieff hat vermutlich mit unserem
Ansatz einige Beriibrungspunkte gemeinsam. — Ein weiteres Resultat, das
sich auf Kurven mit stetiger Tangente bezieht, besprechen wir weiter unten
(Kap. 1, § 6, Satz 6). '

Auf eine weitere Fragestellung, die mit den oben geschilderten
Fragen zusammenhingt und in neueren Arbeiten der Herren J. Wolfi,
C. Carathéodory, E. Landau und G. Valiron behandelt worden ist, gehen
wir ‘weiter unten ein.

Die vorliegenden Untersuchungen sind nun aus den Versuchen hervor-
gegangen, den Kelloggschen Satz und vor allem den auf die erste Ableitung
beziiglichen Teil dieses Satzes auf rein funktionentheoretischem Wege zu
beweisen. Diese Versuche lassen sich an eine allgemeinere Fragestellung
ankniipfen, die wir in folgendem behandeln und so formulieren wollen:
Die Randkurve C moge tn esnem Punkte P (w=w,) eine Ecke der Off-
nung nv, 0 <t<2, besitzen. Bekanntlich ist ¢ (w) itn G+ C stetiy.
Wie verhdlt sich dann der ,Differenzenquotient®

@) 9 (w) =9 (w,)

(w— wx)llt ’

wenn w—w, (w=+w,) in G-+ C konvergiert? (Fir r=1 ist (2) der
gewdhnliche Differenzenquotient von @ (w) in w = w,.) Insbesondere han-
- delt es sich dann darum, moéglichst einfache geometrische Bedingungen
iiber die Natur der Randkurve C in der Umgebung von w, dafiir an-

zugeben, daB (2) zwischen zwei positiven Schranken bleibt — wir sagen
dann, C besitzt in P eine ,konforme Ecke“®) — und daB ferner der
lim Mexistiert. — Nachdem wir so Kriterien fiir die Existenz

wrw (w—w)*
der Ableitung gefunden haben, fragen wir weiter, wann diese lings eines
Bogens von C stetig ist. In dieser Abhandlung beschéftigen wir uns nur
mit der Untersuchung der auf die erste Ableitung beziiglichen Fragen.
Das Verhalten der hoheren Ableitungen soll einer zweiten, dieser folgenden
Mitteilung vorbehalten werden.

Es sei hier noch gleich auf eine etwas andere Auffassung dieser Frage-
stellung hingewiesen. Ist w = f(z) die zu z = @ (w) inverse Funktion, so
liefert f(e'”), —n <9 < m, eine Parameterdarstellung der Kurve C ver-
mittels des Parameters ¢, die in gewisser Beziehung als eine ,natiirliche*

Parameterdarstellung der Kurve C angesehen werden kann, da sie ja .immer

%) Der Begriff der konformen Ecke sowie der weiter unten zu besprechende
Begriff der generalisierten konformen Ecke wurde von Herrn Ostrowski in seiner
Arbeit: Uber quasianalytische Funktionen und Bestimmtheit asymptotischer Ent-
wicklungen, Acta Math. 53 (1929), S. 234 baw. S. 244, 245 eingefiihrt.
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vorhanden ist und bekanntlich gewisse ausgezeichnete Eigenschaften besitat.
Die  obige Frage nach der Beschrinktheit des Differenzenquotienten (2)

nach oben und unten bzw. nach der Existenz des lim 200) =2 (%) 1iutt im
w>w, (w—w)
wesentlichen, wenn f(1) == w, angenommen wird, auf die Frage nach der Be-

lf(e“’)Lf(l)l

schrinktheit des Differenzenquotienten

-—--—-—-—--—f( wz, f( )hmaus Es sei nun w(t), —T<t< T,

eine andere Parameterdarstellung unserer Kurve C, w(0)=w,. Man kann
w(t)—w(0) [
t‘t

nach oben und unten

bzw. auf die Existenz des hm

dann insbesondere frager, ob aus der Beschranktheit von

nach oben und unten bzw. der Existenz eines endlichen und von 0 ver-
schiedenen }1_1)1}’ l—w_(t)l—”:”—(ﬂ M
folgen, d. h. ob der durch die konforme Abbildung gelieferte Parameter
ebenso ,leistungsfihig® wie ein anderer -Parameter ist. Wie das eben
genannte Kelloggsche Beispiel zeigh, ist dies — bei dieser Formulie-
rung der Frage — nicht der Fall Wir werden jedoch sehen, daB dies
in einem gewissen Umfange doch zutrifit, wenn die Frage etwas anders
gestellt wird. —

Es hat sich nun als zweckmillig erwiesen, die Frage nach dem Ver-
halten des Differenzenquotienten (2) noch weiter zu gliedern, und zwar
den allseitig* genommenen Differenzenquotienten von dem ,im Winkel-
raum* gebildeten Differenzenquotienten (2) zu unterscheiden. Wir sprechen
dabei im folgenden von dem Verhalten einer in @ definierten Funktion v (w)
bei allseitiger Anndherung von w an den Randpunkt w, von @ — und
also auch von dem des allseitig genommenen Differenzenquotienten
g (w)—o(w) . ) '

(_w——wl)”’
finitionshereich von v (w) gegen w, konvergiert. Insbesondere soll aus-
driicklich die Anniherung von w an w, lings C dabei zugelassen sein,
‘wenn y(w) — wie z. B. der Differenzenquotient — auf C' (mit eventueller
Ausnahme von w,) definiert ist. Wir sprechen ferner von dem Verhalten
‘der Funktion w(w) bei Annaherung von w an w, ,¢m Winkelraum“, wenn
w—>w, innerhalb eines jeden Winkelraumes konvergiert, der von zwei von
w, ausgehenden mit je einem an w, anstoBenden Stiick ganz in G ver-
.laufenden Strahlen gebildet ist.

' Die Frage nach der Existenz der im Winkelraum geblldeten Ableitung

ist in den oben genannten Arbeiten von Herrn Carathéodory und Herrn Valiron
bebandelt worden. Allerdings braucht bei diesen Untersuchungen G' nicht
als ein von einer Jordankurve begrenztes Gebiet vorausgesetzt zu werden,
sondern kann-ein wesentlich allgemeineres einfach zusammenhingendes Ge-

auch die entsprechenden Tatsachen fiir

=1y (w) —, wenn w (<= w,) in beliebiger Weise in dem De-
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biet sein. Diese Untersuchungen stiitzen sich auf den folgenden Satz1!)::
a) Ist f(2) in |2| < 1 regulir und absolut <1, so existiert stets der
| lim 1=fa)_ o,
z->1 -2

wenn z—1 ,im kaelraum“ konverglert und « ist entweder endlich und
dann positiv oder co. Im ersten Falle konvergiert auch f (z) — @, wenn
z—1 ,im kaelraum“ strebt. Mit Hilfe dieses Satzes beweist Herr Cara-
théodory vor allem: by @ sei ein einfach zusammenhdngendes Gebiet,
P (w=w,) esn Randpunkt von G, w = f(z) bilde {2z, <1 auf G ab. Gibt
es dann einen Kreis K, der den Punkt P mit dem Rande von G ge-
meinsam hat und dessen Inneres ganz G angehort, und ferner einen Kreis K, ,
der glezchfalls den Punkt P mit dem Rande von G gemetnsam hat und
sonst ganz auﬂerkalb von G verlduft, so gibt "es einen Punkt z, auf
|z =1, so daf Zlgrlef( )=1w, tst, wenn z— z, tm Winkelraum gegen

w; konvergiert, und f(z) in 2z, eine im Winkelraum gebildete Ableitung
besitzt. Ferner konvergiert f'(z)— f'(z,), wenn z — 2, ,im Winkelraum*
strebt. In einer etwas spiter erschienenen Arbeit leitet Herr Valiron'*) einen
allgemeineren Satz iiber die Existenz der endlichen Winkelderivierten her,
bei dem an die Stelle des von ,innen berithrenden* Kreises K, des Cara-
théodoryschen Satzes Kurven allgemeineren Charakters treten, die im ,Be-
rithrungspunkte P keine endliche Kriimmung mehr besitzen. -

In der vorliegenden Abhandlung beschiftigen wir uns, wie gesagt, mit
der Frage nach dem Verhalten des Differenzenquotienten (2) bei allseitiger
Anniherung von w anw w, und beschrinken uns daher nur auf Punkte,

10) In dieser Form wurde dieser Satz zum ersten Male explizite formuliert und
bewiesen von Herrn Carathéodory in seiner Arbeit: Uber Winkelderivierten von be-
schrankten analytischen Funktionen, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1929,
8. 39—54 und unabhingig und nahezu gleichzeitig von den Herren Landau und
Valiron mit einem iiberraschend einfachen Beweis in der gemeinsam verdffentlichten
Note: A deduction from Schwarz’s lemma, Journal of the. London Math. Society 4,
March 1929, pp. 162—163. Wie ich durch eine freundliche Mitteilung von Herrn Prof.
Landau erfubr, findet sich dieser Satz implizite in einer bereits 1926 erschienenen
C.R.-Note (188, 8. 500—502) von Heérrn J. Wolff, in der Herr Wolff einen etwas
anderen Satz herleitet, namlich: Aus f(z) regulir und absolut <1 fiir [2]<1 und
f(z)—2+01in 2| <1, folgt die Existenz eines einzigen Randpunktes z = «, in dem
a~——~——~; f (:) und f'(2) fir z— « ,im Winkelraum® gegen einen und denselben endlichen
und positiven Grenzwert konvergieren. Doch enthilt Nr. 1 bis 5 seiner Note, in denen
er noch nicht vor der speziellen Annahme f(z)—z=%0 in {z|<1 Gebrauch ma,cht
genau den Beweis des obigen Satzes.

13 G. Valiron, Sur un théoréme de Juha étendant le lemme de Schwarz, Bullet.
des Sciences mathem. 1929.
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die auf freien Jordanbogen des Randes liegen. Wir diirfen dann weiter
annehmen (vgl. Hilfssatz 4 in Nr. 6), da8 der Rand von @ eine geschlossene
Jordankurve ist. Nur in einem Anhang zu dieser Arbeit geben wir kurz
eine Verailgemeinerung der eben erwihnten Resultate iiber die Winkel-
derivierte der Herren Carathéodory und Valiron an in einem Umfange,
wie sie die einfache Anwendung der iiber die allseitig gebildete Ableitung :
hergeleiteten Ergebnisse zu formulieren gestattet. —

Bei unserer Untersuchung gehen wir folgendermaB8en vor: Unter einer
. geeigneten Annahme iiber die Struktur der Randkurve in der Umgebung
von P 1afit sich das Verhalten des langs C gebildeten Differenzenquotienten (2)
durch das Verhalten geeigneter in jedem festen Winkelraum gebildeter Diffe-
renzenquotienten (2) charakterisieren. Um diese Bedingung zu formulieren,
fiihren wir eine neue Begrifishildung ein, nimlich die sog. Unbewallthests-
funktion 4(¢) der Kurve € im Punkte P. Darunter verstechen wir fol-
gendes: Es sei ¢ ein beliebiger Teilbogen von C, der P als inneren Punkt
enthilt. Wir beschreiben dann um P den Kreis &, mit so kleinem Radius ¢,
daB k, nur den Bogen ¢ trifft, nicht aber den iibrigen Teil der Kurve C,
P, und P, seien die beiden ,letzten“ Schnittpunkte von %k, mit ¢, die man
bei der Durchlaufung von ¢ von P aus nach beiden Seiten antrifft. 4 (e)
ist dann der Radius der kleinsten abgeschlossenen Kreisscheibe, die beide
Bogen PP, und PP, von ¢ enthilt. Die Unbewalltheitsfunktion 4 (e)
braucht nur fiir hinreichend klesne Werte von ¢ definiert zu sein und ist
im folgenden Sinne unabhéngig vom Bogen c¢: ersetzt man ¢ durch einen
groBeren ¢ umfassenden oder einen kleineren in ¢ enthaltenen Bogen (der
gleichfalls P als inneren Punkt enthilt), so hat 4(¢) fiir hinreichend kleines &
immer denselben Wert, unabhéngig davon, welcher Bogen zur Definition

zugrunde gelegt wird. Die oben genannte Bedinging besteht nun darin,

da wir verlangen, der Quotient 4—(—;-)—, der ja seiner Definition nach >1

ist, soll nach oben beschrénkt sein oder, wie wir sagen wollen, C soll in P
nltnear unbewallt“ sein. Die dieser Bedingung zugrunde gelegte anschau-
liche Vorstellung ist die, da die Kurve C in der Umgebung des Punktes P
keine allzu starken ,Schwankungen“ macht. Es stellt sich nimlich heraus,
daB8 notwendig dafiir, da der Differenzenquotient (2) zwischen zwei posi-
tiven Schranken bleibt bzw. einem Grenzwert zustrebt, ist, daB 4(e) =0 (e)

baw. 11%4—(;2 =1%) gilt. Da es uns nun vor allem auf die Frage nach

- der Beschrinktheit bzw. der Konvergenz des Differenzenquotienten (2)
ankommt, sefzen wir nun von wvornherein das Besichen der Relation

%) Wir benutzen das von Herrn Ostrowski eingefiihrte Symbol { bzw. |, um
das monotone Zunehmen bzw. Abnehmen zum Ausdruck zu bringen.
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4 (&) = O (¢) voraus. Unter dieser Annahme leiten wir nun den folgenden
Satz her, der das fiir uns wichtigste Hilfsmittel zur Untersuchung der
allseitig genommenen Ableitung darstellt (Satz 1 und 2):

Die Hauptungleichungen. W bezeichne einen wvon zwes von w,
ausgehenden Strahlen gebildeten Winkelraum der Offnung 2y, <1, der
in der Umgebung von w, ganz in G liegt. Dann gibt es zwes Konslanten
M und M', sowie zu jedem hinreichend nahe bei w, gelegenen w auf C
2wei Zahlen R, R', die mit w—w, gegen O konvergieren, so daf fir
alle Punkte c,c’ in W im Abstande R bzw. R’ von w, ‘

lg(e)—@(w)]| - |@(w)—@(w)] rlw(c’) ~ g (w)] -
M ic—WI”’ = Ju—w[F =M Ic’—wll’/’

gilt. Die Konstanten M, M hingen wesentlich von 7, x = hm ( )

ab. Sie konnen von w abhdngig gemacht werden und lconvergzeren dann

mit w—w, gegen —%—cos*(';”) bew. *7 ——,
xT cos’(-':?’ )

Der etwas komplizierte Beweis dieses Satzes, dem der § 4 dieser Arbeit
gewidmet ist, beruht auf einer konsequenten  mehrmaligen Anwendung des .
bereits oben erwihnten Lownerschen Satzes (Satz A, § 1), und erfordert
eine Reihe von Hilfsséitzen, die wir zu einem Teil im § 1 (Hilfssétze 1 bis 3)
und zum andern Teil im § 2 (Hilfssiitze 6 bis 9) herleiten. Diese Hilfs-
sitze sind, wie wir glauben, auch unabhingig von diesem Zusammenhange -
von Interesse; sie liefern genauere Abschitzungen fiir die Bildlinge eines
Randbogens bei konformer Abbildung unter verschiedenen Annahmen iiber
die Normierung der Abbildungsfunktion.

Aus diesem Satze leitet man ohne Schmengkelt den folgenden Satz
(Satz 3) ab: Existiert der Grenzwert von (2), wenn w— w, .ldngs einer
in w, mindenden Kurve L in G sirebt, die O nicht beriihrt, so ist not-

wendtg und hinreichend, damit (2) bes allsesiiger Anndherung von w an w,

A(a)

. einen Grenzwert besitzt, daf —1 konvergiert (d. h. C in P, wie

wir sagen werden, ,reguldr unbewallt“ i8t).

Es geniigt somit, das Verhalten des Differenzenquotienten (2) lings
einer beliebigen in w, miindenden und die Kurve in (' nicht beriihrenden
Kurve L zu kennen, um — unter den Annahmen 4(e)=0(e) bzw.
. lim 4(s) _
ey 0 &
quotienten (2) Riickschliisse zichen zu konnen.

Um nun das Verhalten des Differenzenquotienten (2) bei der An-
naherung lings solcher Kurven L zu untersuchen, filhren wir die soge-
nannten Vergleschskurven ein. Wir verstehen unter einer snmeren resp.

1 — auf das Verhalten des allseitig genommenen Differenzen-
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duperen Vergleichskurve ©, bzw. €, von C in P eine geschlosserie Jordan-
kurve, die -den Punkt P mit C' gemeinsam hat und sonst nirgends auBler-
halb bzw. nirgends innerhalb von C verliuft und im letzten Falle das
Innere von C enthilt. Die in der oben genannten Abhandlung von Herrn
" Carathéodory benutzten Kreise und die allgemeineren Kurven von Herrn
Valiron konnen als solche Vergleichskurven auigefalt werden.

Es seien @ und @, allgemein zwei von ‘den geschlossenen Jordan-
kurven ¢ und C, begrenzte Gebiete, von denen das eine bis auf den ge-
meinsamen Randpunkt P im Innern des andern enthalten ist und die
‘beide in P eine Ecke (nicht notwendig von derselben Offnung) besitzen.
Bildet man G und G, beide Male auf das Innere des Einheitskreises ab
und bildet mit jeder Abbildungsfunktion den in einem festen Winkelraum
genommenen Differenzenquotienten (2), so besteht zwischen den absoluten
Betréigen dieser Ausdriicke eine gewisse eigen'tiimliche'Monotonierelation,
wie man sie dhnlich vom Schwarzschen Lemma und seiner Verallgemeinerung,
dem- Lindelofschen Prinzip, her kennt. Man kann sie. etwas unprazise
dahin formulieren; da der Differenzenquotient fiir das groSere Gebiet im
wesentlichen gréfer ist. (Die Ungleichung gilt also in der entgegengesetzten
Richtung wie beim Lindelfschen Prinzip; Naheres siche § 6.) Somit ist
es also klar, daf wir Schranken fiir den allseitig gebildeten Differenzen-
quotienten (2) finden konnen, wenn wir geeignete Vergleichskurven kon-
struieren. ‘Auf die Beschrinktheit des Differenzenquotienten nach oben
und unten kommt .es. zunichst vor allem an. Unter den im folgenden

zu machenden Annahmen werden wir dann die Existenz des- lim q’—(ﬂ:”—(—%}
verhéltnismaBig leicht nachweisen kénnen. e (w—w)
~ Die Bedingung, die wir zur Kennzeichnung 'des Verhaltens des
Differenzenquotienten (2) benutzen, besteht also, wie wir zusammenfassend
sagen konnen, aus zwei ,Komponenten“, die nach zwei wesentlich ver-
schiedenen Richtungen dem Verhalten der Kurve in der Nachbarschaft
von P Rechnung tragen: 1. aus der Bedingung iiber die Unbewallt-
heitsfunktion, welche die innere Struktur von C in der Umgebung von P
charakterisiert und 2. aus der Annahme der Existenz geeigneter Vergleichs-
kurven, eine Bedingung, die sich mehr auf den ,duBeren“ Verlauf von C
in der Umgebung von P bezieht. Nach dem Obigen erscheint es wohl
auch verstindlich, daB es fiir Untersuchungen iiber die Winkelderivierten
nur auf die zweite Bedingung ankommt (vgl. die.oben genannten Sitze -
der Herren Carathéodory und Valiron). h
Die Konstruktion von Vergleichskurven fiihren wir nun am Anfang
des zweiten Kapitels durch, wo wir den Hauptsatz iiber die konformen
Ecken herleiten. Eine genauere . Analyse der Bedingung 4(&) = O(e)
zeigt, daB diese Bedingung damit dquivalent ist, .daB gewisse ausgezeichnete
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Parameterdarstellungen der Kurve C: w=w(t), —T<t< T existieren,
und zwar folgender Art: Entspricht dem Scheitelpunkt P der Ecke der
Parameterwert ¢ =0, so gibt es zwei positive Konstanten ¢, und C,, so
daB fiir alle ¢ im betrachteten Intervall

(3) _0<01§_’£(‘_):;_w’§01
gilt. Wir bezeichnen dann ¢ als einen ,,metrz'schen Parameter*. Zwischen

( ) » und dem Quotlenten 7 der GroBen L = hm [w(8)~w(0)]

dem hm 7] -
lw(t) w(0)]
t]

= hm besteht ein enger Zusammenhang. Des weiteren

>0 4(e)

ist die Bedingung hm sae=1 damit dquivalent, da es einen metrischen

Parameter ¢ gibt, fur den iiber (3) hmaus auch noch der hm \ﬂL)%w—(O—)[
existiert und positiv ist. ' S
‘ Wir nehmen nun an, die Kurve C' sei in einer solchen Parameter-
darstellung durch einen metrischen Parameter gegeben; y_, y  seien die
beiden in P zusammenstoenden Kurveniste von C, welche die Ecke der
Ofinung =+ in P bilden, ¢_, ¢, die Halbtangenten an y_ baw. y,
in P; &£(t) bezeichne den Abstand des Punktes w(¢) auf y_ baw. y,
von der entsprechenden Halbtangente. Es sei Z(¢) eine ,monotone Ma-
jorante* von &(t), d. h. eine monotone mit |¢| ] O selber monoton gegen 0
abnehmende Funktion, fiir die £(¢) < Z(¢) ist. Z. B. kann Z(t) = £%(¢)
gesetzt werden, wo \ ’
Max &(6), t>0,

* 0<ost
=] bax £(e), t<0,
0>0 2t
ist; &%(¢) ist die ,kleinste“ derartige monotone Majorante.

Wir erldutern nun kurz die Konstruktion der Vergleichskurven fiir
den Fall der Ecke der Ofinung z (r=1), da wir alles auf diesen Fall
vermittelst der Transformation u = (w — w, )" reduzieren kénnen und es
somit nur auf diesen Fall ankommt.

Wir setzen voraus, daB das Integral IE (?) at, =0, konvergiert.

Unter diesen Annahmen kénnen wir zwei -im Emheltskrelse |z] <1 regulare
Funktionen w = F(z), w = F,(z) konstruieren, die |2| <1 auf das Innere
von geschlossenen Jordankurven abbilden, von denén die eine innere, die
andere duBere Vergleichskurve von C in P (w = w,) ist. Ferner besitzen
F(z), F,(z) im Punkte z=1, den sie in w=w, iiberfiihren, im
Winkelraum gebildete Ableitungen. So gewinnen wir zuniichst Schranken
“fiir den im Winkelraum gebildeten und hieraus dann nach den Haupt-
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ungleichungen auch fiir den allseitig genommenen Differenzenquotienten (2).
Fiir diese Konstruktion der Vergleichskurven brauchen wir einen Hilfssatz
(Hilfssatz 12, § 8), der zu jeder mit |¢} | 0 monoton gegen 0 abnehmenden
Funktion X (#) eine andere monotone (und iibrigens stetig differenzierbare)
Funktion V(¢) von #éhnlichem Charakter zuordnet, die schwdcher als X(t)
gegen 0 konvergiert, dariiber hinaus aber gewisse weitere Eigenschaften
besitzt (es konvergiert ein gewisses im folgenden benutztes Integral, das
Integral (8, 2)). 'Dieser Satz hingt mit dem bekannten Reihensatze zu-
sammen, daB es zu jeder Reihe mit positiven Gliedern eine schwicher
konvergierende Reihe mit positiven Gliedern gibt; die hier verwendeten
Uberlegungen liegen aber wesentlich tiefer. _
- Nachdem das Vorhandensein einer konformen Ecke in ‘P bewiesen

ist, folgt — im wesentlichen unter Zuhilfenahme eines potentialtheoretischen
Hilfssatzes (Hilfssatz 14), den wir zu diesem Zwecke herleiten — leicht

auch die Existens des lim T_L“Lﬂll”n_
wrw  (w—w, )"

an w, lings einer spezlellen Kurve und dann unter Hinzunahme der Be-

( )
die Bewelsmethode dieses Hilfssatzes einen neuen Beweis des oben zitierten -

Satzes a) iiber die Existenz -des 11_1}11 1= f (z) bei einer im Einheitskreise

reguléren und beschriinkten Funktion f( z) fur |2] <1 im Winkelraunr, —
So erhalten wir das folgende Resultat (Satz 7):

Hauptsatz iiber konforme Ecken: Hat die geschlossene Jordan-
kurve C in P eine Ecke der Offnung nt (0 <t < 2), dst ferner C in P
linear unbewalll (d 'R A(e) = 0 (¢)) und st schlzeﬁlwh das mit der oben

zunéchst bei Annéherung von w

. dingung —1_auch bei allseitiger Annaherung — Ubrigens gestattet

definierten Funktion &* (1) gebildete Integral f £ (t)_dt, w0z0, Iconvergent
8o hat C in P etne konforme Ecke. ’ 4
Ist dariiber hinaus C in P regulir unbewallt (d £ hm i’) )

80 ‘existiert sogar [fir die Abbzldungsfunlctzon z2=¢(w ) des Inneren

von O auf das Innere des Einhestskreises der lm e(w)=o(®) 4, all-
wrwy  (w—w )V

sestiger Anndherung und ist von 0 und co verschieden.

Diesem, S8atz konnen wir eine Erginzung beifiigen, die zelgt, dafl die
Bedingung dieses Satzes, was die GréB8enordnung von £(2) betrifft, nicht
verbessert werden kann. Wir beweisen niimlich (Satz 8), daB, wenn die
Kurve C in der Umgebung des Punktes P ganz inmerhualb eines der beiden
von den Halblangenten t_ und t, in P gebildeten Winkelrdume verlduft
und wenn ferner £(t) monoton, also &*(t) = &£(t) ist, notwendig aus der
Voraussetzung der konformen Ecke die Existenz eines melrischen Para-
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meters o und die Konvergenz des Integrals f&,( ) de folgt. (&X(o) ist die

Funktion £*(2) als Funktion von o au.t'gefaBt)

Von dem Standpunkt der oben erwihnten Frage nach der , Gluite“
des durch die konforme Abbildung gelieferten Parameters, kénnen wir
das im Hauptsatze gewonnene - Resultat auch folgendermafen formu-
lieren: Ist ¢ ein metrischer Parameter in w=w,, fiir den das Integral

JE () 44 existiert, so ist auch ¢ = -|#{"sgn & ein metrischer Parameter

von ¢ in w=w,, fiir den gleichfalls das Integral fsl (o)da, w'z0

(&¥ (o) = &% () gesetat) konverglert In diesem Smne kann. man also
behaupten, da8 der konforme Parameter mit der ,beste“ ist. Vgl. auch Satz 12.

Wenn auch der Beweis des Satzes 7 etwas kompliziert erscheint, so
liegt dies zum Teil daran, daB wir im Hinblick auf die weiteren.Anwen-
dungen dieses Satzes die Art der Abhdngigkest der fiir denm Differenzen-
quotienten (2) hergeleiteten Schranken von der Kurve C ermitteln wollen.
Dies zwang uns, beim Beweise in weit hoherem Mafe, als es scnst nétig
gewesen wire, auf quantitative Uberlegungen einzugehen. Ferner haben
wir auch an geeigneten Stellen des Beweises in Fulnoten Bemerkungen
angefiigt, deren Zweck es ist, diese Abhingigkeit herauszuarbeiten. Das
Ergebnis haben wir dann im Zusatze zu Satz 7 zusammengefafit. Die
Schranken hingen natiirlich einmal von den die Kurve C in der Um-
gebung von P charakterisierenden GroB8en, weiter von der Normierung der
Abbildungsfunktion z = ¢ (w) (d. h. davon, welcher Punkt bei der Ab-
bildung in den Nullpunkt iibergefiihrt wird) und schlielich anch von der
Gesamtausdehnung der Kurve C ab. —

Der iibrige Teil des zweiten Kapitels (§§ 10, 11) bringt Anwendungen
des Satzes 7. Das wichtigste Ergebnis des § 10 ist der Satz 10. Dort wird
-unter der Annahme, daBl die Kurve C lings eines Bogens ¢ stetig sich
drehende Tangente besitzt, und daf ferner, jalls der Bogen ¢ unier Zu-
grundelegung der Bogenlinge s als Parameter durch die Gleichung w = w(s),

3 .
0 < 8 £ a, dargestellt wird, das Integral f! ﬂfﬂ%:—”i(—sl do in jedem
’ 4]

Intervall der Form 0 < ¢ <8 < p < a glescchmdfig konvergiert, bewiesen,
daf ¢'(w) auf dem (offenen) Bogen c existiert, stetig und von 0 ver-
schieden ist. Zum Beweise dieses Satzes zeigen wir zuerst, daB ¢’(w)
auf ¢ existiert und zwischen zwei positiven Schranken liegt, und leiten
erst dann die Stetigkeit von ¢’(w) her. Fiir spitere Anwendungen, bei
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denen der Satz nicht nur auf eine einzige feste Kurve, sondern auf eine
Schar von Kurven C mit gemeinsamen fiir diese Schar charakteristischen
Eigenschaften angewandt werden soll, haben wir den Beweis des Satzes
von vornherein so angelégt, daB wir diese Schranken in ihrer Abhiingigkeit
von diesen Eigenschaften der Kurve C bestimmen. Dies macht natiirlich
den Beweis etwas umstindlicher, als er es sonst wire. Ferner haben wir
an geeigneten Stellen des Beweises in Fullnoten Bemerkungen hinzugefiigt,
die diese Abhangigkeit heransarbeiten sollen und das Ergebnis im Zusatz 1
zum Satz 10 formuliert. Ein weiterer Zusatz (iiber die ,Stetigkeitsfunktion® -
von f'(z) — f(z) ist die zu z= @ (w) inverse Funktion — s. Nr. 98) soll
gleichfalls bei spiteren Uberlegungen verwertet werden. Da die erwihnten
Anwendungen des Satzes 10 erst in der zweiten Mitteilung angegeben
werden sollen, konnen alle diese auf die ,GleichmifBigkeit“ beziiglichen .
Bemerkungen auch zunichst iiberschlagen werden.

Im § 11 untersuchen wir Kurven C mit einer Ecke in einem ihrer
Punkte P, die von zwei in P zusammenstoBenden Kurvenzweigen mit
stetiger Tangente gebildet ist. Wir charakterisieren die Anderung des
Tangentenwinkels in der Umgebung des Punktes P durch die Angabe
einer allgemeinen Lipschitzbedingung: bildet die (etwa im Sinne wachsen-
der s gerichtete) Tangente im Punkt P(s) mit der positiven reellen Achse
den Winkel 6(s), wobei s die von P aus gezihlte Bogenlinge bedeutet
(—d £8<6) und haben die Halbtangenten in P die Richtungswinkel 6 _
und 0, so moge
(4) 6(s) =0, |Sw(s), [0(s) —0_|<w(fs])

§>0 8<0
sein, wo w(o) eine fiir 6 | 0 monoton nach 0 abnehmende stetige Funktion
von ¢ ist, 0 <o < 4. Wir bezeichnen w(o¢) als den ,Lipschitzschen
Modul“ von 6(s) in s =0. Wir fassen alle geschlossenen Jordankurven,
deren Tangentenwinkel 6(s) als Funktion der Bogenlinge s in einer von
zwei Kurvendsten mit stetiger Tangente gebildeten Ecke P(s =0) der
Lipschitzschen Bedingung (4) geniigen, zu einer Klasse L (w (o)) zusammen.
Dann gilt der Satz (Satz 11): Hinreichend und notwendig dafir, daf alle
Kurven der Klasse L {w (c)) ¢n dem betrachieten Punkie P eine konforme

. &
Ecke besttzen, ist, daf3 das Integral f‘féﬂ do konvergiert.

0
Hat C lings emes Bogens ¢ durchweg sich stetig drehende Tangente
und gibt es einen Lipschitzschen Modul w(s) mit konvergentem Integral
L]

J‘“_’.l(’f—) do, so daB durchweg auf diesem Bogen
p v .
10(s) —8(s,) | S 0 (]s —5,))
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gilt, so ist @’(w) lings dieses Bogens stetig und von O verschieden. Indem
man o (o) spezialisiert erhilt man weitere spezielle Kriterien. So ergibt
sich fir w(o)=Ko* 0 <a<1, (K Konstante) der Teil des eingangs
genannten Satzes von Kellogg (fiir n =1), der -die Stetigkeit von ¢'(w)

und ~—— P behauptet. Aber auch das Bestehen der Lipachitzbedingung fiir

@ (w) und laBt sich dann — untet Zuhilfenahme eines Satzes von

Herm 1. analoff iiber konJuglerte Potentialfunktionen — leicht herleiten. —

Im einzelnen ist die Arbeit folgendermaflen angeordnet. Das erste
Kapitel, in dem wir die Hauptungleichungen herleiten und aus ihnen ver-
schiedene Folgerungen ziehen, umfaBt die Paragraphen 1 bis 6. In den Para-
graphen 1 und 2 leiten wirim Wesentlichén die Hilfssétze her, die wir zum Beweise
der Hauptungleichungen im § 4 brauchen. Wir gehen im § 1 von dem Léwner-
schen Satze aus (Nr. 1), besprechen einige Folgerungen und Anwendungen
(Siitze A, B, C) und sodann drei Hilfssitze (die Hilfssitze 1 bis 3), die
wir fir den Beweis der Hauptungleichungen brauchen. Dagegen werden
die dort weiter folgenden Hilfssitze 4 und 5 erst spéter (§9) benutzt.
§ 2 enthilt die Hilfssitze 6 bis 9, die nur in § 4 gebraucht werden. Der
§ 3 ist vor allem der Diskussion der Unbewalltheitsfunktion gewidmet und
bereitet im iibrigen alle im folgenden zu benutzenden geometrischen Hilfs-
mittel vor. Die Begriffe der ,Richtungsfunktion® und des ,metrischen
Parameters werden erst im zweiten Kapitel gebraucht. §4 enthilt die
Formulietung und den Beweis der Hauptungleichungen, § 5 weitere An-
wendungen, deren wichtigste der oben genannte Satz 3 is.. Im § 6 fiihren
wir die Vergleichskurven ein und leiten den Zusammenhang zwischen dem
Differenzenquotienten (2) der Abbildungsfunktion von G und gewissen Diffe-
renzenquotienten der Abbildungsfunktion des Innern der Vergleichskurven auf
den Einheitskreis ab. Daraus ziehen wir dann einige Folgerungen, unter denen
wir den Satz 5 hervorheben méchten, der den Zusammenhang der ,gene-
ralisierten konformen“ Ecke mit der ,konformen“ Ecke klirt. )

Das zweite Kapitel enthdlt den Hauptsatz iiber konforme Ecken und -
Anwendungen. Es umfafit die Paragraphen 7bis11. Im § 7 wird der Hauptsatz
-formuliert und daran werden drei Vorbemerkungen angeschlossen. Imn § 8 leiten
wir drei Hilfssdtze her, die zum Beweise des Hauptsatzes, der im § 9 durch-
gefiihrt wird, benétigt werden. Am Sculusse von § 9 leiten wir den Satz 8
(s. oben) her, der fiir eine spezielle Klasse von Kurven die Umkehrung des
Satzes 7 darstellt. § 10 enthilt Anwendungen des Satzes 7 auf rektifizierbare
Kurven und § 11 auf Kurven mit stetigér Tangente, bei denen das Verhalten
der Tangente durch eine allgemeine Lipschitz-Bedingung charakterisiert wird..

SchlieBlich geheg wir in einem Anhang kurz auf eine nahehegende'
Verallgemelqerung,,der Sitze der Herren Carathéodory und Valiron iiber
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die Existenz einer endlichen und von 0 verschiedenen im Winkelraum ge-
nommenen Ableitung ein %),

13) Nachdem ich die Redaktion dieser Arbeit bereits abgeschlossen hatte, erschien
die Abhandiung von Herrn L. Ahlfors, Untersuchungen zur Theorie der konformen Ab-
bildung und der ganzen Funktionen, Acta socievatis scientiarum Fennicae, Nova
series A, 1, Nr, 9 (1930), 8. 1—40, die in ihren Resultaten mit einem Teile dieser
Arbeit enge Berithrungspunkte aufweist. Herr Ahlfors befaBt sich dort mit der Frage
nach der ,im Winkelraum® gebildeten Ableitung in einem Randpunkte. Er geht von
einem anderen Gesichtspunkt aus als wir, indem er zur Charakterisierung des Randes
in der Umgebung des betrachteten Randpunktes eine etwas andere Bedingung als wir
benutzt, und gelangt zu einem schiirferen Resultat iiber die Existenz der Winkel-
ableitung, als wir es unter Benutzung unserer Ergebnisse iiber die allseitige Ableitung
im Anhang formulieren konnten. Man kionnte aber auch sein Resultat beim Beweise
unseres Satzes 7 verwenden. Dieser Beweis besteht, wie oben ausgefiihrt, darin, daB
wir zun#chst vermittels der ,Hauptungleichungen“ das Verhalten des allseitig ge-
bildeten Differenzenquotienten in einem Randpunkte auf dasjenige des im Winkel-
raum gebildeten reduzieren und sodann die Beschrinktheit dieses Differenzenquotienten
beweisen. Dieser letzte Teil des Beweises — der im wesentlichen anf der Konstruktion
der Vergleichskurven beruht — lieBe sich nun auch durch das Ahlforssche Resnltat iiber
die Existenz der Winkelableitung ersetzen. Mit seinem schirfsten Ergebnis (Satz II,
8. 36) konnte man unseren Satz 7 sogar etwas verschirfen. Im iibrigen enthalt aber
seine Arbeit keines der in unserer Arbeit selbst formulierten Resultate, die sich ja
alle auf die allseilige Ableitung beziehen. Seine Methode ist von der unseren wesent-
lich verschieden, wenn auch die Grundidee seines Beweises seines Satzes IT (8. 36)
auch in der Konstruktion eines geeigneten ,Vergleichsgebietes“ besteht.

Anmerkung bei der Korrektur. Wihrend des Druckes der vorliegenden
Abhandlung erschienen die folgenden Arbeiten, die mit dieser vielfach Berithrungs-
punkte gemeinsam haben: 1. P. Bessonoff et M. Lawrientieff, Sur Pexistance de la
dérivée limite, Bull. de la soc. math. de France 58 (1930), p. 175—198. Dort wird
vor allem ein Spezialfall unseres Satzes 7 bewiesen (némlich &*(f)=¢¢'*%, «, ¢
positive Konstanten, 0 <« < 1). Der Beweis weist, sowohl was die Verwendung des
Lowner-Montelschen Satzes als auch die Heranziehung von ,Vergleichskurven® an-
betrifft, sehr enge Bertihrungspunkte mit dem unsrigen auf, ist aber einfacher
als dieser, da er fiir den Spezialfall direkt zugeschnitten ist. 2. J. Wolff, Comptes
rendus 191 (1980,), p. 921—923, wo die Ableitung der Abbildungsfunktion bei
Kurven untersucht wird, die in dem betrachteten Punkt P eine Tangente ¢ haben
und in seiner Umgebung in Polarkoordinaten (7, ¢) — ¢ Winkel des Radiusvektors r
gegen ¢, P sein Scheitelpunkt — durch r=17r(p) mit monotonem r(p) gegeben sind,
die aber insbesondere dort ganz auf einer Seite von ¢ verlanfen. Es wird 1. gezeigt,
daB die Abbildungsfunktion in P stets eine allseitige Ableitung hat (oo zugelassen),
und 2. wird eine notwendxge und hinreichende Bedingung fiir die Endhchkelt der

*
Ableitung angegeben, die mit der unseres Satzes 7 (Konvergenz von JE (¢ )dt>

fir diese speziellen Kurven iquivalent ist. 2. ist in unserem Satzesystegn 7, 8 ent-
halten, 1. kann mit der Beweismethode von Satz 8 unter Zuhilfenahme der Haupt-
ungleichungen erhalten werden. Die Wolffschen Beweise . sind besonders einf&c}i.
3. W. Seidel, Uber die Rinderzuordnung bei konformen Abbildungen, Math. An-
nalen 104 (1931), S. 183—243. Dort wird neben der Abbildung von speziellen

(X‘"’O!&setiung der ¥ ":; te %) suf nichater Seite.)
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Die Anregung zu dieser Arbeit sowie viele wertvolle Ratschlige so-
wohl bei der allmihlichen Herausarbeitung der Fragestellungen als auch
bei der Durchfiibrung sowie bei ihrer endgiiltigen Darstellung verdanke
ich Herrn Professor Ostrowski. So geht unter anderem insbesondere die
Formulierung der im folgenden neu eingefithrten geometrischen Begriffs-
bildungen (vgl. auch das Verzeichnis am Schlusse der Einleitung), so die
des Kurvenelements, der Unbewalltheitsfunktion, des metrischen Parameters
u. a. teils auf miindliche Besprechungen mit ihm und teils auf seine Vor-
lesungen zuriick. Es sel mir gestattet, Herrn Professor Ostrowski fiir das
stete freundliche Interesse, mit dem er den Fortgang meiner Arbeit sowie
‘meiner -bisherigen Studien iiberhaupt unterstiitzte und férderte, meinen
herzlichsten und aufrichtigsten Dank auszusprechen. — Ferner danke ich
der philosophischen Fakultit der Universitdt Basel fiir einen mir freund-
lichst gewihrten ZuschuB zu den Verdffentlichungskosten der Arbeit.

Verzelchnls der im folgenden eingefiihrten Begriffshildungen.
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Gebietsklassen auch das Randverhalten der Ableitungen der Abbildungsfunktion

w=[f(z) von |z|<1 auf das Innere von geschlossenen Jordankurven C unter-

sucht. Zu unserem Gegenstand stehen vor allem die Siitze 18 bis 20 in Beziehung,

wo unter der Annabme, daB C durchweg ,beschrinkte Kriimmung® hat (der

Tangentenwinkel 6 (s) geniigt einer Lipschitzbedingung), die Totalstetigkeit von

f’(2) und ferner die Existenz fir fast alle ¢ von li;l; f7(re'?) und die die
) r

Integrabilitit von |f”(e'?) # fiir jedes p>0 bewiesen wird. Vgl. hierzu unsere
Siitze 10, 12, — Ferner mdchten wir auf die kiirzlich erschienenen Arbeiten von
0. D. Kellogg, On the derivatives of harmonic functions on the boundary, Trans-
actions of the American Math. Soc. 33 (1931), p. 486510, J. Schauder, Potential-
theoretische Untersuchungen I, Math. Zeitschr. 33 (1931), 8, 602 —640, und L. Lichten-
stein, Uber einige Hilfssiitze der Potentialtheorie IV, Siichsische Berichte 82 (1930),
-8.265—344, hinweisen, wo sich weitere Untersuchungen iiber die Ableitungen von
(rdumlichen) Potentialfunktionen am Rande befinden.
Mathematische Zeitschrift. ‘85, . 22
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I. Kapitel.

Anwendungen des ‘Lownerschen Satzes. Herleitung der
Hauptungleichungen.

§ L
- Der Lownersche Satz. :

1. Ein bekannter von Herrn Lowner?¢) herrithrender Satz lautet:

Es sei f(z) in. |2| <1 reguldr und absolut. <1, es sei ferner
£(0)=0. Ferner besitze f(z) auf einem Bogen y won |z|=1 stetige
Randwerte vom Betrage 1. Dann wird durch f(z) dieser Bogen auf einen
_nicht kiirzeren abgebildet. Die Idnge von y bletbt nur erhalten, wenn
f(z) =e*"2z (z reell) ist.

Beweis. Durchlduft z den Bogen y in mathematisch positivem Sinne,
so durchlaufen sowohl f(z) als auch 7z ( ) ihre Bildbogen in mathematisch

positivem Sinne, da beide Funktionen in |2z| <1 regulir und absolut <1
sind und auf y stetige Randwerte vom Betrage 1 besitzen'®). Ferner ist

f() f()

are f(z) = arc z + arc:-—, und weil der Znwachs von arc’—— auf y nicht

negativ ist, ist der Zuwachs von arcf(z) auf y nicht klemer als die Liange

1) K, Lowner, Math. Annalen 89 (1923), B. 111f. Siche auch L. Bieberbach,
T.ehrbuch der Funktxonentheone Bd. 10, S. 124.

15y Ist y durch !z[;la“’}—l HSHIZ Py, J,— 3, < 2x dargestellt, so ist
Bf(z)= 1g]f(z)|+zo(z) in 0<p=]2|<1, 8, <& <, eindeutig reguldr, wenn fiir
8(z) in einem inneren Punkte dieses Kreissektors irgendeine Bestimmung gewihlt
wird und fiir alle anderen Werte 0(z) durch stetige Fortsetzung aus diesem festgelegt
wird. Nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gilt dann:

2lgif(z)| _28(x)
R D)

Da f(z) lings jedes inneren Teilbogens des Kreisbogens y nach dem Schwarzschen .
- Spiegelungsprinzip fortsetzbar ist, so gilt diese Gleichung auch noch auf einem solchen
Teilbogen: o=1, ) <HH<IZLI,<P. Wegen |f(z)|<1 fir |z|<1 ist fiir
0<|z| <1 weiter

gif(e!?) =g lfee’®)| _ _lg|f(ee'®)|

’ - 1-p 1-po

und daher fir g=|z| =1, 3] < $ < 9

>0, #{=9<59,,

=0,

o9

d. h. aber O(e") ist eine monoton wachsende Funktion von ¢#. Analoges gilt
)

, s
algIaZ(z)I =0 und somit auch 26(e7)
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von y (der Zuwachs von arcz). Soll er gleich der Linge von y sein, so

f(z)

muB notwendig -~ = konst. auf y und daher nach einem bekannten Satz

von Schwarz im Innern konstant sein, und zwar mufl wegen If—(z—z—l' =1
auf y f(z)=e'"z sein.

Konforme Abbildung liefert sofort eine etwas allgemeinere Formulie-
rung dieses Satzes:

G set etn von emer geschlossemen Jordankurve C begrenztes Gebiet
in der w-Ebene, w, set esn Punkt in G. Es sei ferner f(z) in |2| <1
reguldr, 1(0) = w,, und es moge der Wertevorrat von f(z) im Innern von
G liegen. f(z) moge viberdies auf einem gewissen (von f(z)) abhingigen
Bogen y, von |z| =1 stetige Randwerte besitzen und y, auf ein festes
(von f unabhdngiges) Bogenstick ¢ von C abbilden. w = F(z) bilde
l2| <1 so auf G ab, daf z =0 in w = w, ibergeht. Die zu F(z) inverse
Funktion z = @ (w) fikrt ¢ ¢n den Kreisbogen y, iiber.

Dann ist y; Syp, und das Gleickheitszeichen gilt nur, wenn
f= F(e'"z) tst (v reell).

Beweis. { = @ (w) bildet G auf den Einheitskreis einer {-Ebene so
ab, da w=w, in (=0 iibergeht. = P(f(2)) geniigt den Voraus-
setzungen des Lownerschen Satzes und bildet y, auf y, ab. Daher ist
¥, < 7y. Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn @ (f(z)) = e’z ist,
also f(z) = F(e'"2) ist.

2. Fiir das Weitere fiihren wir noch die folgende Sprechweise ein: Es
sei G ein von einer geschlossenen Jordankurve (' begrenztes Gebiet, a ein
Punkt in @. Wir bilden G so auf das Innere des Einheitskreises ab, da8
a in den Nullpunkt iibergeht. I sei eine Punktmenge auf C, die bei
dieser Abbildung auf eine meBbare Punktmenge M’ auf der Peripherie des
Einheitskreises abgebildet wird.” Dann nennen wir das Ma von I’ das
wkonforme Maf von I bes dieser Abbildung® — durch die es offenbar
esndeutig festgelegt ist — wund bezeichnen es mit mg .M oder auch mait
mg,, M. Ist M insbesondere ein Bogen -y von C, so ist auch M’ ein
Bogen y’ der Kreisperipherie und mg,,y ist die Linge von y’, die wir
auch als die ,konforme Linge von p“ bezeichnen wollen.

Wir formulieren nun den folgenden Spezialfall des obigen Satzes:

A. Es sef G ein von einer geschlossenen Jordankurve C begrenzles
Gebiet, G, ein Teilgebiet von G, das von einer Jordankurve O, begrenzt
wird, und es habe C einen Bogen ¢ mit C, gemeinsam. a sei ein in bes-
den Gebieten liegerder Punkt. Dann isi

M@,a€ = M@,,aC,

und das Gleichhestszeichen gilt nur dann, wenn C = C; st
’ 22%
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Hieraus ergibt sich sofort der folgende Satz:

B. Es seien @ und G, zwei von den Jordankurven C bzw. O, be-
grenzte Gebiete, und es moge C, ganz im Innern von G verlaufen bis auf
endlich oder unendlich viele Bogen ¢, (»=1,2,...), die C und C, mit-
einander gemeinsam haben. Die Gesamtheit der tibrigen Bigen won C
bzw. C, set mit S bzw. 8, bezeichnet. a sei esn im Innern von G und G,
liegender Punkt. Dann ist

Mg, a8; = Mg,a S,

und auch hier gilt das Gleichheitazqichen nur dann, wenn C = C, ist.

Denn es ist ja nach dem Satze A: mg,o ¢, = mg, 4 ¢, (Wobeimg s¢, =mg, aC,
nur dann gilt, wenn O = O, ist) und daher

Mg, a1 =27 — 3 Mg,a6y 2 27 — 3 mgz6, = ma,;S-

8. Es sei O eine geschlossene Jordankurve, § und f seien zwei echte
Teilbégen von C, und B enthalte §1%). P und @ seien die Endpunkte -
von f; der komplementire Bogen zu § werde mit o bezeichnet. Ferner
sei @ ein im Innern von C gelegener Punkt. Wir sagen dann, der Jordan-
bogen y , schirmt“ § von a ab, wenn y die Punkte P und @ miteinander
verbindet und mit « eine geschlossene Jordankurve I' bildet, die a in
ihrem Innern, B (bis eventuell auf seine Endpunkte) in ihrem AuSeren
enthilt. )

Dann gilt der folgende Satz: _ .

C. Es ser C eime geschlossene Jordankurve, a ein Punkt im Innern
von C, I?Q =« ein echter Teilbogen von C, B der komplemenidre Bogen
und B ein Teilbogen von B 16), Der Bogen y verbinde P und Q mitesnan-
der und moge dabei B von a abschirmen. Die von « und y gebildete ge-
schlossene Jordankurve set mit I' bezeichnet. Dann tst

mc,aﬁ L mray.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus dem Satze B,
wenn der Bogen y nicht auBerhalb von C verliuft, s. Fig. 1. Es ist ferner
auch noch sehr einfach, den Beweis fiir den Fall zu erbringen, daB y zwar
Punkte mit dem XuBeren von C gemeinsam hat, ‘aber doch so verliuft,
daB es moglich ist, eine die Bégen « und § als Teilbogen enthaltende ge-
schlossene Jordankurve C* zu finden, die sowohl das Innere von C als

- auch das von I" enthilt, s. Fig. 2%). Fiir die weitere Anwendung, die: wir
von diesem Satze machen miissen, wiirde es geniigen, den Satz fiir diesen

16) Insbesondere darf § mit § identisch sein.
%) Die Fig. 3 veranschaulicht eine Konfiguration, bei der diese Bedingungen
iiber d?n Bogen y offenbar in der schlichten Ebene nicht mehr erfiillt sind.
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zuletzt genannten Fall zu beweisen. Allein um nicht den Begriff des ,Ab-
schirmens“ unnétigerweise einzuschriinken; miissen wir den folgenden etwas
komplizierteren Weg, als es der oben erwihnte ist, einschlagen.

Fig. 1. Fig.2. Fig. 3.

Zunichst bemerken wir, daB es sicher Bogen von y gibt, die nicht zu
C gehoren. Denn der Bogen § von C liegt ja sicher auBerhalb von I
Wir bezeichnen die Gesamtheit dieser Bigen von y mit »*. Es sei nun
G* das groBte einfach zusammenhingende Gebiet, das dem Durchschnitt
des Innern von C und des Innern von I' angehort und zugleich den
Punkt ¢ im Innern enthilt. Nach einem Satze aus der Topologie der
Kurven?®) besteht der Rand von G* aus einer geschlossenen (sich aus
Bégen von C und y* zusammensetzenden) Jordankurve I'*. I'* enthalt
notwendig Bégen von y* und von C. Denn enthielte I'* keinen Bogen
von »* so hieBe dies doch offenbar, daB I'* nur aus Bégen besteht, die
simtlich (auch) zu C gehdren. Da nun aber C doppelpunktfrei ist, konn-
ten nur dann Teilbogen von C eine geschlossene Jordankurve I"* bilden,
wenn I'* = C wire, und dies ist unméglich,” weil der Bogen f sicher
auBerhalb von I'* liegt. Enthielte andererseits I"* keinen Bogen von C,
so miiBte I"* aus lauter Bogen von y bestehen. Teilbégen von y konnen
aber keine geschlossene Jordankurve bilden, da ja y als doppelpunktirei
und nicht geschlossen vorausgesetzt wurde.

Die beiden geschlossenen Jordankurven € und I'*, von denen I'*
nicht auBerhalb von C liegt, enthalten also beide ¢ im Innern und besitzen
gemeinsame Randbogen ohne miteinander identisch zu sein. Es bezeichne
nun § die Gesamtheit derjenigen Bogen von C, die nicht zu I'* gehoren,
und 2 die Gesamtheit der Bogen von I'*, die nicht zugleich C angehéren.
Unter den zuerst genannten befindet swh sicher §, die zuletzt erwihnten

18) Vgl. B.v. Kerékjért6, Vorlesungen iiber Topologie Bd. 1, Berlin 1923, 8. 87.
Dieser Satz lautet: Hs seien j; g .-, j, endlich viele einfache geschlossene Kurven
(Jordankurven), von denen je zwes einander tn wenigstens zwei Punkten treffen. . Der
Rand eines belicbigen von der Menge j, +jy+ ...+ j, bestimmien Qebietes besteht aus
einer einfachen geschlossenen Kurve. -
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sind simtlich im Bogen y enthalten. Dann ist nach Satz B:

mo,as g m]‘*’az
und daher auch wegen mc,,f < mg,q 8
(1: 1) 'ma,,,ﬁ g mI'*,aZ.

Nun betrachten wir I'* und I" und bemerken, daB I"* nicht auBerhalb
von I' liegt, sicher die Bogen 3 mit I" gemeinsam hat, und daB schlieBlich
beide Kurven g im Innern enthalten. Daher ist nach dem Satze A:

MI‘*,az g mI',az
u_nd somit wegen mr,, 2 < mr,y und wegen (1,1)
me,eB LMy, w. z, b. w.

4. Wir besprechen nunmehr zwei geometrische Konfigurationen, auf
die wir im folgenden unsere Sitze anwenden miissen. Unser Ziel wird
‘hierbei im wesentlichen sein, die folgende Aufgabe zu l6sen: Es sei C eine
geschlossene Jordankurve, y ein Bogen von C; wir suchen dann nach einer
Abschitzung fiir m,,y (bei beliebigem ¢ im Innern von C) nach oben
und unten. Unter Heranziehung von Kreisabbildungen werden wir nun
diese Frage in einem fiir unsere Zwecke hinreichendem Umfange beant-
worten kénnen.

Hilfssatz 1. Es sei C eine geschlossene Jordankurve in der w- Ebene,

k ein die Kurve C in mmdestena zwei Punkten durchsetzender Kreis,
o= PQ zrgendezn von zwer Schnittpunkten P und
Q von k und C begrenzier Bogen von C, der bis
ouf seine Endpunkie auferhalb von k wverlduft,
y der zu o komplementire Bogen wom C. Der
‘Kreisbogen ﬁb, der « zu einer geschlossenen, das
- Kreisinnere ¢m Innern enthaltenden Jordenkurve C,
ergdnzt, werde mit f bezeichnet. Es sei ferner ¢
ein dem Durchschnitt der Innengebiete von k und -
Fig. 4, C angehorender Punkt®), so daf also auch c tm

Innern von C, liegt. Schlieflich mige B ein Tesl-

.bogen des Bogens B, also’ auck der Kurve 0, sein, der durch den Bogen y

von C von ¢ abgeschirmt wird®) (s. Fig. 4). Dann ist

mk,cﬁ Smeey-

%) Offenbar gibt es einen solchen Punkt ¢, da ja k die Kurve C durch-
setzen soll. ]

%) Es entspricht also die Kurve C, der Kurve, die wir in der Definition des
Abschirmens mit C' bezeichnet haben, und die Kurve ¢ iibernimmt die Rolle der dort
mit I" bezeichneten Kurve. '
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Beweis, "Da der Bogen y von ' den Bogen j von C, von ¢ ab-
schirmt, ist nach Satz C

(1’2) ancﬁémﬁC',cV-

Nun ist aber das Innere des Kreises ¥ im Innern von C, enthalten, und
da der Bogen § beiden Kurven C, und k gemeinsam ist, so ist nach
Satz A: o ~

Mo < Mo, B

woraus in Verbindung mit (1,2) die Behauptung folgt.

Hilfssatz 2. Es se O esne geschlossene Jordankurve, k ein die
Kurve C in mindestens zwe: Punkten durch- -
setzender Kreis. Hs ses ferner o = Z;Q ern von
2wes Schnittpunkien von % und C begrenazter,
sonst auferhalb von k verlaufender Bogen von
C mit den folgenden weiteren Eigenschaften :
Erginzt man o durch einen solchen der beiden
Kreisbogen I;Q, etwa v, zu einer geschlossenen
Jordankurve I', dafl das Innere von k dem
Auperen von I' angehort, so mige im Innern
von I' esn Punki ¢’ aus dem Innern wvon C
liegen. B sei der zu o in bezug auf C kom-
plementdre Bogen, B ein Teilbogen von B, der durch y von ¢’ abgeschirmi
wird (s. Fig. 5). Dann ist “

Fig. 5.

Mmoo B < Moy

Beweis, Da der Bogen y von I" den Bogen § von C von ¢’ ab-
schirmt, ist : '

(1,8) Mo, f < mrey.

Nun gehort aber das Innere von I" ganz dem Auferen von k an, und da
der Bogen y sowohl k wie I" angehort, so folgt nach dem Satze A™):

MLy < Meo?s

woraus sich in Verbindung mit (1,8) die Behauptung ergibt. —

5. Wir leiten nunmehr einen sehr einfachen Hilfssatz iiber Jordan-
kurven her, den wir gleichfalls spiter (§ 4, Nr. 21 und Nr. 30) verwenden
werden. o

‘ ) Man beachte, daB es fir die Giiltigkeit der Sitze A und B (Nr. 2) gleichgiiltig
ist, ob @ bzw. @, das Innere oder das AuBere der diese Gebiete begrenzenden Jordan-
kurven C bzw. O, sind.
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Hilfssatz 3. Es ses C eine geschlossene Jordankurve, ¢ ein Punkt
vm Innern von C. g sei eine C' in mindesiens zwei Punkten durchsetzende

Gerade, und o« = AB sei ein Bogen

von C, der (eventuell bis auf seine

Endpunkte A, B, die auf g liegen
7 dirfen) ganz auf der ¢ abgewandten

Seite von g verlduft, B sed der 2u «

komplementdire Bogen. Verbindet man

dann A und B durch einen Jordan-

bogen y, der die Kurve C hichstens in

Fig. 6. " Punkten des Bogens ¢ trifft und ganz

auf derselben Seite von g bletbt wie «,

so enthdlt die von y und B gebildete geschlossene Jordankurve I' den
Punkt ¢ im Innern (s. Fig. 6).

Beweis. Wir benutzen im folgenden als Kriterium dafiir, daf ein
Punkt P im Innern von C liegt, die Tatsache, daBl sesne Ordnung O (P, C)
in bezug auf die Kurve C dann wund nur dann gleich + 1 ist, wenn P
stch tm Innern vom C befindet®®). Dabei versteht man unter der Ord-
nung O (P, C) des Punktes P in bezug auf die geschlossene Jordankurve C

den él—y—z-fachen Zuwachs des Winkels 6(@), den der von P nach einem

beliebigen Punkte @ von C gezogene Radiusvektor P_Zl mit der positiven
reellen ' Achse (oder allgemeiner irgendeiner festen Geraden) bildet, bei
einem vollen Umlauf des Punktes ¢ lings der Kurve C. Bezeichnet man
also die Anderung des Winkels 6(Q) bei dem genannten Umlauf von @
lings C mit 40, so ist .

| 0(p,0)=1%2

Wir denken uns nun den Radiusvektor r vom Punkte ¢ nach dem
Punkte A gezogen; 0(A4) sei der Winkel, den dieser Radiusvektor mit der
positiven reellen Achse bildet, und zwar werde 0(A) durch die Bedingung
0 £0(A4) < 2a normiert. Der Endpunkt des Radiusvektors + mége nun
stetig von 4 aus die Kurve ' durchlaufen, Dabei éndert sich der Winkel 6,
den r mit der positiven reellen Achse bildet, stetiy mit dem Endpunkt @
und wir denken uns diesen Winkel § — 0(Q) vom Werte 0(A4) aus stetig
fortgesetzt Nach der Durchlaufung des Bogens ¢ von A4 nach B mioge
der Winkel 6(Q) im Punkte B auf den Wert G(B) und nach dem vollen
Umlauf von C auf den Wert 6'(4) angewachsen sei. Da ¢ im Innern von
O liegt, ist 0°(A4) =0(A4) 3 2x. 'Ferner ist |8(B) —0(4)| <=, da ja ¢
und der (offene) Bogen « auf verschiedenen Seiten von g liegen.

) Vgl. z. B. B. von Kerékjart6 loc. cit. S. 82f.
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Nun denken wir uns die Kurve I' zuerst von A nach B lings y und
dann von B nach A lings g durchlapfen. Im Punkte A bildet (bei der
obigen Normierung) der von ¢ nach A gezogene Radiusvektor r mit der
positiven reellen Achse gleichfalls den Winkel 0(A). Nach der Durchlau-
fung von y moge der stetig von 0(A4) aus fortgesetzte Winkel 6 = 6(Q),
den der von ¢ nach dem Punkte @ von C gezogene Radiusvektor r =r(Q).
mit der positiven reellen Achse bildet, auf den Wert 8*(B) angewachsen
sein, nach dem vollen Umlauf von I" moge sein Wert 0%(4) sein. Es ist

0*(B) — 8(4) = [0(B) — 6(4)] + 2an,

wo n eine ganze Zahl %0 ist. Es muBl notwendig n =0 sein. Denn da ¢
und der Bogen y auf verschiedenen Seiten von ¢ liegen, ist dieser Winkel
seinem absoluten Betrage nach sicher <z, und da auch {6(B) —0(4)| < =
ist, ist ’

0*(B) —6(4)=0(B)—06(4), 0%(B)=0(B).
Da nun I' den Bogen 8 mit C gemeihsam hat, ist
8*(4) — 0%(B) = 0'(4) — 0(B),

und hieraus folgt wegen §%(B)=0(B)

0*(4)—0(4)

0%(4)=0'(4) =0(4) + 2a, o =+1,

w.z. b.w.

6. Wir werden im folgenden unsere Sitze iiber das Verhalten des
Differenzenquotienten der Abbildungsfunktion in einem Randpunkte P fiir
Gebiete G formulieren, die von einer geschlossenen Jordankurve C begrenzt
werden. Sie gelten danm eber auch fiir wesentlich allgemeinere Gebiete,
nimlich fiir beliebige einfach zusammenhingende Gebiete, deren Rand einen
nfreten® Jordanbogen enthilt, wenn der Randpunkt P innerer Punkt eines
solchen Bogens ist. (Dabei verstehen wir unter einem ,freien“ Randbogen
einen solchen, der sich durch einen geeignéten Querschnitt von G so zu
einer geschlossenen Jordankurve erginzen liBt, daB ihr Inneres ganz G
angehort.) Dies ergibt sich sofort aus dem folgenden

Hilfssatz 4. Sind & wnd G, 2wei einfach zusammenhdingende Ge-
biete, deren Rinder esnen freien Jordanbogen C’ gemetnsam haben, und
stofen die beiden Gebiete von derselben Seite an c’ an, bilden ferner ¢ (w)
bzw. @, (w) G bzw. G, auf |z| <1 ab, so konvergzert fiir einen festen
inneren Punkt w, von T’ der Quotient

@ (w) — g (w,)
(1,4) 7 (0) = o)
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gegen eine von O verschiedene Konstante ¢, wenn w auf C' oder aus der
Teilumgebung von O, die dem Durchschnitt von 6 und G, angehort
gegen w, strebt. Es ist also

p)—p(w) | o (w)—e(m)
w—w; W —wy

Insbesondere gibt es also auch zwei Konstanten c, und c,, so daff '

: P (w)— @ (w,)
0< cié. @ (W) — @, (w,) Sca
fiir solche w gilt.

Der Inhalt dieses Satzes kann etwas unprizis auck so wiedergegeben

werden: Das Verhalten des Differenzenquotienten g(—z%%(—wl) hingt nur

von ‘der Umgebung des betrachteten Randpunktes ab, nicht aber von der
Beschaffenheit der iibrigen Teile von &.

Beweis. Zum Beweise darf man annehmen, daf G, im Innern von @
(bis auf den Bogen (') liegt, da man sonst beide Gebiete G und @, mit
einem dritten in beiden gelegenen vergleichen konnte. — Bei der Abbildung
von @ vermittels z =@ (w) geht dann G, in ein im Innern von [z|=1
liegendes Gebiet D, iiber, das emen Bogen y, das Bild von C’, mit der
Peripherie gemeinsam hat. Man beachte nun, da man die Abbildung von
G, auf den Einheitskreis |{| <1 auch so durchfiihren kann, indem man
G, vermittels z =@ (w) auf D, und D, vermittels { =g (z) auf |{|<1
passend abbildet. ¢ (z) ist dann noch auf jedem festen inneren Teil-
bogen »’ von y nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip analytisch und
von 0 verschieden. Wegen { = ¢, (w) =g (@ (w)), 2, = @(w,) ist

Py (w) — @ (wy) g(z) g(z)
¥ (w)~p (w,) iz

3

und da der Quotient 1(—?—:5@ mit z—2z, gegen eine von 0 verschiedene
Zahl konvergiert, folgt hieraus die obige Behauptung.

7. Es selen nun G und @, zwei von den Jordankurven C und C,
begrenzte Gebiete, wobei C, bis auf einen gemeinsamen Randbogen- C’
im Innern von G liegt. Fiir das Folgende ist es von Wichtigkeit, genauer
zu wissen, in welcher Weise die eben erhaltenen Konstanten ¢, und ¢, von
den Kurven C und O, abhiingen, um fiir den Quotienten (1, 4) eine glelch-
mifige Abschatzung auch fiir den Fall angeben zu konnen, daB es sich
nicht nur um ein festes Paar solcher Kurven C und’' O, handelt, sondern
um eine Schar von derartigen Kurvenpaaren ¢ und €,. In dieser Rich-
tung beweisen wir den folgenden Satz (den wir gleich in der fiir die spitere
Anwendung geeigneten Form aussprechen).
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Hilfssatz 5. Es set w=[,(2) in |2| <1 reguldir, in (2] <1 stetig,
und es moge f,(z)idie Peripherie des Kreises in eine geschlossene Jordan-
kurve C, tberfiihren. FEs et y ein den Punkt z =1 tm Innern enthalten-
der Bogen von |z|=1. Sein Bild in der w-Ebene, das ein Teilbogen
von C, ist, sei mit C' bezeichnet. Ferner moge eine wolle Kreisscheibe
mit dem Radius d >0 um f,(0) als Mittelpunkt sm Innern von C, Platz
haben, und C, liege selbst innerhalb eines Kreises kp mit dem Radius D
um [, (0). C sei eine zweite tm Innern von kp verlaufende Jordankurve,
die den Bogen O' mit O, gemeinsam hat und sonst C, tm Innern enthdlt.
w=f(z) bilde |2/ <1 so auf das Innere von C ab, daf} f(0)={f,(0)
und f(1)=f,(1) = w, ist.

Ist 2 =@, (w) die zu w={,(z), 2= @(w) die 2u w=f(z) inverse
Funktion, so gibt es esne nur von y, d, D, sonst aber von den Kurven C,C,
bzw. den Punkitionen f, f, nicht weiter abhingige Konstante c, =1, so daf
fiir w—w, (w aus dem Innern von C, oder auf C,)

. w)—g (w,
1< wllylla; ?’q:((w))—:t((w1)) gcg

gils. _
Beweis. Wir schicken die folgende Bemerkung voraus: Es sei G ein
einfach zusammenhingendes Gebiet in der w-Ebene, das die volle Kreis-
scheibe um den in @ liegenden Punkt w = a mit dem Radius d>>0 ent-
hilt und selber ganz innerhalb des Kreises mit dem Radius D um w=a
liegt. Bildet z =@ (w) @ so auf [z| <1 ab, dal w=a in z=0 iiber-
geht, so ist fiir alle w in @

(1’5) ‘wl-—)a

<|o(w)| <552

Um die rechte der in (1,5) steckenden Ungleichungen einzusehen, beachte
man, daB, w'= ’L}E gesetzt, y(w') =90 (dw’'+a)=P(w), in |w'| <1
regulidr, absolut <1 ist und daB ferner z=y(w’) im Nullpunkt ver-
schwindet. Daher ist nach dem Schwarzschen Lemma |& (w)| = |y (w'})]

<lw'|= |25 Y28 > 1 st und @ (w)]
in G <1 ist, gilt diese Ungleichung fiir alle w in G. Um die linke der in
(1,5) steckenden Ungleichungen zu beweisen, hat man nur das Schwarzsche

Lemma auf die zu z= @ (w) inverse Funktion w= F(z) oder genauer
F(z)—a
D

, und da fiir |w—a|>d, ‘

auf die Funktion w' = anzuwenden. Diese Funktion ist in [zj« 1

regulir und absolut kleiner als 1 und verschwindet in z= 0. Daher gilt
F(z)—
e <pal =0 (w),
o) z5
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Aus dieser Bemerkung folgt nun zunichst, daf die Werte der Funkti on

w = f,(2) fir 12> |z| =3 sicher auBerhalb des Kreisestmit dem Radlus
um w = f(0) liegen. Denn es ist fiir [2]| =@, (w)| =1

= f(0
HACIES S

also |w—f(0)| = —g— Wir withlen einen z =1 als Mittelpunkt enthalten-

den Teilbogen y, von' y so, dal das von y, und dem durch die Endpunkte
von y, um z =1 beschriebenen innerhalb von |2 | < 1 liegenden Kreisbogen &
begrenzte Kreisbogenzweieck Z, ganz auBerhalb des Kreises |z| =1 liegt.
Das Bild des Innern von Z, bei der Abbildung durch £,(2z) in der w-Ebene
ist dann ein von einer Jordankurve Z, umschlossenes Gebiet, das ganz

aulerhalb des Kreises mit dem Radius g— um w = f(0) liegt.

Bei der Abbildung des dnneren von C' vermittels » = @(w) geht das
Innere von C, in ein von einer geschlossenen Jordankurve I" begrenztes
Gebiet iiber. Z, entspricht dabei einer geschloss¢nen, nirgends auBerhalb
von I' verlaufenden Jordankurve Z,, die einen (von den Funktionen f,
und f abhingigen) Bogen y, mit der Peripherie gemeinsam hat. y, ent-

hilt w =1 im Innern. Wir behaupten, Z, verliuft auBerhalb des Kreises

mit dem Radius um % == 0. Dies ergibt sich aus der links in (1,5)

d
) 2D
stehenden Ungleichung, angewandt auf die Funktion z = ¢ (w) (fiir @ (w)).

Denn da Z,, auflerhalb des Kreises |w — f(0) | = % liegt, ist" fiir Punkte w
aus Z, nach dieser Ungleichung '

QD——“P( w)l|.

Jetzt beachte man, dafl man die Funktion z = ¢, (w) (analog wie im
Beweise des obigen Hilfssatzes) auch so gewinnen kann, daB man da.s
Innere von I'auf [2| <1 vermittels z =% (u) so abbildet, daB ¥ (0)=

P (1) =1 ist und die Funktion z——T(gp (w)) bildet. Dann ist

Pu(w)— o (w)  F(u)-FA)

¢ (w)— g (w) u—1
Um den Quotienten aunf der rechten Seite dieser Gleichung absolut ab-
zuschiitzen, wenden wir wieder wie oben das Spiegelungsprinzip an. Es sei
=1 (z) die zu z =¥ (u) inverse Funktion. u = vy (2) bildet den (festen,
d.h. von f und f, unabhingigen) Bogen y, auf den Bogen y,, das Innere
des Kreisbogenzweiecks Z, auf das Innere der Jordankurve Z, ab. Spiegeln
wir nun Z, an y,, so erhalten wir ein Kreisbogenzweieck Z, das lings y,
mit Z, zusammenstéft und mit diesem zusammen ein Kreisbogenzweieck
(Z.+ Z;) bildet. Im Innern dieses neuen Kreisbogenz;weiecks st =1y (z)
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regulir. Das durch u =1 (2) vermittelte Bild des Innern von Z; in der
u-Ebene ist das Innere der durch Spiegelung von Z, an y, entstehenden
Jordankurve Z,, und das Bild des Innern von (Z,+ Z;) ist das Innere
derjenigen Jordankurve, die entsteht, wenn man von Z, und Z, den Kreis-
bogen y, entfernt. Dieses Bildgebiet ist jedenfalls beschrinkt, und zwar

liegt es, da Z,, wie oben gesagt, auBerhalb des Kreises mit dem Radius ;5
um % = 0 verliuft, ganz innerhalb des Kreises mit dem Radius gal-)— um

%=0. Es gibt nun eine nur von y,, also nur von y abhingige Zahl
¢>0, so daB y(2) in |z — 1| < o reguléir ist. Daher ist nach der Cauchy-
schen Koeffizientenabschitzung

" 2D 1 2K 2D
(1,6) W'(z)"—g-j';:?, K=—, [z—l]é%.
2

Um eine Abschitzung fiir |4’(1)] nach unten herzuleiten, beachte man,
daB wegen |y(2)| < |z]| fiir positive z <1 )
[y —v@)| _ 11—w()|  1-]z| 1-2z
—z| T 1-z = 11—z = 1-z =1
ist. Da w(z) in z=1 reguldr ist, folgt daraus mit 211|y'(1)| =1, und
hieraus ergibt sich dann in Verbindung mit (1, 6) die Behauptung des
Hilfssatzes.

§ 2.
Weitere Hilfssitze.

8. Hilfssatz 6. Es set k der Kreis |w——a|£g, w,=a + g et
sei etn Punkt der Peripherie von k. Ferner set c ein Punkt im Innern
von k im Abstande o von w=w,, 0<o <1.
Es werde |c—a|=1¢ gesetzt, und y (20)
bezeichne den Winkel caw, im Dreieck caw,
(siehe Fig. 7). Bildet man dann k vermitiels

w—a ¢—a
[= 8 e, ir___ (w—c)ee
w—a ¢—a ¢*—(w—a)(c—a)

(7 reell) —

so auf den Einheitskreis ab, dap w =c in { =0 dbergeht, so gilt fiir dze
Bildldnge o; eines an w, anstoPfenden Bogens der Linge g, 0 S o < <z 3

23) Vgl. fir diese auf Herrn K. Lowner zuriickgehende Uberlegung L. Bieberbach,
Lehrbuch der Funktionentheorie II, 8. 124.
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der Kreisperipherie

—i? o
(2,1) o> e L
(1-2)°+41sme 22 € ¢

Zusatz. Der Punkt ¢ liege im Innern des Winkelraumes W der Off-
nung 2V, 0S¥ < g, der von zwe: von w, ausgehenden symmetrisch

zum Radius in w, verlaufenden Kreissehnen gebildet wird. Macht man
dann o von «, abhingig, indem man fir hinreichend kleine «,
o =may" (149 (e,)) seizl, wo m eine beliebige positive Komstante und
¥(a,) eine mit ¢y— O gleichfalls gegen O konvergierende Funkiion von
o, 18t, so gilt gleichmdifig fir alle oben definierten Punkie ¢ tn &k und W
mst dem Abstand B =09 von w,
Ii_xgo Ao 2>2cos Y,

d.h. zu jedem ¢ mit 0 <e<1 gzé es ein von & — sowse Y, m und
der Funktion &(a,) — abhdngiges' 9(¢), so daf fir alle ¢, < 6(¢) und
fiir alle diese Punkte ¢ mit dem Abstande R won w,

Aoz22(1—¢)cos?, O0<e<l,
geli.

Bemerkung. Dieser Zusatz bleibt, wie leicht zu sehen ist, auch noch
richtig, wenn der Punkt ¢ im Abstande B = 6o von w, nicht den Winkel-
raum W der Offnung 2 P, sondern in dem analog gebildeten Winkelraum W’
der Offnung 2 (¥+ o), @ > 0, angenommen wird, wo w nur Funktion von
o, ist und mit «;— 0 selber gegen 0 konverg1ert (6(8) hingt dann auch
noch von w (¢,) ab.)

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei o =1, 7,=0,
'y =0. Man beachte nun, daB (w —a = e*® gesetat)

T«
0

ist. Wir schitzen den Nenner des Integra.nden nach oben fiir lﬂ[éaéaw
ab. Es ist, wegen ¢ — a = leix

N~ (w—a)(c=a)|"=141"—24cos(® F 1)=(1—1)"+ 4 4sin* "'Egl‘

&
dw

(2,2) op =

_____J' 1—|c—al®
1—(w=a)(¢=0a)|®

‘Wegen P LeLay< %,\ 0r< % u)A ist weiter

N—(w—a)(T=a)|*<(1 —-1)"} 4isin* L2,

) 'Wegen o <1.
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(Zwischen 2 und o besteht dabei die Relation
(2,3) 05=1+1g—2icosx=(1_},)34_41@2125_’)
Daher folgt aus (2,2) .

.y 1%
a,,_z_ T o,
(1-4)*+ 4 2sins 222

w.z. b w.
Beweis des Zusatzes. Es ist nach (2,1), (2,3)

4zsinﬂ-;-
A - )/ a-y+szsint (1+1>(1—z)*’1+-————

cd = = (1—2)®
(1—/1)”-1-4/hsin?f‘ﬂ-éU 4lsin"g9—;—-—l ’
e L B
(1—ay
4isin’%
A+1) l L
(2,4) cd = Gl
cli.fsin"fll;;Z
14—
1-a* .
Aus der Figur 7 folgt leicht (v, ist der Winkel cw, @ im Dreieck cw, a)
. 1-1
(2,5) sing =1 2 - tgy,
und daher

Somit ergibt sich fiir den Zihler Z in (2,4)

| 10-1) 'y
(26) zza+a]1+LLE

=+ )1+ 2 0+ ) TF & = S

COS Yy

Bei der Abschiitzung des Nenners in (2,4) gehen wir so vor: ¢,,¢,, ¢, ...
mogen im folgenden GroBen bezeichnen, die — bei festem ¥, m und fester
Funktion & (e,) — gleichmiBig in v, mit «,~— 0 .gegen 0 konvergieren.
Dann folgt wegen

AP=1+4 o*—-‘?acoswl, 1—a%= 20co8y, — a®
und wegen cosy = cos¥ > 0 fiir hinreichend kleines ¢,

1.—l="a(2bcosw,--o)r_%_7=o(l'—}-ei)cosap‘, 1+6>0.
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Daher w_ivird (vgl (2,5))

tgy,
145’

smz=~q~—~gil§~yi!-—(1—}.)

X =< + 82)(1 — }')tg'h
und somit

o+ 2 =g+ (L+ &) (1 — 1) tgy;,
sin 2052 = 120 0y - (L 0) (L= D g ,),

4 ksins %2
2
Tazir =1+ 4)< +€z)tg"/’1>
=1 +84)(m'+(1+€o)tg%>
. e . . \2
£q +I 4‘)( 7, (l+1’):/’6(1+81)008w1+<1+€2)thI)
— (1) [
=0+ (rararo e +(1+e,)tgy;1)

Wir erhalten algo fiir den Nenner N in (2, 4) d1e Abschiitzung

NZ14+tg2y, (14 6)+ OVo £ o +s5tg*'f'+0f

cos "

wo C.bei festem m und fester Funktion ¢ (e,) eine nur von ¥ abhingige
Konstante ist, wenn «, hinreichend klein angenommen wird. Hieraus und
aus (2,6) ergibt sich unmittelbar die Behauptung des Zusatzes.

9. Hilfssatz 7. Es sei k der Kreis |lw —a| =9, w,=a | ge*™ ses
ein Punkt der Peripherie von k. Ferner bezeichne W den wvon zwei von
w = w, ausgehenden symmetrisch zur Aufennormalen sn w, verlaufenden

Strahlen gebildeten Winkelraum der Offnung 2%, 0 <¥< 5. © sei ein

Punkt in W (mit Rand) sm Absiande oo von w,, 6 >0, so daff also c
auferhalb von k liegt. Bildet man dann das Aufere des Kreises |w — a, =e
'vermzttels

- _ e o ,ir_ (w—c)ge'?
(2,7) ¢ L¥—a=a° T g (w_a)(z=a)

(y reell)

auf den Einheitskreis ab, so daf w=c in { =V iibergeht, so gilt fir die
Bildlinge o} eines Bogens der Linge oo der Kreisperipherie .
wpg BEokue_ 4 oo |

25008 ¥ e )
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Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei o=1, v,=0,
y=0. Wegen (2,7) ist dann
l_d_é_‘ — [c—a}®—1
J1—(w—a)(T=a)|*

und daher ergibt sich durch Integration (dhnlich wie oben)

u,:_{ le=al®’~1  Jec—a|+1

= emalmnp “ 7 Temel -1

Nun ist |¢—a|=}1+ 0>+ 20cosy,
(siehe Fig. 8). Daraus folgt
je—aj+1 Jl+o0%+20cosy, 1

le—a|—1 V1+a~+2acoswl——1
(y +2ccosw,+l)

62420 cosy,

(2~’r6)2 (2+40)"
§2ocoswl§ 20co8 ¥’

und daher, wie behauptet,

(240)*
k=9%gcos W

Fig. 8.

10. Wir leiten nun noch zwei Hilfssétze her, in denen wir die folgende
Aufgabe behandeln. Es sei C eine geschlossene Jordankurve, o ein fester
Bogen von C. Wir bilden das Innere von C auf den Einheitskreis ab
und zwar so, dafl einmal ein im Innern von C liegender Punkt w — W,
in den Nullpunkt, und ein anderes Mal ein in C liegender Punkt w = ¢ 4w,
in den Nullpunkt iibergeht. Wir fragen dann, wie sich die konforme Lénge
von « beim Ubergang von einer Abbildung zur anderen éndert, insbesondere
auch dann; wenn ¢ gegen den Rand konvergiert und die GroSe von o« in
bestimmter Weise von ¢ abhiingig gemacht wird.

Hilfssatz 8. Es sei C eine geschlossene Jordankurve in der w- Ebene,
o ein Bogen von C. z= ¢ (w) bilde das Innere von C so auf |z| <1
ab, daf} w=w, im Innern von C in z =0 dibergeht; { = D (w) vermittele
die Abbildung des Inneren von C auf |{| <1 so, daf w=c+w, {=0
entspricht. Hat das Bild von « ber der ersten Abbildung die Ldinge o,
bei der zweiten die Ldnge &, so ist

11—l ()] neltlole

Der Beweis ergibt sich einfach aus der Bemerkung, daB man @ (w) aus

@ (w) gewinnen kann, indem man den Kreis |z| < 1 auf |{] < 1 vermittels
{= l—z_—:bg e’?, b=o(c), y reell,
Mathematische Zeitschrift. 35. , 23
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abbildet, so dal 2=0 in { = tibergeht. Dann ist & (w) = Me"

g (w)(c)
Daher ist (vgl den Beweis von Hilfssatz 6)”)
o _If 1-18)° 4 '__ 1-]0]* 1+l
ll—%blg _(1~|b[)2 1-{g(c)!

1~lb|’ 1-{g(e)| ,
” 2 o =
S et T el

Hilfssatz 9. Es ses C eine geschlossene Jordankurve, PQ =« ein
Bogen von C. z =@ (w) bilde das Innere von C so auf |z| <1 ab, dap
w=1w, (sm Innern von C) in 2=0, P(w=w,) tn 2=1 und & in einen
Bogen der Linge o' der Kreisperipherse iibergeht. ¢ = @ (w) = ) —gl)

1-g(w) e (c)
vermitiele die Ablnldung des Innern von C auf |{| <1, so daf w=rc = w,

{=0 und o einem Kreisbogen der Linge o entspricht. Der Punkt P
werde als fest, der Punkt @ als variabel angenommen. Ferner moge fiir
Q—P auch ¢ — P konvergieren, und zwar so, dafl der Bildpunkt
b= (c)=|b|e'* von ¢ tn der z-Ebene tnnerhalb des Winkelraumes

n—r Larc(z-1)Latr, 0<v, <~;5,
blesbt. Schlieplich mdgén @ und c 80 gegen P gehen, daf fiir hinreichend
kleine PQ (und Pe) ¢”" <8< & < zl) ist. Dann ist fiir gentigend
kletne PQ und Pe
1— l b' ”
o <- o,
= 2|b|cas=(z,+”—i2‘_1_|)
b=g(c)=|b|e**
Beweis, Es ist
G—= () = i“’;‘—")=l:‘3

und

Fig. 9.

Ll
arc clb(wl)——arc1 =

Aus der Figur 9 erkennt man, da wegen unserer Annahme |9, <27, <=
ist 26).

) Das Zeichen [ soll bedeuten, dal iiber den Bildbogen von « in der z-Ebene
(@9

von der Linge «’ integriert werden soll.

Z_’. In der Figur 9 ist das Viereck mit

%) Bei geeigneter Zihlung des arc i -

den Endpunkten 1, b, 0, 1—b ein Parallelogramm, bei dem die Seite 0...1—b
parallel und gleich der Seite b...1 ist.
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Wir haben nun, da z=¢ (w) = f:bb,_ { =D (w), ist,

l’xia”
1—1{b}®

|1+b2]®

nach oben abzuschiitzen Zu diesem Zwecke wihlen wir PQ so klein, daB
bereits |¢”| <8 < 5 ( 11) und ]arcb[—.]x} h = (———11) ist und

schitzen den Nenner des Integranden fiir alle £ = ¢* % mit & in ¢ 9,9, + 6'),
| 9,] < 2v,, ab. Dann ist

|1+5e?|*=141]b|"+2|b|cos (¥ — %)
= (1—|b))* 4 4| b]eos® 2%

g(l_lbl)g‘{*‘i]blcosg(gﬁ%*'l}l)
=(1- [bI)g+4Ib|cosz(zl_}_ 3+2[l|);

mithin wird '
1-1b] ,,

(1-16DA+[b])e”
o' < o
2]b|cos”(r+ +|“)

4]b|cos® (1+6+|1l)

Il/\

w.z b.w.

§ 3.

Die Unbewalltheitsfunkﬁon, die Richtungsfunktion und der metrische
Parameter einer Jordankurve.

11. Um das Verhalten eines Jordanbogens in der Umgebung eines
seiner Punkte zu charakterisieren, wollen wir die folgenden Begriffsbildungen
einfiihren. ' o

Wir verstehen unter einem ,Kurvenelement“ ¢ einen Punkt P und
einen durch diesen Punkt hindurchgehenden (stetigen) Kurvenbogen b, wobei
das Kurvenelement — definitionsgemi8 — als dasselbe anzusehen ist, wenn
der Bogen b durch einen P als inneren Punkt enthaltenden Teilbogen b’
ersetzt’ wird. Die Beziehung zwischen dem Kurvenelement ¢, und dem
Punkt P, der bei der Definition des Kurvenelements zugrunde gelegt wird,
bringen wir zum Ausdruck, indem wir sagen, ¢ gehe durch P hindurch.

12. Um das Verhalten eines solchen Kurvenelementes zu charakterisieren,
filhren wir die ,Unbewallthestsfunktion® ein. Diese soll folgendermalen
definiert werden: Wir beschreiben um den Punkt P, durch den ¢ hindurch-
geht, einen Kreis k, mit so kleinem Radius & >0, daB k, bereits das
Kurvenelement ¢ (in endlich oder unendlich vielen Punkten) schneidet.

23*
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Durchlduft man den Bogen b von P aus zuerst in der einen Richtung
und dann in der entgegengesetzten, so moge in der einen Durchlaufungs-
richtung der letzte Schnittpunkt von b mit &, der Punkt P, und in der
anderen der letzte derartige Schnittpunkt P, sein. Wir betrachten dann
die (abgeschlossene) Kreisscheibe ks mit dem kleinsten Radius 4 = 4 (¢)

um P, welche die beiden Kurvenbigen ﬁl, I;I\’._, enthilt (siehe Fig. 10).
4 (&) ist dann offenbar (wegen der Stetig-
keit des Kurvenbogens b) eine mit &0
monoton gegen ( abnehmende von rechts
(aber nicht notwendig von links) stetige
Funktion. Ferner ist 4(¢) in dem folgen-
den Sinne von der ,Ausdehnung“ des Bo-
gens b von ¢ unabhingig: FErsetzt man b
durch einen P als inneren Punkt enthalten-
den Teilbogen b’, so hat offenbar A (&) fiir
alle hinreichend kleinen ¢ %) denselben Wert-
Fig. 10. Daher kann man 4 (&) zur Charakterisie-

rung einer Eigenschaft des Kurvenelementes
benutzen, und wir bezeichnen A(e¢) als die ,Unbewallthestsfunkiion“ des

()

Kurvenelements ¢. — Im folgenden wird es vor allem auf den Quotienten

4(¢)

ankommen. Wir werden verlangen, daB der llfn endlich ist, oder a.Iso,

daB A(e) der Bedingung 4(e) = O (&) geniigt.

13. Wir fiihren ferner zur weiteren Charakterisierung eines Kurven-
elementes die sogenannte Richtungsfunkiicn ein. Ein Kurvenelement heifle
ngerichtet”, wenn es im Punkte P, durch den es hindurchgeht, eine Tangente
besitzt. Es moge nun ¢ ein gerichtetes Kurvenelement sein. Es sei £ > 0-
Wir schlieBen dann die Tangente in P zwischen zwei durch P hindurch-
gehende Geraden g, und g, ein, die mit der Tangente in P den Winkel ¢
bilden. Dann gibt es ein r = r (&) > 0, so dafl der Kreis um P mit r(e)
nur Punkte von ¢ im Innern oder auf dem Rande enthilt, die zugleich

*?) Dieses ¢ muB zunidchst so klein gewiahlt werden, daB 4 (¢) gleichzeitig fiir b
und b’ erklirt werden kann. Dies reicht aber unter Umstinden nicht aus, wie aus
der Figur 10 hervorgeht, sondern es muf eventuell & noch kleiner angenommen '
werden, damit die Unwalltheitsfunktion bei beiden Erklirungen denselben Wert hat.
In der Figur 10 ist némlich das Kurvenelement ¢ einmal durch den Bogen AB und
dann durch dessen Teilbogen A'B’ reprisentiert. Der Kreis k, stellt den Kreis mit
dem Radius ¢ um P dar. der Kreis &, ist der Kreis mit dem Radius 4 bei der
Definition yon A4 (&) fir den Bogen AB= b, der kleinere (punktierte) Kreis stellt den
Kreis mit dem Radius .1'(e) bei der Definition von A(e) fir den Teilbogen

B’=b' von AR dar.
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dem von g, und g, gebildeten Winkelraume (einschlieflich der Schenkel)
der Ofinung 2¢ angehoren. (Um ein solches #(e) eindeutig festzulegen,
konnen wir, wenn ¢ aus dem Winkelraum hinaustritt, fiir r(¢) immer den
grofiten der oben genannten Werte 7 (¢) wihlen. Sonst konnen wir 7 (¢) > 0
und sonst beliebig annehmen.) Wir bezeichnen eine solche Funktion r (&)
als eine Richtungsfunktion von ¢. Verkiirzt oder verlingert man den
Bogen b, so bleibt von einem & an jede solche Funktion r(¢) Richtungs-
funktion von c.

14. Um nun das Verhalten einer geschlossenen Jordankurve in der
Umgebung eines ihrer Punkte zu charakterisieren, benutzen wir die eben
eingefiihrten Begriffsbildungen in der folgenden Weise: Wir versichen unier
der Unbewalltheitsfunktion von C im Punkie P und, falls C in P eine
Tangente besitzi, unter der Richtungsfunktion von C ¢m Punkte P die
Unbewallthestsfunktion bzw. Richtungsfunktion eines durch P hindurch-
gehenden Kurvenelementes von C. Diese Funktionen bringen dann in der
Tat nur eine Eigenschaft dieser Kurve in der Umgebung dieses Punktes
zum Ausdruck. — Geniigt insbesondere die Unbewalltheitsfunktion von C
in P der Bedingung 4 (&) = O(¢), so wollen wir sagen, C gei in P linear

unbewallt. Existiert iiberdies der hmA(s) und ist er =1 (dieser Fall wird

im folgenden eine wichtige Rolle splelen) so nennen wir C in P reguldr
unbewallt. -
Es sei noch fiir das Folgende darauf hingewiesen, daB die Bedingungen

4(e)=0{(¢) und é%l —1 (&4 0) invariant gegeniiber einer Transformation

der Form u — u, = (w — w,)% &> 0, reell, bleibt, wo w, der Punkt P ist.

Denn na.ch der Durchfiihrung der Transformation wird dieser Quotient 4 (e)

glelch —=

15. Es sei nun C eine geschlossene Jordankurve, P, ein Punkt von C,
und es moge die Unbewallthestsfunktion 4 (&) von C in P, der Bedingung
A(e) = O (&) geniigen. Wir werden zeigen, daB dann eine gewisse fiir uns
wichtige Parameterdarstellung der Kurve méglich ist. Unter dieser Annahme
existieren ndmlich ausgezeichnete: Parameter &, die wir als metrische
Parameter in bezug auf den Punkt P, bezeichnen wollen, mit der folgenden
E’zgenscha/t Entspricht etwa P, der Parameterwert t,, so gibt es zwes
positive Zahlen ¢, Cy, ¢, < Cy, 80 daf

(81) 0<e <

'(t)‘<0

18l, wo, wern P(t) der dem Parameterwert t enisprechende Kurvenpunkt
tst, r(t) die Linge des Radiusvekiors P,P(t) bedeutet. Umgekehrt folgt
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aus der Existenz eines melrischen Parameters, daf die Unbewallthests-
funktion A(e) der Bedingung 4(e) = O(e) geniigt.

Da sich ein metrischer Parameter z. B. mit einer beliebigen von 0

verschiedenen Konstanten multiplizieren 1aBt, ist nur der Quotient G oder
| r(2)

, 1=1lm
t->t,
Bei unserem Bewels fiir die oben behauptete Tatsache wird sich iiberdies

genauer, L =

1
;ﬁ—tt)—l gesetzt, der Quotient —?— wesentlich.
0

ein einfacher Zusammenhang dieses Quotienten mit dem li_mcd—i—e-) =% er-

&

geben, nimlich: Es ist fir endliches x stets x < %, und es gibt geeignete
meirische Parameter, fiir die dieser Quotient/—l;— = x 48l

Beweis. a) Wir nehmen an, daB die Kurve C in irgendeiner Para-
meterdarstellung P = P(t*) gegeben ist, Py sei = P(0). Zu jedem »
von einem » = », an gehért ein groBter Wert ¢* > 0, den wir mit #* be-

zeichnen, so daB P(0)P(t))= ~1~ =1r, ist. Dann bilden die Punkte £}

»

(¥ =7,, v,+1,...) eine Emtelhmg des Intervalls #},...,0 in unendlich
viele Teilintervalle. Wir bilden jedes Intervall #f, < t* S (v=r,,
v,, +1,...) eineindeutlg stetig und monoton (etwa linear) auf das ¢-Intervall

<t < ab; dadurch geht fiir £, <" <t 7 (¢*) In r(¢* (9) fiber.

1. 1 x(14+w,) = d(e)
—-ﬁgtg-; ist dann mgr(t*(t))g———v———, wo ”"”llﬂ}_s_"
w,>0, l_i’n:aw,=0 ist, da wir ja fiir jedes » den gréBten Wert ¢ ge-
nommen hatten. Schreiben wir fir r(t*@) r(t), so gilt fiir
v+1 StS

(3,2)

v+l

é

14

r‘(t)\ <x(r+l)(l+w,)

v+

woraus fiir £ >0 wegen "—y———-»l die Behauptung folgt. Fiir # < 0 ist
der Beweis analog. — Uberdxes folgt aus der Ungleichung (3, 2), da

fiir den eben angegebenen metrischen Parsmeter der Quotient Sx
(L fim '1(‘)[ 1= lim f’x(t)l 1st

t>0 )

b) Wir beweisen nun die Umkehrung, und zwar zeigen wir: Ist ¢ ein

in bezug auf den Punkt P, metrischer Parameter von C, gilt also (3,1) oder

r(t) ()
— 2 t—¢,

t-»0

(8,3) 0<1l=lim

<L=[m

t-bto

<.

t-»t,, )

so gilt fiir die Unbewalltheitsfunktion 4(e) von C in P, fim 40 — x< z,
. . ¢ ey 0 I

&
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Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei P, = P(0). Wire nun- die
Behauptung falsch, so gibe es fiir ein passendes ¢ >0 eine Folge von

Radien 7, | 0 und Punkten P,—= P(t,), P,= P(t))mit P, P,= P, P =r,,
die beide von derselben Seite ’“) gegen P, konvergieren, so daB der von P,, P,
begrenzte P, nicht enthaltende Bogen bis auf seine Endpunkte P,, P, auBer-
halb des Krelses mit r, um B, lage und daB man auf ihm einen Punkt Q
finden konnte, fiir den

4, _ B0,
PP, PFP

By

L
>7+'J

wiirte. Wir diirfen annehmen, da8 die P,, P, und @, zugeordneten Pai'a-
meterwerte bzw. 1, t,, #, positiv sind und der Ungleichung #, < f, < #, ge-
niigen; dann folgt aus (8,3), daB von einem » an, etwa fiir » > »,, -

—

P,g, (i) o
2.._gL+@
PQ, ()
W 0
ist. Wegen N T > = —|— o folgt weiter
[ (]
CANRIC RO B A W WO

e ) &, t'=€ . = I¥le

im Widerspruch mit der Annahme, da8 lim 1@! =1 ist.
>0

Hieraus ergibt sich nun auch unmittelbar die zweite iiber den Zu-

sammenbang von x» und —fi ausgesprochene Behauptung. Denn aus dem

unter b)’ Bewiesenen folgt, daf notwendig, wenn ein metrischer Parameter

(8)

existiert: hm

= xg T ist. Andererselts gibt es aber, wie in a) gezeigt,
einen metnschen Parameter t, fiir den < x gilt. Da fiir diesen aber

auch notwendlg T 2 % gelten muB, besteht also fiir diesen metnschen

Parameter die Relation -1;— = x.

16. Insbesondere erhalten wir aus dem obigen Satze das folgende
Resultat: Hinreichend und notwendig dafiir, da8 es einen Parameter ¢ fiir

memmeCQMfmdmlm'“w_a>0gmI@dw 469 1 mit
&} 0 besteht.

Denn ist h}g —f-i) == 1, so gibt es nach dem obigen stets einen metrischen

#) D. h. es gibt einen von P verschiedenen Punkt @ von C,; so daB alle Punkt}e P,
einem und demselben Bogen Po angehoren.
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Parameter £ mit 1;———— 1, also L=1. Existiert ﬁmgekchrt ein metrischer
Parameter, fir den L =1 =« >0 ist, so folgt,-daB} fiir lie Unbewalltheits-
funktion 4(e) im betreffenden Punkte die Relation giit Ii?gf'%-) =x<1.

4(s) . 4(s)
& Y0 €

Da aber andererseits wegen 4(e) = ¢ stets 1 <11m
existieren und gleich 1 sein, w.z. b.w.

17. Spiter werden uns noch die beiden folgenden Bemerkungen von
Nutzen sein.

1. Ist ¢ ein metrischer Parameter der Kurve C in %ezug auf den
Punkt P (w=w,) und unterwirft man die Kurve C der Transformation
u=(w—w,)% «>0,so0ist 6=t "sgnt ein metrischer Parameter der
transformierten (nicht notwendig doppelpunktfreien Kurve I"?") in dem w,
entsprechendem Punkte » = 0. Denn es gilt ja, wenn

L) —
0<01§ Ev_(li_uj

<6
ist, auch, wenn wir u (o) =1u(|¢|"sgnt) = (w (f) — w,)" setzen,
05" <o,
1

2. Wir werden uns im folgenden vor allem mit derjenigen Parameter-
darstellung einer geschlossenen Jordankurve C befassen, welche durch die
Abbildungsfunktion w = f(z) des Einheitskreises |2z| < 1 auf das Innere
von C fir z=¢'?, 0 <9 < 2n, geliefert wird. Bleibt nun fiir ein ¢,,
f(e'™) =w,, der Quotient "

(3.4) L

zwischen zwei festen Schranken oder konvergiert er fiir ¢ — &, gegen einen
endlichen Grenzwert, so ist definitionsgemiB ¢ = |& — ¢, [*sgn (¥ — §,) ein
metrischer Parameter von C in bezug auf w=w,. Damit der Differenzen-
quotient (3,4) zwischen zwes positiven Schranken bleibt resp. gegen esnen
endlichen Grenzwert konvergiert, ist also notwendiy, dafl die Kurve C einen
metrischen Parameter t in bezug auf w = w, besiizt, fiir den tm zweiten

Falle }imo l K(t—)?'—"ig—‘ extstiert und > 0 ist, und somit also auch ;«ach Nr. 16,
) >0 |

dap fzir die Unbewalltheitsfunktion A(e) von C in w=w, 4(c)=0/(¢)
(8)
bzw

— 1 gl

29) Wir hatten oben zwar den metrischen Parameter nur fiir eine doppelpunkt-
freie Kurve C definiert, doch kann diese Definition unveridndert auf eine beliebige
geschlossene Kurve ubertragen werden, wenn ihre Punkte umkehrbar eindeutig und
stetig auf einen Parameter ¢ bezoden werden kénnen.
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§4.

Formulierung und Beweis der Hauptunglemhungen.

18. Satz 1. Es set C eine geschlossene Jordankurve tn der w-Ebene,
die ¢m Punkte P (w = w,) eine Hcke der Offnung nv, 0 < v <2, besitzt.
Ferner ser C in P linear unbewallt, d. h. die Unbewallthestsfunktion 4 (&)
von C tn P geniige der Bedingung A(e) =0(zc). z=¢(w) bilde das
Innere G von C so auf |z| <1 ab, daf ein in G gelegener Punkt
w=uw, tn 2=0 ubergeht. W bezeichne den von zwei von w, ausgehenden
symmetrisch zur Winkelhalbierenden des Eckenwinkels in w, verlaufenden

Strahlen gebildeten Winkelraum der O/fnung 2y, 0y < %t—

Dann gibt es zwei positive Konstanten K, und gq,, sowie zu jedem
waw, auf C mit jw—w,|<q, ein R>0, sodaf fiir jeden Punkt c tm
1Innern von C und W mit |w, —¢|=R

(4,1) @ (w) —op(w)] ZK | (c)—op(w)] cos? (r)

[0, |V T je—wy |V*
gilt. Dabet tst R Sn']w__w r/s 80)
Ist x—hal)d(s), 8o kann K, = (1 — ) — w, 0<a><1 gesetzt werden,

-wo w beliebtg klein gemacht werden kann, wenn g, hinreichend klein
angenommen wird. _

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei ¢ (w,)=1. —
Es sei zunéichst v—1. Wir diirfen uns beim Beweise der Ungleichung (4,1)
‘auf den Fall beschrinken, daB der Punkt w auf einem festen der von P
ausgehenden Aste der Kurve C liegt, der efwa mit C* bezeichnet
werde, Es sei 5 >0, < 16’ Yu< 2(2 w)—vo Wir konnen die
Tangente an C in P zwischen zwei durch P hindurchgehende Geraden
g, und g, einschlieBen, die mit dieser den Winkel # bilden (s. Fig. 11).
Dann beschreiben wir um P den Kreis & mit so kleinem Radius r <,
daf simtliche Punkte von C, die innerhalb oder auf & liegen, auch zu-
gleich in das Innere der beiden von g, und g, gebildeten (Scheitel-)
Winkelrdume W, und W, der Offnung 27 fallen, und daB ferner mit jedem
Punkt @ von C innerhalb von ® einer der Bogen PQ von C (bis auf

den Endpunkt P) sich im Innern von W, oder W, befindet. Da.mber
hinaus wihlen wir » noch so klem, daB . fiir alle ¢ < 7 -A-—(:—) 5% ist
Da der Winkelraum W mit W, und W, (wegen n< -’21'—— ‘!p) keinen Punkt

auBer P gemeinsam hat, liegt dann der Sektor S,, der von § aus dem

30) Man vgl. auch die Anmerkung am Schlusse des Boweises von Satz 1 (Nr. 25).
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Winkelraum W herausgeschnitten wird, (bis auf P) ganz in G. — Wir
- werden 7 und r unten noch weiter einschrinken; im iibrigen sind aber 7

Fig. 11.

und r wihrend des ganzen
Beweises feste, wenn auch
 fiir unsere Zwecke hin-
reichend kleine Zahlen. —
Nun ziehen wir von P
aus unter dem Winkel
1, = Y 1> n gegen die Nor-
male in P auf der dem eben
genannten Zweig C* von
C zugewandten Seite der
Normalen einen Strahl g,
der mit einem an P an-
stoBenden Stiick in @ ver-
lauft. Wie oben gesagt, ist

’71=ﬁ<';—(§—9”):”0'
Fiir jeden hinreichend nahe
bei P gelegenen Punkt w
auf C* konnen wir einen
durch P und w hindurch-
gehenden Kreis k. finden,

dessen Mittelpunkt o’ auf g liegt, dessen Radius dann gleich a’es = g ist,
und der ganz innerhalb von & liegt. Der Kreis &k, wird dann die Kurve C

¢ in endlich oder unendlich vielen Punkten

schneiden; sidmtliche Schnittpunkte liegen
jedenfalls innerhalb esnes der Winkelrdume

‘W,, W,, etwa in W,, und zwar auf derselben

Seite der Normalen wie der Strahl g.

Man kanp iibrigens leicht den Zusam-
menhang zwischen dem Punkte w und dem
Radius ¢’ von k. formelmiBig ausdriicken.
Bildet die von w, nach w gezogene Sehne
von C mit der Tangente von C in P den
Winkel 4 (x4 werde positiv gerechnet, wenn
w auf derselben Seite der Tangente legt
wie die Innennormale von C in P), so ist

(s Fig. 12)

o Jw—w | (w—w| L
—2sin(#+'h)'_2sin(‘,“+v;l')’ 1S pns.
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Es sei schon jetzt erwiahnt, daf fiir die im Satze genannte Zahl R sich
spiter der Wert

(1 — i |w—w| 1 <u .
(4,8) (I—e)y Tein(at 1) * nEpu<ly, 0<e<],

ergeben wird, wo & mit 5|0 gleichfalls gegen 0 konvergiert.
19. Es werde nun eine positive Zahl ¢ < ¢’ durch die Relation

1-of 9/ Sm(’h 1)
% sin (9,4 9)

Q=

bestimmt, wo 0 < w’<<1 und f’—(‘iogn(l—}—w’) fir alle e<r und

lifg w'=0 ist. Dann ist auch offenbar
r

l—w’  2gsin(g+1n) 1
<4’4) x —29'sin(1]1,~—1)) “x(l4+e')’

Wir markieren den Punkt ¢ auf g im Abstande ¢ von P und be-
schreiben mit dem Radius ¢ um @ den Kreis £,. Der Zihler des zweiten
Gliedes in (4,4) ist dann gleich der Liinge der langsten von P ausgehenden
und in dem Winkelraum W, verlaufenden Sehne d (in der Fig. 11 P4,)
von k,, der Nenner gleich der kiirzesten derartigen Sehne d’ von k,, (in
der Fig. 11 PA;). Es sei B ein Kurvenbogen von C, der von-zwei von P
verschiedenen Schnittpunkten von C' und %, begrenzt ist und sonst auBer-
halb von k, verlduft, falls es einen solchen Bogen gibt. Der im Winkel-
raum W, gelegene Kreisbogen von £, liegt nun bis auf den einen seiner
Endpunkte innerhalb des Kreises mit dem Radius d um P. Daher kann
wegen der Voraussetzung 4 (&) < x-¢ (1+ ') und wegen (4,4) B nicht
in das AuBere des Kreises mit dem Radius xd(1+ w’) <d' um P ein-
dringen. Weil ferner der innerhalb des Winkelraumes W, gelegene Kreis-
bogen von k,, nicht in das Innere des Kreises mit dem Radius d' um P
eindringt, kann B den Kreis k[, nicht mehr treflen. Wenn man also C
von P aus in den Winkelraum W, hinein durchliuft, so werden similiche
Schnittpunkte von k, mit C vor dem Punkte w angeiroffen. Ferner gilt
auch fiir die Linge der kiirzesten von P ausgehenden Sehne d, von k,
in W, (=2¢sin(y, — 7)) (in der Fig. P4,) und die der langsten der-
-artigen Sehne d{ von k,, (= 2¢’sin (5, -+ %)) (in der Fig. PA4;) die Relation

(4 5)"_13_= 2osin (g, —n) _ 2gsin(n+9y)sin?(n,—y) (I—o’) sin(y,—y)
2¢"sin (g, +7) ~ 2¢’ sin (9, —7)-8in? (4, + 1) ®  sin®(gty)’

Der Quotient sin g"‘ +"; konvergiert wegen Ny = I/_ mit 57— 0 gegen 1.
— Von dieser G_leichung werden wir spiter noch Gebrauch zu machen haben. —
20. Wir bemerken noch, daB offenbar die Linge des kleineren der

durch g, abgeschnittenen Bégen von k, gleich 2¢(n, + ) ist. Dabei ist
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der zuerst in das Innere der Kurve C eindringende Schenkel von W,
gerade die eine Halbgerade von g,. Da jeder Schnittpunkt des Kreises &,
mit C innerhalb des Winkelraumes W, liegt, ist die Lénge eines jeden
(Kleineren) Kreisbogens von P bis zu einem dieser Schnittpunkte hochstens
gleich 29 (%, -+ 5). Ferner liegt mit jedem Punkt @ von C innerhalb
von k, oder auf k, auch einer der Bégen PQ von C (bis auf P) im
Innern des Winkelraumes W,. Dies folgt aus der Tatsache, daB &,
Innern von & liegt, und aus der zweiten der oben genannten Elgenschaften
von R.

21. Es sei nun @ der Schnittpunkt von k, mit C, den’ man zuerst
antrifit, wenn man k, von P aus so durchliuft, da,B man bei P das Innere
" der Kurve verlaBt, Q der erste Schnittpunkt, den man beim Durchlaufen
der Kurve C in dem Sinne antrifit, da man bei P das Innere von %,
verliBt. Insbesondere konnte auch @ = Q' sein. Den ersten dabei er-

haltenen Kreishogen PQ bezeichnen wir mit 8, den zweiten (bis anf seine
Endpunkte) auBerhalb k,, verlaufenden Kurvenbogen Q'P mit «. y sei der
zu o komplementire Kurvenbogen PQ" von C. — Es sei nun ¢ ein Punkt
-in 'S, im Ahstande R =06 von P, wo zunichst 0 <o < Zsin%" <1
(Es ist po < o< @’<r.) Der Punkt ¢ liegt dann, wie man leicht
einsieht #'), im Innern von k,. Weiter unten werden wir noch o in ge-
eigneter Weise von 7 abhanglg machen. Der kleinere Kreisbogen PQ p
bildet mit dem Bogen & = PQ von O eine geschlossene Jordankurve C,.
C, enthilt den Punkt ¢ und somit auch das Innere von %, im Innern.
Dies folgt sofort aus dem Hilfssatz 3, wenn man folgendes beachtet: Der

Kurvenbogen y = 136' verlduft (bis auf P) nach dem am Schlusse der vorigen
Nummer Gesagten ganz im Innern des Winkelraumes W,. Da ferner sowohl der

%) Denn ist u der Abstand von ¢ vom Mittelpunkt a des Kreises k, und ist
X aw,¢c=1w,, so ist
: u?=p%40%0%—20%0cosy, =02 (1 +0%—20 o8 y,),
und wegen '

'P1§771+1Pg”o+¢=vo+£“2ﬂo=£“”o: - COB ;= GOE <%""’o) =siny,,

2 cos y, = 2smvo>2sm—2—

ist
2acosy11>'2asin%’>as, - Z2oco8y,—0%>0,
also ‘

0<1+0%—-20co8y, <1
und :

u<e,
d. h. ¢ liegt'in der Tat im Innern von k,.



Randverhalten der Abbildungsfunktion. 365

Kreisbogen fa'= p als auch y vom Punkte P auf g, ausgehen, sonst
aber g, tberhaupt micht mehr ireffen®®) und den gemeinsamen Endpunkst
Q' (<= P) haben, miissen sie beide auf derselben Seite von g, bleiben und
zwar auf der gleichen Seite wie die A4upPennormale von C in P. Der
Punkt ¢ dagegen liegt im Innern des Winkelraumes W (der Offnung 2v).
Dieser ‘Winkelraum hat mit der Geraden g, nur den Punkt P gemeinsam

(da nimlich g, um den Winkel < %(12’- - w) gegen die Tangente in P

geneigt ist), liegt also ganz auf einer Seite von g,, und da er ferner die
Innennormale von C in P (als Winkelhalbierende) enthilt, befindet er sich
auf der entgegengesetzten Seite von g, wie die Bigen y und . Daher
ist in der Tat der Hilfssatz 3 anwendbar. Die Kurve ¢ und der Kreis
k =k, bilden dann offenbar eine Konfiguration, die den Voraussetzungen
des Hilfssatzes 1 geniigt, wobei fiir die dort genannten Bogen «, y, 8, 8
sowie fiir die dort mit C und C, bezeichneten geschlossenen Jordankurven
und -den dort erwihnten Punkt ¢ gerade die hier mit genau denselben
Symbolen bezeichneten Gebilde gewdhlt werden kinnen. Daher gilt

(4’6) mk,cﬁg me,e? -

22. A bezeichne den Kurvenbogen ww,, der bei P in das Innere
von k, eindringt. Nach dem oben (Nr. 19) iiber die Schnittpunkte von &,
mit C und den Punkt w Gesagten enthilt 4 den Bogen y und daher
ist auch (mg,y,, 4 = 4¢ gesetat)

(4’ 7) mC',wo}'.é mG,woA = A(’}
Nach Hilfssatz 8 gilt nun
14 c)
(4,8) me,ey < 1:5—:“%?)“: c,w, 7

32) Es bedarf vielleicht noch einer Erlauterung dafiir, daB der Kreisbogen § = P Q’
die Gerade g, nur in P trifit: Die Geraden g, und g, schneiden %, in je einem weiteren
Punkte 4, (auf ¢,) bzw. 4, (auf g;). Durchliuft man die Strecke P4, von P nach 4,,
so tritt man zunichst in das Innere, durchliuft man die Strecke P A4, von P nach 4,,
so tritt man zuniéichst in das AuBere von C. Da aber C — nach dem am Schlusse
von Nr. 20 Gesagten liegen alle Punkte von C im Innern von %, oder auf %, auch
zugleich im Innern von W, — weder P A, noch PA, treffen kann, liegt also auch noch 4,
ganz innerhalb und A4, ganz auBerhalb von C. Der Kreisbogen £ tritt nun bei P in
das AuBere von C und verlduft zundchst (nach der Konstruktion von k,) auBerhalb
von W, und W,. Um nun die Kurve C zum erstenmal in Q zu treffen, mu8 £, in
das Innere des Winkelraumes W, gelangen, muf8 daher eine der beiden Geraden g,
oder g, schneiden. Da dieser Schnittpunkt selber noch auBerhalb von C liegen muB,
kann er nur 4, sein. Weil schlieBlich der Endpunkt Q' von g im Innern des Winkel-
raumes W, liegt, kann g iiberhaupt nur eine der beiden Geraden g, und g, treffen,
er trifit also nur g, und nicht mehr g,. V
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und daher ist auch wegen (4,6), (4,8) und (4,7)

5 14| (c)] 1+]g(e)]
(49)  meB<meer ST momy S 7o de-

Wir wollen nun my .8 zu § in Beziehung setzen und wenden zu diesem
Zwecke den Hilfssatz 6 an. Beachtet man, daB nach dem in Nr. 20 Ge.
sagten fiir den in diesem Hilfssatz genannten Winkel «, als obere Schranke

von o =% 2(n, + n) gesetzt werden kann, so folgt nach diesem Hilfssatz

~ 3 g2
(4,10) m Al 4- 1-4 :
e (l—l)2+4lsin9(q1+n+%)

Dabei ist 1 = lc—:)-“—'— und y (= 0) der Winkel caw, im Dreieck caw,. Somit
folgt schlieBlich, da die Linge des Kreisbogens § > PQ = é, ist, wegen
(4,10) und (4,9)

w o~ 1+]9(c)] ’ _1:_[_‘?’@11
S Searae 2 de 20 TT0 o) @

Nun beachte man, dal zwischen 6, und der Lange der Sehne ww, = 4,
nach (4,5) die Relation

Qq

> 1-w’ - sin® (5, —5)

#  sin®(n,+79)

”
»

h

besteht. Es gilt daher

, 1—w’ sin®(y—n) 4o 1—]¢(c)]
ACZAw' * sin?(n,4+9) oo 1+4|e@(c)]

und somit wegen g9 = |w, —c¢|, 14 |@(c)| <2

. ' 1—w' sin?(y,—n) do1— c
(4,11) 424, sine((zl+7,; 4 ,lw!:r_(c;l :

23. Wir konnen hier den Faktor Ao noch weiter abschitzen, indem
wir jetzt iiber ¢ geeignet verfiigen und dann den Zusatz zum Hilfssatz 6
anwenden. Die im Hilfssatz 6 und Zusatz mit o, bezeichnete GroBe
kann hier, wie oben gesagt (Nr.22), gleich 2(}y+74) gesetat werden.

Wir wihlen nun die in diesem Zusatz benutzten GroBen m = (§ )
14+ 9 =(1+7y)"¥; dann wird also ¢ =75, Ferner bemerken wir, daB
die Voraussetzung der an diesen Zusatz angeschlossenen Bemerkung mit
Y=y, w=1n,=171n erfiillt sind. (Eventuell muB 5 fiir die Anwend-
barkeit dieses Zusatzes noch weiter verkleinert werden.) Nach diesem
Zusatz und der anschlieBenden Bemerkung gibt es daher zu jedem hsn-
reichend kleinen 7 ein nar von 4 abhingiges & () mit 0 < e, <1, das
mit # |0 selber gegen 0 geht, so daB

(4,12) A6 22(1—¢)-cosy, 0<e <1,
ist. Wir denken uns # so gewihlt, daB (4,12) gilt. -
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Durch diese Festlegung von ¢ ist das im Satze genannte R =og
bestimmt, und es ist, wie bereits oben angegeben wurde,

’ _1—o'sin(n,—n) [w—w] e (1 — [w—w | 1 3
(4.3) B=— S0 (7, +7) 2sin (u+ V) | ('1 6)2sin(,.+}5)x o

wo ¢ nur von z und r abbingt und mit %} 0 (wegen r < #) gleichfalls
. — e 2 ~1 1 4

gegen 0 geht. Wegen sin (u+-15) = sin (]/n(l—fﬁ)) 2= ]/,7.§ == Y7,

(w—w,|<r<npund x21ist R<a|w—w,]". —

" SchlieBlich wollen wir noch in (4,11) 1—|@(c)| durch |1—@(c)}
zu ersetzen suchen und machen hierzu von der Tatsache Gebrauch, dafl
die Abbildung z = ¢ (w) in w = w, winkeltreu ist. Denn danach %) wird
der oben genannte Sektor §,, den der Winkelraum W (der Offnung 2vy)

aus dem Kreise ® mit dem Radius » um w, herausschneidet, durch z = ¢ (w)
auf einen Bereich der z-Ebene abgebildet, der in dem Sektor

lz—1]| L & (r), n—(w+e"(r))§grc(z——l)gn-{—w—{—e”(r)

liegt, wo &'(r), ¢”(r) >0 sind — bei festem y — nur von r abhiingen und
mit r | O selber gegen 0 gehen. Schrinkt man daher r auf hinreichend kleine
Werte ein, so gibt es zu jedem solchen 7 ein nur von r abhiingiges 6(r) mit
0<d(r)<1, so daB fiir alle Punkte ¢ in S, im Abstande R = gpo < r
von w,
(4,13) Ill‘__'%%lig (1—3(r)eosy, 0<d(r)<1, limd(r)=0,
gilt.

Somit gibt es also ein nur von 5 und r abhingiges ¢, >0, so daB
fiir alle w auf C mit |w—w,| < ¢, und die ihnen zugeordneten Punkte ¢
in §, im Abstande R von w, nach (4,11), (4,12), (4,13)

(1.—‘”')(1"‘5("))(1-61('7)) sin? (g —7) |@(w)—g(c)]
* _sin® (9, +7) luy—c|

’
_3{9 > cos®y

ist. Hiermit ist die Relation (4, 1) mit K, = (1-e)(1-9)(1=2) sin:("‘- 7)
* gin® (7, -+ 7}
— fiir den Fall 7 =1 — bewiesen. Die Konstante X, hiingt noch von y

und 7 ab. Da nun aber wegen r < » mit |0 auch sicher r— 0 kon-

vergiert, so strebt K, mit 7}0 gegen —”{ Hieraus ergibt sich auch die

Richtigkeit der zweiten Behauptung des Satzes 1 iiber die Konstante K,.
Damit ist der Satz 1 fiir den Fall z =1 bewiesen. —

) Vgl. C. Carathéodory, Schwarz-Festschrift, S.40—41 und E. Lindel6f, Compte
rendu du 4iéme congrés des mathématiciens scandinaves, Stockholm 1916, S. 87.
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24. Es sei allgemeiner © beliebig, 0 <1 < 2. Man kann diesen Fall
folgendermafen auf den Fall v =1 zuriickfiihren. ’

Durch die Transformation u = (w — w,)"" geht C in eine geschlossene
Kurve I" in der u-Ebene iiber, die in dem w — w, entsprechenden Punkte
u =0 eine Tangente besitzt. I" braucht aber nicht notwendig (in der
schlichten Ebene) doppelpunktfrei zu sein. Wahlt man aber auf C einen P
als inneren Punkt enthaltenden passenden Bogen C’ und erginzt man
diesen geeignet durch einen bis auf die Endpunkte innerhalb von C ver-
laufenden Jordanbogen zu einer geschlossenen Jordankurve C,, so ist das
Bild I, von C, bei dieser Transformation eine in der #-Ebene doppel-
punktfreie geschlossene Jordankurve, die in =0 eine Tangente hat. —
Der Winkelraum W (der Offnung 2+) geht dabei in einen von zwei von

% =0 ausgehenden symmetrisch zur Innennormalen von I', in =0 ver-

laufenden Strahlen gebildeten Winkelraum W' der Offnung 21:’— iiber. Be-

zeichnet man die Abbildungsfunktion des Tnnern von I, suf |z| <1 mit
z=1y,(u), die des Inneren G, von C; auf |z| <1 mit z= @, (w), so ist

() —w (0)] _ I P (w) — @y (wy)
u (w“'wx)lh

Beriicksichtigt man nun ferner die am Schlusse von Nr. 14 gemachte Be-
merkung iiber das Verhalten der Unbewalltheitsfunktion gegeniiber der
obigen Transformation, so sieht man, daB es auch fiir ¢, (w) zu jedem o
mit 0 <w <1 emq1>0undzu]edem'u,v=n|n==w1 auf C mit |w — w1[ L giein
R’ >0 gibt, so daB fiir alle ¢ in W und @ mit |¢ —w,|=R

l—w | ¢, (c)~py ()
255 | M e ()

gilt. Ist nun @(w) die Abbildungsfunktion des Innern von C auf |z| < 1,
so konvergieren nach dem Hilfssatz 4 die Quotienten

(4’ 14) Py (w) — oy (wy)

(w— “’1)1/'

@ (w) — ¢ (w,) ' @ (c) — @ ()

@ (W) — o (1) und. ¢1(C)—¢1(_’w1)
mit w— w, bzw. ¢ — w, gegen ein und dieselbe von 0 verschiedene Zahl.
Daher darf man in (4,14) (@, (w) — @, (w,)) durch (@ (w)— @ (w,)) und
gleichzeitig (o, (c) — @, (w,)) durch (¢ (c) — @ (w,)) ersetzen, wenn man g,
eventuell noch hmrelchend verkleinert. — Damit ist der Satz 1 in allen
Teilen bewiesen. —

25. Anmerkung. Fiir eine spitere Anwendung (Satz 6) ist. es
niitzlich, iiber die im Satz 1 genannte Zahl R noch eine etwas genauere
Angabe als dort zu machen. Aus der Relation (4, 3) folgt, dafl der Quotient

w—w,

zwischen zwei von # und r abhiingigen positiven Schranken liegt,
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die aber gegen 0 konvergieren, wenn man 7 | 0 konvergieren lat. Da nach der

72| in |25 iber-

R
geht, so bleibt die analoge Behauptung iiber den entsprechenden Quotienten
auch fiir den Fall einer beliebigen Ecke der Offnung z7 richtig. Wir heben
diese Tatsache besonders hervor: Es ses w mit 0 <w<1 fest vorgegeben,

Transformation % = (w — w,)” der Quotient ‘

und es sez g, die nach Satz1l zu K, = zugeordnete Konstante, so
x

daf fir alle w == w, auf C mit Iw w,|<Lq, u'nd die zugeordneten Punkte ¢
tn W und G mit |¢c —w,| = R die Ungleichung (4,1) gilt. Dann wird
nach dem bet unserem Beweise angegebenen Verfahren R zu w derart

Jw—w|

7 zwrschen zwei positiven Schranken

zugebrdnet, daf} der Quotient
Mys Mg bleibt:

0<u ozl <4

Die so erhaltenen Konstanten-u, und u, konvergieren aber gegen 0, wenn

man w—0, d. h. die Konstante K1—>—}7z und somit auch q,—0
“ ®
gehen laft.

26. Wir leiten nunmehr eine der Ungleichung (4,1) des Satzes 1
analoge Abschitzung fiir den Differenzenquotienten nach oben ab.

Satz 2. Unter denselben Vorausselzungen wie tm Saize 1 gibt es
zwei positive Konstanten K, und q,, sowie zu jedem w ==w, auf C mst
lw—w,|Lq, &in R>0, 80 da,B fiir alle Punkte ¢’ tn W und G im
Abstande B von w,

o (w)—g(w)] lo(e)—@(w)l ~ 1
(4, 15) Iw w, ll/t S K lof —w, l i/ OOSQ(E)-)
gelt. ‘ ‘
Ist % = hm (e ), 80 kann man K, = (1 + o) %Y setzen, wo w beliebig

klein gemackt werden kann, wenn nur q, kmrezckend klein angenommen wird.
E’szstRS( )n['w——wl/‘

Beweis. Es sei wieder ¢ (w,) =1 und zunichst t=1. Es sei C* einer
der beiden in P zusammenstoBenden Kurvenzweige von C. Wie beim Beweise
des Satzes 1 konnen wir die Tangente in P zwischen zwei durch P hindurch-
gehende Geraden g, und g, einschliefen, die mit dieser einen Winkel der

Ofinung % bilden, 0 <7 < i’%, V2 < %(g —ip) =,. Dann beschreiben
wir um P den Kreis § mit so kleinem Radius r <5, daB alle innerhalb
und auf & gelegenen Punkte von C in einen der beiden von g, und g,
gebildeten (Scheitel-) Winkelrdume ' W, oder W, der Offnung 27 hinein-
Mathematische Zeitschrift. 85  ° 4
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fallen, und dal ferner mit jedem Punkte @ von C im Innern von § oder
auf ® auch einer der Bogen PQ von C (bis auf P) sich im Innern emes

(8)

der Winkelriume befindet. Dariiber hmaus sel r so klein, dal —- < 2

fiir ¢ < r ist. Dann liegt, wie leicht zu sehen ist, auch der durch K| aus
dem- Winkelraum W herausgeschnittene Sektor -S, ganz innerhalb von G.
Dann ziehen wir von P
aus unter dem Winkel
9, = V¥ > 4 gegen die u-
Bere Normale in P auf der-
selben Seite der Normalen
wie ‘der oben genannte
Zweig C* von C einen
Strahl g, der mit einem an
PanstoBenden Stiick auBer-
halb von C verlduft. Fiir
alle. hinreichend nahe bei P
gelegenen Punkte w von C*
konnen wir einen durch P
und w hindurchgehenden
Kreis k, finden, dessen
Mittelpunkt o’ auf ¢ liegt,
dessen Radius o’ = g7w ist,
und der ganz innerhalb von & liegt. Simtliche Schmttpunkte von k,, mit .
C liegen dann auf derselben Seite der Normalen in P wie der Strahl g
und ealle innerhalb eines der beiden Winkelriume W,, W,, etwa von W,.
‘W, enthilt also ein an P anstoBendes Stiick von C* — Zwischen dem
Punkte w und dem Radius von k. besteht die Relation

) jw—w | -
wo u der Winkel ist, den die von w. nach w, gezogene Sehne von C mit -
der Tangente an C in w, bildet (u werde dabei positiv gerechnet, wenn w
auf derselben Seite der Tangente liegt wie die AuBennormale von Cin w,).

Fiir die im Satze genannte Zahl R wird sich spéter ganz dghnlich wie beim
Satze 1 der Wert

(4,16) Re= 1 Lo
: R 2sin (Y n+u)

ergeben, wo ¢ mit »| 0 gleichfalls gegen 0 geht.
27, Es werde nun ¢ > p’ durch die Relation

Fig. 13.

%, 0<e<1.,

1
U PPPOLNY e
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bestimmt, wo 0 < ' < % und 4?—} <x(l+w’) fir alle ¢e<r und

liP w’==0 ist. Dann gilt auch offenbar
ryo0

2osin(n—n) 1
(4,18) %(1+w’)<29’sin(r;1+n)_x1-—w"
Wir markieren den Punkt g auf ¢ im Abstande ¢ von P und be-
schreiben um @ den Kreis &, durch P mit dem Radius . Dieser Kreis
brauchte nun zunichst nicht mehr ganz im Innern von ® zu liegen; da

aber die Relation (4,17) nur das Verhéltnis von 57 festlegt, konnen wir w

in einer solchen Nihe von P annehmen und somit o’ derart verkleinern,
daB ¢ beliebig klein ist und daher der Kreis k,, innerhalb von £ zu liegen
kommt. Wir denken uns w so nahe an w, gewéhlt. Der Zihler in (4, 18)
ist gleich der Lénge d der kiirzesten von P-ausgehenden und im Winkel-
raum W, verlaufenden Sehne von k,, der Nenner gleich der Liinge d' der
lingsten derartigen Sehne von kj,. Es sei B ein Kurvenbogen von O, der
von zwei von P verschiedenen Schnittpunkten von k), mit C' begrenzt ist
und sonst auBerhalb von k, verliuft, falls es einen solchen Bogen gibt.
Da der im Winkelraum W, gelegene Kreisbogen von %;, innerhalb des
Kreises mit dem Radius d’ um P liegt, kann wegen der Voraussetzung
4(e) £ x(1+w')-& und wegen (4,18) B nicht in das AuBere des Kreises
mit dem Radius d'x(1-4- @'} < d eindringen. Weil ferner der innerhalb des
Winkelraumes W, liegende Kreisbogen von k, auferhalb des Kreises mit
dem Radius ¢ um P liegt, kann B den Kreis k£, nicht mehr treffen.
Wenn man also C von P aus in den Winkelraum W, hinein durchliuft,
so werden sdmiliche Schnittpunkte von k, mit C hinter dem Punkte w
angetroffen. — Ferner gilt auch fiir die Linge der lingsten von P aus-
gehenden Sehne d; von &, in W, (== 2¢sin (5 + #,)) und die der kiirzesten
derartigen Sehne d{ von k;, (== 20’sin(y, — 7)) die Relation

d, __ Z2psin(y+9) = = sin®(p+ty)
(4,19) 1= - = —— .
d{  2¢'sin(g—1) 1+’ sin?(g—9y)

28. Fiir das Folgende bemerken wir noch, daB die Linge des
kleineren der von g, abgeschnittenen Kreisbogen von k,, gleich 20 (7, + %)
ist. Dabei ist der in das AuBlere von C eindringende Schenkel von W,
gerade eine Halbgerade von g,. Da jeder Schnittpunkt des Kreises k, mit
C innerhalb des Winkelraumes W, liegt, ist die Linge eines jeden kleineren
Kreisbogens von k&, von P bis zu einem solchen Schnittpunkt mit ¢ héch-
stens gleich 2¢9(y, + 4). Ferner liegt mit jedem Punkte Q von ¢ inner-
halb von k, oder auf k, auch einer der Bégen PQ von C (bis auf P)
im Innern des Winkelraumes W,, da ja &, im Innern von § liegt (vgl. Nr. 26).

24%*
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Damit haben wir unsere Annahme iiber di_e Unbewalltheitsfunktion, so-
weit sie fiir den Beweis in Betracht kommt, vollstindig ausgeniitzt. —

29. Es sei nun @ der erste Schnittpunkt von %k, mit C, den man
beim Durchlaufen von C von P aus in das AuBere von k, hinein antrifft.
Wir bezeichnen den hierbei durchlaufenen Kurvenbogen P@Q mit . Der
zu ihm komplementire Bogen auf C sei f. y séi der Kreisbogen PQ von k,,
der bei P in das Innere von C eindringt. Der Teilbogen ww, von 8
werde mit § bezeichnet. Wir wihlen nun die in der Formulierung des Satzes
angegebene Grofe R =09, wo =17+ gesetzt sei, und nehmen in 8,
einen Punkt ¢’ im Abstande R von P an (es ist R =09 < o <r). Nach
(4,17) hat also R in der Tat den in (4,16) angegebenen Wert. Offenbar ist

3
jw=w,|  xq} sm(V_+'1)$[w w| xat TP

T ol (- = 2 121
x 2 2 =2

und wegen ngrglw—wll
Rg—g-n"xlw—wlls/‘.

30. Der Kreisbogen y =PQ bildet mit dem Bogen ¢ von C offen-
bar eine geschlossene Jordankurve I. I" enthélt den Punkt ¢’ im Innern.
Dies folgt wieder aus dem Hilfssatz 3 in Nr. 5, wenn man folgendes be-
achtet: Der Kurvenbogen PQ = liegt nach dem oben Gesagten ganz
innerhalb des Winkelraumes W,. Da die Tangente ¢ von k, in P sicher

aulerhalb von W, und W, verlduft, trifft der Bogen g —= I”@ _diese Tan-

gente ¢ nur in P. Da aber auch der Kreisbogen y = PQ mit ¢ nur den
Punkt P gemeinsam hat, und also die beiden Bogen 8 und y von P aus-
gehen und den gemeinsamen Endpunkt @ (4 P) haben, so liegen sie
beide auf derselben Seite von {, und zwar auf derselben Seite wie der
Strahl g und die Aufennormale von C in P. Der Sektor 8,, der wegen
(n,<w,) t nicht enthilt, liegt ganz auf derselben Seite von ¢ wie die
Innennormale von C in P, also auf der enfgegengesetzten. Auf dieser Seite
befindet sich somit auch ¢’, so daB in der Tat der Hilfssatz 3 anwendbar
ist. Die Kurve C und der Kreis k=1#k, stellen dann offenbar eine .
Konfiguration dar, die den Voraussetzungen des Hilfssatzés 2 geniigt, wenn
fir die dort genannten Biogen «,f, 8,y und die geschlossene Jordan-
kurve I, sowie den genannten Punkt ¢’ gerade die hier mit denselben
Buchstaben bezeichneten Gebilde gewéhlt werden. Daher gilt (mg,o f == 4¢
gesetat)

4f =me,¢ B < Mapery-
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31. Nach Hilfssatz 7 ist mit it e = b= M,y Md V==, + 9, S+, <. ’2’ ,
wo 1y, der Winkel zwischen ¢’w, und der Innennormalen von Cin w1 ist,

(2+0) r_ 47
(4,20) Ac’émkmcrém;—“‘q-

Dabei ist die Linge von y gleichfalls mit y bezeichnet.
Da w+194,< f— und o =g gesetzt ist, kann man den Ausdruck 4,
gleichmafig fiir 0 < y, Sy 80 abschatzen

: 1 (2+0)®
4,=3 2cos(1p1+m) é: coB Y, (1 +h(’7))

wo h(y) nur von n abhéngt und mit 5 — O selber gegen 0 geht. Somit
erhalten wir aus (4,20)

(4,21) gL ——(1+ h(n))

] cosyz

32. Hier wollen wir nun 4g= mg,c'ﬂ durch 4= mc,w.,l-‘—f ersetzen
. !

und schitzen zu diesem Zwecke den Quotienten %}— nach oben nach dem
c

Hilfssatze 9 ab. Fiir die Anwendung dieses Hilfssatzes und auch fiir die
weiter unten .folgenden Abschitzungen miissen wir die oben eingefithrten
und auf hinreichend kleinen Werte beschrinkten Zahlen 7 und r noch
weiter einschrinken. Wir bezeichnen den weiter unten zu benutzenden
Ausdruck 44,77 mit 8 und nehmen y so klein an, daB

_ (249" _ 424 _1im
(4,22) =44, n< 292 cos (v +7) 4ﬁ— 2cos(y+¥n) < 4(2 'l’)

ist. Wegen der Winkeltreue der durch z= @(w) ‘vermittelten Abbildung
in w=uw, folgt®), daf das Bild des oben genannten Sektors S, in der
z-Ebene mnerhalb des Bereiches

(428) [2~1[ZUr), a—(v+¥(n)Lare(z—1)<a+ (v +1'(r)
liegt, wo I(r) und !’(r) positiv sind, nur von r abhingen und mit
r— (0 selber gegen 0 konvergieren. Wir wihlen nun r so klein, daB
U(r)y <, =%(12‘— —1,0) und l(r)-< sin"—z‘! ist. (Dann liegt, wie leicht zu
sehen ist, der Sektor (4,28) (bis auf den Punkt z=1) ganz im Innern
des Einheitskreises.) - :

83. Unter diesen Annahmen sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes 9
fiir o' = A4¢, "= A(',v', [ =c',

zp+l(r)<t,u—|—vo< 7

) Vgl dle in der FuBnote %) zltxerhm Abhandlungen
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sicher erfiills, Man beachte noch, daB, wie in Nr. 28 gesagt der Bogen

y < 20(n + 1) ist, so daB fiir den Boger A¢ = mg,o § sicher wegen (4,22)
die Ungleichung gilt

” 173
dal<a(fnr+n<efna=s<35(5-1).
 SchlieBlich gilt fiir y = |arc p(c’)| Wegen I(r) < sin}?
sing <I(r)<sin®, 7<? und 1<)

Daher gilt fiir jedes nach der obigen Konstruktionsvorschrift in ! wiahl-
bare w nach dem Hilfssatz 9
1-18] .

2]b}cos*(zp+l(r)+ ‘”)

(4,24) 46< 4, b=g(c),

wo
3 8

d 1 v
V(r)+ +z§ o‘f"g(ﬁ“f‘fo):g” =z(%—w)<£—w
ist. Da 5y < l(r) 1stund6—->0m1t1;-—>0geht und Hb]—l]gl(r) ist,
konnen wir (4 24) weiter abschitzen

(4, 25) Acg;*"" 48 (14 by (m) (1 + 8, (),

. wo k,(7n), 6,(r) nur von 5 bzw. r abhingen und mit 5 —0 baw. r —0
gleichfalls gegen 0 gehen.

« 84. Nun beachte man, daB der Bogen P = y die Linge 2¢ (u'+¥n)
hat, wo x4’ der mit Vorzeichen genommene Winkel ist, den die Sehne PQ mit
der Tangente in P bildet. Daher ist ( wegen |n'| £ ), unter d,, die Linge
der Sehne PQ verstanden,

v _ 20w’ +Vn)
(4,26) 4, " Resn Gy = Tl
W0 hy(n) nur von 7 abhingt und mit 5 {0 gleichfalls gegen O geht.
Ferner gilt nach (4,19) zwischen der Lange D, der Sehne ww,; und der.
Sehne PQ die Relation -
(4 27) __1.;2(’1—"") s%n”(rh—q).
’ d, = = sin?® (5, +7)

‘ SchlieBlich beachte man, da wegen der obigen Annahme ((4,28))
iiber

(4,28) THDL <(148,) cos

ist, wo d,(r) nur von r. abhingt und mit r—0 gegen O geht.
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Somit gibt es ein nur von n und r abhingiges g, > 0, so daB fiir
alle w auf C mit |w— w,| < ¢, und die zugeordneten Punkte ¢’ in @
und W im Abstande R von w, wegen (4,25), (4,21), (4,26), (4,27), (4,28)
(14 B (L by () {1+ g(n) (L 8, (1)) (14 8, (1)

cos®y
sin?(q+9)
sin?(y—9) 1—-o

gilt. Hiermit ist die Relatlon (4, 15\ — fiir den Fall =1 — mit

x(l-{-h(f}))(l-}-h () (1 +h () (1 + 8,(r) (1 + 8, (1) sin® (7, +7)
'K‘B E w’ 2
(1-w’) sin?(z, —7)
bewiesen. K, hingt noch von % und 7 ab. Da wegen r <y mit p—0
auch r— 0 strebt, so konvergiert K,—x» mit #}0. Hieraus folgt die
zweite Behauptung des Satzes 2 iiber die Konstante K, — fiir den Fall 1 = 1.
Der Fallt #=1 kann durch wortlich dieselben Uberlegungen wie belm
Satze ¥ (Nr. 24) auf den Fall =1 zuriickgefiihrt werden.
Auch hier gilt eine ganz analoge Bemerkung iiber den Quotlenten ‘
wie beim Satze 1 (Nr. 25).

- 35, Wir formulieren noch das folgende, sich unmlttelbar aus den
Sitzen 1 und 2 ergebende

-Korrolar. Es sei C eine geschlossene Jordankurve, die ¢m Punkte
‘w = w, eine Beke der Offnung nt, 0 < v <2, besitzt und die in w, linear
unbewallt tst (d. k. ihre Unbewalltheitsfunkiion A(e) in w, gendigt der
'Bedingung A(&) =0 (¢)). w==1{f(2) bilde |2| <1 so auf das Innere G
von 'C ab, dap z2=0 in w=w, (w, in G), 2=1 in w=w, ibergeht.
Es set 'L eine tn z=1 miindende Jordankurve, die bis auf den End-
punkt z=1 gamz in |2| <1, und zwar innerhalb eines von zwes sym-
metrisch-zum Radius in 2z =1 verlaufenden Kreissehnen gebildeten Winkel-

45 |l —pw)
%S|

¢/ —w,

—-‘u_}1

R

raumes der Offnung 2y, 0 <y < 12'—, liegt. Dann gz'bil es zwer posttive
Konstanten M, und M, und ein zugehoriges q’ > 0, sowie zu jedem z < 1.
mit |z| =1, |2 —1| < g’ ein geeignetes b(z) und ein b'(z), auf L, die
mit z gegen 1 gleichfalls gegen 1 Iconvergz’eren, so dafl .

FD=FD [ o 4 | FB)=F)
1 =7 B e v
und
)= (1) -
Tey (# 1y
gilt. ‘

Dabe:i kann ‘man auch

%

. . (¥
.Mx'_—:(l—}—w)xcos“""(%) und M2=(1'—-w’)cose(1)
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wihlen, wo 0 < w, w'<1 ist, x-—-—-%@ ist und w, o' beliebig klein
gemacht werden konnen, wenn man g’ hinreichend klein amnimmt.

~ Zum: Beweise hat man nur zu beachten, dafl das Bild von L in der
w-Ebene ein in w =w, miindender Jordanbogen L' ist, der wegen der
Quasikonformitit der Abbildung schlieBlich innerhalb eines von zwei von w,
ausgehenden symmetrisch zur Innennormalen in w, verlaufenden Strahlen

gebildeten Winkelraumes der Offnung yz - J, bleibt, wo yr+d < -;‘— T

ist. Dann ergibt sich der Beweis durch Anwendung der Sétze 1 und 2 auf
die von f(z) inverse Funktion z = @ (w), indem wir die Punkte ¢ und ¢’
jeweils auf L' annehmen und b = ¢(c), &' = ¢ (¢’) wihlen.

§ 5.
- Folgerungen ans den Sitzen 1 und 2.

36. Wir beweisen zuniichst eine Folgerung aus den Siitzen 1 und 2,
die sich auf die Existenz der allseitig genommenen Ableitung bezieht.

Satz 8. Es set C eine geschlossene Jordankurve, die tm Punkte P:
w=w, eine Ecke der Offnung =, 0 << 2, besiizen moge; z = ¢ (w)
bilde das Innere von C auf |2| <1 ab. Es sei L etn tn w == w, miinden-
der, sonst snnerhalb von C verlaufender Jordanbogen, und zwar moge L
innerhalb eines Winkelraumes liegen, der von 2wei von w, ausgehenden,
zuerst sm Innern won C verlaufenden und symmetrisch zur Winkel-
halbierenden des Eckenwinkels bes w, . liegenden Sirahlen gebildet wird.
Ferner moge bei der Anndherung lings L

o p(w)—e(w) _ s
_ tvl-li%x (w—w)VF ,_? )
exisiieren und von 0 und oo verschieden sein. :

Hinreichend und notwendig dafiir, dap auch auf C und daher (wie
wir zesgen werden) allsestiyg

1 1 9’(“’) w{w,)
(51) | w]ﬂ.—“_“(w_wi)w
existiert und gleich y ist, ist, daf C tn P regulir unbewallt tst.
* 37. Wir schicken dem Beweise den folgenden Hilfssatz voraus:

Hilfssatz 10. Hs ses I' esne geschlossene Jordamkurve, f(2z) eine sm
. Innern @ von I' reguldre und auf G + I" stetige Funkiion. Es sei z, ein

%) Wir denken uns die Potenz (w—w,)'* etwa fiir einen Wert w auf der
Winkelhalbierenden des Eckenwinkels bei w, im Innern von C irgendwie normiert.
Dann bleibt diese Potenz im Innern von C und auf C eindeutig und stetig.



Randverhalten der Abbildungsfunktion. 377

Punkt auf I'. Gilt fir beliebi'ge zauf I'
- @) = f(2)] .
HemapE =9
" 80 gilt dies gleichmdfig auch fir alle z tm Innern von r.

Beweis. Wir bilden G mittels z =g({) auf |{| <1 so ab, daB etwa
{=1 in z =z, iibergeht, Dann zeigen wir, dal, /*({)=f(g()) gesetzt,
h(C)-=f'(C)—f*(l) 38

(g()—g@)*® ,
werten h(e"” — darstellbar ist, und leiten aus dieser Darstellung dann
in iiblicher Weise die behauptete Ungleichung ab.

38. Um nun einzusehen, daB man % (%) durch das Poissonsche Inte-
gral darstellen kann, braucht man nur die folgende Tatsache 'zu beachten:

Ist w(z) in |2| <1 regulir und besitzt y(z) integrable radiale Rand-
werte y(e*®) auBer auf einer #-Menge vom MaBe 0, ist ferner

a>0,

) durch das Poissonsche Integral — mit den Rand-

(5,2) flgw(re“’)waso 0<r<1 %)

so ist y(2) durch das Poissonsche Integral 2 —re“”, r<l,
27 .
o= [0 it a0 L (e Kr, 0 pra0
= LA VS wrp: gy pyrvey ¢y ¢) =oz) ¥ S
i 1 :
gegeben ' ‘
Die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich sofort aus einem Satze von
Herrn Ostrowski®), der besagt, daB eine in |2| < 1 regulire Funktion v (z)

) Wir denken uns die Potenz in k() fiir einen Wert |£]<1 in bestimmter
Weise normiert. Dann bleibt %(f) wegen ¢g({)+g(1) in [{|<1 eindeutig und
regulir und hat fiir |{{41, arc{+:arcl  eindeutige, beschrdnkte und integrable
Randwerte.

37) Dabei ist fiir a§01ga=1ga, wenn a =1, und =0, wenn a < 1 ist.

38) A. Ostrowski, Acta litterarum ac scientiarum Reg. Univ. Hung. Francisco
Josph. T.I, Fase.II, p. 87, FuBnote. Dort ist der Satz folgendermaBen formuliert:
Ist F(z) in |2]<1 regular hat F( ) auf einer 8- Menge positiven MaPes (z =re'?) die

Randwerte 0 und ist flg]F’(re“’)]d|9< C,, 0<r<1, s ist F(z)=0. Um einzu-

sehen, daB die oblge Fassung mit dieser #quivalent ist, hat man nur zu beachten,
daB, wenn zwei in |z2| <1 regulire Funktionen F,(z) und F,(z) fast iiberall die
gleichen radialen Randwerte haben und den Bedingungen geniigen

2n+ 2:1:+ )
Of Ig|Fy(re'®)]do =0, -Of Ig| Fy(re'?)|dd < €y,

F = F, — Fq fast iiberall die Randwerte 0 besitzt und daB ferner

-]

2.1+ 2n+ 2n+
flglF,—-Fewsoflgwdug1g1Fg|d0+1g2g20,+1g2
gilt. ’



378 S. Warschawsi{i.

durch die Angabe ihrer Randwerte auf einer Menge positiven MafBes .ein-
deutig bestimmt ist, wenn (5,2) gilt. Da nimlich nach Fatou

2n
1 i
—wa(e "K (r, ¥ — <p)dz9
b

fir fast alle 9 die Randwerte w(e’ ?) besitzt und da ferner

2n

[ ®(re’)|as
i}
gleichmaBig in » beschrinkt®) und somit auch
S .
[lg|P(re?”)|do <0,
o0

fiir alle 0 <7 <1 bleibt, sind v (z) und ¥(z) miteinander identisch.

Fir k() ist nun diese Voraussetzung erfﬁllt Denn wegen der Be-
schrinktheit von |f(z) —f(2,)| und |g({) —g(1)] fiir (] <1 bleibt
auch (= re“’)

Firon—rwajas,  [lklg@) —owlas

fir 0Lr<? beschrinkt, und dies ist bereits hinreichend dafiir®), daf

) Dies gilt ja sogar fiir eine allgemeinere Klasse von Funktionen ¥ (z), nimlich
fiir alle ¥ (z), die durch ein Stieltjes-Poissonsches Integral darstellbar sind (siehe
A. Ostrowski, die in der FuBnote % ziterte Arbeit. Fiir die ausfithrliche Darstellung
des Beweises vgl. die in FuBnote ?) zitierte Abhandlung von Herrn Ostrowski, S.255f.
Vgl. auch die Darstellung von G. C. Evans, Logarithmic potential, S.46.)

40) Denn ist @(z) eine in |2[< 1 regulire und beschrinkte Funktion, so gilt
fiir 1g|®@(z)| bekanntlich die Jensensche Ungleichung ((D(OH:O, sonst betrachte

(

man -— —) fiir passendes ganzes » > O)
23
ig|2(0)| < [lg|@(re'?)[dd (r<1)
0 .

oder
2x

2
Ig|0(0)| < [lg|@(rei®)[ds+ [Ig(®(re!?)|ds,
0 h
wobei fiir a>0

lga_lga fir a1 und =0 fir e <1,
lga:lga fira<1und =0 fire=>1

ist. (Man beachto, daB mit lg|{®| auch lg|®| und lg|®| integrable Funktionen
von 9 sind.) Da nun Ig|@(re?)| <0, —lg|®(re'?)| =0 ist, ist
2x 2 CEN
[ig|@(re'®)||dd=—[Ig[P(re'?)|dd < [Ig|P(re'?)|d8~1g|P(0)| <K,
0 ] [}

(Fortgsetzung der FuBnote *°) auf niichster Seite.)
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'auch,fiir 0<r«l

PR
f‘]giﬁf.)__zf_l_?_z}_)_l_ s z__=g(rei19)’

beschrinkt bleibt.
Es gilt daher

2n
Y= L [ 2 — () 1y v
He "3 (g(ew)—g(l))a1+1‘9—2rcos(19—?’)d0’ {=re'?,

woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt.

39. Beweis von Satz 3. Offenbar geniigt es, den Satz fiir den Fall
=1 zu beweisen. '

)

a) Wir zeigen zuerst, “daB die Bedmgung ~—+*—1 mit ¢ — 0 hin-
reichend fiir das Bestehen von (5,1) ist.

Zundchst folgt aus dem Satze 2, daB die fiir w in C regulére und
fir w<4w, auf C stetige Funktion ®(w)= v (w)—o(w) gleichmafig

Ww—w.
fiir alle w auf C und daher auch nach dem vorausgleschickten Hilfs-
satz fiir alle w innerhalb von C beschrinkt ist. Daraus ergibt sich auf
Grund unserer Voraussetzung nach einem Satze von Lindelof), daf
w‘:lfl'l” P (w)=1y=¢'(w,) auch gleichméBig bei Annéherung ,im Winkelraum*
gilt, “also auch inshesondere lings der Normalen in w,. Daher gilt nach
Satz 1 und Satz 2 fiir hinreichend kleine |w — w,|, w 4= w,,

H

ple)—@(wm) g (w)— ¢(W) w(c’)—¢(W)
(1o [HR=E <[ MR < a2
wo ¢, ¢’ die dem Punkte w nach Satz 1 und Satz 2 zugeordneten Punkte

im Abstande R von w, auf der Innennormalen in P sind. Somit gilt
fiir w—w,

lw'(wl)l(l—m)gglq’_@vug;w_vx_)

_w‘

<le'(w)|(1+ ).

und daher auch (0 <r<1)
2x 2:1* 2
lgl@(re'?)||dd< [1g|D(re'?)|dd— [ Ig| B (re'?)|dd < konst.
[ 0 ¢ 0 :

Vgl. fiir die obige Bedingung fiir den Mittelwert von l+g sowie diese Uberlegung die
in der Fuinote ®) zitierte Abhandlung von Herrn Ostrowski 8.261. Die Bedeutung
dieser Bedingung fiir IE besteht darin, daB sie fiir einen Quotienten zweier analyti-
scher Funktionen erfiillt ist, wenn sie fiir jede einzeln gilt.

41y E. Lindel6f, Sur un principe général de P'analyse, et ses’ applications & la

théorie de la représentation conforme, Acta Soc. scient. Fennicae 46 (1915), Nr. 8,
p-10—11.
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Also ist auch mit w0
’ Im |2 —e(w)
| V4 (wx)l gm’

<le'(w)]

w— w,

-und somit folgt, da8 Lim p(w)—o(w)

. wow wW—w,
Um nunmehr die Behauptung (5,1) herzuleiten, beachte man, da wegen
der Existenz der Tangente in w = w, *%)

existiert und = |¢@'(w,)| ist.

lir arcq”‘(w)-q”(w‘) —
w— w,

’
Jim arc g (10,)

ist. Damit ist die Relation lim 2= 2(%) _ y fiir w auf dem Rande
wrw (w—w)*

bewiesen. Die allseitige Konvergenz des Ausdrucks (5,1) folgt dann wegn

der Beschranktheit aus einem Hilfssatz von Lindelsf %), _
b) Zum Beweise des zweiten Teiles des Satzes beachte man die am

SchluB von Nr.17 bewiesene Tatsache. Bezeichnet man die zu ¢ (w) in-

verse Funktion mit w = f(z) und ist @ (w,) =1, so besagt die Aussage, da$l

‘f(e"")—f(l)‘

. ]

lim
40

existieren und von 0 und co verschieden sein soll (vgl. Nr. 17, Bemerkung 2):

# ist ein metrischer Parameter fiir C' in w,, fiir den

W i>0 i
# — 0 gilt, wobei r(#) die Lange des oben angefithrten, von P,
(w=w,, #=0) nach dem Punkte P= P(?#) gezogenen Radiusvektors
ist. Hierfiir ist aber nach dem in der Nr.17 Gesagten notwendig, daB

im 4 1 st
ed 0 8

40. Aus dem Satze 1 und 2 sowie aus dem in Nr. 835 formulierten
Korrolar und dem Satze 3 ergibt sich nun das folgende

Korrolar. Es moige w=[(z) den Kreis |z|<1 auf das Innere
esner Jordankurve C abbilden, die in f(1) = w, eine Tangente besitzt und
deren Unbewalltheitsfunktion A(e) der Relation 4 (&)= 0(c) geniigt.
Bleibt bei Anndherung lings eines in z =1 miindenden, aus dem Innern
des Einheitskreises kommenden Jordanbogens L mit stetiger Tangente,
welcher die Peripherie des Einhesiskreises micht berihrt, |f'(z)| < M,
80 hat f(z) tn z=1 nach oben allseitiq beschrinkien Differenzen-
quolienten.

42) Vgl. E. Lindelsf, die in der FuBnote 3%) zitierte Abhandlung, S. 85—87.

43) Siehe z.B. L. Bicberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie 2, S.21ff. Dieser
Satz ist ein Spezialfall des oben zitierten.
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EBxistiert ber Anna"hemng lgngs L lim f’(z) =y *) und ist 1% é‘,(:”) =1,

1= £0) f(l) wnd o

'80 extsitert auch allsestig hm t =y.

Beweis. Wegen |f'(z)| < M fiir z auf L ist

@7,
17(e) — )| = | sz(z)dz)gm,
wo lings L von 2z bis 1 zu integrieren ist und 7 die Linge des Kurven-

bogens L von z bis 1 bedeutet. Daher ist
lf(z)—f(l)lSM !

z2—1 z—1}’

und wegen der Stetigkeit der Tangente von L ist hm =1, woraus

!
1]z—1]
die Beschrinktheit dieses Diflerenzenquotienten be1 allseltlger Anniherung
aus dem Korrolar zum Satze 1 und 2 und dem Hilfssatz 10 folgt.

Aus lim f’( z)=1y und der eben benutzten Integraldarstellung von

f(z)="f( +ff (2)dz, die ja bis in den Punkt z=1 hinein gﬂt folgt,
daf auch
im ()= f(l)
(5’3) z~>1 z—1

fir z auf L gilt. Denn z bleibt dabei im Stetigkeitsintervall von f’(z).
Nach Satz 3 folgt hieraus die Behauptung, falls y &0 ist. Ist y =0, so
folgt wegen (5,3) die Behauptung direkt aus dem Korrolar zum Satz 1
und 2, Nr. 35 (1. Behauptung).

§ 6.
Heranziehung der Vergleichskurven.

41. Definition. Wir sagen, die geschlossene Jordankurve € sei eine
innere (resp. dupPere) Vergleichskurve der geschlossenen Jordankurve ' im
Punkte P (oder C besitze in P die innere (resp. &uBere) Vergleichskurve )s
wenn € den Punkt P mit C gemeinsam hat und nirgends auBerhalb von
C verliuft (resp. nirgends innerhalb von C liegt und C in ihrem Innern
enthilt).

Dann gilt der folgende

Satz 4. Es sei C eine geschlossene Jordankurve, die sm Punkie
P (w=w,) eine Ecke der Offnung nv, 0 <v<2, besitziyund die im

4) Hier darf auch y =0 sein.
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Punkte P linear unbewallt ist (fiir deren Unbewalltheitsfunktion A (e)
also in P die Relation -4 (e) = O (¢) gqult). Ferner mége C in P eine
innere oder dupere Vergleichskurve § besitzen, die in P eine Ecke der
Offnung nt’' haben mdge. Dabei werde angenommen, daf3 die Winkel-
halbierende s des Eckenwinkels der Ecke in P von C zugleich auch den
Eckenwinkel von € in P halbiert. z= @ (w) bilde das Innere von C,
z==>0(w) das von € so auf |z| <! ab, dap ein m Innern von C und €
liegender Punkt w=w, in z =0 dbergeht. Dann gibt es:

a) falls € eine innere Verglez’dhskurve 18, zwes positive Konstanten
K, und q, sowie zu jedem w <= w, auf C mit |w —w,| < q, en c auf
der Winkelhalbierenden s, so daf

| @ (w)— @ (w)] > K/ | @(c) —B(w,)|

]w"w1llh = lc" ‘1/1’

gilt, und _
b) falls & eine dufere Vergleichskurve ist, zwei positive Konstanien
K, und ¢, sowte zu jedem w =4 w, au/ C mit jw—w,!<Lq, en ¢
auf s, so daf |
lp(w) —e(w)| g W(G')—d’(w:)l
fw— o V7 =k for —wy |V

ist #5). .
Dabei diirfen fir K{ und K, die Werte

l—w 1/t

~ bzw. (14 w)x'" gesetat
4(s)
&

werden, wWo x == hm ist und o, 0 < w <1, beliebig klein gemacht

werden kann, wenn nur q, bew. g, hinreichend klesn angenommen wird.

Der Beweis ergibt sich aus dem Satze 1 und dem Satze 2, wenn man
beachtet, dall nach dem sogenannten Lindeléfschen Prinzip) im Falle a)
fiir ¢ im Innern von € [®(c)| = |p(c)| und also 1—|B(0)| <1~ |gp(c)],
im Falle b) fiir ¢’ im Innern von C |P(c¢’)| < |p(c’)| und daher
1—10(c')] 21— |p(c')| ist, und wenn man in beiden Fallen die Quasi-
‘konformitét *¥) -der Abbildung in wllberiicksichtigt -Denn danach ist sowohl

1= p@)| _ _ [ 2(w)|
S e ey =1 sk lim ol B =1,

%) Man kinnte an Stelle der Winkelhalbierenden s auch allgemeiner einen be-
liebigen in P miindenden Jordanbogen L wihlen, der ganz innerhalb eines von zwei
von P ausgehenden Strahlen gebildeten Winkelraumes bleibt, die ihrerseits mit an P
anstofienden Stiicken im Innern von € und von § verlaufen. Wir brauchen aber diesen
Satz nicht in dieser Allgemeinheit und beweisen ihn daher nur in der obigen Fassung.

%) E. Lindel6f, Mémoire sur certaines inégalités de la théorie des fonctions
monogénes et sur quelques propriétés nouvelles de ces fonctions dans le voisinage
_ d’un point slr;uher essentiel, Acta societatis scientiarum Fennicae 85 (1908), Nr. 7,
pp- 3£i. Siehe auch L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie 2, 8.117.

47) Vgl. die in der FuBinote 3%) zitierten Abhandlungen.
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wenn w auf s angenommen ist. Man erhilt somit beispielsweise im Falle a)

lp() =@ 5 1=lp@)] 5 1-19@)] 5 18w)=8(©)] ;0

R e e e L L

und mithin nach Satz 1 (mit ¢ = 0) bei vorgegebenem @ und passendem
g, >0 fiir alle w+w, auf C mit |w—w,|<gq, und die ihnen zu-
geordneten ¢

lo(w)—@(w)| S 1— [P(w)—P(c)|

Iw_wlll,lt = xl/t‘

[, —¢ "

Bemerkung. Beriicksichtigt man die am Schluf des Beweises von
Satz 1 und Satz 2 gemachten Bemerkungen iiber den Quotienten

u;-—:;; bzw. c_";_.— :i , 8o sieht man, daB auch hier Analoges gilt: Ist

sy —w,

o, 0 < w<<1, beliebig vorgegeben, und sind g, bzw. g, die zu X, = - _1'/:"
. . x

bzw. K, = (l—l—w)nllr nach dem Satze 4 zugeordneten Zahlen, so gibt es
zwei positive Konstanten x4, und u,, so da

‘ 0<Hx§’z:::jéﬂes 0<py L w—wl[

7
¢/ —w,

< g

fir alle w auf C mit |w—w,|<q, bzw. |w—w,|<g, gilt. Diese
(beim Beweise der Sitze 1 und 2 angegebenen) Konstanten konvergieren
aber gegen 0, wenn man w — 0 konvergieren laBt.

42. Zusatz zum Satz 4. Dieser Salz blesbt nock richtig, wenn der
Punkt, den man bei der Abbildung des Innern von € in den Nullpunkt
tibergehen lift, nicht derselbe ist wie der, der bei der Abbildung des
Innern von C in-z= 0 dbergeht.

. Es sei beispielsweise € eine innere Vergleichskurve. Bildet man dann
vermittels z = ¢*(w) das Innere von C so auf {z| <1 ab, daB w=m,
(o, nicht notwendig im Innern von €) in z=0 iibergeht, und ver-
mittels 2 = @(w), daB w=w, (in C und @) in z =0 iibergefiihrt wird,
so hat man

* o) o 2L —9(W) iy

o ¢*(w) 1~'¢(w)me (» reell).
Ist daher der Satz 4 auf @ (w) mit der Konstanten K, anwendbar, so gilt er
auch fiir p*(w), wenn man K, durch K;(1— ¢) ersetzt, wo 0 < & <1 ist
und. ¢ beliebig klein durch geniigende Verkleinerung von ¢, gemacht werden
kann, Denn es ist ja zunichst

Je*(0)—p*(w)] _ [@*(w)—e*(w)]| |@(w)—g(w)]

[ |1 [ (w) —o(w)] fw—w, V7
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und analog
|@*(e) —@*(w)| ___I g*(c) —@*(wy) | [e(c) — @(w)]
le—w |V (e) — @ (w,) le—w | 7
so daB
: *(w) — ¢*(w,) p*(w) — ¢*(w,) rloe)—o(w)|
®1 - I(w —wy |V P (w) — @ (w,) K [o—w, |VF
> (w) — p*(w) l g(c) —@(w) K! ’?*(c)—q’*(wl)l
q:(w p(w) | |o*()—o*(w) fe—aw, |V

ist. Ferner gilt, ¢*(w)=1{(" o¢(w)={_ gesetat,

pr(w)—g*(w) o et(e)—g*(w) (4
u}l—?}ox p(w) =9 (w) = e (m) “<d§ )c=«p<w,)
— ~|4[° LY | T
(1~Z¢(w1))ie + ? (P(mo)’
bei beliebiger Anndherung von w und ¢ an w, auf C oder aus dem
Innern von C. Daher konvergiert das Produkt in (6,1)

o*(w) — ¢*(w,) ' P () —glw) 1
g(w)—g(w) || o*ec)—e*(w) ’
wenn w — w, und ¢ — w, streben. Hieraus und aus (6,1) entnimmt
man die Richtigkeit der Behauptung im Falle a). Analoges gilt im Falle b).
43. Wir definieren noch die folgenden beiden Begrifisbildungen:

Definition. Wir sagen, die geschlossene Jordankurve C besitze in
P (w=w,) eine ,konforme Ecke* der Offnung nv, 0 <v< 2,%%), wenn
C i P eine Ecke der Ofinung =7 besitzt und wenn fiir die Abbildungs-
funktion z == @ (w) des Innern von C auf den Einheitskreis bei allseitiger
Annéherung von w an w, die Relation gilt

0< K <1¥ @ (w) — @(w)] SK
1= ! w—1m, Il/t 22
wo K,, K, Konstanten sind, die natiirlich von der Normierung von ¢ (w)
abhiingen. Wi sagen weiter, C besitze in P eine ,generalisierte konforme
Ecke“ der Offnung nv, wenn C in P eine Hcke der Ofinung sz besitzt
und es eine innere und AuBere Vergleichskurve §; und €, gibt, die beide
in P eine konforme Ecke derselben Offnung besxtzen“)

Satz 5. Notwendig und hinreichend dafir, daf die Jordankurve O
die im Punkie P eine- generalisierte konforme Ecke der Offnung =z,
0 <7< 2, besttzt, eine konforme Ecke derselben Offnung in P hat, isl,
daf die Unbewallthestsfunkition A(e) ~ + C in Pder Bedingung 4(e) = O(e)

48) Vgl. die FuBnote ®).
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DaB diese Bedingung hinreichend ist, folgt aus dem Satze 4. Sie ist
aber auch notwendig, und zwar auch dann, wenn das Besteben einer
generalisierten konformen Ecke nicht vorausgesetzt wird. Denn bildet .
w = f(z) den Kreis |2| <1 auf das Innere von C ab und ist w, = f(e'?),
80 bestehen die Ungleichungen . .

?) — feith
0<e, < FAS li’)—t’i(l' ) <
Diesbedeutet aber (vgl. dieBemerkung 2 in Nr.17), dal ¢=|9—9, | sgn (¢ —4,)
ein metrischer Parameter von C in bezug auf w = w, ist, und daher giit
notwendig 4 (&) = O(e).

44. Als eine Anwendung des Satzes 4 beweisen wir noch den folgenden

Satz 6. Es set C eine geschlossene Jordankurve, die im Punkte P
eine Ecke der Offnung nr, 0 <1t <2, besttzl. Ferner sei C in P linear
- unbewallt, d.h. die Unbewalltheitsfunkiion von C in P geniige der Be-
dingung 4(e)=0(¢c). z=q@(w) bilde das Innere von C auf |z| <1
ab. Dann konvergiert fiir jedes feste ¢ >0 (e<<t) gleichmdpig fir
gegen w, aus dem Innern von C oder auf C konvergierendes w

— 00, "’_(1"_)_’_"’(__‘:’;& — 0.49)
(w—w)"* (w—w)™+e

Beweis. Da C in P Halbtangenten besitzt, kann man ein sich nicht
iiberschneidendes Polygon mit endlich vielen Seiten konstruieren, das den
Punkt P mit C gemeinsam hat, in P eine Ecke der Offaung 77’ besitat,
wo sich 7’ um beliebig wenig von t unterscheidet, und sonst entweder
ganz innerhalb oder ganz aullerhalb von C verliuft und in dem zuletzt
genannten Falle ¢ im Innern enthdlt. (Im ersten Falle mul v <, im
zweiten 7’ >t vorausgesetzt werden.)

Cy.

vlw)—olm)

Sei nun erstens £>0 (¢<<7) und €, ein solches ,inneres Ver-
gleichspolygon®, das in P eine Ecke der Offnung z’n =z (7 — ¢) besitat;
wir diirfen annehmen, daf die Winkelhalbierende s des Eckenwinkels von
C in P zugleich den Eckenwinkel von €, in P halbiert. z = @(w) bilde
das Innere von @, auf |z| <1 ab. Daher gibt es nach dem Satz 4 in § 6
(unter Beriicksichtigung der im Anschluff an ihn gemachten Bemerkung und

des Zusatzes zu diesem Satze) eine Konstante K, und zu jedem w 4= w, auf C
[w—w |

mit hinreichend kleinem |w — w,| ein ¢ auf & mit 0 < u, < Sy,
derart, dab ' T femmi =
erart, :

[o(w) — @(w)] | @ () — @ (c)]
(6’2) !w__,wlllit gKl le_cll/r

49) Unter der Annahme, da8 C in der Umgebung von P stetige Tangente besitzt,
ist die Behauptung dieses Satzes bereits in der in der FuBnote %) zitierten C.R.-Note
von Herrn Lawrentieff hergeleitet worden.
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gilt. Nun gilt bekanntlich fiir die Abbildungsfunktion z= @(w) eines
Polygons in einer Ecke der Ofinung ¢’z =n(r —¢) fiir alle ¢ auf ¢
l¢(wx)—9_’1(_°)| > %> 0,
|wy—ef*=*
wo %, eine Konstante ist. Hieraus ergibt sich wegen (6,2)
I‘P(w)—‘l’(’:’x)l gKI [¢(c)—¢(:01')l . 1 > K% )c —

h =L -
[w—wl|7 |e—w, |7-¢ |¢—w, | T¢-9

&
TE—=9 e)

w, |

ww1

und indem man (6,3) und die Relation 0 < pu, <
erhdlt man

< u, beachtet,

L?i.“.’):i(l‘:xl >K,.
[w—1w, |7=%

Da dieses fiir jedes feste &> 0 mit einer von ¢ abhingigen Konstanten
K,= K, (&) gilt, ergibt sich daraus leicht die erste Behauptung fiir alle
w auf C. Fiir w im Innern von C folgt sie dann aus dem Hilfssatz 10.
~ 46, Wir konstruieren nun zweitens fiir ein beliebig vorgegebénes
e>0 (e+7r<L2) ein ,idulleres Vergleichspolygon“ €, das in P eine
Ecke der Offnung t’n = = (v 4 ¢) hat, und zwar so, daB sein Winkel bei P
durch die Winkelbalbierende s des Eckenwinkels von C bei P halbiert
wird. @ (w) bilde das Innere von €, auf |z| <1 ab. Indem man nun
beachtet, daB fiir jedes ¢’ auf s

|8 -8 (m)]
Jw, —¢’ Im -

wo x, eine nur von & und nicht von ¢’ abhingige Konstante ist, und
die zweite Hilfte des Satzes 4 analog wie eben die erste Hilfte dieses
Satzes anwendet, erkennt man durch ganz analoge Schliisse die Richtigkeit

. der zweiten Behauptung,

II. Kapitel.
§7.

Formulierung des Hauptsatzes iiber konforme Ecken und
Vorbemerkungen.

47. Wir stellen uns nunmehr die Anfgabe, Bedingungen fiir das
Vorhandensein einer konformen Ecke der Offnung =v, 0 <t <2, bei
einer geschlossenen Jordankurve C, resp. fiir die allseitige Existenz des

lim 240 =208) gy gie Abbildungsfunktionen ihres Innern z = @ (w) auf

vy (w-—w, )V
das Innere des Einheitskreises anzugeben. Wir nehmen dabei won vorn-
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herein an, daf die Unbewalltheitsfunktion A(e) der Kurven C, die wis
betrachten wollen, in dem zu uniersuchenden Punkte P, der Pedingung
4(e)=0(¢) gentigt. Wir wihlen dann zu ihrer Parameterdarstellung
w=w(t) = z(t) + ¢y(¢) einen metrischen Parameter ¢. Dem Punkte P.
entspreche dabei ¢ = 0. Durchlauft ¢ das Intervall —T <t < T, so wisge
P(t) die Kurve C durchlaufen. Unser Resultat liBt sich dann am em-
fachsten formulieren, wenn wir die folgenden Grofen einfithren: den senk-
rechten Abstand Z(¢) eines Punktes P == P(¢) 4= P, in einer hinreichend-
kleinen Umgebung von F,, der Kurve C von det]emgen Halbtangente, gegen
die der Radiusvektor P P fiir ¢} 0 bzw. £10 konvergiert, die Lange der
Projektion 5(t) des Radiusvektors P, P auf diese Halbtangente und schlie-
lich die nur fiir hinreichend kleine !2! deﬁnierte stetige und monoton gegen 0
abnehmende Funktion von ¢:

Max £(z) fiir £ >0,

* __ o<t £t
E(t)_{ Max £&(v) fiir 1< 0.
0>z2t

&*(1) ist also der groBte Abstand des Kurvenbogens 0...¢ von der ent-
sprechenden Halbtangente. — Dann lautet unser Satz:

Satz 7. Ist C eine geschlossene Jordankurve, die in einem Punkte P,
der Bedingung 4(e) = O(e) gendigt, und ist das mit der oben eingefithrien
: 8

. * . .
Punktion £*(t) gebildete Integral j £ z(ﬂ) ,0>0), so hat

C'in Py, (w=w,) eine konlorme_E'cke der Offnung =t (0 < L2).
1st dariiber hinaus hm ( &) 1, so existiert sogar fir die Abbildungs-

Junktion z = @(w) des Innem von C auf |z2/<1 der lmtlv —(('9—)%"’)(::1)
wrw,; W — W, ¥
be: allseitiger Anndherung und ist von 0 und oo verschieden.

48. Wir schicken dem Beweise dieses Satzes (den wir im § 9 erbringen)
einige Vorbemerkungen und Hilfssitze voraus.

Vorbemerkung 1. Die Tatsache der Konvergenz von f& (t)‘“ ist

unabhingig von der Wahl des metnscken Parameters t. Denn ist ¢’ ein
anderer metrischer Parameter, bei dem gleichfalls P, der Wert ¢’ =0 ent-
gpricht und der dasselbe Vorzeichen wie ¢ hat, so sind t und t’ offenbar
- monotone und stetige Funktionen voneinander: ¢’ =g, (1), ¢ = g,(#'), und

es gilt wegen r(t) =F(t') =r(g,(1)), r =YE £ 7%,

(7,1) 0<% <

A
—t'! x,.

't|n.l~1[°:

25*
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Ferner ist die mit dem Parameter #’ definierte £*-Funktion:
E*()=E*(g, ()= .{-‘ (). Hieraus wollen wir folgern daB auch das Integral

' ") 41" gloiobaeitig mit f £ 4,
0

konvergiert. Wir setzen dabei d, 6 >0 voraus; iur 8, 6 <0 ist alles analog.
Nun bemerken wir, da fiir eine beliebige Funktion X (¢) mit X (¢)}0
fir ¢t{0 die Integrale

3 P

X dX 80
f t(:) dt und J'—————t(t) )
0 ]

gleichzeitig konvergieren und divergieren. Wir tragen iibrigens den Beweis
hierfiir als den ersten der unten folgenden Hilfsséitze nach. Hiernach geniigt
es also, nur die Konvergenz des Integrals

3
f dE*(¢)
¢

£

fiir 2|0 nachzuweisen. Dies folgt aber sofort aus der Bemerkung, da8 fiir
jede Definitionssumme dieses Stieltjes—Integra.ls wegen (7,1)

D T () — ) 1S L) - £

r=0 ¢

<5 2 [6%(4,41) — &*(1,)]

7—0
st (Wwo e=fgi<ti<ts<... < t,.+1 =0 eine beliebige Zerlegung des In-
tervalls (¢, 8) ist, 7, irgendwelche Zwischenwerte aus ({;,#.1) sind und
t,=g,(8), {,=g,(f)) ist) und dahrr

ds (z)<fds ) 1 ds d&*(t)

xs = :c1 N
ist. —

49. Hilfssatz 11. Fiir eine beliebige Funktion X(t) mit X(¢)|0
fiir t10 konvergieren und divergieren die Integrale

8 3
X(t dX . .
f 93t und f—T(ﬁ (8 >0)
0

0

gleichzestig ®*).

%%) Dieses Integral ist als ein Stieltjes-Integral aufzufassen.

%) Fir den Fall monoton ins Unendliche wachsender Funktionen wurde dieser
Satz von Herrn Ostrowski hergeleitet (s. die in der FuBnote ® zitierte Abhandlung
S. 202). Unser Beweis ist seinem nachgebildet.
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Beweis. Es ist (0 < &< d)

3 8
X(¢ dX(¢
(7,2) f—i(g—)dt=—~—rc 120

Ist jx(t)dt konvergent so folgt fiir festes y >1

f“‘)dt;(‘f()?(t n=E0.r71
{ .

t

und daher

X(t)S J" .f‘x(t)dt—*o fir £0

4

daraus folgt dann wegen (7,2) auch die Konvergenz des Integrals f dXt(‘)

fiir & 10.
Ist umgekehrt dieses letzte Integral konvergent, so folgt wegen

t |2
X _ %de(z)gf@_;o fiir £40
0

X(¢)

“aus (7,2), daB auch das Integralf dt fiir eiO konverglert —

50. Vorbemerkung 2. Die auf die Funktion £ (t) beziigliche Vor-
ausselzung des Saizes T ist offenbar mit der Bedingung dquivalent, daff
es etne monotone mit t[0, 140 gegen 0 abnehmende Punktion X(t)

X ()

gibt, so daf &(t) <L X(t) ¢st und das Integral f dt konvergiert.

E*(t) ist nur die ,kleinste“ derartige Funktion. -

51. Vorbemerkung 8. Die Voraussetzung des Saizes 7 1ist, wie nun
gezeigt werden soll, tnvariant gegeniiber einer Transformation der Kurve
von der Form uw=(w—w,)", «>0, reell. Da andererseits auch die
Tatsache, daB in w = w, eine konforme Ecke vorhanden ist resp. der
lim o (w)— ¢ (w)
wrw  (w—w)VF
erhalten bleibt, so folgt hieraus insbesondere, dal man beim Beweise des
Satzes 7 sich z. B. auf den Fall einer Ecke der Offnung n beschréinken darf.

Aus der Bemerkung 1 in Nr. 17 folgt bereits, daBl ¢’ = |¢|sgnt ein
metrischer Parameter der transformierten Kurve C in bezug auf u = 0 ist.

existiert %), gleichfalls bei einer solchen Transformation

52) Vgl. Nr. 24.
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Wir haben also nur noch zu zeigen daB, unter £*(¢') die zu & (t) analoge

Funktion bei C verstanden, f £ )dt konvergiert. Zu diesem Zwecke be-

weisen wir die folgende nach Vorbemerkung 2 mit dieser aqmvalente Tat-
sache: Ist X (¢) irgendeine (fiir hinreichend kleine |¢| definierte) monotone
Majorante von &(t), wo &(1) dxe in Nr. 47 eingefithrte Funktion ie;, mit

X()

dt, so gibt es eine monotone Majorante X| (t"
von £(#'), wo £(¢) d1e zu &(t) analoge Funktion bei € in u =0 ist, so
R d'__

da das Integral f—j—(;(;i—)dt’ konvergiert.

Beim Beweise dieser Behauptung diirfun wir uns aus Symmetrie-
griinden etwa auf #> 0, das heift auf die Betrachtung eines der in P
zusammenstoBenden Kurvenzweige beschrinken.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei w, =0, und der Winkel,
den die rechtsseitige Halbtangente an C in w = 0 mit der posxtlven
reellen Achse bildet, sei gleich 0. Ist dann w=2z+¢y= Re', so ist
u=w"=R%**, Daher gilt .

£(t) = R sin | 4]
und analog fiir die §(¢) entsprechende Funktlon £(t'), zunichst als Funk-
tion £, (¢) von ¢,
£,(t) = R"sin |ed].
Nun ist wegen &(¢) < X(¢) auch sin |4 <-X—(Q, so dal
L) S BT X(1)-(1+e)e
ist, wo £>0 ist und mit £}0 gegen 0 konvergiert. Da wegen der fiir
den metrischen Parameter giiltigen Relation ‘-?! zwischen zwei positiven
Schranken bleibt, ist sowoh! fiir « >1 als auch fiir e <1

E)=ELM S K" X(1)=KX,(1), X(t)=t"""X(1),
wo K eine passende positive Konstante ist. ,

Die Funktion X,(¢)=¢""*X(#) ist fiir «<1 im allgemeinen nicht
notwendig monoton; sie ist aber, wenn man X,(0) = 0 setzt, im Nullpunkt

: ) 3

stetig (weil wegen der Konvergenz von J?—{‘(gﬁ di }19(1)—)-{—5—‘)- = 0 ist, siche

Nr. 49) und durchweg von beschrinkter Variation. Denn zundchst ist in
jedem abgeschlossenen, den Nullpunkt nicht enthaltenden Teilintervall
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von (0,d) sowohl ¢*~* als auch X(#) und somit auch ¢*~*X(¢) von
beschrinkter Variation. Daher kann man X(¢) in der Form darstellen

X,_,(t-) — X, () =jd(t““1X(t)) =ft"“dX(t) + (& — 1)fX(t) t*~%ds,

wo die beiden ersten hier vorkommenden Integrale Stieltjes-Integrale sind.
Da ferner die beiden Integrale in der rechts stehenden Summe fiir £} 0
‘einzeln konvergieren, folgt, da8

Xz(t)=6ft"“dX(t)+(a—1)jX(t)t""dt= Z,(t) + (e — 1) Z,(1),
Zl(t)=0ftt"""1dX(t), Z,(t) =6fX (8) " d

ist, also entweder selbst monoton (@ >>1) oder die Differenz zweier mono-
toner Funktionen (Z, (¢) und — (e —1) Z,(¢)), somit also von beschrinkter
Variation ist. Bezeichnen wir die Totalvariation von X,(¢) in 0...¢ mit
V(t), und setzen wir

VO =V =T(t), Zt)=2,), Z()=2),
so konvergiert, wie wir zeigen wollen,
5

tl?

Wegen V(¢') < Z,(#')+|e — 1] Z,(¢') und der daraus folgenden Ungleichung

(7,3) -f"(‘)dt'gfz“)dtH 1|fz(”dz'

geniigt es, die Konvergenz der beiden in (7,8) rechis stehenden Integrale,
oder also auch (nach Hilfssatz 11) die der beiden Integrale
‘)I

aZ,(t) [(az,(¢) aZy(¢)  (dZy )
f,._f,a undft, f;a

£ & &

zu beweisen. Dies folgt aber wegen®?)

59) Hierbei benutzen wir den folgenden Satz: Sind q:l(t), s(t) in (a, B) stetig,
und s8¢t W (t) dort monoton, so gilt, wenn

W (e)= “f pu(8) By (¢)
gesetzt wird,

¢ ¢
,f @a(t) ¥ (6) = g @, (2) wa(t) dy (¢).
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f J‘t“ 1dX(yt) %fdlft(t)
3

a7 X(1) 222 X(¢)
fez f at= [T ar

aus der Voraussetzung unter Benutzung des Hilfssatzes 1:.

Wir konnen daher fiir die oben genannte Funktion X(#') die Total-
variation ¥ (t’) als Funktion von ¢’ setzen. — Hiermit ist dann die obige
Behauptung bewiesen. —

und

§ 8.
Hilfssatze.
52. Wir beweisen nunmehr die folgenden Hilfsséitze, von denen wir

beim Beweise des Satzes 7 (Gebrauch machen werden, und wenden uns
erst dann dem Beweise dieses Satzes zu.

Hilfssatz 12. Hs sei X(t) eine in —8<t< 40 (0<8<7)
definterte nicht negative Funktion, die fiir t,0 und t10 monoton gegen O

abnimit und fir die das Integral 0, |e] £ 85 kon-

0
vergiert. Dann ¢ibt es zu X(t) eine gleichfalls tn —8 <t < 46 defi-
nierte nicht negative durchweg mit stetiger Ablestung Q (t) versehene Funk-

tson V(1) =fQ(t) dit, die gleschfalls fiir t,0, t40 monoton gegen 0 ab-
0
nemmit mit den folgenden weiteren Eigenschaften:

1. Es ¢st

V(t)

— 0 fur |t]}0.

2. Q) lapt stch fir —n <t <7 so geetgnet stelig fortsetzen und
alsdann fir alle t periodisch mit der Periode 2n definieren, daf fir
alle reellen t 1Q(t) < Max |Q(o)|, Q(0)=0, Q(t)>0 in (0,n),

T

Q(t)<0in (—a,0) tst und dap ferner fiir jedes reelle t das Integral

%) Nach dem Hilfssatz 11 ist die Konvergenz dieses Integrals dquivalent mit

der des Sueltjes-Integrals J‘d{(l) .

0
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1 QUt+0)—~Q(i—0)
(5,2) Jleenzee=ala

é:m’stz"ert und gleichmdpig fir alle reellen t beschrinkt 78t°°).

Zusatz. Unser Konstrukiionsverfahren der Funktionen @ (t) und V(i)
aus X(t) wird dberdies die folgende Eigenschaft besiizen:

Ist allgemein \U'dX(t)

0
tive Zahl, die von mindestens esnem Wert der Funktion 8(n) ubertroffen

wird, so gilt fir die tm Beweise des Hilfssatzes 12 fiir |t| < d *°) kon-
struierte und auf die dort angegebene Weise fir |d| S|t/ <= fortgesetzte
Funktion Q(1): )
1. Zu jedem w > 0 gibt es ein nur von w, ), & und der Funktion é(n)
abhdngiges 0, = 0,(w; d, 8(n)) £d, so dap |Q(t)| Lo fir [¢t| L9, tst.
2. Es gibt eine nur von d und der Funktion 8(n) abhdngige Kon-
stante k= k(d, d(n)), so daf fir alle reellen t

Q)] < Max | Q)] < &

<y fir |a| L£6(n), ist ferner d eine posi-

ist.
8. Zu jedem S >0 gibt es etn gleichfalls nur von S, d und der
Funktion 6(7) abhdngiges 8, =38,(S;d, 6(n)), so daﬁ '
‘;‘,E:; SS fiir 0<|t| <6,
1st.
4. Es gibt eine nur von d und der Funktion 6(n) abhingige Kon-
stante K= K(d, 6(7)), so dap fir alle reellen t

f\ Q("}“’):Q(‘_") dG_S_K(d, 6(17))

18t.

55) Dieser Satz hingt eng mit dem bekannten Reihensatze zusammen, daB es
zu jeder Reihe mit positiven Gliedern eine ,schwicher® konvergierende Reihe gibt,
und wir werden auch von diesem Satze beim Beweise unseres Satzes Gebrauch machen.
Jedoch wiirde die jenem Satze in unserem Falle entsprechende Aussage etwa dahin

lauten, daB es eine Funktfon V( ()= fQ(o) de mit der Eigenschaft (8,1) gibt, fir

av(s)

die das Integral f IQ“) d¢ auch noch konvetglert Unser Satz behauptet

0
dariiber hinaus noch die glelchmiﬂlge Beschrinktheit des Integrals (8 2), eine Be-
hauptung, die wesentlich weiter geht als jene.

56) Es ist also d die im Hilfssatz 12 mit & bezeichnete GroSe.
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53. Vorbemerkungen. 1. Offenbar darf Q () mit einer beiiebigen
Konstanten multipliziert werden. Wir wollen im folgenden (bei der An-
wendung dieses Hilfssatzes) uns @(¢) stets so normiert denken, daf

Q)| < % ist. Geniigt X (#) den Voraussetzungen des Zusatzes und ist

k die im Zusatz unter 2. genannte Konstante, so soll im folgenden unter
Q(t) stets diejenige Funktion verstanden sein, die aus der im Hilfssatz

konstruierter Funktion durch Multiplikation mit '+ hervorgeht so daB
also |Q (1) < § ist.

2. Offenbar darf die Funktion @(z) als eine ungerade Funktion vor-
ausgesetzt werden: Q (¢) = —@(—?). Denn man braucht ja nur an Stelle
von Q(t) die Funktion §(f)= Q(f) —@(—t) zu wahlen. Auch |{(1)]

darf immer < % vorausgesetzt werden. —

Beweis des Hilfssatzes 12. Wir filhren den Beweis in zwei Schritten:
Der erste Schritt besteht darin, daB wir unter Zuhilfenahme des konver-
ta
genten Integrals J‘d"g(t)
0
konstruieren, die fiir ¢ > 0 positiv, fiir < 0 negativ ist, im Nullpunkt
verschwindet und fiir die

, a>0, eine fir |¢| <& stetige Funktion ¢(¢)

®3) |x0)=|f

git.

Der zweite Schritt besteht darin, aus ¢(¢) die in dem Satze genannte
Funktion @ (¢) zu bilden.

54, Es sei zundchst 0 < ¢ < 8. Wir markieren in dem Intervall 0...4
die Punkte ¢, = i {(»=0,1,...) und schreiben

6 o«
dX(t)ZZ de(t =§2

v=0gpn r=0

fiir jedes |7/ <6

=

tyer

wo a, den Mittelweft t de (t) bezeichnet. Die durch
v+,

” tv+1§t<tr (7:1,2,‘..)
o , t=0" ‘ '

definierte , Treppenfunktion® g, (¢) ist im N uﬂpunkte stetig, und es existiert

' aoﬁir 1, <t <1,
91(t)"'{
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das Integral

fq'(‘)dt<fql(" dt=1g2 %,

0 - y=0

fiir jedes £ mit 0 <t < 4.

Die Funktion ¢,(f) &ndermn wir noch etwas ab, indem wir sie stellen-
weise noch vergroBern. Wir setzen

%) =1 +a =g fir <t éb—(”_
1

qﬂ(t)=2_5+ar+2av—1=qv ”» v+1 r

2,(0)= 0.

/\
—
-
I
=
o
~—

¢
Auch das Integral fﬂg%ﬂ dt existiert, da fiir 1 <¢,, n =1

tll

f%(t)dt<f9~z(‘)dt lg22q,.
0

y=n

und wegen der Definition der ¢, und wegen 3, =1 —1¢, .

(8,4) Zq,é?:Za +2n 1_32 t"‘v+1 fd{ft)+23~1

y=n . v=p-1 y=n—1 "
pil

th-1

dX ax 1 ' '
<o e f POt gm=e[F g w2y

y=n-1 tyet

ist. Fiir n =0 gilt wegen

=148, <142, o fdx(‘)sl+2fdx(‘)
l

(8,4%) 0. < 6f dX(t)

v=0

55. Analog konnen wir fiir £ <0 eine ﬁhnliche Funktion g,(t) kon-
struieren, die bis auf Sprungstellen in t= —¢,= —z; (r-— 1,2,...) kon-

stant ist, die durchweg negativ ist und fiir die das Integral J.g*%o—) do

0 -
fiir jedes ¢ mit — 38 <t < 0 existiert. Es geniigt zu diesem Zwecke offen-
bar, die obigen Uberlegungen auf die Funktion X(—¢) fiir £ >0 an-



896 . S. Warschawski.

zuwenden und dann in der resultierenden Funktion_ das Vorzeichen um-
zukehren. Es sei dann etwa

95(‘)=qo fir —4<t<—1
qﬂ(t)=Qv ” _tv<t§—tv+1’
%, (0)=0,

so daB also die Reihe 2> 4, absolut konvergiert (weil alle 7, negativ sind).
56.. Wir bemerken weiter, daf fiir jedes ¢ mit [¢| < 8

(o)do

) fax)| <]

ist. Es geniigt aus Symmetnegrunden, dies fiir ¢ > 0 zu beweisen. Es sei
Lt<t,. Dam ist

n+1 =

iy

> -
8

r=n

Andererseits ist

tuyy =]
- 0
Iqﬂ(t dtZ f q%(t) dt— 2 Jrqﬁ(t) dt__ qu gr+1 = 2(aw+2av—1) -QW
. 9==n+1¢ 1 r=n+1 r=n+1
8 8 <E
2 r27+1+ Zav 1§'= 2“v2v+1+2a#2;4+1
r=n+1 y=n+1 =n+1 p=n

Da 2 e, 2, i = 0 ist, so folgt hieraus d1e Behauptung.

r=n+1

57. Wir machen nun aus der Funktion g,(¢) eine stetige Funktion,
indem wir sie in der Umgebung der Sprungstellen 1 etwas abandern,
und zwar suf die folgende Weise: Ist (zuniichst ¢ > 0 vorausgesetzt)
g,>4,,, 80 verbinden wir den Punkt P,(1,,,,q,) mit dem Punkte
M, (ﬁil—;;ffﬁ, 0) durch eine Strecke, welche die Gerade im Abstande g, ,
parallel zur ¢-Achse in S, , schneiden mége. Dann ersetzen wir das hori-
zontale Stiick der Kurve y =g, () von S, ,, bis (¢,,,,¢,,,) durch S, P,
(s. Fig. 14). Ist dagegen g,<g,,, (in der Fig. 14 z. B. g, ;9,), so ver-

binden wir den Punkt P,(2,, ,,q,,,) mit dem Punkte (t'“; ", O) durch

eme Strecke, die dann die Gerade im Abstande g, parallel zur Z-Ache in
8, schneiden moge. Wir ersetzen nun das Stiick der Kurve y = g¢,(¢) von
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8, bis (¢,,,,9,) durch S'P, P,. Ist g,=g,. > 50 nehmen wir keine Anderung
am Streckenzug an der Stelle t, vor. Der so entstehende Polygonzug defi-
niert fiir ¢ > 0 eine stetige ,stiickweise“ differenzierbare Funktion, die in

den Ecken des Streckenzuges rechtsseltxge und linksseitige Ableitungen
besitzt, und deren Ableitung

in jedem abgeschlossenen .
- Teilintervall von (0, é), das
0 nicht enthdlt, nur endlich
vieler Werte fahig ist. Hier- {-\J
aus folgt, daB diese Funktion ||

in jedem derartigen abge- i
schlossenen Teilintervall be- g
schrinkte Differenzenquo- _{ i, _

tienten hat. — Fiir negative | 7 **7 & &t
t ist die Konstruktion ganz
analog. Diese neue, fiir posi-
tive und negative Werte von

t definierte stetige Funktion sei mit g (¢) bezeichnet. Auch fiir ¢ (¢) existiert
t t _
J‘!—q—@l dt, da die Anderung, die dieses Integral gegeniiber f %t) I dt
0 0

erfihrt, absolut den Wert

Q\i..___—..______...i__._-___

,

Fig. 14.

21g2X0q,..—q| ‘bow 20g23(q,., -1

nicht iibersteigt. Ferner gilt offenbar wegen |g ()| >|g,(f)| nach (8,5)

t
(8,3) [la(o) do| 2| [ax(s)|.
58. Zu der Reihe 205 q, konstruieren wir nun eine ,schwicher* konver-.
. =0
gierende Reihe 3 Q., @, >0, so daB also
r=0
e
‘V—;l — 0
29
ry=n

fiir n — oo gilt, indem wir etwa (auf die von Hadamard angegebene Weise)
3¢, =r, setzen und @’ durch Q' = 7, — y7,., definieren. Analog ver-
r=n

fahren wir mit 3 (— g,); die entsprechende Reihe sei Y'(— @)), @, < 0.
Wir definieren dann eine neue Funktion
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Q1) =€ = fir ¢ LK,

Ql(t)=Q:+ Q;+1+Q;—1=Qv ” tv+1§t<tr (”:1’ 2"")’

Q.(0)=0,

Q1<t)=Q(;=Qo w —1 ;t;fto,

Q,(t)= Q:+ Q—:+1+ Q;_1 = Q, ” —fa2t>—t (r=12..)
und machen dann @, () auf genau dieselbe Weise stetig wie g, (). Die so’
entstandene stetige (,,stiickweise“ differenzierbare) Funktion ist nun die in
der Formulierung des Satzes mit @ (¢) bezeichnete Funktion. Alle Derivier-

ten von Q(¢) sind in jedem Intervall 0 < 6, < |¢| <6 nur endlich vieler
Werte fihig. Ferner ist fiir |¢] < |t '

n+1|

(8,6) 1Q(¢ )l<2(Q+|Q] undd1esxst<32(Q +|Q ) fir n2>1.

y=pn-1

Hieraus erhalt man insbesondere die obere Schranke (Q +1@,]) fir

Q)] fur |t |§—2—. Beachtet man aber, daB fiir §§] | £ 6 sicher
[Q(#)| £Q,+ @yl +@Q,+ | @] ist, so erkennt man, daB

(8,7) QWIS Z@Q+1Q]) firalle 1] <o

gilt. — Es wird bei den spéteren Betrachtungen niitzlich sein, sich vor Augen
zu halten, dafl die zur Funktion — g (—t), die ja gleichfalls vom Typus
g (t) ist, nach unserem Verfahren konstruierte Funktion gerade — ¢ (—— t)

ist. Schliellich bemerken wir noch, daB wegen der Konvergenz von 2 Q,
bzw. ZQ das Integral

r=0

fQ(")do
0

fiir |#] <0 konvergiert. Fiir spéter sei bemerkt:
32

[ePasS et etan fusoSe

v=1 tyga y=0

2

und daher, da Analoges fiir Ilq—(_———:—)—
0

do gilt,

8,2

(8,7%) “Q(o) Q(-9)

do Sf IQ(O) +[2e)

)do<3Z(Q +1@.))



Randverhalten der Abbildungsfunktion. _ 899

Wegen (8,3) folgt nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der
D:ﬂerentlalrechnung etwa fiir ¢ >0 (fiir ¢,,, <t <1¢,)

¢
de(z) Sa(e)de
_<_0

rQ(a)da fQ(a)da

X(8) _
v(t)

_ g9

(8,8) = Q0%0)

(0<d<l),

und dies ist weiter (da fiir £, <t<t, q(t) S Max(q;_y, ¢1s ¢1.1)>
Q(t) Z Q,1+19 Qm QZ—1 ISt)

e T Tugr
< 2t y V . —1).
== Q;‘ "r'u ]{;‘u_ + +1 (lu' g n )

Hieraus ergibt sich unmittelbar die Eigenschaft 1.

59. Wir weisen nunmehr die Eigenschaft 2 fiir die Funktion @(¢)
nach. Wir setzen Q(¢) fir —z2 <t < — 6 und é <t L = fort, indem wir
etwa Q(—n) = Q(n) =0 setzen und ‘

—0) 2@ 1 Qe fir s<ti<a
Q1) =

—<t+a),’f‘,‘+"§+m—6) fir —9>t>—n

definieren. Das graphische Bild von @(¢) in diesem Intervall ist dann
einfach die die Punkte (4, @ (6)) und (=, @ (=) =0) bzw. (— 4, @ (—4))
und (— 7z, @ (—)) verbindende Gerade. Ferner setzen wir @ (¢+-2x) =@ ().
Dann ist Q(¢) offenbar fiir alle ¢ stetig und periodisch mit der-
Periode 27, und die Relation (8,7) bleibt offenbar fiir alle ¢ noch richtig.
Fiir das Folgende sei noch bemerkt, da8 fiir alle ¢ |[Q(f)! < l}l}ag% Q)]

und fiir g < |t] £ & der Differenzenquotient
Max {Q(¢)|

< —axZt€an

/ Q(t+0)—Q(t—0)

8
ist. — Nun existiert das Integral

do

ﬂQ(z+o>—Q<t—o>

fiir jedes feste #. Dies folgt sofort aus der Existenz der Integrale
fgg<:+a)-@<z> |do und ﬂ Qt=0)-Q(t) | 4,
i o 1 o
[ 0

fiir jedes. feste ¢+ mit —n <t <. Die Existenz dieser beiden Integrale
aber kann man so einsehen: Ist =0, so haben wir sie am Schlufl von
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Nr. 58 bewiesen. Ist ¢ ein von 0 verschiedener Punkt, so beachte man,
daB der Integrand fiir feste von 0 verschiedene ¢ eine fiir alle ¢ bis auf
eventuell 6 = 0 stetige und gleichmiflig beschrinkte Funktion ist. (Man
beachte das iiber die Derivierten in Nr. 58 Gesagte und die Definition
von Q(t) in —nLtL —4, Lt< )

60. Wir behaupten nun, daB das Integral (8,2) gleichmdpfig fir alle
reellen t’ beschrinkt blesbt. Es geniigt, die Behauptung fﬁr —altlan

zu beweisen, Wir weisen dies zundchst fiir — 3 g t g 5 nach. Da das
Integral

ﬂmtw) Q(t—o0)
&2

gleichmiBig fiir alle ¢ bleibt, wo |Q ()| < M vorausgesetzt ist, so geniigt es

do<? (n—-) 2 M

&2

|@(t+a)—Q(t=0) Sy
/] : do, —3sisy

abzuschiitzen. Nach dem oben iiber Q (#) und —Q(—1) Bemerkten (Nr. 58)
geniigt es, diese Behauptung nur fiir positive ¢, 0 <t
Es sei also 0<t$ . Dann ist

< 2 , zu beweisen.

o t 82
_(3’9)ﬂ0(t+o)a—¢2(t—a) d =fl0(l+o);‘@(l-—a) .Q(t+o);Q(t-—a) d>o.
0 ° .

Wir achitzen zuerst den ersten Summanden der rechten Seite dieser Glei-
chung ab:

(8,10) f!Q(t-I-G);Q(;—-o) dagfl Q(t+oz—Q(t)’da+f| Q(l—ad)—Q(t) 4da.
o Q

Es gibt ein n, so daB ¢, <t <14, ist. Dann ergibt sich fir den Inte-

granden des ersten der beiden Integrale auf der rechten Seite von (8,10),
wenn |Q(t)| < M ist, fiir alle 0 mit 0 <o ¢

EEYE Q(t)ls_ —gresd

8
2 2!l+l

Denn die Steigung der vom Punkte (¢, Q(#)) nach dem Punkte
((t -+ 0), Q(t + o)) gezogenen Sehne der Kurve y = Q(¢) kann, wie man
M M M

sich leicht iiberlegt, den Wert I = = nicht iiber-

g (= fast) %2’?“ (é‘gﬁ)
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schreiten3?). Daher ist

ﬂww) Q(t)ld s" ELM AM.

Ferner erkennt man, dal auch

¢
0 A

1
'2_(tn+l—tn+2) —2- on+2

ist, so dal

t .
(8,11) [|eesa-et=ads <12

ist.

61. Jetzt schitzen wir den zwesfen Summanden auf der rechten Seite
von (8,9) ab. Zu diesem Zwecke schreiben wir, falls ¢, <t <1, ist,
fiir n >3

[

Sa

(8,12) f[cz(t*a) Qt=9) aq f Qt+o)—-Qt~o)| .
: [
n—2 t+2l:sl ‘ "
Y f |Q(t+o)—o(t—o) do -+ ”Q(Ha)—@(t_a) do
y=2:+—- t+

an-v+1 22

Ist n< 2, so zerlegen wir das Integral links iiberhaupt nicht.
Es sei zudchst n > 3. Fiir den ersten der in dieser Gleichung rechts

stehenden. Summanden erhalten wir sofort (wegen o2t> 5 “) die Ab-
schitzung

bt

[ |etrnzet=0) g o U __guy_gy.

= 2,.-1 T
(5=

) Dies kann man sich geometrisch an Hand der Figur leicht iiberlegen. Man
kann dies aber auch aus einem allgemeinen Satze von Scheefer folgern, der besagt,
daB sémtliche Differenzenquotienten einer in einem abgeschlossenen Intervall stetigen
Funktion zwischen der unteren und oberen Grenze siimtlicher Derivierten dieser Funk-
tion in diesem Intervall liegen. Man hat nur diesen Satz auf Q) in (¢, 8
anzuwenden.

Mathematische Zeitschrift. 35, 26
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Fiir den letzten dieser Summanden ergibt sich &hnlich:
4

E}

Q(t+0)~Q(t—0) s oM
f - do<§ Bl —2m
4

t+—;

Die iibrigbleibenden Summanden schitzen wir folgendermaBen ab:

Setzen wir o, =1+ 57 (r=1,2,. ,n—éz) und tragen wir auf der
t-Achse des Diagramms von @(¢) die Punkte —y, =t—o0,= — 2:3 ”

und 7, —t+o = 2t+1,,,, ab, so fallen die Punkte —y, mit den
Punkten —¢,_;, —1,_,,..., — 1, zusammen; von den Punkten 7, dagegen,
die rechts von # liegen, fallt keiner mit einem der ¢, = 2 - Zusammen, son-

dern es liegt in jedem offenen Intervall (¢, ¢, ,) fiir 2 S p<n—1 genau
ein Punkt y, und zwar liegt der Punkt 7, in dem Intervall (2, _ o - 4)-

Denn es ist ja
8

= 2n—1

n+1 ==

5l
S

=2¢,,,L21<2t,=

und daher - _
. 8 _ é 8

2—;;‘:7< y,=2t+y.—:;<?;_7_‘f'

Llegt ¢ in (6,,06,,,), so liegt t+ 6 in ¢¥,,%,,,) und (! —0) in (—y,,,,

—y,). Da femer in jedem der abzuschitzenden Integrale der Nenner des

Integranden nicht kleiner als die Integrationsstrecke ist, ist daher

LTS M M
f!Q(t+o) Qt=a)| 4o <y,<,,‘ix,,m!Q(-'/)|+_yméafg_yvlc2(y)l( .
(a"+1_av) I Ops1 ™

Oy .
62. Um die 'genanntenlntegrale abzuschétzen, haben wir nun einfach
~ die Summe der rechts stehenden Ausdriicke

T Max [Q)|+ Max |Q(3)))

=1 Yy SYS¥rsr ~Up1SYS -0y

abzuschitzen. Da auf der negaﬁive’n t-Achse die Endpunkte eines Inter-
valles —y, .., —y, mit den Punkten ——t, +1» — t, zusammenfallen, kom- .
men in dem festen Integratlonsmtervall (o,, 0, +1) nur drei aufeinanderfol-

_gende 1@ -Werte der oben konstmlerten Relhe 2 Q (die ja den wesent-

|
M
lichen Bestandteil der Funktmn Q@ a.usmachen) als ein solches Maxi-
mum in (=y,,,, —y,) in Frage. Es ist daher dieses Maximum

LI+ +18,,.



Randverhalten der Abbildungsfunktion. 403
Mithin ist

w—3

2 Max IQ(!/)!<2IQ,_II+IQ|+IQ,+1D<3ZIQI

v=1 —yyp1 SVE —y»y
Jedes Intervall (7,,7,,,) enthdlt den Teilpunkt ¢, _,_, im Innern und

ist in der Vereinigungsmenge der in #,_,_, anstoBenden Intervalle enthal-
ten. Daher ist das gesamte

o 'Max_,' ]Q(y)ig(Qn—v—i_ Qﬁ-—v‘-—l_{_Qﬂ—r—?.{_Qn-v—-E})’

WEYS Ui
somit ist die Summe
n—3 4 - : L4
2; _ Ma'x__ ‘Q(y l éZ(Qn—v+ Qn——w—-l_l— Qu—v—‘.! + Qn—v—()) é 42; Qv‘
r=19,SyEV y==
Wir haben also fiir das abzuschitzende Integral (8,12), falls n > 3 ist,

4/2

(8,13) ﬂQ(“‘”;Q“ )| do <10M+ 3318, |+42Q
i

y=0
<10M+3%;}Q,1+4_2°°;Q,..
Fir n £2, d.h —gé ég, gilt offenbar

4:2

fiQ(t*v) Q(t—o) ZMgﬁM,
H R

(%)
so daB also die Abschitzung (8,13) in jedem Falle richtig ist.

Da nun die in (8,13) rechts stehende Reihe unabhingig von der
Stelle ¢ ist, folgt hieraus in Verbindung mit (8,11) die Behauptung fiir ¢

do £<'~t>

in 0<t gg. Damit- erkennt man dann (vgl. (8,7%) und Nr. 60) die

Richtigkeit der Behauptung fiir — —g— <t gg Da schlieilich bei unserer
Definition von @ (¢) fiir alle ¢ mit g__{] (g der Quotient
Q+or—eu-a)| M9
¢ = [
8

(siche Nr.59) bleibt, ist in der Tat das Integral (8, 2) gleichmitig fiix
—nétén beschriinkt. Insbesondere ergibt sich, da man M < 2 (Q,+] Q |)

(vgi. (8,7)) annehmen kann, nach der Abschitzung (8, 11), (8, 13) und (8, 7 *)

a/2

RV G U YRS T3 (R LA R T P
o r=

26*
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63. Beweis des Zusatzes. Nach (8,4) gilt fiir n >1
d d

on—1 TgR-1

g f =t ?n=2m'|",|§ 6f 120

0 : ' y=a 0

und nach (8,4 ) )
SRV SO ETRS LN R
0

r=0 r=0

Daher ist wegen (n = 2)

r=p-1

Z’Q <8 So-syrosl suf[E0, o
0

Z’IQisa S =8 < /54

r=n~1

fiir [t[§—2—”+—1 fir » =2 nach (8,6)

d
7 |-
()= V54f Y +|/54
0 .

Nun ist aber auch fiir alle [¢| <d (s (8,7))
Q)< 3@ +10,) <33 @+1E).
und daher ist wegen (8, 15)

(8,16) Z(Q+IQ|)S 54f +2°+l/54

d

an—2

15.40) 1
J. i + on—-8"

—d
ax
[

+ 2%

y=0

’ d
®17) QML 54f9’,—"-+2" + |/s4

|t < d.

1. Ist @ > 0 vorgegeben, so bestimme man zundchst ein 7, 80, daB

1 2 "
2—_—:‘,§%~ und A= ,Sé(SM) fir n2ny=2

_.d>
iX
+ 4 2°¢,

ist. Dann ist fiir [¢] <8, = 5;'.%, Wo %, nur von w, d und der Funktion

é(n) abhingt, el
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2. Dad so gewahlt ist, daB es ein g =17,>0 gibt, so daB d(n,) >d
- ist, ist nach (8,17)

Q) < 2V54 1.+ 2° =k =k(d,5(n)
und daher fiir alle reellen t

(818) Q)| =Msx| Q)| k.
3. Aus der Abschitzung (8,8) ergibt sich fiir 0 <2<,
X
TR+,

und Analoges gilt auch fiir negatives ¢. Ist § > 0 vorgegeben, so bestimme
man ein n,, so daf )

1 1 1 d 1 o
= - < fiir all
2’!—5 é (2 S)g’ 23_8§6‘(6.2.(2 S)g) T alie ngnl

ist. Dann ist fir alle ¢ mit 0 < |t|§2%;=6, (8; d,8(n))

X)) 1
ToH=7%

4. Ist (wie in 2)) d8(9,) >d, 5, >0, so ist wegen (8,16)
2@ +1Q)<25hn T2 =4k,
wo k& nur von d und der Funktion 4(7) abhingt. Nach (8,14) ist daher fiir
d
<+

4
ﬂq'(”")‘Q(“") do < 26 k.
0

Das Integral

3

ﬂa(w’a)—e(e—o)

c

d d
do, —fgtg'g,

a2

ist offenbar (wegen (8,18))
<(n—g)32k<Th.

do fir alle ¢ in & <|t| <

Um weiter das Integral f‘.?(t"'o):w‘_“)
0 .

abzuschitzen, beachte man, daB (Nr.59) fiir diese ¢ der Differenzenquotient

QUi+0)—Q(t—o)|_ Mex1 Q)]
(t+2)— Qe R
8

ist. Hieraus folgt dann, daB diesgs
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Integral (wegen (8,18))

Sak

d

ist, und somit ergibt sich in Verbindung mit dem Obigen die Behauptung 4
des Zusatzes. — ‘

A

64. Fiir unsere spiiteren Betrachtungen ist es niitzlich, den folgenden
von Lindel6f%®) herriihrenden Satz hervorzuheben:

Ist w=®(z) in 2| <1 reguldr und bildet D (z) die Peripherie
dieses Kreises auf eine geschlossene Jordanlmr"ve ab, die lings eines Bogens ¢
evite sich stetig drehende Tangente hat, so existiert in jedem Punkte des
entsprechenden Bogens 9, <9 < 9, der. Peripherie

id s
lim MCL_.L_?(L_)

’ LD
Frd it it Aqs(e )rf-thnllarc@ (re'?),

und es ist Aa(e’) lings dieses Bogens eine sietige Funktion von .
Hieraus ergibt sich fiir den Winkel 0 =0(9), den die im mathe-

‘matisch positiven Durchlaufungssinne wvon C gerichtele Tangente im

Punkte D (e'®) mit der positiven - reellen Achse bildet (bei geeigneter

Normierung der Winkel med 2n) wegen

‘ B (')

' by
6(9) = hm arc (P (e'?) — D (ei?)) = hm arc—(—l,w——

(1 n?
-+ lim arc (et? — ei?
g ( )’

(8,19) 0(3) = 4a(e’*) + 543
65. Hilfssatz 18. Es sei w= P(z) in |z| <1 reguldr, in |2| L1

stetig und es moge ¥’ (z) in |z| <1 nach unten beschrinkt sein, d. k. es:

moge esn N > 0 existieren, so daf

| @'(2)| 2N >0
sst. Ferner besitze die tn |z| <1 regulire Potentialfunktion arc®’(z)
auf |z| =1 stetige Randwerte As(z), und es gelte insbesondere fiir einen

Punkt z =z, von |z| =1

(8,20) |arc®'(z)—Ads(z,)|<Le, 0<e<l, fir |z~‘-—z,|£6(e) - |z]< 1.
Dann ist fiir alle 2, 2" mit |2’ —z2,| L8(e), |2" —2,|L0(e), |2'|<]1,

27| <1

(8,21) 18 (2") — 8 ()| 2 N(1— &) 2"~ #'],

. oder, mst anderen Worten: in einer allseitigen Umgebung von z =1z, besitzen

alle Differenzenquotienten von D(z) absolut eine positive uniere Schranke.

%) E. Lindel6f, Compte rendu du~qustriéme‘ Congrés des Mathemat. Scandinaves
1916, p. 89
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Das Innere des von dem wm z =1z, mit dem Radius d(e) beschrie-
benen in |z2| <1 legenden Kreisbogen und dem z, enthaltenden Peri-
pheriebogen gebildeten Kreisbogenzweiecks Z wird durch w =@ (z) auf-
das Innere einer geschlossenen Jordankurve abgebildet. '

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei As(z,)=0. Es
ist bei geradliniger Integration von 2z” nach z’ fiir z” und 2’ in der d(e)-
Umgebung von zl(l 2" <1, [_z |<1)

- . l .
B (") — D (2) =zj¢'(z)dz= e'“0f¢'(z'+ e'®1)di

wo

z=2'41e'%, 0LALl, =241
ist. Nun ist aber

[ o 1 ]
I‘D(Z”) _ @(Z’)l — léf‘q)' l.ei.arcfl"dl g!lQiLcos(arc @')dl,

und dies ist wegen |atc @'(2 1<’e<1 |sinare @’ ( z)\<e<1‘und wegen
cos f = }/l—sm?ﬁ }fl-l—\smﬂ| )(1—|sing}) >}/1—|smﬁ|>1-—|s1nﬁ|‘
2f|q>' l—s)dAle(l——e) =N(1—e)|2"~2'],

-womit die Ungleichung (8, 21) bewiesen ist.

Um die zweite Behauptung einzusehen, beachte man, daf das Blld
des Randes des in der Behauptung genannten Kreisbogenzweiecks Z wegen
der Stetigkeit von &(z) in |z| <1 und der Ungleichung (8 21) eine
doppelpunktfreie stetlge Kurve ist. '

66. SchlieBllich brauchen wir nach dem folgenden potentialtheoretischen

: Hilfssatz 14. Es sei g(t) eine fiir alle reellen t definierte reelle,
tntegrable und periodische Punktion mit der. Periode 2. Wir bilden die

fur 2| =|re'?| <1 regulare Potentialfunktion
; 1-r0
(822)  ulrem =g f o) r i
und die zu thr konjugierte Potentzalfunktzon
) 47
ion - 1 2rsin($ — ¢)
(8,28)  w(re)=— oL [g(0) ARl =0) _gp.

Gibt es dann fir ein ¢ = w etne reelle Konstante A derart, daf das
Integral

(8,24) ﬂg(«pw)ﬂ(w 9)—24] w




408 . 8. Warschawsld.

av(re ¥}

konvergiert, so hat die Ableztung an der Stelle p =1 etnen

radialen Randwert. Ferner gilt fiir dzeaen Randwert

- du(re'?)\ _ Jy+9)+gp—3)—24 ,4 5
(8,25) h(y)= lﬂ(————aq,. o 4,,j oy d8.%)

0

Vorbeinerkungen. 1. Da wegen der Cauchy-Riemannschen Diffe-

rentialgleichungen
du(re'?) . dv(re’?)
ar Do

ou(re'?)
‘ or
2. Ist g(¢) in ¢ =y stetig, so ist A=g(y). Ist g(¢) zweimal stetig

+e)+g{y—t)—2 ”
glv+1) 9(;}; ) 9*(w)=_g (v).
schaulicht die Bedeutung des Integranden .in (8, 24) in diesem Zusammen-
hange.

igt, liefert dieser Satz auch eine Bedingung fiir die Existenz von liﬂ
r

differenzierbar, so ist lim Dies veran-

3. Gibt es insbesondere fiir zwei Konstanten 4 und B, so da das
Integral '

flg(wrt) A- B‘|dz

konvergiert, so ist offenbar die Voraussetzung des Hilfssatzes 14 erfiills
und also der Hilfssatz anwendbar.

67. Beweisdes Hilfssatzes 14. Man darf ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit y = 0, 4 = 0 annehmen. Denn sonst setze man g*(t)=g (y:—}— t)—A4

) Dieser Satz IaBt sich dem folgenden Satz won Herm A, PleBner (Dissertation,
Gieflen 1923, 8. 2) zur Seite stellen:

Es aei g (t) eine fiir alle reellen t integrable, reelle und periodische Funktion mit der
Periode 2. Ferner moge fiir ein ¢ =y der

t
.1
hm—,rf(g(v»+t>+g<tp—z)—2g(w))dt
t>0l Y

existieren. Man betrachte die Funlctwnen (8,22) und (8,28). Dann ist notwendig und

hinreichend, damit die Funktion a—-—v(re“”) an der Stelle ¢ =y einen radialen Rand-
wert besitzt, daf das Integral  °%

J'g(w+iz)+g(ug—t)—Zs;(t'p)dz

N
sin? —
2

[t]

existiert. Ferner gilt fir diesen Randwert die Relation (8,25).
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und beachte, daB, wie wir sogleich zeigen werden, (¢ = ¢ — y)
(8,26) v(reiv) = v(r esv. e‘('P“P’)

— ot (rei®) = _§1_J‘ ®) 2rgin (8 —8)dd

1+7r2~27cos(d-- @)

ist und betrachte %"v*(re”‘) an der Stelle &= 0. Die Richtigkeit von
(8,26) ergibt sich so: Nach (8,23) ist

+xz

. L 1 2r8in (8 —y — (g —y) .
v(’-elQ’)-—_—-v(rel!Pel('P W))=—§7¢J‘g(ﬂ)1+ri_2,-(cos(1$_:__(:j_)_w))d'9

" 2rein (3 —(p —y)) ’
fg( + )l+r’ 2rcos(0'—(q)—'yl))d0

_1_“,

und wegen der Periodizitit des Integranden ist daher auch

+a
. ; 1 2rsin('9—('P;V’))
, 27 ¥ =__f 4
(8,27) w(re = 2,,_19( +w)1+,-2_2rcos(z9—(¢—fl’))

i
Da nun ferner

+a
2 rain (¢ — (¢ — v)) -
(8,28) fA1+rﬁ—2rcos(ﬂ—(¢—w>)d0_0

ist, so ergibt sich (8,26), indem man (8,28) zu (8,27) addiert.
Wir bilden nun

ov (re"")

(0) ~ (1472 —2rcos(F — ) cos (# —¢)+sin (3 — @) 2rsin (9 — 'P)dﬁ
(14-72—2rcos(d—))?

27——(1+r’)cbs(z9—rp)
(1+r"~—2rcos(:9-—¢))’

-2
= T2z

>

I
und dgher ist

S
ov(re’?) r [ 1—7)°—(1+r)(1—cosd)
( o9 >‘p=° * ) ((I—r)'z-}-érsin’;)g

, (1_7)2_2(1+r2)$in*—2’5
= 9('9‘) 2 dad.
((1 - r)2+4rsin“’—2—)
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Da hier der Faktor von g(%) im Integrahden eine gerade Funktion von
¢ ist, so wird schlieBlich

3 ]
, (1=1r)2=2.1 4+ r?)sin? —
igp 3
(829) (2 —Ll{o(®)+9(—9))

2
o9 ((1—r)2+4rsin21;-> _

ad.

Hieraus ergibt sich die Behauptung am schnellsten nach dem Integralsatz
von Lebesgue iiber Konvergenz von Integralfolgen, wenn man beachtet,
daB 1. der Integrand in (8,29) fiir jedes von 0 verschiedene & mit r41

gegen — g—(ﬂ—)—_'_—‘q—%_—@ konvergiert und daB. 2. der Integrand fiir 31<r<l,

45]‘.{12—2—
0<dLn
&

< lg@)+g9(—9)] (1—r)? 8* n 4sin2.§02

S 8 ((1~r)"+4rsin"—g—r ((l—r)"’+4rsing—g—>e
lg(@)+9(=9)| (A-r)°s: 9
= Fe {1 241.n-20+41,2,92}
(1—=r)2 - sin® - ( 5 sin §)
<lg@)+g(=9)] { gL } '

92 : 2£ : 'ki
2 sin 7 4 sin 3

und das Integral f—l—g—(ﬁ——;i—(——i)—l d?¥ nach Voraussetzung existiert.
0

§9.

Beweis des Hauptsatzes (Satz 7). Zusﬁtze und Erginzungen.

68. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit beim Beweise
des Satzes 7 durchweg annehmen, dal v =1 (sieche Vorbemerkung 3),
w; =0 und die Innennormale von C in w, in die Richtung der positiven
reellen Achse gelegt ist, so daB insbesondere die Tangente mit der imaginiren
Achse zusammenfillt. Es ist dann &(¢) =|2(f)|, n(¢) =|y(t)| (siche
- Nr. 47). )

Wir erbringen zuerst in den Nrn. 69 bis 82 den Beweis fiir den ersten
Teil des Satzes, daB nimlich in w, eine konforme Ecke vorliegt. Hieraus

folgt dann die Richtigkeit der zweiten auf die Existenz des wl.iﬂ, Ti—(lg{—:%iﬂ)
(3 1

beziiglichen Behauptung leicht in Nr. 83 — im wesentlichen unter Zubhilfe-

nahme des Hilfssatzes 14. Der Beweis des ersten Teiles liuft darauf hin-

aus, daB wir eine geeignete innere und dufere Vergleichskurve von C im



Randverhalten der Abbildungsfunktion. 411

Nullpunkt konstruieren und dann den Satz 4 des § 6 anwenden. Durch die
Konstruktion der snneren Vergleichskurve, die wir in Nr. 69 bis 77 be-
sprechen, beweisen wir die Beschranktheit des allseitig genommenen Diffe-
g (w) ~ o (wy)

. renzenquotienten nach unten, durch die der dupferen Ver-
‘ ) ‘

gleichskurve. (Nr. 78 bis 82) die nach oben.

69. I. Nachweis der Existenz der konformen Ecke. A. Kon-
struktion der inneren Vergleichskurve. Es sei X (t) irgendeine fiir

{tl <6 g% definierte monotone Majorante von |z (¢)| =£(¢) in der Um-

Yar (2 B.

gebung des Nullpunktes mit konvergentem Integral f
0

X (t) = £%(t)). Wir konstrnieren dann zu X (¢) nach dem Hilfssatz 12
eine Funktion @ (¢) (und V(¢)) mit den dort angegebenen Eigenschaften 1
‘und 2. Wie in der Vorbemerkung 1 zu diesem Hilfssatz gesagt, setzen

wir stets | Q ] g% voraus. Wir benutzen nun @Q(¢) dazu, um eine im

Einheitskreise [{| <1 regulire Funktion @ () zu bilden, die eine geeig-
nete ,Halbumgebung“ des Punktes { =1 (|| £1) auf das Innere einer
geschlossenen Jordankurve € abbildet. Diese Kurve € wird gerade eine
innere Vergleichskurve fiir C in w =0 sein. Und zwar gehen wir folgen-
dermaBen vor: Wir wollen () so bestimmen, da8 arc®'({) in | |1£1
stetig ist. Dann ist @ () schon bis auf drei reelle Konstanten eindeutig
bestimmt, wenn die Randwerte von arc®’(() als stetige Funktion von
arc/ vorgegeben sind. Dabei wird @ () + = = arc®’({) auf [{|=1 und
t = arc{ sein.

70. Wir bilden ‘mittels des Poissonschen Integrals die in |{| <1 regu-

lire und (wegen der Stetigkeit von @ (¢)) ‘in [{| <1 stetige Potential-
funktion

(00 —Qi(ee’) = — g5 [ [000) 4 7] gy =gy 8-
0

Die zu — @, (0 **) konjugierte Potentialfunktion P,(ge*”) hat nach einem
wichtigen Satze von Fatou®’) wegen der gleichmiBigen Beschrinktheit des

60) P, Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor, Acta Math. 30 (1905),
p. 360. — Aus der Voraussetzung

1 . P
Ele(‘-*—ﬂ—Q(t—o,]cotgfédo_g_k
0 .

folgert man leicht mittels der Fatouschen Umformungen, daB fir 0SS
| Pi(eei?) | S k+| P, (0)] ist.
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Integrals

(9,2) %I[Q(0+a)— Q(8 — o)) cotg 5 do

durchweg fiir — 27 < ¥ <= gleichméBig beschrinkte Randwerte, die bis:
auf eine additive Konstante (= P,(0)) durch (9,2) gegeben sind. Diese
Konstante soll so angenommen werden, daB P,(ge*?) gvlg% ist, wo ¢, die
kleinere der beim metrischen Parameter auftretenden Konstanten ist, also

(9,3) . 0<es ’(T‘)| ~TLt<T

ist.
Wir bilden nun die in || =|ge’®| <1 regulire Funktion
1 ’ i . i
189 (8) = +Q,(ee””) — i Py(ee’”)
(— P, ist zu @, konjugiert). Dann hat
g0’ (L) =P, (0e")+iQ,(0e™)

und mit lg®’(¢) auch ®'(Z) eine gleichmaBig beschrinkte Randfunktion
(fiir radiale Annéherung). Ferner gibt es eine Zahl N> 0, so da

(9,4) CO<NEZ|P()|=ePeh LD

fiir alle |£| <1 gilt. Wegen der Stetigkeit der Funktion Q(f) in ¢ =0
gibt es z2u jedem ¢ > 0 ein 4,(¢), so daB®)

(9,5) (@) —@)|<s firalle [{—11<4,(s), [£]1

gilt. Wegen

dd ’ (i 14 [ H . E
=20 75=0"ee)iee”

) —ePilee g5 cos (9 + Q,(0e™®)) —sin (9 + Q, (0 e*®))]
wird

(9.6) |  P(ee”) (o)
=fge1" lee'?) [— sin (¥ I Ql(gvew)) +7cos (94 Q, (e e"’))] dd.
o

1) Dies folgert man aus der Darstellung von @,(ge’?) durch das Poissonsche
Integral (9,1) unter Benutzung der Stetigkeit von Q(¢). Achtet man beim Beweise
daraunf, in welcher Weise 4,(¢) von den Eigenschaften von @ (¢) abhéngt, so erhilt
man das folgende Resultat: Ist fiir alle t|Q (¢)| < M und ist die ,Stetigkeitsfunktion®
von @(¢) in £ =0 6,(w), d. h. ist

Q(H-Q(0)|se fir [t[<é (),
0 hiingt die Funktion 4,(z) nur noch von M und der Punktion 5,(w) ab, 4, =4, (¢; M; 6, (w)).
Vgl. H. A. Schwarz, Ges. Abhdl. H, S.186. Vgl ferner A, Ostrowski, Uber das Poisson-

sche Integral und fast stetige Funktionen, Jahresber. d. Deutsch. Math.-V. XXXVI,
(1927), 8. 349853, insbesondere S. 8501.
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In diesem Integral darf man g}1 gehen lassen®®). Es konvergiert dann
gegen

®
J P [— sin (o + @, (e*°)) + i cos (o + @, (e°))] do.
1]
Da (wegen (9,4)) %) @({) 'stetige Randwerte besitzt, konvergiert die

linke Seite von (9,6) gegen @ (e*®) —‘.(b(l). Normieren wir @({) so,
daB @ (1) =0 ist, so wird (wegen @, (e’°) =z + Q(0))

4
P(e'?) =6fepa(e"” [—sin(o+ @,(e'")) + i cos (04 @, (e')]do"

8
— [ ePe" [sin (6 4 Q (0)) — i cos (o6 + @ (0))] do
0 .
=X®)F+:Y(#).

b() bildet die Peripherie des Einheitskreises auf eine stetige ge-
schlossene Kurve I' ab. Ferner ist fiir alle [9|<é X(8) =0 und
Y(#)< 0 fird>0und >0 fiir d<0 (wegen unserer Annahme 6 < g—,
1@ (1)< 5 fir [¢)<9)").

62) Nach dem Konvergenzsatz von Lebesgue wegen der Beschrinktheit des Inte-
granden (siehe etwa L. Schlesinger und A. PleBner, Lebesguesche Integrale und
Fouriersche Reihen, 8. 105). '

%) Denn aus (£, =g,¢'’, {3=p,¢'% 0, <1, 2,<1)

Q(Qxe“’)—di(ege“’)=¢“’j}d"(ee“’)de
folgt wegen |9'(Z)| §£21 -
| @(e,e") = @(e6"%)| < 5 01—l
Ist &> 0 beliebig vorgegeben, so ist fiir alle # und g,, 0, mit |, — g | _S_Z;—f

| (01e'?) = P(ope*?)| S

Hierans folgt (nach Cauchy-Bolzano) die gleichmifige Konvergenz von ®(ge’?)
mit pt1 gegen eine stetige Funktion ®(e'?).

04) Fiir spitere Anwendung sei noch folgendes angemerkt: Es sei allgemein
a

aX(#)
H
e ax(s)
o Konvergenzfunktion® des Integrals f 7 bezeichnen. Es sei ferner J irgendeine
o o ,
positive Zahl <1, die von mindestens einem der Werte von 8(#) iibertroffen wird.

<y fir |a|£d(y). Wir werden im folgenden gelegentlich 5(7) als
N a

Nun gelten fiir die zu X(¢) konstruierte Funktion @(¢), die nach Voraussetzung
(Fortsetzung der FuBnote ) auf nichster Seite.)
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71. Nun behaupten wir, daf8 man einen so kletnen (=1 als Miitel-
punkt enthaltenden Bogen y. von |{|=1 finden kann, daff das Bild y,
von y, vermoge w = D (L) bis auf w =0 ganz innerkalb von C liegt.

Den Beweis hierfiir erbringen wir in den Nrn. 72 bis 74. Hier schicken
wir zundchst die folgende Bemerkung iiber die Funktion

£
(9,7) Y(t) = — [ePr¢'" cos (o + @ (o)) do
v
voraus, die wir bei diesem Beweise brauchen werden. Es ist wegen (9,4)
und wegen |6+ @ (d)| < —=~fur]o|£6
(9,8) lt|2V2N<J |Neos 7 < [¥(1)| <31t

Ferner ist Y(t) fiir |{¢| < & (stetig und eigentlich) monoton und daher fiir
|t| <0 eindeutig umkehrbar. Es sei?==1(y) die (sicher fiir |y | < ﬁdN)
eindeutig definierte Umkehrfunktion von ¥ (¢). Dann kann man X(t) als
Funktion von y darstellen: 2 = X" (y).

72. Es sei nun 7*(¢) eine Richtungsfunktion der Kurve C in w =0,
d. h. schlieBt man die Tangente in w =0 zwischen zwei Geraden durch
w =0 ein, die mit dieser den Winkel ¢ > 0 <e< 7”) bilden, so liegen salle

Punkte P(¢) von C im Innern oder auf dem Rande des Kreises K,» mit
dem Radius 7*(¢) um w =0 zugleich auch im Innern der beiden von
diesen Geraden gebildeten Scheitelwinkelriume der Offnung 2&. Es sei

. . . oN
0 S 1 (%), und es werde dariiber hinaus r, < —- - Y2 angenommen. Dann

ist fiir alle Punkte P(t) von C innerhalb oder auf K, wegen |¢ f< r(5)

(9, 8)), ?‘(t)<fo_ 5 ]/' N i |t] £ 6. Ferner gilt fiir die 01d1-
‘naten y(¢) aller dieser Punkte P(t) (x(t) + 2y (2)):

(99) [y()2r)esF2r (g V2 r(t)=Va() +u(0)".

absolut durchweg < = ist (vgl. die Vorbemerkung 1 zum Hilfssatz 12), die in dem

Zusatze des Hilfssatzes 12 ausgesprochenen Behauptungen. Hieraus folgt, dag die in
(9, 9) angegebene Funktion 4,(¢) (auBer von¢) nur von der Zakl & und der Funition a(n)
abhingt, da ja nach dem in der Fufinote ®) Gesagten A,(¢), abgesehen. von’e, nur

noch von der oberen Schranke M =~8— von Q(¢) und der ,,Stetlgkeltsfunktzon“

4, =68,{w) von Q(¢) in t=0 abhingt. Diese ist aber wiederum nur Funktion der
Zahl 3 und der Konvergenzfunktion 8(#) (Zusatz 1). SchlieBlich folgt aus dem Zu-

satz 4, daB die Komstante N in (9,4) nur Funktion von 8,3(yn) und natiirlich der
Konstanten ¢ n(9,3) ist.
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73. Wir zeigen nun: Es gibt ein R <r,, so daf fiir alle Punkte P (1)
von C sm Innern oder auf dem Rande des Kreises Kp um w =0 mit dem
Radius R

(9,10) ()] < X*(y@®), t=+0,

gtlt, d. h. jeder innerhalb oder auf Kp liegende Punkt P(t) von C lzegt
in dem folgenden Sinne ,links“ vom Kurvenbogen f auf I': x = X*(y),
ly| L ézlf]/' Legt man durch den Punkt P(t) (z(t) +1y@)), P(t) 40,
die Parallele zur z-Achse tm Abstande y = y(t), so ist die Abszisse des
— esnzigen — Schnittpunktes @ von f mit dieser Geraden (absolut)

grofer als die von P(t). (Man beachte, daB wegen |y(¢)| SR 7, < 6_21&’ Ve
X*(y (1)) sicher fiir alle diese y(#) definiert ist.)
Zum Beweise von (9,10) bemerken wir zunichst, daB fiir 0 < 2| <4
le(e)] IO
X(t) fePl(ew) sin (G+Q(0)) do’

ist, und dies ist wegen | (2)| < X (¢) und |eP| = |@(e™)| = N sowie
wegen ft—f—Q(t)]s* fiir |2] <6

(9,11) < X(t) CX(¢)
] = 1 . 2 t .
Nofsm(o+Q(o))da N;on(a)do

I

Nach der im Hilfssatz 12 ausgesprochenen Eigenschaft 1 der Funktion ¢ (t)
gibt es nun ein 4, >0, so daB dieser letzte Quotient und daher

(9,12) ‘;c(('}))‘-észv<1 fir 0<|t|< 4,

ist. Wihlen wir daher R = Min(c, 4,, 1,), so ist fiir alle P(¢) innerhalb
oder suf Kr |t| <~ < d, und somit (9,12) erfillt.

Nun ist aber offenbar X(¢) im allgemeinen noch nicht die Abszisse
X*(y (1)) des Punktes @, in dem die Gerade y = y(t) den Kurvenbogen §
trit. Es sei nun 7 der diesem (einzigen) Schnittpunkt zugeordnete Para-
meterwert in der Parameterdarstellung (X(t), Y(¢)) von 8, so daB also
() =Y(z), X*(y@)) = X(z) ist. Wegen (9,7) ist

ly(0)| =¥ (=) L3 le]

‘Da ferner wegen (9,9) und (9,3) Iy(t)}ér(t)v2 2’1] -V,l_- ist, wird

ﬁltfg 2' I
Veit| L z], d b [g] <[z].
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Da wegen [¥(1)|SR<Lr,<3Y28N<Y(8) — wegen der Monotonie
von Y (t) — auch |1]-—|t(Y(z) V| < & ist, ist X(¢) fiir 2] < |7| sicher
monoton und daher ist
X*(y@)=X(z) > X(¢)
und also wegen
X' (y@) > X(0) > |=(t) fir 0<a(f)+y(1)"< R?,

womit (9,10) bewiesen ist.

74. Hieraus ergibt sich nunmehr leicht, daB man fiir den gesuchten
Bogen y, z. B. den Bogen

(9,13) t-11< 2, jo)=1

wihlen kann®®). Denn da wegen der aus (9, 4) und wegen @ (1) = 0 folgen-
den Relation

(9,14) B SIe—1] fir [¢]L1 (¢ +1)

das Bild y, von y, vermittels w = ®({) sicher im Innern von Kp verliuft,
kann y, C nur in Punkten P(t) treffen, die innerhalb Kz liegen. Nun ist

aber | wegen R Sﬂr 1/5 y, sicher ein Teilbogen des Kurvenbogens 8,
g = 9 w g

) Auch die oben im Text fiir y, angegebene obere Schranke hingt nur von den
Zahlen & und ¢, sowie von der Funktion 3(n) ab. Denn man hat offenbar nur zu
zeigen, daf der oben angegebene Radius B des Kreises Kz nur von den genannten
GroBen abhéingt. Um dies einzusehen, beachte man: 1. Man kann in w=0 eine
Richtungsfunktion r*(¢) angeben, die auBer von ¢ nur noch Funktion von diesen

~ :
Gré8en ist. Denn aus —X < 9 fir |2]< 8(y) folgt %J‘df(t) <9, —:‘f(t)lgrg
] o
und wegen |x(¢)| < X(¢) und ( ) 26y
(&)
<-L.
r($) | = ¢

Ist e(¢) der (nicht groBere) Winkel zwischen der Tangente in w =0 und dem

von 0 nach P( t) gezogenen Radiusvektor r(f), so 1st ( ) =sine(2). Ist £>0, so
ist demnach
()

()< 2sina(t)=2 FO)

2. Nach dem Zusatz 3 zum Hilfssatz 12 sowie nach dem in der FuBn;)te 84)
iiber die Zahl N Gesagten, folgt, wie aus der Abschatzung (9, 11), (9, 12) hervorgeht,
daB die Zahl 4, fur noch von 8, ¢, und der Funktion 8(#) abhingt.

Da. nun

lg e fir r(¢)<r*(e)=Min(dc;,c, 0(z¢cp).

B=Min (¢, 4, 7)), 7,=Min (éN% y2, »* (%))

ist, so is - hiermit die obige Beheuptung iiber R bewiesen.
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so daB (da nach dem oben Gesagten jeder von 0 verschiedene Punkt von ¢
in oder auf Kp ganz links von g liegen muB) C y, nur in w =0 treffen
kann. Da im iibrigen der Bogen y, in der Umgebung von w = 0 auf der-
selben Seite von C wie die Innennormale im Nullpunkte verlduft, mul er
(bis auf w =0) im Innern von C liegen, womit die am Anfang der Nr. 71
aufgestellte Behauptung bewiesen ist.

75. Es sei hieran noch die folgende Bemerkung gekniipft: Der
Bogen f (xv:,X*(y),' ly £ 6—21—\’1/5) werde vom Nullpunkt aus nach

beiden Seiten durchlaufen, und es seien A4 resp. B die zuerst dabei an-
getroffenen — wegen R < 16NY2 sicher existierenden — Schnittpunkte
von § mit Kp. A und B liegen auf verschiedenen Seiten der reellen
Achse, wie aus der Darstellung von # durch die (monotone) Funktion

x=X*(y), ——%AT 12<y< + %r V2 folgt. Ferner liegt der Kreisbogen

4B = «, der die positive reelle Achse trifft, ganz im Innern von €. Denn
jeder Punkt P(¢) von C auf « wiirde ja entgegen dem in Nr. 73 Be-
wiesenen (in dem oben gebrauchten Sinne) rechts von A liegen. Daher
liegt das Kurvenbogenzweieck AO B, dessen eine Seite der Bogen « ist,
bis auf w="0 ganz innerhalb von C.

76. Wir wollen nun y. einer weiteren Einschrinkung unterwerfen:
Es soll fiir y. der Bogen B

(915)  le—1lge=Min(Z,4(z)) " fel=1,

gewshlt werden, wo 4,(e) die in (9,5) definierte ,Stetigkeitsfunktion“
von @,({) in {=1 ist. Dann ergibt sich aus der eben gemachten Be-
merkung unter Zuhilfenahme des Hilfssatzes 13 das folgende Resultat:
Beschreibt man durch die Endpunkte dieses Bogens y. um [ =1 den
Kreis k mit dem Radius o, so wird das Innere des von y, und dem in
[C| £1 liegenden Kreisbogen R wvon k gebildeten Kreisbogenzweiecks Z
durch w =D () in das Innere einer geschlossenen Jordankurve § diber-
gefiihrt, die selber bis auf w =0 ganz im Innern von C liegt. DaB -
namlich das Bild des Kreishogenzweiecks Z eine geschlossene Jordankurve
ist, folgt wegen (9,15) aus dem Hilfssatz 13. Nun besteht aber € aus
einem Teilbogen des Kurvenbogens 40 B von I" und einem weiteren Bogen,
der einen Punkt von O 4 mit einem Punkt von OB verbindet. Da wegen
(9,15) und (9,4) € ganz im Innern von Kgp liegt und ferner der Umlaufs-
sinn von § derselbe ist wie von Z, so liegt € nicht auBerhalb des Kurven-
‘bogenzweiecks A0 B, und also auch ganz in C.

%) Offenbar hingt o nach dem in der FuBBnote %) itber £ und dem in der Fu8-
“note *) iber 4,(e) Gesagten nur von ¢;, 6 und der Funktion 6(y) ab.
Mathematische Zeitschrift. 3:. 27
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77. § ist also eine innere Vergleichskurve von C in w=0. Wir
zeigen, daf} jede Funktion F(z) mit F(1) =0, die |z| <1 auf das Innere
& von € abbildet, in z =1 eine im Winkelraum gebildete von 0 und oo
verschiedene Ableitung besitzi. Man kann eine solche Funktion herstellen,
indem man |z| <1 auf das Innere von Z vermittels [ = g(z) so abbildet,
daB g(1)=1 ist und dann die Funktion w = @ (g(2)) bildet. g(z) ist in
einer Umgebung von z=1 noch analytisch und |g’(1)| =e, ist dort
positiv. Nun existiert, wie oben gesagt, ltl‘lﬁl @'({) = ,, und es ist nach (9, 4)
N g L -621 Daher existiert auch wegen der Beschrinktheit von |®'(()|
nach einem schon oben zitierten Satze von Lindelof der }1_1311 &’(¢), wenn ¢

»im Winkelraum“ gegen 1 konvergiert, und ist gleich «,. Somit ist auch

D (g(2) 1wy oy
lim —57— =lim &:(£)g'(2)

vorhanden und absolut gleich |e, ¢,| und somit also von 0 und oo ver-
schieden. Aus der Integraldarstellung

8(9) — d(g) = [ L 8 (g)a
1

ergibt sich dann leicht, daB lim ﬂgﬂ}l?(i@ ' = |, 0| ist, wenn 2z 1
2> : -

. »im Winkelraum® konvergiert, d. h. die obige Behauptung. Nach dem
Satze 4a des § 6 folgt unter Beriicksichtigung der im Zusatz zu diesem
Satze gegebene Formulierung — angewandt auf die Kurven ¢ und § resp.
die Funktionen z = @ (w) und die zu @ (g(2)) inverse Funktion z =y (w) —

die Beschranktheit des Differenzenquotienten "”—-—-__(wtz*"’(wl)

— bei allseitiger
Annéherung nach unten®?). '

#) Normiert man die im Text genannte Funktion ¢ = g(z) 8o, daB 2 =0 in den
Mittelpunkt x der Verbindungsstrecke der beiden Ecken des Kreisbogenzweiecks Z
und z=1in w=0 iibergeht, so bildet w = &(g(z)) den Punkt z=0 auf einen im
Innern von € liegenden Punkt w=a ab, dessen Minimalabstand vom Rande von ¢
und somit vom Rande von C > als eine nur von 4, ¢, und der Funktion () ab-
hingige positive Zahl d ist. Da némlich Z in der 4,(4)-Umgebung von =1 ge-
wihlt ist, gilt nach dem Hilfssatz 13 fiir alle ¢ , 'in Z

1
2@ - zN -, N=(1-2) T
Nehmen wir 4,(3)<1 an — was natiirlich erlaubt ist —, 80 ist der Minimalabstand
von n vom Rande von Z gleich 1 —p und daher dg(l—,u)%r.

Bildet nun ¢ (w) insbesondere das Innere der Kurve C so auf das Innere des Ein-
heitskreises ab, daff w=a in 2=0, w=10 in 2z = 1 tibergeht, und gilt fiir die Unbewall?-
(Fortsetzung der FuBnote ') auf nachster Seite.)
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- 78. B. Konstruktion der auBeren Vergleichskurve. Wir gehen
dhalich wie oben vor.

Wir bilden nach Hilfssatz 12 zu X (¢) (siehe Nr. 69) fiir |t| <6< 3 3
die Funktionen @(¢) und V(¢) mit den dort angegebenen Elgenschaften.
Nach der an diesen Hilfssatz angeschlossenen Bemerkung kann Q(i) als

eine ungerade Funktion angenommen werden. Dies wollen wir tun®).
Dann setzen wir

Q* (1) = —Q(t) — 21 fir 05t L9,

CM=-Qt)-2;5k—-1) , 6<t<a,
und

Q*.(t)=—Q(t)—2t$ fiir 0>¢> —4,
Q*(1)=—Q(t)+2-—; (n +1) ==t —n

Dann ist Q*(¢) fiir alle ¢ stetig, verschwindet fiir t = 0 und ¢ = £+ = und
bleibt stetig fiir alle reellen ¢, wenn Q™ (¢ 2x)=Q™(t) gesetzt wird.
Ferner ist in (—=n, £2) @*(¢) >0 fiir t<<0, @*(¢) < 0 fiir £> 0 und
fiir |¢] < 6 ist |Q*(¢)] = 2|t]|. Weiter gilt offenbar fiir Q* (1)

X(6) <X 0 fir 10,

Dfsin(Q*(oHa)da %on(o)da

und — Q*(¢) hat ebenso wie Q(¢) die Eigenschaften 2 des Hilfssatzes ).
SchlieBlich bemerken wir noch, daB auch Q*(t) eine ungerade Funktion
ist, es gilt also Q*(¢) = — Q" (—1).

Wir nehmen wie bisher an, daB fiir |¢]<d [Q(2)] < —g— und somit

' +e<T
ist. Ferner ist fiir [¢| <6 und daher durchweg |Q*(2)] g%

heitsfunktion A(s) von C im Punkte w=0 lim Aig) =2, 80 gilt nach dem Satze 4
£40

p()=g(0) | _2

w Txe o

lim

w0
fiir beliebige w aus dem Innern und auf dem Rande von C. Dabei ist , =|g’(1)| eine
nur von dem Kreisbogenzweieck Z, also nur von den Grofen ¢, ¢, und der Funktion & (y)
abhingige Zahl.

%) Dies wird zur Folge haben, daB die der obengenannten Funktion @({)
hier entsprechende weiter unten zu definierende Funktion @, () fiir ~1<¢ <1 reell
ist. Von dieser Tatsache werden wir im Text keinen Gebrauch machen. Sie wird nur
in FuBnote ) benutzt werden und uns dort einige Abkiirzungen zum Beweise gestatten.

%) Man beachte noch, daB die Zusidtze 1 bis 4 zum Hilfssatz 12 wortlich richtig
bleiben, wenn man die Funktion @(¢) durch @*(¢) ersetat.

27
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79. Nunmehr verfahren wir analog wie in Nr. 70, um eine geeignete
dullere Vergleichskurve an C in w = 0 zu konstruieren. Wir bilden die in
[¢]=|ee'®| <1 regulire, in || <1 stetige Potentialfunktion

i ! ( 1-¢f
—Qiloe’?) = *ﬂf(Q*(a)+“) 1+e?—2e°is(°—") do
]

+
-1 * 1-gt .
- ﬁﬂf(g (0) + =) 1+¢*—~2%gcos (6 — ) do;

wegen Q*(t) == —Q*(—1) ist fiir =0 und ==

( * 1—pf o
fQ (o) 1+9“‘—29003(u—-a9)d0 =0,

so daB QI'(¢) fiir —1< ¢ <1 konstant gleich + 7 ist. Die zu — QF(Z)
konjugierte Potentialfunktion Py ({) ist in || < 1 regulir und wegen der
Beschrinktheit des Integrals

T

J

(vgl. %9) gleichmiBig beschrinkt. Daher ist auch
d{(L) — e PYO+iQs®

Q"(¢+0)—Q*(t—0)
tg% {

do

in [{] <1 regulir und beschrinkt. Da @1(¢) in —1< ¢ <1 konstant
gleich 4+ ist, so ist @;() fiir diese ¢ (negativ) reell. Wir normieren
Py (0e™) so, daB P (ge'?) < lg% ist; dann gibt es ein N > 0, so daB

(9,17) 0<NZ|Di(D)| L2

=73
ist. . Ferner hat ®;({) in jedem Punkte von |{| =1 einen radialen Randwert,
Wegen der Stetigkeit von @y() in =1 gibt es zu jedem & >0
ein 4, (&), so daB _
1QI(0) ~ QI(L]Le fiiralle |¢—1]<4,(e), [¢|<1
gilt. Die Funktion '

b, (L) — B, (o) = f bi(L)de

istin [¢} <1 reguldr und in [{| <1 stetig®). @,(¢) bildet daher [£] <1
auf ein (eventuell mehrfach iiberdecktes) von einer stetigen Kurve
begrenztes Gebiet ab. Normieren wir die additive Konstante in &, ({)
durch @, (1) =0, so wird™)

") Vgl. Fufinote 92).
) Vgl. FuBnote %),




Randverhalten der Abbildungsfunktion. 421
. I " * . N
?, (e = [ eP1en [ —sin (o + Q1 (') + i cos (6 4 Q1 (e'%)] do
0

&
= J.eP:("“’) [sin (o + Q*(0)) —icos (o - Q" (o))l do
[
=X, (0) +1 Yj(ﬂ)'
Es ist hier fiir [9]< é: X,(#) <0, wihrend Y,(#) <0 fir 4 >0 und
>0 fiir 9 < 0 ist. (Man beachte, daB 2|¢|<|Q*(¢)| < &= fiir |¢] < d ist.)
Ferner ist, da, wie oben gesagt, @;({) fir —1 < <1 reell ist, wegen
®,(1) =0 auch &,({) auf diesem Intervall reell
80. Analog wie in den Nrn. 71 bis 74 zeigt man auch hier, dal es
einen { =1 als Mittelpunkt enthaltenden Bogen y. von ||=1 gibt, so
daB sein Bild y, vermittels w = ®,(¢) in der w-Ebene (bis auf w=0)
ganz aulerhalb von O verlduft: Man zeigt unter Benutzung der Un-
gleichung (9,17) wie in Nr. 71, daf fiir hinreichend kleine |y]

(z. B. |y £ 55——21! ﬁ) X, () als Funktion von y darstellbar ist (z =X, (%)),
und beweist sodann — vgl. Nr. 72, 73 — unter Benutzung der Re-
lationen (9,16), (9,17), daB es ein R >0 gibt, so dal fiir alle Punkte
P(t) (x(t) + <y () von O im Innern oder auf dem Rande des Krelses K
mit dem Radius R um w=0

2 ()] < — X (y 1) (t+0)
gilt. Dies besagt, daB alle in Ky liegenden Punkte P(¢) von C (wegen
X'(y) £0) rechts vom Kurvenbogen x=X*(y) liegen. (Die Zahl R
soll dabei — hnlich wie in Nr.72 — <r*(%) gewihlt werden, wo
r*(e) eine Richtungsfunktion von € in w =0 ist.) Hieraus findet man

dann wie in Nr. 74 unter Benutzung der Relation (9,17) eine positive
Schranke fiir die Linge des Bogens y..™)

*®) Auch hierbei sei bemerkt, da8 die Linge des Bogens y, als nur von den Kon-
stanten 8, ¢, und von der in der FuBnote ®) genannten ,,Konvergenzfunktlon“ a(n
@

des Integrals det(t) abhingig gewshlt werden kann. Dies folgt ganz dhnlich wie

die entsprecheglde Behauptung im Teil A unseres Beweises, indem man beachtet, daf

die dem Zusatz zum Hilfssatz 12 entsprechenden Behauptungen firr Q(¢) auch fiir

Q*(t) wortlich zutreffen: Man zeigt zuerst (Benutzung der Behauptung 1 dieses

Zusatzes), daB die Funktion 4,(s), abgesehen von ¢, nur noch von diesen GroBSen

abhiingt (vgl. FuBnote ®)). Wie in FuBnote %) zeigt man ferner, daB das gleiche

fir N gilt. Indem man noch schlieBlich die in Fuinote ®) unter 1. bewicsene Tat-
sache benutzt, daB man fiir C in w =0 eine (abgesehen von ihrem Argument £) nur

von diesen GroBen abhidngige Richtungsfunktion r*(e) angeben kann, und im iibrigen

ganz dhnlich wie dort schlieBt, erkennt man die Richtigkeit unserer Behauptung.
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81. Beschreibt man nun um ¢ =1 den Kreis £ durch die Endpunkte
von 7, mit dem Radius ¢, so braucht das Bild der Begrenzung des Kreis-

bogenzweiecks Z

vermittels w = &,() noch keine doppelpunktfreie Kurve zu sein. Die
Anwendung des Hilfssatzes 13 jedoch lehrt, daf dies der Fall ist, wenn
¢ weiter hinreichénd klein angenommen wird. Wir denken uns nun 7 und
damit ¢ %) so klein gewiihlt; die geschlossene Jordankurve €, sei dann
das Bild des Randes von Z.

82. Liegt nun C innerhalb von §,, so ist €, eine duBere Vergleichs-
kurve von C in w=0. Wir bilden dann den Einheitskreis |z| <1 ver-
mittels { ==g(z) auf das Innere von Z so ab, daB g(1)=1 ist. Dann
ist g(2) in z =1 noch analytisch, und ferner ist |¢'(1)| =« > 0.74) Weiter

%) Wir wihlen Q=Min(c£, Al<-%—)>, wo' R der im Texte genannte Radius
von Kp ist und 4,(})<1 angénommen werde, so daB insbesondere wegen (9, 17)
€, innerhalb Kjp liegt. ¢ hingt dann nach dem in Fubnote %) Gesagten nur von
9, ¢, und der Funktion d(%) ab.

“) Piir spitere Anwendung sei noch hervorgehoben Normiert man die Funktion
{=g(2) 8o, daB z=0 in den Mittelpunkt { =g der Verbindungsstrecke der beiden Eck-
punkte von Z iibergeht, so fithrt w=® (g(2)) 2z =0 in einen (reellen) Punkt w=a’im
Innern von €, und C iiber, dessen Abstand vom Rande dieser beiden Kurven oberhalb
einer nur von 8, ¢, und der Funktion 8(7) abhéingigen positiven Konstanten 4’ bleibt.

Da nimlich Z in der 4, (})- Umgebung von £ =1 liegt und 4, (})<1 angenommen
worden ist, ist der Minimalabstand von x vom Rande von Z gleich 1— u, und es ist
daher wegen der nach dem Hilfssatz 13 fiir alle {,{’ in Z geltenden Relation

o) - () Z It

der Minimalabstand von a’ von €, = (1-—x)4N. N hingt nach FuBnote ) nur
von den genannten Grofen ab. Da hier nun aber €, nicht im Innern von C liegt,
miissen wir die Behauptung iiber den Minimalabstand von a’ von C noch besonders
beweisen: Wie oben bemerkt (s. FuBnote *)), war g so gewshlt, daB des Bild ¢,

von Z vermittels w=®,({) ganz im Kreise Kz mit dem Radius R<r*<%> um
w =0 liegt, wobei r*(¢) eine Richtungsfunktion von C in w =0 ist. Schlieft man
daher die Tangente an C in w=0 zwischen zwei Graden ¢ und ¢, durch w=0
ein, die mit dieser den Winkel = T bilden, so liegen alle Punkte von C in oder auf Kp
im Innern der von diesen Geraden gebildeten Winkelriume der Offnung 4 Da

auch @, innerhalb Kp liegt, geniigt es zu zeigen, daB der Abstand von ¢’ von den
Geraden g, und g, oberhalb einer nur von 4, ¢,, §(#) abhingigen positiven Schranke
bleibt. Dies folgt nun aber so: Da, wie oben hervorgehoben (Nr. 79, s. auch FuB-
note %)), @,(¢) fir —1 << 1 und daher B (g(z)) fir ~1<L2< 1 reell ist, ist
a’ =®,(u) reell. Daher betriigt sein Abstand von ¢, und g; nach dem oben Gesagten

mindestens (1 —p)%—sin—}=(1—#)_§‘ya~
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gilt, wie aus der Ungleichung (8,21) des Hilfssatzes 13 leicht. folgt,

(9,18) lim

§>»1

20 =2M|> ¥ und daber lim 2L =2EDN} > Ny 0,

z2>1 z—1

Hieraus ergibt sich dann die Behauptung scfort aus dem Satz 4h.

Liegt aber C' noch nicht innerhalb von €,, so erginze man y_, so zu
einer geschlossenen Jordankurve €, daB sie sowohl €, (bis aul v, ) als
auch C (bis auf w=0) im Innern enthilt, wende dann wuf ¢, und €
den Hilfssatz 4 in Nr.7 und dann avf ¢ und € den eben genannten
Satz 4b an™). — Hiermit ist die Behauptung des Satzes 7 iiber die kon-
forme Ecke bewiesen.

83. JL Der Beweis fiir die Existenz des lim ?i":z—::-;:(ﬁ—)
ergibt sich folgendermafen: Da nach dem bisher Bewiesenen auch unter
unseren jetzigen Annahmen C in w =0 eine konforme Ecke hat, also fiir
die zu 2 = @ (w) inverse Funktion w=f(2)=wu-+¢v (f(1)=0) die Relation

(9,19) 0< p, |1 o

%) Da g(z) eine eindeutig bestimmte Abbildungsfunktion von |z|{<1 auf Z
ist und Z nur von den GrdBen 4, c,, 5(y) abhingt, so héngt auch |¢'(1)|=¢ und
damit auch die Zahl N« in (9,18) nur von diesen Grofien ab. Es sei w=a’ der
Punkt, der bei der in FuBinote ") besprochenen Normierung von ¢(z) bei der Ab-
bildung w =®,(g(z)) dem Nullpunkt entspricht. In dem Falle, in dem man €, zu
einer geschlossenen €, (bis auf den gemeinsamen Boden y,) und C im Innern ent-
haltenden Jordankurve § erginzt, die innerhalb des Kreises mit dem Radius D’ um
w =0 liegt, gibt es nach Hilfssatz 5 eine nur von d’, ¥z, D’, also nur von &, ¢,, 8(n)
und D’ abhingige Konstante 1 > 1, so daB fiir dle durch y(a’) =0, tp(O) = 1 nor-
mierte Abbildungsfunktion z -Qp(‘w) des Innern von ¢ auf |z]<1

i @) =)

w0 | w —N“

fiir beliebige w aus dem Innern von C oder auf C gilt.

Liegt C in einem Kreise mit dem Radius D, so kann man offenbar erreichen,
daB § im konzentrischen Kreise mit dem Radius D'= D+ R verlduft, wo R die in
Nr. 80 genannte Zahl ist. 1 hingt dann nur von 6, ¢,, 6(n) und D ab.

Bildet man nun auch das Innere von C vermittels z =g (w) so auf |z|<1 ab,
daB w=a' in 2=0 (w=0 in z2=1) dbergeht, und gilt fir die Unbewalltheits-
4(z)
s

funktion 4 (s) von C én w=0 Hm =2x, s0 i8¢ fiir beliebige w aus dem Innern

von C oder auf C £V O
W 2o @) < dx g,
w->0 w Na !

wo die rechts stehende Konstante M’ nur von den genannten Grifen §8,c,, D und der

Punktion 3(n) abhingt und der Minimalabstand von a’ von C grofer ist als ein rur von
diesen Grofen abhdngiges d’>0. D ist der Radius einer C enthaltenden Kreisscheibe.
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gilt, so ist 9 ein metrischer Parameter der Kurve C in w=0. Es be-
zeichne nun Z*(#) die Funktion &*(¢) als Funktion des Parameters .
Dann konvergiert nach der Vorbemerkung 1 auch das Integral

(9,20) f MLy
U
und somit wegen |u(e’”)| < E¥(9) auch die Integrale
a ]
id ~i¥
f!u(;z ) g9, fl_u(;; ) gs.
0 0

Hieraus folgt aber nach dem Hilfssatz 14 (nach Vorbemerkung 38, mit

i &
A=B=0), da die Funktion r 2*7=") 22D 4y 50 fir r11

-k
einen Randwert besitzt. Da ferner aus der Konvergenz von (9, 20) 1-5@2 —0

folgt, so hat nach einem bekannten Satze von Fatou % ind=0 fir rt1
den radialen Randwert 0. Daher hat (z =re’”? gesetat)

" duw ., .ov\ 1
re) =950 =5 +i5) %
fir 211 einen Randwert. Hieraus folgt aber nach dem Korrolar zum
Satze 3, dal
hm f(z)—F(1)

z>1 z—1 i

wenn z allseitig gegen 1 strebt, existiert und wegen (9,19) von 0 und oo
verschieden ist, w. z. b. w.

84. Aus den in den FuBnoten %), ®) beim Beweise des Satzes 7 ge-
machten Bemerkungen ergibt sich der folgende

Zusatz zum Satze 7. Hs sei C eine geschlossene Jordankurve, die
durch den Punki w =0 hindurchgeht wund dort die tmagindre Achse zur
Tangente hat. Sie sei sn der Parameterdarstellung w(t) =z (t) +3y(t),
—T <L t< T, gegeben. Dabes sei t ein von w =0 aus gezihlter metrischer
Parameter, d. h. es gelte fiir den von w =0 zum Punkte P(t) gezogenen
Radiusvektor r(t)

(9,21) 0<e <

r ()
Pl<o.
A4(e)

—, 8
. ».7%)

Schlieflich gelte fiir das mit einer monotonen Majorante X (t) der in Nr. 47

~ Ferner sei fiir die Unbewalltheitsfunktion A(e)von Cin w=0 l_i;ng

") Man beachte, daB8 unter der Annahme (9,21) fir x» die Relation xgg—‘
gilt (Nr. 15). G
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esngefihrien Funkiton &(t) gein'ldete Integral

U‘.zx(c)l <y fir (| <8(y).

0 set eine beliebige positive Zahl, die von mindestens einem der Werte der
Funkiion 0 (n) ibertroffen wird, und es sei X (1) fir alle |t| < 8 sicher
definiert. C liege tnnerhalb des Kreises mst dem Radius D um w =0.
Dann gibt es

1. einen Punkt w—=a tm Innern von C und zwei positive nur von
den Konstanien 8, ¢, und der Funkiion 6 (n) abhdngige Konstanien d und M,
so daf} der Kreis mit dem Radius d um w=a im Innern von C liegt,
und daf fir die Punktion z= @ (w), die das Innere von C auf |z| <1
abbildet und durch ¢(a)=0, ¢ (0)=1 normiert ist, fiir alle w aus dem
Innern oder auf dem Rande von C ’
<p(w)—q5(0)|2 >0

w—’O

gelit.

Es gibt 2. einen Punkt w=a' tm Innern von C und zwei nur von
d,¢,,9(n) und D abhdingige Konstanten d’ und M’', so dap der Kreis
mit dem Radius &' um w=a’ ganz ¢m Innern von C liegt, und dap fir
die Funktion z = ¢ (w), die das Innere von C auf |z| <1 abbildet und
durch @ (a’)=0, ¢(0) =1 normiert ¢at, fiir alle w aus dem Innern oder
auf dem Rande von C
Iim ?(w)_?’(o)l <M. -x

™ S

w->0

gilt.

85. Die Bedingung fiir £*(¢) des Satzes 7 ist, was die Grofenordnung
von £*(t) anbetrifft, die schirfste. Genauer gilt der folgende

Satz 8. w=1{(z) bilde |z|=|re’®| <1 auf das Innere einer ge-
schlossenen Jordankurve C ab, die tm Punkte w, =f(1) (= P) eine
konforme Ecke der Offnung nv, 0 <1< 2, hat und in der Umgebung
des Punktes P ganz innerhalb eines der beiden von den Halblangenten in P
gebildeten Winkelrdume bletbt. Dariiber hinaus moge der Abstand & (D)
(siehe Nr. 47) des Punktes f(e'”) auf einem jeden der beiden in P zu-
sammenstofenden Kurvenzweige von der entsprechenden Halbtangente in P
esne monotone Funktion von & sein. Dann ist ¢ = |9 |"sgnd ein mem'scher

FParameter von C in bezug auf P, und es konvergiert das Integral J.E‘ (o) do,
wo 6Z0 und £,(o)=&(D) dst.

Beweis. Nach der Vorbemerkung 3 zum Satze 7 geniigt es, den Satz
fiir eine Ecke der Offinung n zu beweisen. Ferner diirfen wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit w, = (1) =0 voraussetzen.
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DaB o= |9 | sgn? ein metrischer Parameter von C in bezug auf P
ist, folgt aus der Voraussetzung, da8 C in P eine konforme Ecke be-
sitzt (siehe Nr.17). $

" Die Konvergenz des Integrals f%(;—’—) do folgt leicht mit Hilfe des

v o _
Poissonschen Integrals. Es gilt némlich fiir den Realteil z =z (re’®) von f(2)

g
- iy 1 L is 1—rt
x(re )——2”' x(e )1+r2—2rcos(!9—9")d’ﬂ‘
0

Da O in P eine konforme Ecke besitzt, so mufl insbesondere ,%] zwischen
zwei festen Schranken liegen. Daher muB auch

< =x

1
sein. Es sei etwa z(e'®) in der Umgebung des Punktes & — 0 (bis auf
® =0 selbst) positiv. (Wenn x (e*®) negativ ist, so braucht man in der
folgenden Betrachtung nur  durch — x (e?) zu ersetzen.) Ks sei also fiir
—6,L8L4,, 6,>0, 6,>0, x(e®)>0. Dann gilt

3

(9,22)

z(r)
—r

]

z(r)| 1 l:c:(ca"“’)(l-r—r) 1 z(e'?)(1+7)
i—-r g—2_:7_1‘1+r’-—2rcos19df)"i'-ﬁ‘a; f1+r’—-2rcos19dﬂ

0 -8
25— 6,

1 z(e')(1+7)dd

2x 147r8—2rcosd

H

L
und da das dritte Integral rechts fiir alle » mit 0 <r <1 beschrinkt
bleibt, ist wegen (9,22) fiir hinreichend kleines (1 — r)

8 s,
1 z(e'?) 1 f z(e'?)
%, 2 —-f——————— dd > — dad.
1 27:0 1472 —2rcosd 2::1-’ (1—r)'+4rsin'%
Da auf der Integrationsstrecke (1 —r)® <9* und 4rsin’—g; < 8? ist, ist
s '
i5
"1%41_,,_[”(53 )dﬁ
p
und ebenso ’
—(1l~7)

1 id
mzg [ 20,
-8y
woraus mit r$1 die Behauptung folgt™).

") An Stelle des im Beweise eingeschlagenen Weges hitte man auch den in
FuBnote *) genannten Satz von Herrn PleBner verwenden konnen.
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§ 10. |
Anwendungen des Hauptsatzes auf rekiifizierbare Kury :n.

86. Wir wenden in diesem Paragraphen den Satz 7 aus dem § 7 auf
rektifizierbare Kurven an, die in einem Punkte P, (den wir ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit als den Nullpunkt annehmen) eine Ecke der
Offnung =7, 0 <v <2, haben. Wir stellen sie durch die Gleichungen

w=w(s)~z(s)+iy(s), —5<s<s,

dar, wo s die vom Nullpunkt aus in der einen Richtung positiv in der
entgegengesetzten Richtung negativ gezihlte Bogenlinge und 8 die Gesamt-
linge von C ist. Dann existieren bekanntlich fast tiberall z'(s) = cosf(s),

y'(8)=sinb(s), wo 0(s) der nur mod2xz bestimmte Tangentenwinkel
(= Winkel zwischen der positiven reellen Achse und der im Sinne wachsender s
gerichteten Tangente) in den entsprechenden Punkten ist, und es gilt

x(s)=fx’ 8)ds, y(s) =fy’(s-) ds

0, und 6_ seien die Richtungswinkel der rechtsseitigen resp. hnksseltlgen
Halbtangente im 7\Iullpunkt Dann gilt der folgende »

] 6, ‘
Satz 9. Ist f}cos (o) cout | ds (0>0) konvergent wund blesbt
TI(:I) — le‘:-ly zwischen zwes festen positiven Schranken, so hat C in P,

eine konforme Ecke der Offnung nt.

Ist dariiber hinaus der lim r(a)_ vorhanden und <+ 0, so existiert

fiir die Abbildungsfunkiion z = (p(w) des Innern von C auf [ | <1 der

lim 20 =20 4, allseitiger Anndherung.

w—>0 wll

Zum Beweise haben wir zu zeigen, daB fiir jeden der beiden Kurven-
dste in w =10 die Voraussetzungen des Satzes 7 selbst erfiillt sind. Wir
zeigen dies etwa fiir 8 > 0 und denken uns dazu die rechtsseitige Halb-
tangente in die Richtung der positiven y-Achse gebracht (cosf, = O0).

Dann ist £(8) =|z(s)|, so daB also X(s)—-f[ ’(s)|ds eine monotone
Majorante von £(s) =|z(8)| < X(s) -—f|x'(s) |ds ist. Daher ergibt sich

wegen cosfl, —-—0 aus der (vorausgesetzten) Konvergenz des Integrals

L)
z (s)
|9

]

ffl—x—s(fl nach Hilfssatz 11 dle Konvergenz von fX (s)
[}
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Da ferner aus 0 < ¢, < ']4("5,) £ 0, fiir die Unbewalltheitsfunktion 4 (¢) von
in Py 4(c) = O(e) resp. aus lim ") > o0: 13%%‘-)-; 1 folgt, so sind

die Voraussetzungen des Satzes 7 in der Tat erfiillt.

87. Fiir das Folgende brauchen wir noch zwei Hilfssiitze. Um sie kurz
zu formulieren, ist es niitzlich, die folgende Begriffsbildung einzufiihren:
Es sei @ ein einfach zusammenhingendes .Gebiet, o eine positive Zahl.
Wir sagen, eine in @ verlaufende doppelpunktfreie stetige Kurve € sei eine
o-Kurve tn bezug auf G, wenn der Kreis mit dem Radius ¢ um einen

beliebigen Punkt von € ganz im Innern von G liegt.

Hilfssatz 15. Es sei G etn von einer geschlossenen Jordankurve
begrenztes Gebiet, das vollstindig im Innern eines Kreises mit dem
Radius M enthalten ist. w, und w, seien Punkte im Innern von G, die
sich durch eine o-Kurve in bezug auf G verbinden lassen. z =@ (w; w,; @)
und z = @ (w; wy; @) migen G so auf |z| < 1 abbilden, daff w = w, bew.
w=1mw, In z=0 dbergeht. Dann existiert fiir jedes w in G + C

@ (w; w; G)— @ (w'; uwy; G) ’ .
wew @ (w; wy: G)—g(ww; Q) (w'sw in 6 +0)

und liegi absolut zwischen zwei” nur von M und ¢ abhdingigen positiven
Schranken 1,, i,.

Existiert ferner der wh_l,n P (s G)""’(w : 9)

w— w’

, 80 extstiert auch

. qw(w';w;d—cp(w;w;@
'}I—I’Pw : w)’—w w2

= @' (w; wy; @), und es gilt

L[S <.

Beweis. a)> Es sei § ein in G gelegener Kreis mit dem Mittelpunkt a
und dem Radius ¢, @’ ein Punkt aus § mit (@ — a’| g—g—. z=g(w;a)

und z=¢(w;a’) mogen G so auf |z| <1 abbilden, daB w =a bzw.
w=a In z2=0 iibergeht. Dann ist fiir die im Satze genannten w, w’

5 < hm ¢(wsa’)—p(w';a’) <8
=wow| ¢(w;a)—p(w;a) )
Denn nach dem Schwarzschen Lemma (angewandt auf die in
|w —a| < ¢ regulire Funktion ¢ (w; a), diein |w — a| < o sicher absolut
<1 ist und in w = ¢ verschwindet) ist zunichst

| o (w; a)]é—'—w—ga—', lw—a|<Le,
und somit

(10,1) #(@ia)] <Lo—3

?-



Randverhalten der Abbildungsfunktion. 429

Nun ist, ,
{=¢(w;a), ( =¢(w]a), {,=w(a’5a)
gesetzt,
9 (w;a')=8() =1 ‘fé e, 1 reell,
und daher
p(w;a ’)—w(w a’) 85— S(f) o (w; a)—vﬂ(w a)
so daf8
p(wsa)—g(wsa’) 8'(¢) = 1-14 i
wow ¢(w;a)—@(wia) (1—'551

ist. Nun ist fir || <1

1-14
L+]4, |

und also (wegen (10,1))

14|
<|S(C)!< ]

l 114, : p(w; &’)—p(w';a’) 144
3 =T34, gu}"-‘l‘wt rwa)—slwia) =T =%

wie behauptet.
88. Ist nun |w, — w,| < < , so ist der Hilfssatz 17 bewiesen. HEs sei
also }wl——w2]>?. |

b) Es sei nun @ == §, die ¢-Kurve in bezug auf das Gebiet G, welche
die im Satze genannten Punkte w, und w, miteinander verbindet™). Wir
behaupten nun: Es gibt eine Folge von endlich vielen Kreisen §,, &,, ..., ®, . ,

tn G mit dem festen Radius ¢ und den Mittelpunkten ay a,, ..., a,,,

m‘fcg mit @, =w,, |a,,, — uvs,)__2,]a—'a,+1]=§ la,—a |>L
(0L, u<n+1,v= u). Zum Beweise dieser Behauptung geben wir ein Ver-
fahren zur Konstruktion dieser Kreise an.. R, ist der Kreis um w = w, = a,
mit ¢ als Radius. Wir beschreiben sodann um a, den Kreis f, mit dem

Radius 5’— Dieser trifft €, in endlich oder unendlich vielen Punkten; wir.

suchen denjenigen Schnittpunkt von €, mit f, auf, den man beim Durch-
laufen der Kurve €, von w, aus zuerst antrifft, und bezeichnen ihn mit a,.
" Das Stiick der Kurve G, von w, bis a, liegt dann ganz au/ierhalb von £

Liegt nun w, innerhalb des Kreises f, mit - um a,, so ist die Behauptung

bereits hewiesen. Falls nicht, so sei a, derjemge Schnittpunkt von f, mit €,
den man beim Durchlaufen von €, von 1w, aus nach a, zuerst antrifft.
Der Teil der Kurve G, von w, bis a, liegt sicher auperhalb der Kreise

™) Bei der Redaktion von b) und c¢) haben wir eine t‘berllegung aus ciner noch
nicht verdffentlichten Arbeit von Herrn Ostrowski benutzt.
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und ¥,. Ferner ist offenbar |a, — a,| = —g—. Liegt nun w, innerhalb des
Kreises f, mit —g— um a,, so ist der Beweis vollendet; sonst verfahren wir

in ansloger Weise wie bei @, und @, bei @, und gelangen zu einem neuen
Mittelpunkt @, und so fort. Dies Verfahren muf schliefilich abbrechen,

indem w, entweder in das Innere oder auf die Peripherie eines Kreises §, _ ,

mit dem Radius —%: um einen der konstruierten Punkte a,,, auf €, fillt.
Denn da fiir alle so konstruierten Punkte a, |a,— a,|2> -g« gilt und da

alle @, im Innern von @ also auch im Innern des Kreises mit dera Radius M
liegen,+so kann® es nur endlich viele Punkte @, und somit nur endlich viele
Kreise f, geben Beschreibt man nun um jeden Punkt ¢, den Kreis &,
mit dem Radius o, so liegt wegen der Eigenschaft von €, und well
ferner a, auf @, liegen, ®, in @. Hiermit ist die Behauptung b) bewiesen.

¢) Aus der zuletzt angegebenen Uberlegung folgt noch genauer: Die
Anzahl n -+ 2 der Kreise & (»=0,1,2,...,n41) der w, und w, ver-
bindenden ,Kreiskette“ bleibt fiir jede Wahl von w, =a,, w, und G,
gleichmifig unterhalb einer festen nur von M und ¢ abhingigen Schranke.
(Sie hingt also micht vor G, w,,w,,§, ab, wofern natiirlich w,, w, sich
nur durch eine g-Kurve in bezug auf G verbinden lassen.) Dies folgt aus
der Tatsache: Ist a, irgendein Punkt im Innern des Kreises Ky mit dem
Radius M, sind @, (»=1,2,...) beliebige Punkte, fir die nur die Re-

lation |a, —a, > 5 (7, #=0,1,2,...) gilt, so ist die Anzahl N der
Punkte a, in Ky sicher < [16M

sehen, indem man ein quadratisches ,Gitter“ mit der ,Maschenweite* —g—

zeichnet, das den Kreis Ky vollstindig iiberdeckt. Liegt dann ein Punkt o
im Innern eines der Quadrate dieses ,Gitters”, so liegt sicher keiner auf

—]—1] Dies kann man nun leicht ein-

dem Rande dieses Quadrates, da ja —g— > —;— ]/5, also groBer als die Diagonale

dieses Quadrates ist. Liegt aber ein Punkt a, auf dem Rande eines
Quadrates, so gibt es sicher zwei an diesem Rande aneinanderstoflende
Quadrate, in deren Innerem und auf deren Rande kein Punkt e, liegt.
Daher sind sicher nicht mehr Punkte @, in K¢ vorhanden als es Quadrate
gibt, die den Kreis Kj ilberdecken. Deren Anzahl ist aber sicher

(-

d) Durch sukzessive Anwendung des unter a) Bewiesenen folgr nun
die Behauptung des Satzes: Bezeichnen wir nidmlich mit z =¢(u:a,),
v=0,1,2,...,n 41, diejenige Funktion, die G so auf |z] <1 ebbiidet,
daB w=a, in z =0 iibergeht, so ist wegen der Eigenschaft der Kreise §,
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fiir die im Satze genannten w, w’

<3

__< , p(wia)—g(wsa,)
@ (w; a,41)—@(w;a,4,) v

Multiplizieren wir alle diese Unglelchungen firy =20, 1, 2, ..., n miteiiander

und der entsprechenden fiir ¢(w, a,,,) und ¢(w, w,), so erhalten wir

_‘w'—>w

3n+3

' im \«P(w;wl) @ (w’; w)
grte =y | @ (w; w) — @ (whw) | =

und wegen n <[ +1] ist hiermit der Hilfssatz 17 bewiesen.

89. Nun brauchen wir noch den folgenden einfachen geometrischen
Hilfssatz 16. Es sei C eine geschlossene rektifizierbare Jordan-
kurve. Ist r (P, P,) der geradlinige Abstand zweier Punkte P,, P, von C,
o(P,, P,) die Ldinge des sie verbindenden (Iclemeren) Bogens von C, so
gelte fiir beliebige P,, P, auf C
(P, Py) <

(10’2) a(P,, B)

201>0 (e, < 1),

wo ¢, eine feste Konstante 1st. w, und w, seien schlieflick zwei im
Innern von C liegende Punkte, die Mittelpunkte je einer ganz tm Innern
von C gelegenen Kreisscheibe vom Radius ¢ > 0 sind. Dann lassen sich
w, und w, durch eine r-Kurve in bezug auf das Innere G won C fiir

r o= % ¢, miteinander verbinden.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dal |w, —w,|>¢ ist, da man
sonst offenbar w, mit w, durch eine %-Kurve in bezug auf G verbinden

kann. — Wir denken uns zunichst durch die Mittelpunkte w, und w,
der Kreise §, und &, mit dem Radius ¢ die Geraden g, und g, gezogen,
und zwar so, dal g, und g, im Innern von C oder auf C einander nicht
treffen, und dafl ferner weder g, den Kreis &, noch g, den Kreis &, trifft.
(Man beachte, da |w, — w,| > ¢ vorausgesetzt wurde.) Wir verfolgen
nun zundchst g, von w, aus nach beiden Seiten bis zu den so zuerst
angetrofienen Schnittpunkten 4,, B, (die w, zwischen sich enthalten).
Dann zerfillt € durch 4, und B, in zwei Teile, von denen jeder zusammen
mit der Strecke 4, B, eine geschlossene Jordankurve bildet. C; sei die-
jenige dieser beiden Jordankurven, in deren Auferem der Kreis , liegt,
C, die andere. C, enthilt sicher einen Halbkreis von &, (vom Radius o)
im Innern, und da dessen Mittelpunkt auf 4, B, liegt, so muB die Linge
desjenigen Teiles der Kurve C,, den C, mit C gemeinsam hat, sicher
=70 > 2p sein. — Analog denken wir uns auch g, von w, aus nach
beiden Richtungen bis zu den beiden auf diese Weise zuerst angetroffenen
Schnittpunkten A,, B, durchlanfen. Diese liegen notwendig auf dem Teile
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von C,, den C, mit C gemeinsam hat, da ja die Strecke 4, B, von g,
nach der Konstruktion nicht getroffen werden kann. Durch 4, B, zer-
fallt nun C, in zwei Teilkurven C,, C,, von denen die eine, etwa C,, als
Begrenzung u. a. die Strecken 4, B, und 4, B, hat. Die Linge desjenigen
Bogens von C,, den C, mit C, und somit auch mit C gemeinsam hat,
ist sicher > =mg > 2p.

90. Wir betrachten nun genauer die Kurve (,. Diese besteht aus
den beiden getrennt liegenden geradlinigen Stiicken A4, B,, 4, B, und den

beiden punktfremden Kurvenbdgen p, =ﬂa und y, = BI/ES von C,
welche die Endpunkte A,, 4, bzw. B,, B, dieser Strecken miteinander
verbinden. Ferner hat jeder Punkt P, von y, von jedem Punkte P, von y,
einen groferen Abstand als 2¢¢,. Denn es ist ja nach der Bemerkung

iiber die Léngen der Bigen @1 von C, und @2 von C,, die diese
Kurven mit C gemeinsam haben: ¢ (P, P,) == > 2¢ und daher nach
(10, 2) |

(10,3) r(P, P,) > 2¢pc¢,.
Es sei nun R, die Menge aller Punkte in der w-Ebene, deren Ab-

stand von y, < %ﬁ, I, die Gesamtheit aller Punkte, deren Abstand von

7. < %c-’ ist. Sowohl M, als auch IR, bilden ein Kontinuum. Denn beide

Mengen sind abgeschlossen, und sind etwa P, und P, Punkte von I, so
liegt jeder von ihnen im Innern oder auf dem Rande eines ganz zu 9%,

o . . . [ . .
“hirenden Kreises mit dem Radius % um einen geeigneten Punkt von y,;

1t beide (durch Radien) mit y, und daher auch miteinander
rden. Analoges gilt fiir I%,. Ferner ist MM, - M, = 0; denn
i+ Punkt P, der zugleich zu M, und IR, gehorte, so gibe es

"unkt @, auf y, mit | @, — P| < £ und einen Punkt @, auf 5,
P| g%ﬁ, so daB @, — @,| < pe, wire — im Gegensatz zu

iach einem bekannten Satz ) gibt es dann aber ein geschlossenes
Polyg.. II mit endlich vielen Seiten, das sich nicht selber iiberschneidet
und das I, im Innern enthilt und M, von 9N, trennt. Dieses Polygon
muB nun notwendig die Strecken 4, B, und 4,B, (in je endlich vielen
Punkten) treflen, und es gibt einen ganz im Innern von C, verlaufenden
Streckenzug 8 von II, der einen Punkt A von A, B, mit einem Punkte B
von A, B, verbindet. Der Streckenzug §, der sich aus der Strecke w, 4,
dem Streckenzug S und der Strecke w, B zusammensetzt — ist w, =4

%) Siche L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie 1, 8. 84,
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oder w, = B, so ist die Strecke w, 4 bzw. w, B als der Punkt w, = 4
bzw. w, = B aufzufassen — ist dann offenbar eine r-Kurve in bezug auf @

mit r= %—‘. Denn jeder Punkt dieses Streckenzuges @ hat offenbar von

der Kurve (' einen groferen Abstand als gc’ —

91. Satz 10. Es ser C etne geschlossene Jordankurve, die lings eines
Teilbogens ¢ eine sich stetig drehende Tangente besitzt. Dieser Teilbogen
moge durch die Gleichung

(10,4) w=w(s)=2(s)+1y(s), 0Ls<Za,

dargestellt sein, wo & die ldngs ¢ gemessene Bogenldnge ist. Ferner migen
fiir jedes feste ¢/ und 8, 0 <o’ < B’ <a, und ein geeignetes ¢ > 0 die
Integrale \

(10,5) f

gleichmadpfig fiir alle s mit 0 < e’ < 8 < B’ < a konvergieren.

Bildet man dann das Innere G von C auf |z] <1 vermittels z = ¢ (w)
ab, so extstiert in jedem inneren Punkte w von c¢ die allsettige Ableitunyg
@' (w), und es ist auf jedem tnneren Teilbogen von ¢ ¢'(w) stetig und
von 0 verschieden.

Beweis, Zuniichst bemerken wir, da man fiir den Beweis annehmen
darf, daB C durchweg eine sich stetig drehende Tangente besitzt. Sonst
verfahre man folgendermafen: Es seien ¢’, ¢” zwei feste innere Teilbogen
von ¢, und ¢” enthalte ¢’. Dann kann man bekanntlich ¢” durch einen
(bis auf seine Endpunkte) ganz im Innern von C verlaufenden Jordan-
bogen zu einer geschlossenen, durchweg mit stetiger Tangente versehenen
Jordankurve C* erginzen. Bei der durch z = ¢ (w) vermittelten Abbildung
gehen die Bogen ¢, ¢” in Bogen »’ bzw. y” von |z|=1 und C* in eine
geschlossene Jordankurve I'* iiber, die den Bogen y” mit der Peripherie
gemeinsam hat und sonst ganz innerhalb dieses Kreises verlduft. 2z = g({)
bilde nun den Kreis |[{| <1 einer {-Ebene auf das Innere von I'* ab,
und es entspreche bei dieser Abbildung dem Bogen y’ von |z| =1 der
Bogen b’ von |{[=1. Dann ist nach dem Schwarzschen Spiegelungs-
prinzip ¢({) auf dem abgeschlossenen Bogen b’ noch analytisch und g’({)
ist dort von 0 verschieden. Es sei nun w = f(z) die zu z = ¢(w) inverse
Funktion; dann bildet w = F({) =f(g(()) |{]| <1 auf das Innere der ge-

#(sd0)=a(s)| 5

¢

dO' 80)

ﬂy'(sia) —y'(0)
s o

80). Die Voraussetzung, daB beide Integrale in (10,5) konvergieren, ist insofern
unnétig, da aus der gleichmiiBigen Konvergenz des einen der beiden Integrale auch
die des anderen folgt, wie leicht zu sehen ist. Fiir unsere Zwecke ist es aber bequem,
diese Annahme zu machen. . :
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schlossenen durchweg mit stetiger Tangente versehenen Jordankurve C* ab,
die den Bogen ¢” mit C gemeinsam hat. Ist nun unter der Annahme der
gleichm#Bigen Konvergenz der Integrale (10, 5) fiir alle s auf ¢’ (o' < S s<B8)H

fiir F(¢) bewiesen, daB F'(() auf b’ existiert und zugleich mit —— stetig
ist, so folgt wegen (C)

@)= e FO-F)  t=& e 1
I S =l e e T F(C)g'()

(2=g(0), 2,=9(), £ ¢, auf ¥, 2, 2, auf »'),

daB f(z) auf y’ existiert und dort zugleich mit f: ) stetig ist. —
: z

92. Da wegen der Stetigkeit dep, Tangente C' in jedem Punkte P
regulir unbewallt ist (d. h. fiir die Unbewalltheitsfunktion 4(¢) von C in P

die Bedingung lim -2} —1 gilt) und ferner in jedem inneren Punkte P
gung 1m-—, g

von ¢ die Integrale (10,5) konvergieren, sind die Voraussetzungen des
Satzes 7 erfiillf, und es folgt daraus, da ¢ (w) in jedem inneren Punkte
von ¢ eine allsestige von 0 und oo. verschiedene Ableitung besitzt. —

Um die Stetigkeit von @ (w) zu zeigen, beweisen wir zuerst: Ist ¢’
(@' <8< B') ein fester innerer Teilbogen von ¢, so gibt es zwei fiir
alle w auf ¢’ feste Konstanten K,, K,, so dap fir alle w auf ¢’

(10,6) 0< K <|¢'(w)| S K,

ist. Der Beweis fiir diese Behauptung wird sich aus dem Zusatz zum
Satze 7 ergeben. — Da C nach der Annahme durchweg stetige Tangente
besitzt, ‘konnen wir fiir die analytische Darstellung von C' durchweg die
Bogenlinge als Parameter benutzen und also annehmen, dal C durchwey
durch die Gleichung (10,4) mit 0 < s < S (8 Gesamtlinge von C) ge-
geben ist, ‘wobei s bei der Durchlaufung von C in mathematisch positivem
Stnne wdchst. (Der Bogen ¢ werde, wie in der Formulierung des Satzes an-
gegeben wird, durch diese Gleichung fiir 0 <s L a < 8 geliefert.) Wir
denken uns die Funktionen w(s) w'(s) sogleich fiir alle reellen & stetig und
_ penodlsch fortgesetat, indem wir w(s +»8) =w(s), w'(s +»8) =w'(s)
(v 20, ganz), 0 < 8 < 8, annehmen, Ahnlich kénnen wir den Tangenten-
winkel 6(s) von C etwa fiir s =0 beliebig normieren und zunichst fiir
alle s mit 0 < s < § und sodann fiir alle reellen s stetig fortsetzen, indem .
wir (s +»8)=0(s) +2ar (» % 0, ganz), 0 < s < 8, annehmen.

93. Es sei nun P(s,) ein beliebiger Punkt von C. Dann ist jeder
Punkt P von C eindeutig dadurch festgelegt, dafl ‘wir seinen langs C ge-

messenen kiirzesten Abstand ¢ von P (—g Lo<L _‘g)’ mit einem Vorzeichen

versehen, angeben. (Dabei soll natiirlich o in der Richtung wachsender s



Randverhalten der Abbildungsfunktion. 435

von &, aus positiv gerechnet werden.) Wegen der Stetigkeit der Tangente
gibt es dann ein ¢, mit 0 <¢, <1, so daB, unter r(P,, P) den gerad-
linigen Abstand zweier Punkte P, = P(s,), P= P, (o), unter ¢ (wie eben
gesagt) die Linge des kiirzesten sie verbindenden Bogens von C verstanden,

(10,7) 0<e < "B <4

gilt und also die Bogenlinge ,gleichmiBig“ fiir alle Punkte P, = P(s,)
von C (und also insbesondere auch von ¢’) metrischer Parameter von C ist.

94. Es sei nunmehr P(s,) ein Punkt auf ¢’, &, (o), ,,(0) seien die
in Nr. 47 eingefiihrten GroBen (der Abstand des Punktes P, (o) von der

Tangente in P(so) bzw. die Projektion des Radiusvektors P(sp) P, (o) auf
die Tangente in P(s)). Wir denken uns die Tangente und die Normale
in P(so) als die Achsen eines Koordinatensystems (x*, y*) aufgefaBt (shn-
lich wie es in der Differentialgeometrie iiblich ist: das ,mitbewegte Zwei-
bein“), und zwar fassen wir die innere Normale als positive x*-Achse,

diejenige Halbgerade der Tangente, die aus ihr durch Drehung um —;’- in

mathematisch-positivem Sinne hervorgeht, als die positive y*-Achse auf.
Dann ist, wenn «=a(s,) den Winkel zwischen der positiven z- und
der positiven x*-Achse bezeichnet und w*-==az* iy* gesetzt wird,
bei geeigneter Zihlung von ¢ w*= (w — w(s,)) e* oder

¥ =(x — x(s8y)) cosec — (y — y(8,)) sine,
y* = (x — x(s,)) sine + (y — y(s,)) cos«.

Sind z*(s), y* (o) dle Koordinaten des Punktes P, (o), so ist &, (o) = |2*(o)],
0,(06) = |y*(0)], r*=2"(0)* 4+ y*(0)®. Ferner gilt — man beachte, da

o=g—3, baw. =s5— 5,4+ 8 ist, wo P, (o) der Parameterwert s der
Bogenlénge entspricht —
*
‘—lg;_x "=x'cose — y'sine, z*(0)=0 g
dy* !0' < 7
g—o =y*" =2'sine+ y'cose, y*'(0)= —1,

34

Wir kénnen z*’ auch in der Form schreiben

(10,8)  a*'(0) = (2'(s) — x'(s,)) cos ¢ — (y' () — y'(s)) sinee,

da wegen 2’(s,) = —cos (% ——\a), y'(8) = —sin /-;— a‘) der hinzugefiigte
Bestandteil sine« cose — cose sine = 0 ist.:
Dann ergibt sich wegen (10,8), dal}

i s
[0 ! Y] ‘ ‘

Y (stt)—y'(s0)
1 I L Y

i
- di|

|

28*
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fir alle s, in (o', 8’) gilt; es ist also, wenn &}(f) die in Nr. 47
definjerte Funktion von C im Punkte P(s,) ist, fiir die ,Majorante*

X(1) = X,(8) =| [12*(0)| do| von £(1) fiir jedes 5> 0

Ilofdxa) U‘

gleichmiBig fiir alle s, in (&', 8), wo &'(y) die »Konvergenzfunktion“ der
Integrale (10,5) ist.
95. Es werde nun o auf das Intervall o] < d < -‘g— beschrinkt, wo ¢

go klein gewihlt ist, daB es von mindestens einem Wert der eben ge-
nannten Funktion 6°(#) iibertrofien wird®). Da nun die Kurve ganz im
Endlichen verlduft, also einen endlichen Durchmesser D hat, so sind fiir
die Kurve ¢ im Punkte P(s;) gleichmiBig fiir alle s, in (¢, ), im
Koordinatensystem (z*, y*) betrachtet, simtliche Voraussetzungen des Zu-
satzes zum Satze 7 erfiillt. Daher gibt es zu jedem Punkte P(s) erstens
einen Punkt w*=a, =a in G und zwei fiir alle s, in (&, 8') feste posi-
tive Konstanten d, M, so daB der Kreis mit d um @, in G liegt, und
da8 fiir die durch ¢, (a’) =0, @,(0) =1 normierte Abbildungsfunktion
z = @, (w*) von G auf |z|<1 fiir alle w* auf O

|#4(0)| = lim,

w*-»0

2 (t)ldtiSr) fiir || < 0'(3)

Po(w*) — ‘Plo(o)l 2 M>0

fiir alle s, in (o', B') gilt. Zwestens gibt es zu jedem P(s,) einen Punkt
w*=a, =a’ in G und zwei fiir alle g, in (o', B’y feste positive Kon-
stanten d', M', so daB der Kreis mit d' um a), in G liegt, und daB
ferner fiir die durch ¢, (a’) =0, ¢, (0) =1 normierte Abbildungsfunktion
2= @, (w*) von G auf [2| <1 fir alle w* auf C

I‘P (0)| _ o, (w®*)— 9’30(0)‘ <M

fir alle s, in (&, ) gilt®). Hieraus folgt nun nach dem Hilfssatz 15

‘-» 0

*) Fir den Fall, daB die Integrale (10, 5) gleichmaBig fiir_alle s auf C konver-
gieren und dieselbe ,Konvergensfunktion“ 3’(»n) besitzen, wollen wir 3 genauer fest-
legen. Ist §=>1>0, so soll § =} Min (, 8’(1)) gesetzt werden (3 hingt also nur von -
1 und der Funktion 8°(n) ab). v

8%). Man beachte, daB die Zahlen d, M und d’, M’ nach dem Zusatz zum Satze 7
nur von der Konstanten ¢, in (10,7), dem Durchmesser D von C, von & und der
Funktion 8’(n) abhingen. Da in dem Falle, daB die Integrale (10,5) gleichmaBig
fiir alle s auf C konvergieren, die Zahl 3 nach FuBnote ) als nur von der unteren
Schranke 7 von § und von der Funktion 3’(%n) abhangig gewihlt werden kann und
soll, so hingen dann d, M, d’, M’ nur von ¢,, 1, D und der Punktion 8'(y) ab. .
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(10;6) %), sobald wir zeigen, da8 man jeden der den Punkten g, bzw. a;,
im (z, y)-System entsprechenden Punkte 4,, 4,  mit dem Punkte w,, fiir
‘den @{w)=10 ist, durch eine g-Kurve in bezug auf G fiir ein passendes
@ > 0 verbinden kann. Dies folgt aber wegen (10,7) sofort aus dem Hilfs-
satz 16. Denn ist ¢’ der Radius einer Kreisscheibe um w,, die ganz in @
liegt, und ist r =} Min (d, d’, ¢’), wo d resp. @’ die eben genannten unteren
Schranken fiir die Abstinde von a,, resp. @, von C sind, so kann man
nach Hilfssatz 16 wegen (10,7) jeden Punkt A, bzw. 4, mit w, durch
eine g-Kurve mit g =%’i verbinden, wobei ¢, die in (10,7) definierte
Konstante ist%). — .

96. Jetzt beweisen wir die Stetigkeit von @(w). Nach dem Satze
von Lindelsf in Nr. 64 ist der Tangentenwinkel 6*(#) von C als Funktion
des Zentriwinkels ¢ stetig, und es gilt (bei geelgneter Normierung der Winkel
mod 27:)

(10,9) 0*(9) =arcf'(e*%) + 8+ 5.
Weiterhin bemerken wir, daB wegen der Beschrinktheit der Ableitung
f'(e®) von f(e*®) ) fiir die Bogenlinge s von C als Funktion des Para-
meters ¢ die Relationen gelten
)
3(8,) = s(9,) = [17'(e)] a9,
und fast iiberall

a5 =P S =y = 1P @)

SchlieBlich gilt auf dem ¢’ entsprechenden Bogen ' von |z| =1

83) Nach Hilfssatz 15 diirfen die Konstanten K, =i, M, K,=i,M’ gesetzt
werden, wo 4,, 4, als nur von dem Durchmesser D von C und dem Radius ¢ der
g-Kurve in bezug suf G abhéngig gewdhlt werden konnen, durch die ein jeder
Punkt 4,, resp. 4;, mit w, verbunden werden kann.

&) Da fiir den Fall, daB die Integrale (10,5) durchweg auf C gleichmiig kon-
vergieren, die Zahlen d, d’, wie in FuBnote ) gesagt, nur von D, der unteren
Schranke ! von 8, ¢, und der Funktion 8’(5) abhangig sind, so folgt hieraus, da8
auch ¢ nur von D, I, ¢,, der Funktion §’(%) und o’ abhéingt. Da aber auch M, M’
(nach FubBnote %)) und ,, i; (nach FuBnote %)) nur von diesen GroSen abhingen,
erhalten wir in diesem Falle das Resultat: Konvergieren die Integrale (10,5) gleich-
mifig fir alle s auf C, so gilt die Relation (10,6) fir alle w auf C mit den nur von
D, 1, ¢, o' und der Funktion 8'(n) abhingigen Konstanten K, =i, M, K, = 1, M’, wo-
bei D der Durchmesser von C, 1 eine untere Schranke fiir die Gesamélinge 8 wvon C,
¢, die in (10, 7) definierte Konstante und o’ der Radius einer ganz in G liegenden Kreis-
scheibe mit dem Mittelpunkte w, (@ (wg) = 0) sat.

85) H. Lebesgue, Legons sur Vintégration, 2. éd., pp. 62
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(8, 8 <9, |z =1) wegen (10,6)

1 - ds(d®) 1
d
8(9) —s(9") 1 J‘d_s 1
(10,11) o—0 1= |90 PSS K\

Nach einem (oben mehrfach benutzten) Satze von Fatou®®) hat nun
die zu —arc f'(2) konjugierte Potentialfunktion lg|f’(z)| an der Stelle & dann
und nur dann einen Randwert_ bei radialer Anniherung, wenn das Integral

E
P i (OO ’ $_p
(10,12) é};famf(e +0y :rcf(e“ ’)dt
, : f,g_2._

existiert, und dieser Randwert ist bis auf eine feste additive Konstante
(K =1log|f'(0)|) durch das Integral (10,12) gegeben. Existiert ins-
besondere dieses Integral fiir ¥, < 7, < ¥ <L 7, < 9, gleichmiBig, so sind
die Randwerte lg|f’(e’?)| auf diesem abgeschiossenen Bogen 7, < ¥ <7,
(gleichmiBig) stetig. Wenn wir also die gleichméBige Konvergenz des Inte-
grals (10,12) nachweisen, so ist damit die Stetigkeit von f’(2) auf diesem
Bogen und somit die von (p'gw) auf dem entsprechenden Bogen von C
dargetan. Um dies aber zu beweisen, geniigt es, die gleichmiflige Konver-
genz der Integrale :

a, |
B

nachzuweisen. Nun beachte man, daB es nach der Voraussetzung zu jedem
7> 0 ein §>0 gibt*7), so daB gleichmaig fiir alle s, in (o', ")

arce /(!9 —arc f’'(e'?)
4

arcf'(e”"""z —are f'(e'?) al

-(10,13) f
]

86) P. Fatou, loc. cit. S. 360.
87) Da namlich, 0 (s,+0)=8, 0(s,) =0, gesetat,
sin ( — 6, ) = sin 6- cos 6, — cos §-8in 6,

- = 8in 6-cos 6, — sin 0, - cos §, — cos 0-sin G, 1 sin §,-cos §, ,
50

(a) |sin (8 —6,){ < [cos8,| [sinf— sin b, |+ |sin b, | | cos & — cos G |
ist, ist fur ]Gf—001<—:2'—, |sin (6 — 6, ] < 1, also sicher fiir hinreichend kleines {o| wegen
, |0——90|§%sin|0—00}, I9—90Ié%[[ﬂv’(%+¢)—w'(3q)l+Iy’(80+6)—y'(so)l]-

Hieraus folgt nun die im Text aufgestellte Behauptung. —

Wir kniipfen an die Ungleichung (a) noch eine weitere Bemerkung, die uns
weiter unten (beim Beweise des Zusatzes 2 vom Satze 10) niitzlich sein wird. Ist
die ,Stetigheitsfunktion® von z'(s), y'(s): (e), d. h. gibt es zu jedem £> 0 ein 3(¢),

(Fortsetzung der FuBnote %) auf nichster Seite.)
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(10, 14) [| o=tz (@>0)
o -

gilt, sobald w < g ist. Nach (10,9) ist (0 <2, <14,)

arcf’(e!®+?) —arcf’(e
t

&
(10,15) f

i 1

Da nun fir 7, L9 L7 (0<t, <<y —1,) %)
R 7% ‘ Gy
0* (9 +¢)—0%(9) 6(s+0)—0(s)]| o d®

fl ¢ -!dt: . ¢ Itda<8+o)da’

und dleses wegen (10, 10), (10,11), sowie wegen 0 <o, <o,

do<k f‘8(8+o)—0(3)

¢
—T__Id"

ﬂ B(s-l-a) 0(s) o)

80 daB fiir alle reellen s und s, mit |s—s,| < 8(e)
|2’ () —a" ()| e, |y'(8)—y'(8)|<s
gilt, so folgt aus (a) fir e <%, daB '
(b) ' ' |sin (0 —-8,)] £ 2s<1
ist. Hieraus ergibt sich weiter, da ja (b) fiir alle s mit 0 < |s— 3| = o] < (s) gilt
und 6 (s) stetig ist und firr s — s, in 0(s,) ibergeht, da8 auch fiir alle |3 —s,| < d(s)
. {6 — 90|<2s—-—~87r
ist, und also
‘ 10()-0(w)|Se fir [s-n|S0(Z), <,
-ist. Somit-ist auch fiir den Fall, daB die Integrale (10,5) gleichmipig fiir alle s auf C
konvergieren, fir alle reellen s; das Integral

a
8(so+ )= 0(2)
|t D=di) | <

(¢)
| Fir |a| gﬁ(n)=Min(6'(%), 6(%—)), s0 daf die ,Konvergenzfunktion® des Integrals

in (¢) nur von den Punktionen 8'(n) und 8(c) abhingt.

%) Fiir die Rechtfertigung der Variablentransformation vergleiche etwa Hobson,
The theorie of functions of a resl variable, Cambridge 1907, p. 410£.

) Die ,Konvergenzfunktion® 8”(n) des Integrals

f] arc fl(et'(‘l,i.f)) — are f’(e"") s (3 belietig, reell)

darf also = ﬂ(K’ ) gesetzt werden, wo f(n) die am Schlusse der FuBnote *) an-

gegebene Funktion ist, und nur von der Stettgkeuafunktwn“ 3(e) von z'(s) wnd y'(8)
und der ,Konvergenzfunktion® 8'(n) der Integrale (10,5) abhingt.
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ist, so folgt hieraus mit Riicksicht auf (10,14) und (10,15) die gleich-
miébige Konvergenz des ersten der Integrale (10, 14) fiir v, < ¢ < v,. Die
des zweiten ergibt sich ganz analog. — Damit ist der Satz 10 bewiesen. —

97. Wir formulieren nun noch das in der FuBnote *) gewonnene Er-
gebnis' besonders als

Zusatz 1 zum Satze 10. Es set C eine geschlossene durchweg mit
stetiger Tangente versehene Jordankurve, die unter Zugrundelegung der
Bogenlinge s als Parameter durch die Glezchungen (10,4) dargestells sein
moge, und es set tnsbesondere:

1. Der Durchmesser von C < D und die Gesamtlinge S von C>1>0.

2. Ist r(P,, P,) der geradlinige Abstand zweier Punkte P, und P,
auf C, o(P,, F,) die Linge des sie verbindenden (nicht gréferen) Bogens
von O, so gelle

r(P, Fy)

PPy =4>0

(10, 5) of of

mogen fir alle reellen Werte von s existieren und ste mogen durchweg
die ,,Konvergenzfunktz’on“ 8’'(y) besstzen, d. h. sie mogen absolut <1
fiir e < 8'(n) sein.

w=f(z) bilde dann |2| <1 so auf das Innere G von C ab, daf
z2=10 in einen Punkt w= w, ibergehi, der mitsamt -einer vollen Kreis-
schesbe mit dem Radius ¢ um w, ganz tn G liegt. Dann ist f'(z) in
|2| <1 stetig, und es gibt zwesi ‘positive nur von ¢,, I, D und o, sowse
der Funktion 6'(n) abhingige Konstanten yl und y,, so daf fir |z| =1
und daher fir alle |2 |< 1
(10,16) 0<p Z|F(2)| S g
18l.

'3. Die Integrale

2'(s0)—2"(8) 4 ¥'(et0)—y'(s)| g (¢ >0)

98. Wir heben nun noch den folgenden weiteren Zusatz zum Satze 10
hervor. '

Zusatz 2 zum Satze 10. Ist auPer den tn Zusatz 1 genannien
Eigenschaften der Kurve C moch bekannt, daf fir jedes &> 0

(10,17) |2/(s,) — 2 (8,)| S & 19°(8,) — 9 (83)| o fir |s,— 5,] < O(e)

gleschmdfig fir alle reellen s, und s, ist, so gibt es auch zu jedem &> 0
esn nur von D, 1, c,, ¢ und den Funktionen 8(e), 8'(y) abhingiges 6,(¢), so
dap fir die Ableitung der sm Zusatz 1 eingefiihrten Funktion w = f(z) gslt:

lf’(zx)”‘fi(zg)lée far |z1——z,‘]§61(6), .Iz1'=|zﬁl=1"
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Beweis. Es sei 0(s) der Tangentenwinkel von C als Funktion der
Bogenlinge 8, s=s(9) vermittele den Zusammenhang zwischen dem
Zentriwinkel in der z-Ebene und der Bogenlinge s von C. Dann folgt aus
der Voraussetzung (10,17), daB auch

10(s,) — 0(sy)| S e (0<e <) fir |o,— 8, SF(e)=08(%) ")
gilt. Nun ist bei geeigneter Normierung von 0(s(9)) =0*(%)
0%(8) =B (5 (8) = are /(e"®) + 6 + 3.
Da nach dem Zusatz 1 zum Satze 10 0 < u, < |f'(¢*®)| < , ist, ist auch
|8, — 8y =[8(D,) — 8(P)| S iy | D, — By

< /8
Daher ist £ % (?@&) .
aher ist fiir |9, — 9,| < 8(¢) = Min k)
2

|are f'(ei®) — atcf/(ef%) | L &

Hieraus werden wir herleiten: Die zu — arc f(z) konjugierte Potential-
funktion lg|f'(2)| hat fiir |2z] =1 durchweg stetige Randwerte 1g|f’'(e*’)|,
und zwar gibt es zu jedem &> 0 ein nur von D, ¢,, I, ¢ und den Funk-
tionen d(¢) und 8'(n) abhiingiges 8,(¢), derart, daB '

g1 f'(e™)} — g F(e) || e fiir |8, — 9] < 8,(e)

fiir alle reellen &, ,9,, die dieser Bedingung geniigen, ist.
Hieraus ergibt sich dann sofort in Verbindung mit dem iiber arc f'(e*”)
Gesagten wegen

1F/(2,) — £(25) | = | €187 @) — gl8r )| = | glaf (=) | | glef tea) ~ 17 (2) 1 |
<|f(z,) ] [elBre-tere —1]9), |z |=|z|=1,

und wegen |f’(z)| < p, die Richtigkeit der Behauptung des Zusatzes 2.

99. Die Behauptung iiber die Randwerte von lg|f’(z)| ergibt sich
nun sus der Fatouschen Darstellung dieser Randwerte durch das in unserem
Falle sicher fiir alle reellen & gleichmiBig konvergente Integral (s. die
FuBnote %))

1gi1'(e*%)| — Ig|£'(0)] = 5=

99) Vgl. die FuBnote #).
9) Man beachte, daB fiir beliebiges (komplexes) a

@
>4
»!

r=1

T
2 s (S 41) 1 id—1)
arc e — are e

& '58%

oo

lal” _
Sy LIoN

y=1

ler=1|=
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und zwar stiitzt sich der Beweis nur auf die beiden fo:genden Tatsachen:
1. Auf die eben gemachte Bemerkung iiber die Stetigkeitsfunktion von
arcf’(e’?) und 2. auf die Bemerkung in der _‘uBnots *), nach der es
eine Konvergenzfunktion des Integrals

fl are f'(el(0+r)3 — are f'(eh?) i
& .

gibt, die, abgesehen von ihrem Argument, nur von u,, y,, der Funktion §(¢)
und der Konvergenzfunktion §’(#) der Integrale (10,5), also auch nach
Zusatz 1 zum Satze 10 nur von D, ¢,, I, ¢ und den Funktionen & (¢) und 6'(#)
abhingt. Es gilt ndmlich allgemein die
Bemerkung. Ist g(d) fiir alle reellen 3 stetig, d. h. ist fiir jedes ¢ >0
‘9091) _9('92) l g e fiir "91 - ’92 ; éﬁ(s)’
ist ferner

(10,18) f’wldt, w >0,
0

gleichmipig fir alle reellen & konvergent, und ist B'(n) eine Konvergenz-
funktion von (10,18), so ist auch

z

h(9) = f"("+"‘g("“’dt+ konst.

PR3
0 gy

stetig und h(9) hat esne nur von den Funktionen B(e), p'(n) abhdngige
Stetigkeitsfunkiion 8* (e).

Beweis. Es sei ¢ > 0 vorgegeben, und es sei w, eine positive Zahl
< p (TEE) . Wir bilden dann die Differenz

7%

(10, 19) h(ﬁl) _ h('ﬂg) — J‘g("1+t)—9(’,x— ) — g(‘%‘*‘ £)+9(9—1t) dt

0 gy
und zerlegen in dem Integral in (10,19) die Integrationsstrecke 0 ... in
die beiden Teile 0... w, und w, ... n:

(10, 20) J=J+J.
Dann sind die Integrale (» =1, 2)
lg(8yt )~ g (B,— 8) Flad,40—g0, (g(8,—0—g(5, 25 &
Jlrocsizpeslyg funnzues|ayy flactsela gati—g.
0 tgg bt 7 0 5
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Daher liefert das erste Integfal in (10,20) absolut genommen hochstens
den Beitrag %. Nunmehr denken wir uns w, festgehalten und wihlen

|9, — 9| < (=) Dann wird such fiir t >,

‘a(ﬂx:!:t%f("a:i:t)'g‘g(ﬂlit):g(%:&t) <2 o 8
tg—2— 5
und daher auch das zweite Integral in (10,20) sicher <

somit 8*(e) =ﬂ<8—“::) setzen, wo w, nur von ¢ und der Funktion '(7)

8
abhingt.

Wir kénnen

§11.
Kurven mit stefiger Tangente: Lipschitzbedingung fiir die Tangente.

100. Wir betrachten nunmehr Kurven C, mit einer Ecke der Offnung n ¢
0 <7< 2, in einem ihrer Punkte, die von zwei Kurvendsten mit stetiger
Tangente gebildet wird. Man kann bei diesen Kurven auch nach einer-
Bedingung fiir den Tangentenwinkel als Funktion der Bogenlinge in der
Umgebung der Ecke fragen, die hinreichend fiir eine konforme Ecke in
diesem Punkte P, ist. Aus dem Satze 7 konnen wir eine fiir die Grofen-
ordnung der Anderung des Tangentenwinkels notwendige und hinreichende
Bedingung folgern. Wir charakterisieren sie, ganz entsprechend wie bei
der allgemeineren Fragestellung des Satzes 7, durch die Angabe einer Lipschitz-
schen Bedingung, und zwar folgendermaflen: Bildet die (im Sinne wach-
sender Bogenlinge gerichtete) Tangente in P mit der positiven reellen
Achse den Winkel § = 0(s), wobei s die von P aus gezihlte Bogenlinge
bedeutet (—d < s < 4), und haben die Halbtangenten in P die Richtungs-
winkel 6, und 0_, so moge

(11,1) 10(s) —0,|Sw(s), |0(s)—0_[Sw(s])
(0<s<9) (0> 8> —8)

sein, wo w (o) eine fiir 0|0 monoton nach 0 abnehmende stetige Funktion
von o ist, 0 < 6 < 4. Wir bezeichnen w (| ¢|) als den Lipschstzschen Modul
von 6(s) in 8=0. Wir fassen alle geschlossenen Jordankurven, deren
Tangentenwinkel 6(s) als Funktion der Bogenlinge s in einer von zwei
Kurvenisten mit stetiger Tangente gebildeten Ecke P, (s=0) fiir hinreichend
kleine 8 der Lipschitzschen Bedingung (i1,1) geniigen, zu einer Kliasse
L(w (o)) zusammen.

Satz 11. Hinreichend und notwendig dofir, daf3 alle Kurven der
Klassen L(w (o)) tn dem beirachieten Punkie P, eine konforme Ecke
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bestizen, tst, daf das Integral

fﬂ‘—(;ﬂda, e> 0,
]

konvergiert. :
101. Vorbemerkung. Die Bedingung dieses Satzes ist invariant
gegeniiber einer Transformation der Form w*— w* = (w — w, ) d. b. nach
Ausfithrung dieset Transformation geht die Kurve C in eine Kurve C*
iiber mit einer Ecke nt-e, in w* = w*, und es gibt gleichfalls eine Funk-
tion @* = w*(|s*|) der Bogenliinge s* der transformierten Kurve, so da8
der Tangentenwinkel 6* — 0*(8*) von C* in der Umgebung von w*=—w*
der Bedingung geniigt (8, = l‘xﬂﬂ'(s*), 0*= hmﬂ"(s*)): ’
10%(s*) — 02| S @*(|8*]),
und das Integral
.o 4
fi;L) do  gleichaeitig mit f 2() 4o
8 0
konvergiert und divergiert. Wir.berechnen zuerst den Winkel 6*(s*), in
den 6(s) durch die obige Trangformation iibergeht. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit sei w, =0, w =0. Dann ist fir w* auf C* wenn
w= Re'* = z(8) -+ sy (s) gosetat wird,

(1L,2) B aw Y g1 D (2 (0) 4 iy (8)

____“Ra 1 1(.8(0 1)+6)
Beachtet man nun, daB (w*=x* 4 $y* gesetat)

(11,3) ‘ldi__}/x*m(s)_i_y*/ﬂ(s) {dw I~ Rq..j. s _fds‘
ist, so findet man aus (11,2) und {11, 3)

.‘.i_’f: . M ._di = g$(fl@-1)+0),
8

Hieraus folgt, daB (bei geeigneter Normierung der Winkel) der Tangenten-
winkel des transformierten Kurvenastes

0%(s*) =p(z—1)+0(s), s _f‘“'ds,.

ist. Dann gilt fiir 8*>0, s> 0 (man beachte, daB wegen (11,3)
sgn 8* = sign s ist)

16%(8*)— 07| = | e—1) f+0— (@—1)8, —0, | < [u—1]| —0, | +]0—0, |
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Nun ist nach dem Satze von Rolle 8 gleich einem Werte von 0(s) an
einer zwischen 0 und s gelegenen Stelle ys, 0 <y <1: 8 =06(ys), also

0%(s*) — 6| < e —1}-w(|rs]) +o(le]),
und dies ist wegen der Monotonie von w(]s})
Sle—1jo(|s])+o(ls]) = (e —1]+1) o(|s]).
Nun ist aber wegen (11,3) |&*| ~ |&|®, also ist fiir hinreichend kleines |s|:

|8

Daher ist wegen der Monotonie von w{|s|)
. 1
|0 (s*) — *IS Iu—l|+1) (2]8*[“)_—.:,;*(|s“|)
- ,,x
‘Wo fm () 4o glelchzeltxg mit fm( Da konvergiert. Denn setzt man

. 17
% = 20%, so wird

Farte),  foloot)qann) Fag
w"'(a) 0\26%/(le—1]|+1), [ o{w)(e=1]+1) do
f do f - do_f a"‘l = 7w du
& - 4 "(ﬂ
- . 3, . 3
=2% |a—-1[)+1 ‘fw(u) (§> a-u“"ldu=-(|a——1|+,1)uff’%2iiu.
2 62

102. Der Beweis des Satzes 11 ergibt sich unmittelbar aus dem
Satze 9 und dem Satze 8. DaB die Bedingung des Satzes hinreichend ist,
folgt sofort aus dem Satze 9, da offenbar seine Voraussetzungen hier er-
fiillt sind. Um zu beweisen, daB sie nolwendsg ist, konstruieren wir auf
eine éinfache Weise zu einer beliebig vorgegebenen Funktion (o),
0<0L4, >0, die mit o0 selbst monoton gegen 0 abnimmt, und

fur d1e das Integral fw( )dg dlverglert eine geschlossene Jordankurve r

mit den folgenden Exgenschaften* 1. r besltzt in einem ihrer Punkte P
eine von zwei Kurvenisten mit stetiger Tangente gebildete Ecke von vor-
geschriebener Offnung =7, 0 < 7 < 2. 2. Fiir den Tangentenwinkel 0(s)
als Funktion der (von P aus in der einen Durchlaufungsrichtung positiv,
in der entgegengesetzten negativ gerechneten) Bogenlange 8 gelten die
Relationen

(1L3) [0 —=0,]=w(s), [8()—0_|=w(s]),
T 8>0 o 8<0 '
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unter 0,, 6_ wie oben die Winkel verstanden, welche die Halbtangenten
in P mit der positiven reellen Achse einschlieBen. 3. I" hat in P sicher
keine konforme Ecke.. Wir verfahren bei dieser Konstruktion folgender-
malen: Wir ziehen durch w =0 zwei Strahlen s, und s,, die mit der

positiven reellen Achse die Winkel 11'- resp. — 11 bilden, und senkrecht

zu 8, die Gerade g;, senkrecht zu s, die Gerade g,- Wir fassen s, als
die positive #-Achse und g, als die zugehdrige £-Achse eines iiblichen
rechtwmkhgen kartesischen Koordinatensystems (£, ) und analog s, und
und g, als die entsprechenden — 7- baw. £-Achsen eines zweiten derartigen .
Koordinatensystems suf. Dann betrachten wir den fiir hinreichend kleine
8 2> 0 sicher doppelpunktfreien Kurvenbogen

(11,5) »E(s)=6fsinw(o)d,o, rl(s)=jcoéw(o)da

in bezug auf ein jedes dieser Koordinatensysteme und erhalten so zwei in
w =0 zusammenstoBende Kurvenbogen, welche die Strahlen s, bzw. s,
(die entsprechenden --#-Achsen) in diesem Punkte zu Halbtangenten
. besitzen und somit dort eine Ecke der Offnung =z bilden. Wegen der
Monotonie von (o) liegt ferner ein jeder dieser beiden Kurvenbogen
ganz auf einer Seite der entsprechenden Achse, und zwar — wegen unserer
Normierung der -+ 7-Achse — ganz im Innern des Winkelraumes (s,, s,)
der Offnung nt. Erginzen wir nun diese Bégen durch einen die (nicht
gemeinsamen) Endpunkte verbindenden Jordanbogen zu einer geschlossenen
Jordankurve I', so ist I' bereits die Kurve mit den angegebenen Eigen-
schaften. Denn daB der Tangentenwinkel in der Umgebung des Null-
punktes  als Funktion der Bogenlinge s der Bedingung (11,4) geniigt,
folgt sofort aus (11,5). Dall aber I' in w =0 keine konforme Ecke
besitzen kann, ist eine Folgerung aus dem Satze 8. Sonst wire nimlich,

wenn der Kreis |2| = |re’®| <1 auf das Innere von I" so abgebildet wird,

daB z=1 in w = 0 iibergeht, t'==|&|"sgn® ein metrischer Parameter von
I’ in bezug auf w=10 (Nr 17), und es miiBte das mit der Abszisse 51(3)

von I' als Funktion von ¢’ gebildete Integral f&,(t ) gy konvergleren-

Dann miiBte aber nach der Vorbemerkung 1 zum Satze 7 auch das Integral

é
J’E(:) ds und damit auch wegen Iml =1 un'd
0

s

- Jpaen (ot feso,
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[}
dar Integral f“’_(;l do konvergieren, da ja die Bogenlinge s wegen der
0

Stetigkeit der Tangente von I in der Umgebung des Punktes = 0
sicher ein metrischer Parameter ist. Dies aber widerspricht der Voraus-
setzung, —

103. Wir machen noch zu dem Satze 11 den folgenden

Zusatz. Es moge C lings des Teilbogens ¢ eine sich stettg drehende
-Tangente besitzen, und der Tangentenwinkel 0(s) geniige auf einem festen
tnneren Bogen ¢’ von ¢ gleichmdfig einer Lipschitzschen Bedingung, d. h.

- es moge 10(8) —0(s0) | S oo (J 5 — 5])

sein. Dann ist die Ablestung ¢'(w) der Abbildungsfunktion z= @ (w)
des Inneren von C auf |2| <1 auf dem Bogen ¢’ gleichmdpig stetig,

falls das Integral \

fw—go—) do

o
extstiert.

Der Beweis dieses Zusatzes ergibt sich unmittelbar aus dem Satze 10,
da offenbar seine Voraussetzungen erfiillt sind, —

104. Man kann nun insbesondere, indem man spezielle Funktionen
fiir w(|s —8,|) einsetzt, Kriterien fiir die Existenz einer konformen Ecke
bzw. fiir die Stetigkeit von ¢’(w) und f’(z) am Rande herleiten. So kann
man z. B. w(6) = Ko o> 0, setzen; das mit dieser Funktion gebildete

3 8
Integral f%—f—{) do=K f 0“"'do konvergiert. Fiir den Fall, daB C lings
: Q 0

eines Bogens ¢ eine sich stetig drehende Tangente besitzt und der Tangenten-
winkel 6(s) dort gleichmifig in s auf ¢ einer solchen Lipschitaschen.
Bedingung geniigt, also

(1L,6) |0(s)—0(s)| < K|s—8,|% O0<a<l, K>0, fest,

ist, erhalten wir den Sufz von Kellogg ;. Wir beweisen zugleich etwas mehr:

~ Satz 12. C besitze lings des Bogens ¢ eine sich stetig drehende
Tangente. z—= @(w) bilde das Innere von C auf |2\ <1 ab. Es sei ¢’
esn innerer Teilbogen won ¢. Bei dieser Abbildung entspricht ¢’ einem
Bogen y’' der Peripherie des Einheitskreises. \

) Kellogg, Harmonic functions and Greens integral, Transactions of the Am.
Mathemat. Society 18 (1912), pp. 109132,
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Notwendsg und hinreichend dafir, dap ¢'(w) und die Ablestung der
zu @(w) snversen Funktion f(z) auf ¢’ bzw. y’ stetig sind und dort
gleichmdfig einer Lipschitz-Bedingung mit festen Exponenten e, 0 < <1,
und festem K in thren Argumenten geniigen, ist, daf der Tangentenwinkel
0(s) gleickmdfig in & auf ¢’ der Bedingung (11,6) geniigt.

Beweis. Ist die Voraussetzung (11,6) erfiillt, so folgt die Stetigkeit
von ¢'(w) bzw, f'(z) auf ¢’ baw. p' aus dem oblgen Zusatz um Satze 11.
Es geniigt nun zu beweisen, daB f'(z) fiir z auf »* einer Lipschitz-Bedin-
gung mit dem Exponenten @, 0 < ¢ <1, geniigt, da wegen (z = @ (w),

= @ (w,))
2—2 |* ’
m,ék’ |f(z)| =m >0
und wegen ‘
1 ;r
o' —¢'(w)| _ 17 Fa)l, lz=%l® _ . IF@-F@)  |z2=% |
[w—w,|® 12—2|® Aw—w|® (@) (z) ] |25 |® [w—

i |/ (2)~ f(zo)l

m? [z2—2]®%
dann auch ¢'(w) einer solchen Bedingung mit.demselben « geniigt.

105. Zum Nachweis dafiir, da8 nun f'(z) einer solchen Bedingung
geniigt, diirfen wir annehmen, daB ¢ = C ist, daB also C' durchweg eine
“sich stetig drehende Tangente besitzt und der Tangentenwinkel () von ¢
fiir alle 8 mit 0 < 8 < 8 (8 Gesamtlinge von O) einer Lipschitz-Bedingung
mit dem Exponenten « geniigt. Denn sonst kann man den Bogen ¢ durch.
einen bis auf seine Endpunkte ganz innerhalb von C verlaufenden Jordan-
. bogen J zu einer.geschlossenen Jordankurve C* erginzen, die durchweg
diese Eigenschaft besitzt®®). Vermittels z= @(w) wird der Bogen ¢ auf
‘einen Bogen y von |z| =1, die Kurve C* auf eine geschlossene Jordan-
kurve I'* abgebildet, die den Bogen y mit |z| =1 gemeinsam hat und

- sonst ganz innerhalb von | | =1 liegt. 2'=g(¢) bilde den Kreis ¢l <1
auf das Innere von I'* ab; entspncht dabei dem im Satze genannten Teil-
bogen y’ von y der Bogen b’ von |8]| =1, so ist g(¢) auf d’ ana.lytlsch
und ¢’({) ist dort von 0 verschieden, so da8 also-auch insbesondere y—’(L'—)
%) Man kann J stiickweise aus endlich vielen Bégen j, so zusammensetzen,

daB C*=¢'4+J dumhweg stetige Tangente hat und da.B ferner auf jedem Bogen j, -

lw'(d +|h)| w'(‘a)f < k

ist (o die lings C* gemessene Bogenlinge, w(s), w(s+A) auf j,). Dann gilt, wie
leicht zu sehen ist, eine solche Ungleichung durchweg auf C*,
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auf b’ sicher eine stetige Ableitung nach { besitzt und somit a fortiori
einer Lipschitz-Bedingung mit dem Exponenten « geniigt. w= F({)=f(g(0))
vermittelt dann die Abbildung von |{| <1 auf das Innere der Kurve C*.
Ist nun fir w= F({) bewiesen, daB F’'({) durchweg auf |{]|=1 einer
Lipschitz-Bedingung mit dem Exponenten e« geniigt, so folgt wegen
f'(z) = '(C)-‘Q—%B (z auf 9, { auf ') nach dem eben iiber —;—(lf)—
Gesagten, daB auch f'(z) fiir alle z auf y’ einer solchen:Bedingung in 2
geniigt. —

106. Wir nehmen jetzt also an, daB C durchweg stetige Tangente
besitzt und daB der Tangentenwinkel O(s) fiir alle s mit 0 << S
(8 Gesa.mtlange von O) der Bedingung (11,6) geniigt, und zeigen, dafl
dann f'(z) fiir alle z=e® auf |z|=1, oder, was auf dasselbe hinaus-
lauft, fiir alle & in (0,2x) einer Lipschitz-Bedingung mit dem Ex-
ponenten\u geniigt. Hierzu beniitzen wir den folgenden Satz von Herrn
J. Privalofi ®*), der eine Verschirfung eines Satzes von Herrn Fatou dar-
stellt: Ist g(z) =wu+14v in 2| <1 regulir und geniigt die Randfunktion
von v(re'®) fir alle reellen © einer Lipschitz- Bedingung mit dem
Exponenten «, ist also

]v(e""l) — v(ei"”‘)[ <K%, — 9,

80 gendigt auch die dann sicher existierende Randfunktion von u(re'”)
fiir alle diese & einer solchen Bedingung mit demselben «

lu(e®) —u(e®)| < K'|9, — 9, °.

8(®¥) bezeichne (wie oben) die Bogenlinge s als Funktion des Para-
meters §. Wir denken uns nun den Tangentenwinkel 6(s) etwa fiir s =0
beliebig normiert und fiir alle s stetig fortgesetzt und sodann die (nach
dem Satze von Lindelof in Nr. 64) in |z| <1 stetige Potentialfunktion
arc f'(z) so normiert, da@ durchweg

B(s () =0%(8) = aref'(e”’) + 0+ 3

besteht. Dann sind sowohl arc f(z) als auch Igf'(z) in |z| <1 eindeutig
festgelegt. Ferner gilt fir 0 < ), 9 < 2x

(11,7) larefe*?) —aref(et?| o [6(s) ~6(s)]
’ K

— 3, ts—s]®

s—s, |*

5— 9,

+lﬁ_lﬂoll—a—§Ku %)

%) J. Privaloff, Bull. de la société math. de France 44 (1916), p. 100--103.
Geht man den Beweis von Herrn Privaloff durch, so erkennt man, daB die Lipschitz-
Konstante K’ von % (e‘?) nur von dem Exponenten « und von der Lipschitz - Kon-
stanten X von v(e'?) abhingt.

9) Man beachte, daB die Konstante K; nur von «, der oberen Schranke g VOL
[f'(z)| und der Lipschitz-Konstanten K in (11, 6) abhangt.

" Mathematische Zeitschrift. 35. 29



450 8. Warschawski.

und daher auch fiir alle reeller 9, 9,

| [arcf(e,‘;)_ alicf'(e“’“)l ’_§.2Kl-

Somit ist nach dem genannten Satz von Herrn Privaloff

llglf(e“’)l ls|f(e"’°)|l 1 *")H
ERT N |""'90|a f(e"’«) =

Nun ist (man beachte, daB lgf'(2) in |z| < 1 eindeutig und regulir
und auf |2| =1 stetig ist)

[£/(€39) — f (e5%) | = | el — gler '€t | —| elgf’(e‘&oI elef' et —tgs et %) 1)

<, {ellgf'(eia)—lgf'(e‘-ﬂo) | — 11 Uy (e(?- K+ Ko} |98 1@ 1) . 91)

cBE1+E) | 9007 _ ¢

Bekaunntlich ist nun 0119390 BCHF = 2K, K,, so daB
| f'(eh’) - f'(eit%) ‘ 2K+ Ky | 9-3|® ¢
T8, =TT 5P

‘in der Tat beschrinkt bleibt, wenn 9, ¥, in einem festen endlichen Inter-
vall bleiben %?),

107. Die Umkehrung des Kelloggschen Setzes ergibt sich unmittelbar
aus der folgenden etwas allgemeineren Tatsache.

Es set ¢ etn Kurvenstiick mit durchweg stetiger Tangente =g ()
=u(t)+iv(t), « Lt < B, sei eine beliebige Parameterdarstellung dieses
Kurvenstiicks *mit durchweg stetiger und nirgends verschwindender Ablei-
tung g'(2) =u'(8) +40'(t). & set die von dem Endpunkt g(e) von ¢ an
lings ¢ gemessene Bogenldnge s, und w = G (s) sei die Parameterdarstellung
vermittels der Bogenlinge s (a < s < b). Qemigt dann g(t) gleichmdfig
in (o, B) einer Lupschitz-Bedingung mit dem Expone ten y, 0 <y <1,
d. h. ist also gleichmdpig fiir alle t, und 1, in (e, B)

(11,8) l(‘h;_(j))t =t, (d!c,l(tt) z t, l—klt —h[ - (ke fest),

so gilt das analoge auch fir G'(s) =='(s)+1y'(s).

) Man beachte, da8 nach dem in der FuBnots ) Gesagten K, nur von « und
der Lipschitz-Konstanten K, in (11,7), also nach FuBnote %) nur von «, u, und der
Lipschitz-Konstanten X in (11, 6) abhiingt.

°7) Man beachte, daB die "\szschztz Konstante von f'(e'?) nach den FuBnoten %)
und %) nur von «, der Lipschitz-Konstanten K in (11,8) und der Schranke py, von

|f'(2) | abhiingt.
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Beweis. Es gibt eine feste Konstante m > 0, so daB fiir alle.f in".
(e, B3| g’(¥)| = m >0 ist. Wir zeigen, daB gleichmiBig fiir alle s, s, in (a,b)
|2'(s) — 2'(8,) | = | cosl (s) —cosb (s,) |__£_K[ 8 — 8",
|9'(s) — 4'(8,) | = | sinf (s) — sinf(5,)| < K5 — 5, "
‘ (K >0, fest)
gilt. Dies beweisen wir fiir 2’(s) (fiir y’(8) ist der Beweis analog). — Wegg'n v

u/ dt v at
cosb(s) = 2'(8) = [y =gy Y'(8) = TamT = ¥ g
gilt, wenn die Werte t, t, den Werten g bzw. 8, entsprechen,

dt dt
ds (t) _I‘I (to)

Fdt |
ds' [ e~ [ -
1

t—1t,
85— 8

|='(8)— 2"(8) | < |2 (8) — w{ (4) |

t—t, |
le—&l l‘*‘"’ol

8§— 8

Vo (8) |-

Man beachte nun, da t—:" und % wegen der Beschrinktheit von
>y .

T ‘)l “ZE gleichméBig beschrinkt sind. Da ferner der erste Faktor des

ersten Summanden auf der rechten Seite dleser Ungleichung beschrinkt
bleibt, geniigt e¢s zu bewelsen daB

L -H )
M da I
T gy S kot

- gilt. Dies folgt aber sofort aus der Voraussetzting ( 11,8), -wenn man be-
achtet, da

1
=l

L 1 1
(O] 18] | =T 6P

1

L L[ 1 1g()=g'(#)
““%?

g’y 9'(%) OY4CS)

ist, und dieses wegen |g'(¢)| =m >0 in (e, #) und wegen (17,8)

A

k.
m?
ist.
108. Unter Beriicksichtigung der FuBinote °7) ergibt sich noch der
folgende

Zusatz zum Satz 11. Es sei .C eine geschlossene durchweg mit
stetiger Tangente verschene Jordankurve, fiir die die Vorausseizungen 1
und 2 des Zusalzes 1 zum Satz 10 erfillt sind. Dariiber hinaus gelte fir

den Tangenienwinkel 0(s) von C als Funkiion der Bogenlinge s (0 <s< S,
8 Gesamilinge von C)

[0(3) — B(s,)| S K|s—3,]", 0ZLs, <8, O0<a<l.
29%
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w=1{(z) bilde |z| <1 so auf das Innere G von C ab, daf z=0 in
einen Punklt w — w, dibergeht, der mitsamt einer vollen Kreisscheibe vom
Radius ¢ in G liegt. Dann gibt es eine nur von den in der Voraus-
seizung genannien Zahlen 1, 0, D, c,, K, o abhingige Konstante L derari,
daf fir alle z, 2z, mit |z| =|z,|=1

. FE-reistii-an r=idenikg
gilt. ‘ : ;

Ist ferner bei dieser Abbildung s = s(9) die Bogenlinge lings C als
ds(#)

Funktion des Zentriwinkels 9, so dst wegen =|f(e’®)| und wegen

(B, — (2
auch

ds ( ds )
(ﬁ)a-.:a, d¥)s=s,

Beweis. Aus dem genannten Zusatz 1 zum Satz 10 folgt — man

beachte, daB die dort genannte Konvergenzfunktion der Integrale (10,5)
1

<[ F(e%) — f(e%)|

SL|9,—8,F, L=L(l, 0 D,c;Ka).

o' ()= (ﬂ’ ); ist —, daB es eine Konstante u, > 0 gibt, die nur von I,
D,c,,0, K, abhangt, 80 daB

F@)Sp i 2]t
ist. Hieraus folgt nach der FuBnote °7) die Behauptung.

Anhang.

Wir gehen noch auf diz in der Einleitung erwihnte Verallgemeinerung
der Sitze der Herren Carathéodory und Valiron iiber die Existenz einer
endlichen, im Winkelraum gebildeten Ableitung ein. Es bezeichne @ ein
einfach zusammezhéngendes Gebiet, P (v = w,) einen Randpunkt von @,
w=f(2) bilde |z| <1 auf @ ab. Dann lautet das oben erwiihnte Resultat
von Herrn Carathéodory Gibt es einen Kreis K,, der P mit dem Rande
von G gemeinsam hat und sonst ganz in G verlsuft, und einen Kreis K,,
der gleichfalls den Punkt P mit dem Rande von G gemeinsam hat und
sonst ganz aulerhalb von @ verlduft, so gibt es einen Punkt z, der Peri-
‘pherie |2| =1, so daB zlgx;‘ f(z) = w, ist, wenn z ,im Winkelraum“ gegen

z, konvergiert, und ferner f(z) in z, eine ,im Winkelraum*“ gebildete Ab-
leitung besitzt. Das Resultat von Herrn Valiron kann nach Durchfithrung
einer trivialen Transformation folgendermaBen formuliert werden: Es sei @
ein im Einheitskreis |w| =1 liegendes Gebiet, das den Punkt w=1 zum
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einfachen Randpunkt hat. w = f(z) bilde |2| <1 konform auf @ ab, und
es sei in 2| <1 li_J’nlf(z)=1. Ferner mége es zwei bis auf w =1 in G
verlanfende, in w =1 miindende und sich dort unter dem Winkel  treffende

Kurvenbogen y,, y, geben, die in der Umgebung des Punktes w =1 durch
eine Gleichung der Form

(1) T = T 10“’[ aFEr w—l1l=a-41ty,
il T ...(1g,,,m)

dargestellt werden, wo & > 0 C eine Konstante und lg, Ty | den o-fach
iterierten Logarithmus von m bedeutet. Dann besitzt f(z) in z =1 eine
endliche ,,im Winkelraum¢ gebildete Ableitung. Weiterhin zeigt Herr Valiron,
daB der hm f ( ) (fir z—1 ,im Winkelraum*) nicht endlich ist, wenn

der Rand von G in der Umgebung von w =1 von zwei in w =1 unter
dem Winkel 7 zusammenstoBenden Kurvenzweigen gebildet wird, von dem
jeder durch eine Gleichung der Form

(2) o= Cly] 1 (€ Konstante),
—1 ——
ey iele Ty ey,
dargestellt wird.

Dieser Ansatz von Herrn Valiron hat eine gewisse Ahnlichkeit mit
‘dem unsrigen: Die Einfithrung der Kurvenbogen (1) bzw. (2) entspricht
bei unserem Ansatz der Einfihrung der ,Majorante® &*(¢) von &(t) in § 7,
und zwar fiir den Spezialfall

£¥(1) = _Clt]

Clt|
1 e baw. £(1) = 1 :
lg—I1glg—. .<lg ——1—) lg— 1 Iglg—-... Ig
el = = he] AP g el fel “l I

Man beachte, daB im ersten Falle das Integral f& dt konvergiert, im
zweiten Falle divergiert. -

Wir wollen nun diese Sitze fglgenderma.Ben verallgemeinern: Analog
wie in der in Nr. 41 gegebenen Definition bei einer Jordankurve C sagen
wir auch von einem einfach zusammenhingenden beschrinkten Gebiet G,
es besitze im Randpunkte P die snnere bzw. dufere Vergleichskurve €,
bzw. .€,, wenn es eine geschlossene Jordankurve €, bzw. €, gibt, die den
Punkt P mit dem Rande von @ gemeinsam hat und sonst ganz im Innern
von G bzw. ganz auBerhalb von G verliuft und im letzten Falle @ in
ihrem Innern enthdlt. Dann beweisen wir die folgende naheliegende Ver-
allgemeinerung der obigen Sitze:
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Es sei G etn beschranktes einfach zusammenhdngendes Gebiet, P (w=w,)
‘ein Randpunkt von G, und es moge G in P eine innere (G,) und eine
dufere (C,) Vergleichskurve bessizen, die eine gemeinsame Tangente sn P
haben. z =y, (w) und z = y,(w) mogen das Innere von €, bzw. von €,
auf das Innere des Einheitskreises |z|=1 abbilden. Ferner moge :pa(w)
n w, esne allsestig genommene endliche und von 0 verschiedene Ablestung
besitzen, wihrend diber yw,(w) nur vorausgesetztrwerde, daf fiir eine in einem
nfesten Winkelraum“ gegen w1 lconvergierende Punkifolge {, (n=1,2,...)

(3) | \ |2m>0

blesbt, unier m eine positive Konstante verstanden.

Bildet dann w = f(z) den, Kreis |z| <1 auf @ ab, 30 gibt es einen
Punkt o von |z| =1, so dap f(z) bes Anndherung von z an o im Winkel-
raum® gegen w, konvergiert und ferner in o eine ,$m Winkelraum® ge-
nommene (endliche) Ableitung besitzt.

Beweis, Wir diirfen ohne Beschrinkung der Aligemeinheit annehmen,
daB w,(w,) =1y, (w,)=1 ist und daB ferner die zu w = f(z) inverse
Funktion z= @ (w) und z=y,(w) denselben Punkt w =1, im Innern
von @, in den Nullpunkt iiberfilhren. Ferner bemerken wir, daB der Punkt P
(w=w,) ein mehrfacher Randpunkt von G sein kann; alle Punkte w*
jedoch, die im Innern von @, gegen-w, streben, konvergieren gegen einen
und denselben Randpunkt in w,, da ja das Innere von €; ganz dem Innern -
von G angehdrt. Daher konvergieren ihre Bildpunkte z = ¢ (w™*) nach
bekannten Sitzen iiber die Randerzuordnung bei konformer Abbildung
gegen einen und denselben Punkt z = der Periphérie des Einheitskreises.

Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei « =1 (sonst betrachte man f ( ) -
und 'p(w) statt f(z) bzw. qo(w)) Da nun auch die Punkte £, in G, gegen

w, streben, konvergieren auch ihre Bildpunkte z,= @ ({,) gegen 1 fiir
Ly 0y,

Endlich bemerken wir noch, daB wegen der Winkeltreue der durch
z =y, (w) vermittelten Abbildung die Punkte y,({,) in einem festen
Winkelraum - gegen den Punkt z =1 konvergxeren Daher gibt es eine
positive Konstante 1, so da

- | (Cp) |
@ 0 <A [y S
gilt.

Nun ist nach dem Lindeléfschen Prinzip, angewandt auf ¢ (w) und
w;(w) (da beide Funktionen im Innern von @, regulér und shsolut <1

sind, in w, verschwinden, wnd da w,(w) die Abbildungsfunltion des Innern

<1
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von €, auf |z| <1 ist), fiir alle w im Innern von @,
lp(w)| < |w(w)], el I-lv@)

foy—w| = |w,—w|

und daher insbesondere fir w=2¢,

1— @ (Guyl' 1= 1w (L)l

) |wl—;p¢[ [wl"cyl
Nach (4) und der Voraussetzung (3) ist daher
' 1—[o ()] [ 1= (6u) ]
(8) (o=t = T -2 4m >0,

Wir betrachten nun die Funktion F(z) =y, (f(z)). F(z) ist in
|z2] <1 regulir und absolut < 1. Daher existiert nach dem in der Ein-
leitung zitierten Satz a) auf 8.327 (Satz 4 der in Fullnote °) genannten
Carathéodoryschen Abhandlung) der

" 1— F(z)
im

z>1 l—z

wenn z ,im Winkelraum gegen“ z =1 konvergiert. ‘Wir zeigen, daB dieser
Grenzwert endlich und von 9 verschieden ist. Hierzu geniigt es nach dem
Satze 1 in der eben zitierten Abhandlung von Herrn Carathéodory zu zeigen,
dag fir die Folge der Punkte z,— ¢ ({,) fiir die (siehe oben) die Re-

~ lationen . .
limz, =1, lim F(z,) =limy,(¢,) =1

urco M
bestehen, der Quotient
(6) 1'_’;(”;)' <k,
also beschrinkt bleibt. Fiir diesen ergibt sich aber
) I—IF(Z/&)]=1—,|'P¢(¢F)I le_':p] I*I’Pa(‘:#)l 1
l_lzyl [0, — Cul 1-]z | [wy—Cul 1—]@(Su)!

le"';pl

und dies ist wegen 1 — |y, (L,)| < |1 —v,(L)] und (5)
< [1—wa(L)] 1

="Tw,—~,] im’

Da nun y,(w) in "w, eine allseitig genommene Ableitung besitzt, ist
1—wa(¢ p)
w—{,
sache, daf

sicher beschrinkt, womit (6) bewiesen ist. Aus der Tat-

tim 2 F @) i L= va () w—f(2)
T i—z w,—w 1—-2

fiir gegen 1 ,im Winkelraum* konvergierendes 2z existiert und endlich ist,
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'Pa( )

und daB ferner 11m
folgt nun, daf auch

existiert und von O und oo verschieden ist,
1

lim ¥1— f(z)

z>»1 1—2z2
fiir z—1 ,im Winkelraum“ vorhanden und endlich ist. Hieraus ergfot
sich auch unmittelbar die Konvergenz von  f(z) —w, fir z—1 ,im
Winkelraum“. — Hiermit ist der Satz bewiesen. —

Besitzt nun insbesondere das Gebiet G Verglelchskurven g, und €,
bei denen im Punkte w = w, die Voraussetzungen unseres Satzes 7 (oder
auch der Sitze 9 oder 11) (fiir den Fall z=1) anwendbar sind, so haben
die Funktionen vy, (w) und y,(w) in w, sicher ,im Winkelraum“ gebildete
Ableitungen, so daB also dieser Satz anwendbar ist. Hierin sind offenbar
die oben angegebenen Resultate der Herren Carathéodory und Valiron als
spezielle Fille enthalten.

(Eingegangen am 2. Juli 1930.)



