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VARIETES SYMPLECTIQUES AFFINES 

M. NGUIFFO BOYOM 

Abstract. We will be concerned with two open questions in 
symplectic geometry. The first question is the existence 
problem for lagrangian foliations. The second question is 
to know whether an affine manifold can be embedded as leaf 
of a lagrangian foliation. We prove that every homogeneous 
symplectic manifold with "closed regular" action of a sol- 
vable Lie group has lagrangian foliations. Moreover such 
manifold (M,~) has a "bilagrangian linear connection 
(M,?) such that ~ is parallel with respect to V. About 
the second question, we prove that every connected and 
simply connected Lie group with left invariant affine 
structure can be embedded as leaf of a left invariant la- 
grangian foliation in a symplectic Lie group (G,0)). 

Introduction. Les feuilletages lagrangiens jouent un r~le 

important an m~canique hamiltonienne ( [I], [5], [7], [11], 

[16], [25],[26]) et en la th~orie de quantification g~om~- 

trique de Kirilov-Kostant-Souriau ([8],[9], [13],[14], [23], 

...). Soit (M,~) une surface symplectique compact ; on 

�9 , 0 , �9 sait que la caracterlstlque d'Euler-Polncare est l'unique 
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obstruction ~ l'existence de feuilletage lagrangien dans 

�9 I �9 I . 

M. Pour les varletes symplectiques de dimensions superleu- 

res ~ 2 on n'a pas de r4sultats analogues. 

Ce travail est consacre" aux espaces homogenes" des 

groupes de Lie risolubles. On trouvera dans [2] un expos4 

�9 �9 0 �9 �9 general sur ce sujet. On montre que toute varlete symplec- 

tique (M,w) qui est homog~ne sous l'action "ferm~e" et 

r4guli~re ([4]) poss~de des feuilletages lagrangiens. On 

sait que les feuilles de tout feuilletage lagrangien sont 

des vari4t4s affines [24]. On montre que sous les hypoth~- 
�9 , � 9  �9 

ses de fermeture et de regularaete ci-dessus M possede 

une connexion ixnealre bilagrangienne sans torsion (M,?) 

par rapport ~ laquelle la forme symplectique ~ est paral- 

l~le (au sens de [6]) et qui induit dans les feuillis des 

bifeuilletages lagrangie~pr4servls des structures de va- 

ri4t4 localement plate (au sens de [11]). Si on abandonne 

les hypotheses de fermeture et de r4gularit4s ces r4sultats 

sont encore vraisg4n4riquement ([22]). La recherche des 

�9 r . 

"connexions llnealres bilagrangiennes" (au sans de HESS, 

[8], [9]) localement plates s'inscrit naturellement dans Is 

programme de [17]. (Voir aussi [15J,[16]). On montre qua 

si la connexion bilagrangienne preserve des metrlques 

pseudo-riemaniennes dans les feuilles d'un feuilletage la- 

grangien pr4servl alors ella est localement plate. En ce 

qui concerne le probl~me de plongement lagrangien des va- 

, i t  rletes affines, on montre que tout groupe de Lie affine 

connexe et simplement connexion poss~de un plongement 

comme feuille d'un feuilletage lagrangien invariant ~ gau- 

che d4fini dans un groupe de Lie symplectique (G,e). Le 
�9 �9 �9 �9 �9 0 

lecteur interesse par la geometr~e des feuilletage lagran- 
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giens consultera [5], [8],[15], [16]. 

�9 . , ~ 

I. Prel~mlnazres 

, v l  �9 

1 . 1 .  V a r l e t e s  h o m o g e n e s  s ~ D l e c t i q u e s  

, 1 I  

S a u f  m e n t i o n  e x p r e s s e  d u  c o n t r a i r e ,  l e s  v a r ~ e t e s  c o n -  

s i d ~ r l e s  d a n s  c e  t r a v a i l  a i n s i  q u e  l e s  o b j e t s  " " " geometrzques 

d~finis dans ces variltls sont diff4rentiables de classe 

C . Soit M une variltl difflrentiable, l'alg~bre des 

fonctions diff4rentiables ~ valeurs rlelles est notle 

C (M,~) ; ~(M) est le C (M,~)-module des champs de vec- 

teurs difflrentiables dlfinis dans M. Soit ~ : GXM ~ M 

une loi d'o~ration diff~rentiable du groupe de Lie G 

dans la varlete'" " M. Si g est un 411ment de G on notera 

(x) = ~(g,x). On dit que ~ est une loi d'operatlon 
g 

symplectique de G dans (M,~) lorsque pour tout g 6 G 

est un diff4omorphisme symplectique de M ; si en 
g 

outre ~ : GXM ~ M est transitif, on dit que G est un 

groupe des sym~tries de (M,w). Pour plus de d4tail con- 

cernant la glom~trie des actions symplectiques des groupes 

de Lie voir [I], [7]. 

Soit (M,w) une varlete symplectique ; soit G un 

groupe de Lie des symltries de (M,~). Pour tout x 6 M 

on note G le sous-groupe stabilisateur de x. On iden- 
X 

tifiera M avec l'espace homog~ne G/G au moyen de 
x 

l'application orbitale g ~ #(g,x). On dlsigne par ~x la 

sous-alg~bre de Lie de ~ associle au sous-groupe de Lie 

G et on note n l'application canonique g ~ ~ (x) de 
x g 

G sur M. Soit ~ = ~*~ ; c'est une 2-forme fermee inva- 
�9 .% 

riante ~ gauche dans G ; elle est regullere au sens de 
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[4] ; cela veut dire que les feuilles du feuilletage de G 
�9 �9 �9 �9 N 

determanees par le systeme difflrentiel ker @ sont fer- 

mees. 

Dans la suite on fera souvent usage du rlsultat ele-" " 

mentaire suivant. 

LEMME 1.1. Soit M une varlete diff~rentiable connexe. 

Soit G un groupe de Lie connexe qui o~re diff4rentia- 

blement et transitivement dans M. Si G est r~soluble, 
A 

alors il existe dans G un sous-groupe normal G qui 

satisfait les conditions suivantes : (i) G 0~re transi- 

tivement dans M ; (ii) il existe dans G un sous-groupe 

normal de codimension I G 1 qui contient la composante 

neutre du sous-~roupe stabilisateur 
' X 

Preuve. Soit ~ l'alg~bre de Lie de G ; notons ~x la 

sous-algebre de Lie de ~ assoclee ~ G , ~ le premier 
x 

id4al d~riv4 de g et ~ l'espace vectoriel des vec- 
x 

t e u r s  t a n g e n t s  e n  x ~ l a  v a r J . e t e  M. l ~ n s  l e  d i a g r a m m e  

commutatif suivant les lignes et les colonnes sont exactes: 

0 

(2) o 

O O O 

> gxn~ ~ ~ > ~/~x~ > o 
! ! 

> , , ,  , >  > o  x x 

> gx/ ~ ---> --> O 

O O O 

L'espace vectoriel W est le quotient de ~ par 
X X 
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le sous-espace ~/~x n ~. on voit imm4diatement que 

~x/~x O ~ coYncide avec ~/~ si et seulement si ~x 

coincide avec ~/~x Q ~" par cons4quent : 

(a) si ~x/~xN~ est distinct de ~/~ il existe un 

hyperplan ~I dans ~/~ qui contient ~x/~x N ~ 

Soit ~I l'idial ~-I(~I) ; ~I est un idial de co- 

dimension I dans ~ et on a l'inclusion ~x C ~1" Soit 

G I le sous-groupe de Lie connexe de G qui est associ4 

l'id4al ~I ; GI est un sous-groupe de Lie normal qui 

contient la composante neutre de G ; le sous-groupe de 
x 

Lie G = G v~rifie donc les conditions (i) et (ii) du 

Lemme 1.1. 

(b) Si ~x/~x ~ ~ coincide avec ~/~ la commutativit4 

du diagramme (2) assure que le sous-groupe des commuta- 

teurs ~G op~re transitivement dans M. Puisque G est 

rlsoluble ~G est un groupe de Lie nilpotent, par cons4- 

quent tout sous-groupe de Lie connexe de ~G est sous- 

invariant. Ii existe donc dans G = ~G un sous-groupe 

normal de codimension I qui contient les composantes con- 

nexes neutres des sous-groupes stabilisateurs G ; cela 
x 

ach~ve la preuve du lemme 1.1. 

Soit ~ : G X M ~ M une action transitive d'un 

groupe de Lie connexe r4soluble ; en vertu du lemme 1.1 
A 

ci-dessus on peut trouver un sous-groupe de Lie G C G 

tel que l'action induite ~ : G X M ~ M soit encore 

transitive et v~rifie en plus les conditions (i) et (ii) 

du Lemme 1.1. Cela nous autorise dans toute la suite 

supposer que si G • M ~ M est une action transitive et 

si G est r4soluble, alors il existe un sous-groupe de 
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Lie G C G avec dim G = dim G-I et G contient les 
o o o 

composantes connexes neutres des sous-groupes stabilisa- 

teurs Gx, x 6 M. 

1.2. Suites des sous-~roupes associles aux actions symDlec- 

tiques 

Soit (M,~) une vari4t4 symplectique connexe de 

dimension 2m. Supposons que G soit un groupe de Lie 

connexe r4soluble des sym4tries de (M,~). Quitte ~ rem- 

placer G par le sous-groupe des commutateurs ~G on 

supposera que G contient un sous-groupe de Lie connexe 

G I qui verlfle les deux conditions suivantes : 

(i) dim G I = dim G-I et (ii) G 1 contient la composante 

neutre de G . En fait si G ne v4rifie pas les deux 
x 

conditions (i) et (ii) le lemme 1.1 assure que le sous- 

groupe des commutateurs ~G op~re transitivement dans M ; 

puisque G est rlsoluble ~G est un groupe de Lie nil- 

potent, par consequent tout sous-groupe de ~G est sous- 

invariant, ~G v4rifie donc les condition (i) et (ii). Si 

G n'est pas connexe, il existe un sous-groupe de Lie G I 
x 

ayant pour composante neutre G I et tel que Gx c G I. On 

supposera donc pour simplifier que ~ : G x M ~ M est 

�9 " est un sous- isotropie connexe, c'est-a-dlre que G x 

groupe de Lie connexe de G. Soit ~ la projection cano- 

nique g ~ ~g(X). Fixons un sous-groupe normal G I C G 

tel que dim G I = dim G-I et Gx C G I. La 2-forme 

w = n*w est de rang m ; soit ~I la restriction ~ la 

sous-varlete G I de w ; ~I est une 2-forme ferm~e 

invariante ~ gauche de rang m-1 (dans G1). Soit ~I 

l'alg~bre de Lie de G I ; ~ est un element de la 
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puissance ext~rieure 2i~me de ~*. Soit b I le noyau de 

~I ; b I est une sous-algebre de Lie de codimension 

2(m-I) dans 91. En vertu du lemme 1.1, quitte ~ rempla- 

cer 91 par ~91. On peut supposer qu'il existe un ideal 

~2 dans ~I qui v~rifie les codimensions dim ~2 = dim91-1 

et b~ c ~2" Notons alors ~2 la restriction ~ 92 de 

la 2-forme ~1 ; c'est encore une 2-forme ferm~e de rang 

�9 . ~ A2 * m-2, c'est-a-dlre que ~ E 92 et pour a, bet c 

dans 92 on a 

-~2([a,b],c) + ~(Ea,c],b) - ~([b,c],a) = O. 

En it4rant cette construction et en posant 9o = 

et b O = 9x on obtient une suite de triplets (~k, bk,~), 

O ~ k ~ m-1 qui satisfait les conditions suivantes : 

(i) 9k+i est une sous-alg~bre de Lie de 9k et la res- 

triction ~ ~k+1 de ~k est ~+1 

(ii) La sous-alg~bre de Lie b k est le noyau de ~ et 

rang (~) = m-k. 

(iii) 9k+i N b k est un id4al de codimension 1 dans hk+ I . 

(iv) sauf pour au plus une On a dim 9k+1 = dim 9k-1 

valeur de k. 

Pour tout k E {o,I,...,m-I } soit G k (resp. H k) le 

sous-groupe de Lie connexe de G = G associ~ ~ la sous- 
o 

a!g~bre de Lie 9k (resp. bk ). En vertu des propri~tls 

(i) ~ (iv) ci-dessus on ales relation d'inclusions sui- 

vantes : D H1 D H 
Hm-1 o 

(3) F (G) -- n n 

Gm_1 c ... C G  1 C G  2 

La 2-forme induit dans le sous-groupe G k une 
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2-forme ferm~e invariante ~ gauche qui n'est pas autre 

chose que ~. Le sous-groupe de Lie ~ est la feuille 

passant par l'414ment neutre du syst~me diff4rentiel 

engendr~ dans G k par Ker ~ . Le sous-groupe de Lie H ~ 

e s t  f e r m ~  d a n s  G e t  c ' e s t  l e  s e u l  d e s  s o u s - g r o u p e s  r i -  
o 

�9 o �9 

gurant dans (3) pour lequel on est~sure de cette proprle- 

t~ ; de la m~me fa~on on ignore si ~k est r~guli~re dans 

G k .  On v a  p o s e r  l a  d e f i n i t i o n  s u i v a n t e  : 

DEFINITION 1.2.1. Soit (M,~) une vari~t~ symplectique 

connexe de dimension 2m. Soient G un @roupe de Lie co ~- 

nexe rlsoluble et r : G x M ~ M une action symplectique 

transitive de G dans (M,W). On dira que ~ est ri~u- 

li~re (resp. ferm~e) si on peut choisir la suite ' 

F~, (G) = (Gk,~) k de sorte que chaque sous-groupe 

(resp. G k) soit un sous-groupe topologique de G k (resp. 

de G). 

Exemples. 1) Si G est un groupe de Lie connexe simple- 

ment connexe et r4soluble, alors toute action symplecti- 

que transitive ~ isotropie connexe est r~quli~re et ferm~e. 

2) L'action d'un groupe de Lie r4soluble connexe 

sur toute orbite coadjointe dont l'isotropie est connexe 

�9 ,% 

est regullere et fermle. 

Soit (M, ~) une varlete symplectique connexe de 

dimension 2m ; soit G un groupe de Lie connexe r4soluble 

des symltries de (M,s~). On suppose que ~ : G x M ~ M est 

�9 .% �9 , �9 �9 

regullere au sens de la defln~tlon 1.2.1. Soit x un 

. est connexe et on point fixl dans M On suppose que G x 
�9 , % 

note H = G . Puisque ~ est regullere, on peut choisir 
o x 
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la suite F~, (G) = (Gk,Hk), 0 ~k ~m-1, de telle sorte 

que chaque ~ soit un sous-groupe de Lie ferm~ de G k 

La 2-forme ~ induit alors une 2-forme symplectique ~k 

dans la "" " ~ = G k H k '' " H k sous-varlete / de la varlete G/ 

Ii r4sulte de la construction de F~,~(G) que l'action 

de G k dans (Mk, ~) est ri~uli~re. On peut en effet 

associer ~ ~ la suite (G~,Hz), k ~ ~ ~m-1. 

2. Feuilleta@es la@ran~iens et structures affines 

2.0. Feuilleta@es lagrangiens 

Soit (M,~) une varilt~ symplectique de dimension 

2m. On consldere une sous-varlete difflrentiable F c M 

et on note i : F ~ M l'application inclusion. 

DEFINITION. La sous-varlete F C M est dite isotrope si 

i * ~  = 0 ; u n e  s o u s - v a r l e t e  l a g r a n ~ i e n n e  d e  ( M , ~ )  e s t  u n e  

0 �9 �9 

s o u s - v a r l e t e  i s o t r o p e  d e  d i m e n s i o n  m a x i m a l e .  

On consid~re maintenant un feuilletage ~ de la 

varlete M. On dit que ~ est un feuilletage isotrope de 

(M,~) lorsque les feuilles de ~ sont des sous-varletes 

isotropes de (M,w), ([153 , [163). 

Si chaque feuille de ~ est une sous-variltl lagran- 

gienne de (M,W) alors ~ est appell feuilletage lagran- 

gien ; les feuilles de ~ sont alors de sous-vari4t~s de 
I 

dimension m = ~ dim M. 

Exemples. 1) Si (M,~) est une surface symplectique, 

alors tout feuilletage de dimension Iest lagrangien. 
, p p  

2) Soit M = T*N o~ N est une varlete de 
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dimension m. Soit ~ la forme symplectique canonique 
o 

de T'N, alors les fibres de la fibration canonique 

T*N ~ N sont lagrangienne. La section nulle de T*N ~ N 

est une sous-varlete lagrangienne qui en general n'est 

pas feuille d'un feuilletage lagrangien de (T*N,w) 
o 

([11], [23],. . .) .  
Le b u t  du  n u m e r o  2 . 1  s ~ t i v a n t  e s t  l a  d e m o n s t r a t z o n  de 

, 1  
l'existence des feuilletages lagrangiens dans les varze- 

tls symplectiques homog~nes sous l'action ferm~e et r4gu- 

li~re (D~finition 1.2.1) d'un groupe de Lie rlsoluble. 

On commence par rappeler le r4sultat suivant. Soit (M,~) 

0 �9 �9 �9 , 

une varlete symplectique. On deslgne par 

, , �9 . 

IR-blllnealre de ~M) x ~ M) dans %(M) 

formule suivante 

(4) Lxiy~ = iD(X,y)~ 

ok L x e t  

rection X 

D l'application 

dlfinie par la 

P . �9 , �9 

i deslgnent la derlvee de Lie dans la di- 
Y 

et le produit intlrieur par Y respectivement. 

PROPOSITION 2.2.1. ([10],[14],[24]). Si ~ est un feuil- 

letage lagrangien de (M,~) alors D induit une structu- 

re localement plate dans chaque feuill@ de ~ . 

preuve. Soient X, Yet Z des elements de ~C(M) et f 
~O 

u n  4 1 4 m e n t  d e  C ( M ) .  O n  a 

~(D(fX,Y),Z) = f(X~(Y,Z) + W([X,Z],Y)) - (Zf)~(X,Y) et 

W(D(X,fY),Z) = f(~(D(X,Y),Z) + ~ ([X,Z],Y))+ (Xf)w(Y,Z). 

Supposons que X et Y soient tangents aux feuilles 

de ~, on a alors ~(X,Y) = 0 ; ce qui montre que pour 

tout Z qui est tangent en tout point aux feuilles de 

10 
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on a ~(D(X,Y),Z) = O. Le champ de vecteurs D(X,Y) est 

donc partout tangent aux feuilles de 3 d~s que X et Y 

le sont ; on en dlduit que si X et Y sont tangents aux 

feuilles de 31 alors quel que soit Z E ~(M) on aura 

~(D(fX,Y),Z) = m(fD(X,Y),Z) , 

~(D(X,fY),Z) = ~(fD(X,Y) + (Xf)Y,Z) 

quelle que soit la fonction diff4rentiable f. Cela montre 

que l'application D induit une connexion lin4aire 

sur chaque feuille F de 3. On notera ? cette famille 

de connexions llnealres. Calculons les tenseurs de courbure 

et de torsion de ?. Soient X, Yet Z des champs de vec- 

teurs partout tangents aux feuilles de ,~ et soit 

T 6 ~(M) ; on a 

~(D(X,D(Y,Z)),T) = Xw(D(Y,Z),T) + ~(D(Y,Z), IX,T]) 

= X(Yw(Z,T)) + X~([Y,Z],T) 

+ Y (rx,T],z) - [Y, [x,T]],z) 

En antisymltrisant par rapport aux arguments X et Y 

P . �9 

les membres des egalltes ci-dessus on obtient 

D(X,D(Y,Z)) - D(Y,D(X,Z)) - D([X,Y],Z) = 0 

ce qui prouve que la connexion linlaire induite par D 

dans chaque feuille de 3 est sans courbure. Supposons 

maintenant que seuls X et Y soient partout tangents 

3 ; pour tout Z 6 Y.(M) on a 

~(D(X,Y),Z) = X~(Y,Z) + ~([X,Z],Y) = Y~(X,Z) + ~(Y,Z),X) 

+ ~([x,Y],Z) = w(mY,X),Z) + ~([x,Y],Z). 

.% . * . 

Cette dern~ere expression montre que la connexion llnealre 

induite par D sur chaque feuille de 3 est sans torsion. 

Ceci ach~ve la preuve de la proposition 2.2.1. 

11 
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2.3. Parall~lisme dans une varlete localement plate. 

Soit (M,V) une vari4tl localement plate. Pour tout 

couple (s,r) de nombres entiers non nlgatifs on d4signe 

par Ts'r(M) l'espace vectoriel des tenseurs s fois 

contravariants et r fois covariants. Les il~ments de 

Ts'r(M) sont des sections du f ibr4 vectoriel 

TS(T*M) ~ Tr(TM) o~ TS(T*M) (resp. Tr(TM)) est la 

leme 
s puissance tensorielle du fibr4 cotangent T*M (resp. 

leme 
r puissance tensorielle du fibr4 tangent TM). On iden- 

tifiera Ts'r(M) avec le fibrl vectoriel des applications 
~O �9 �9 , 

C (M)-llnealres de TS(TM) dans Tr(TM). Soit X 6 ~M), 

pour tout f 6 C (M) on pose ~X f = Xf. Soit ~ une 

1-forme difflrentielle ; alors ? ~ est la 1-forme diff4- 
X 

rentielle d4finie par (VX~)(Y) = X(~(Y)) - ~(?xY). On 

prolonge ~X en une dlrivation de bidegrl (O,O) de 

Ts'r(M) ; cette d4rivation sera encore not4e V . On 
r,s X 
regardera aussi ~ comme une application l~-linlaire de 
s s+1,r 

T 'r(M) dans T (M) qui associe ~ ~ 6 Ts'r(M) 

l'~l~ment V~ 6 TS+1'r(M) d~fini par 

(v~)(x ,...,x ) = (v x ~)(Xl,...,x s) o s 
o 

DEFINITION. Un tenseur ~ 6 Ts'r(M) est dit parall~le 

relativement ~ une connexion linlaire (M,~) lorsque 

~Ol = O. 

12 
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2.4. Connexion bila@ran~ienn 9 associ4e ~ une paire de 

feuilleta~es la@rangiens transverses. 

THEOREME 2.4.1. (*). Soient (M,~) une vari4t~ symplec- 

tique et (~i,~2) une paire de feuilletages lagrangiens 

transverses. Alors il existe dans M u~ (et une seule) 

connexion lin4aire sans torsion (*) (M,?) qui prolonge 

les structures localement plates induites dans les feuil- 

les des 5. l~ar l'application D (voir proposition 2.2.1) 
1 

et qui satisfait aux conditions suivantes : 

(a) ~ est parall~le relativement ~ ~ (i.e. ?w = 0). 

(b) V pr4serve chacun des feuilletages 5. (i.e. ?~. c 5.) 
1 1 1 

(c) Si ? prlserve une pseudo-m~trique dans l'un des 

feuilletages 5. , alors (M,?) est une structure loca- 
l 

localement plate (W est alors affine). 

(d) Soit ~ 6 Diff (M) avec ~*~i = 5 , i = 1,2, alors 

pr4serve la connexio n ?. 

m• �9 o �9 �9 i f monstratlon Conslderons application 

D : ~(M) x Y(M) ~ ~(M) dlfinie prlc4demment�9 i.e. 

LxiyW = iD(X,y)~. On sait que D jouit de la propri4t~ 

universelle d'induire une structure localement plates dans 

chaque feuille de tout feuilletage lagrangien. Notons 

~i . , . 
�9 i = 1,2�9 la connexion llnealre que D induit dans 

les feuilles de 5.. Soit ~. le syst~me difflrentiel 
l l 

qui d4finit ~. , i = I�9 On a TM = ~i x ~2" Notons Pl 
1 

(*) L'auteur tient ~ remercier le referee pour lui avoir 
�9 �9 �9 p 

slgnale une erreur contenue dans l'enonce originel de ce 
theor~me. On trouvera une autre construction de cette con- 
nexion dans [9]�9 ce r~sultat a ~t~ port4 ~ ma connaissance 

par le referee. 

13 
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et P2 les projecteurs TM ~ ~I et TM ~ ~2 respecti- 

vement. Tout champ de vecteurs X 6 ~.(M) se d4compose 

X = (XI,X 2) avec pI(X) = X I et P2(X) = X 2. Soient 

X = (Xl,X 2) et Y = (YI,Y2) des 414ments de ~(M). On 

pose 

(5) VxY = (~I YI + Pl[X2'YI ]' ~x2Y2 + P2[XI'Y2 ]) 
X I 

On voit inuned~atement que V induit dans chaque 

feuille de ~. la connexion linlaire V i , i = 1,2. 
1 

�9 . ~ . �9 �9 

D'autre part (5) montre que ? verlfle la proprlete 

V~. C ~. , ce qui n'est pas autre chose que la proprilt4 

(b). 
QO . , . 

Soit f 6 C (M), on voit immedlatement que V satis- 

fait les deux conditions suivantes : 

~fX Y = f VxY et Vx(fY) = f.~x Y + (Xf)Y , 

quels que soient X et Y dans ~(M) ; (5) d4finit bien 

une connexion llnealre dans la var~ete M. 

(a) Calculons la d4rivle covariante de ~. Etant donnls 

X, Yet Z dans ~(M) on a 

(VX(D)(Y,Z) = XW(Y,Z) - ~(VxY,Z) - (D(Y,VxZ) 

= (XI+X2)(~(YI,Z 2) + ~(Y2,ZI)) 

- ~<V I YI + PI[X2'YI]'Z2 ) -W(~ x Y2 + P2[XI'Y2]'ZI ) 
XI 2 1 

-   y1, x2Z2+ p2[Xl,Z2]  | ~ "zl 
" " " t ~I Compte tenu des expressions qui deflnlssen et 

respectivement d'une part et d'autre part des ~galit~s du 

type ~(YI,[X,Z]) = ~(YI,P2[X,Z]) at 

~(Y2' IX,Z]) = w(Y2,PI[X,Z]), on obtient l'identit4 
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~X ~ = 0 quel que soit X 6 ~M) ; ce qui montre que 

est parall~le dans (M,V). 

(b) II faut verlfler que ~ est sans torsion. Puisque les 

connexions 71 et ~2 sont localement plate�9 il rlsulte 

immedlatement de la formule (5) que l'on a 

V y - ~ X - IX,Y] = 0 
X Y 

(c) Pour calculer le tenseur de courbure de ~, il suffit 

d'examiner les cas suivants. 

ler cas. ?X~%1Z 2 - ~y1 ?XIZ2 = P2{[XI'P2[YI'Z2 j] - 

- [YI,P2[Xl,Z2] ] } ; puisque IX,Y] = PI[X,Y] + P2~X,y] 

et puisque ~I et ~2 sont comFlStement intlgrables, 
| �9 �9 �9 

d apres le theoreme de Frobenius on a 

(~x1~h - %1~x1~.z2 -- ~2[[x1,y1],h] -- ~[x1,~1]z2 

En utilisant les m~mes arguments on a 

- ? V = V 
~x2~h h x2 [x2'h] 

2~me cas. On a 

-- [x1�9149 - [h [x1'z2]] + ~ [x1�9 = ~ 
�9 Z 2 X I Y2 

- ?XI~7z2Y 2 - ~7[y2,z2]X I - IZ ~7 Z 2 + V ~7 X 1 Y2 X1 Y2 Z2 

+ ~[XIZ2]Y2 + %2 ~x IY2 - ~Z2~Y2 Xl 

Compte tenu du ler cas on voit que le second membre de 

la " �9 " ' " dernlere egal~te se rlduit 

- V V )Z 2 + ( + V[XI,Z2 ] - V V )Y2 ; (VxlVY2 Y2 xl Vz2Vxl xl z2 

[xl,h]z2 [[x1�9149 § ~z 2[x1�9 

Z 
2 

ce qui donne finalement 
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(6) - + ? ~ )Z 2 ( 'Z2 ] - V V 
C [xI' 2] : x I z 2 

- Y2 

Comme signal4 par H. Hess [9] la seule obstruction ~ la 

platitude locale de (M,V) est la composante mixte du 

tenseur de courbure ; (voir aussi [15]). 

Le tenseur de courbure R de (M,V) induit une applica- 

tion trilin~aire (sur l'anneau C (M)) de ~I x ~2 x ~2 

dans ~2 (resp. de ~2 ~ ~I x ~I dans ~1 ) d~finie par 

(X,Y,Z) ~ R(X,Y)Z. 

La formule (6) montre que pour (X,Y,Z) dans ~I x ~2 • ~2 

on a R(X,Y).Z = R(X,Z)Y. Iien r4sulte que si ? pr4ser- 

ve une pseudo-m4trique {,> dans les feuilles de 
2 

(par exemple) alors pour tout x E M , R (X,Y) est dans 
x 

l'alg~bre de Lie o(<,> x) du groupe orthogonal O(<,> x) ; 

par cons4quent pour tout X 6 ~1(x) (fix4), l'application 

y 6 ~2(x) ~ Rx(X,Y) est dans le prolongement llnealre 

(~ la Spencer) de o(<,> ) ; puisqu'un tel prolongement 
x 

est trivial, on a R(X,Y) = O pour tout (X,Y) 6 ~i x ~2" 

(d) Soit maintenant ~ un illment de Diff (M) tel que 

~*~i = ~'l , i = 1,2. On a donc pour tout X = (Xl,X2), 

%x = ( ~.x I , ~.x 2 ). 

Soient X = (XI,X2), Y = (YI,Y2) et Z = (Z1,Z 2) 

des il4ments de ~(M). Puisque ?w = O on a 

%Y1,~.z) = W~x)(V I ~x)(V.xl ~.x1~Y I, e.z) 

16 



NGUIFFO BOYOM 

= XI~x(YI'Z) - ~x([XI'Z3'YI) = ~x(VIIYI'Z) ; 

On d 4 d u i t  d e  c e  r 4 s u l t a t  q u e  

- 1  
�9 . (~ ~.Yi ) = ~ Y , ~ = 1,2 ; 

~X i X. i "" 
l 

d'un autre c~te on a 

w~ x ) ( V~,X I ~*Y2' @,Z ) = ~ ( x ) ( P2 [ ~,X 1' ~*Y2 ]' ~.Z ) 

= | = ~x(P2[x1'Y23'z) = 

= Wx( VxIY2 ,Z ) 

Le difflomorphisme ~ est donc une transformation affine 

de  (M,V) ; c e l a  a c h e v e  l a  d e m o n s t r a t i o n  du  t h e o r e m e  2 ~ 4 . 1 .  

, �9 �9 0 3. Connexionsbila@ran@iennes assoclees aux lois d' operatlon 

r~uli~re des ~roupes r4solubles. 

3.1. Cas des lois ri@uli~res fermles 

Soit (M, ~) une varlete symplectique. Soit G 

un groupe de Lie connexe r4soluble des symltries de 

(M,~). On suppose que la loi ~ : G x M ~ M est regullere 

fermle et ~ isotropies connexes. Soit x un point fix4 

dans M ; on pose H = G et G = G. 
o x o 

THEOREME 3.1.1. Soit (M,W) une varilt~ sympleetique de 

dimension 2m. Soit G un groupe de Lie connexe r~soluble 

des slnn4tries de (M,~) dont l'action ~ : G x M ~ M est 

�9 0% �9 �9 regul~ere et fermee. Alors (M,~) possede une paire 

(~i,~2) des feuilleta~es lagran~iens transverses. 

Demonstratzon. Nous allons proceder par recurrence sur 

17 
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m = ~ dim M. Si m est igal ~ I, le theoreme 3.1.1. est 

r 0 p , 

une consequence immedlate du lemme I. 1. Supposons que la 

conclusion du th~or~me 3. I.I. soit vraie pour les valeurs 

de m inflrieures ou Igales ~ m . Soit (M,~) une 
o 

varlete symplectique de dimension 2m +2. Supposons que 
o 

: G x M ~ M soit une action symplectique transitive 

rlguli~re et ferm4e du groupe de Lie connexe rlsoluble G. 

On choisit la suite F~,w(G) = (Gk,Hk) k telle que pour 

tout k = 1,2,...,m+I, H k et G k soient des sous-groupes 

topologiques de G. Les espaces homog~nes 

des espaces homog~nes symplectiques. Soit 

, , Gk+I/H k M k varlete de ; on a 

Puisque les lois d'actions induites ~ : Gk• k ~ ~ 

sont regulleres et fermees, le theoreme 3.1.1. est vrai 

pour les varletes symplectiques (~,~) I -<k -<m ~ 

Soit F un sous-groupe de Lie connexe de dimension I dans 

G tel que G soit produit semi-direct de F par le 

sous-groupe normal fermi G I . Notons [ un champ de vec- 

teur invariant ~ gauche dans G tel que 

(expt ~)t6 ~ C F Soit To le champ fondamental dans M 

assoc• ~ ~ ; ~ est localement hamiltonien ; la 1-forme 
o 

@ = i[ w est fer~. Consxderons~ " le diagramme 

-o 
i 

1 >M 

M 1 

Les formes 8 1 = i~8 

fermles dans u I = GI/H ~ 

= Gk/H k sont 

Uk+ I la sous- 

et ~1 = P~I = i~ sont 

et la forme ~o A @ est une 
I I 
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forme volume dans u I. En vertu de l'hypoth~se de r~cur- 

v a r  l e t e  (M1 ' ~1 rence, la '" " symplectique ) poss~de une paire 

de feuilletages lagrangiens (~1,%). Soit ~I le feuil- 

l e t a g e  de  u 1 p a r  l e s  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  d e s  p r l - i m a g e s  

par Pl des feuilles de 31.51 est un feuilletage de 

c o d i m e n s i o n  m d a n s  u 1 d o n t  l e s  f e u i l l e s  s o n t  i s o t r o -  
o 

pes relativement ~ U~ I . En d'autres termes les images par 

i I 51 ', , d e s  f e u i l l e s  de  s o n t  d e s  s o u s - v a r l e t e s  l a g r a n -  

Conslderons giennes de (M,w). " " maintenant le systeme dif- 

f~rentiel d4fini dans u I par ~ = ker @ I , ce syst~me 
r~2 

e s t  c o m p l e t e m e n t  l n t e g r a b l e  ; de  p l u s  l e s  f e u i l l e s  de  ~ 

sont des revetements symplectiques de la varlete symplec- 

t i q u e  ( M I , W l ) .  P u i s q u e  l ' a p p l i c a t i o n  d i f f l r e n t i a b l e  

dPl : Tu I ~ TM I est une submersion dont les fibres sont 

t r a n s v e r s e s  .~ k e r  @1 ' on  a un c h a m p  d ' i l d m e n t  de  c o n t a c t  

~2 qui satisfait les conditions suivantes : 

(a) ~2 c ~, (b) pl,(~) est tangent ~ ~2" Puisque 

est compl~tement intlgrable, les conditions (a) et (b) 

e n t r a l n e n t  q u e  ~ e s t  c o m p l e t e m e n t  l n t e g r a b l e ,  c e l a  r l -  
2 

sulte du thdor~me de Frob~nius. On obtient de cette faqon 

un feuilletage '~2 dans u I qui est transverse ~ 51 et 

dont les feuilles sont isotropes par rapport ~ ~I 

P o u r  t e r m i n e r  on  c o n s i d ~ r e  l e  f e u i l l e t a g e  de  M p a r  

les hypersurfaces u = ~ u , puis on proc~de comme il 
y 1 

s u i t .  

(I) le feuilletage 51 dans M est obtenu par le proc4d~ 

simple de prolongement que voici. Autrement dit soit 

y 6 M, il existe un unique couple (y,x) 6 F x u I tel que 

y = ~(x) = ~(~,x). La feuille de 51 passant par y E N 
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est la sous-vari~t4 lagrangienne ~.(~](x)) oh ~1(x) 

la feuille de 51 qui passe par x 6 u I 

est 

(2) Construction de ~2" Soit y = ~(x) un point de M ; 

x 6 U I . Soit ~2(x) la feuille de 32 qui passe par x. 

On consid~re l'immersion injective ) de F ~ F2(x) dans 

M d4finie par ~(V',x') = 7'(x') = @(~',x'). L'image 

)(F x F2(x)) est une sous-vari4t4 connexe de M. L'espace 

tangent ~ @(F • F2(x)) au point y = ~'(x') est 

~$x,~2(x') ~ ~o(y). Cela montre que @(F • F2(x)) est 

transverse au feuilletage 31 �9 Puisque w est invariant 

par F d'une part et puisque ~2 est contenu dans le 

noyau de @I = i;i_ ~o ~ ' la sous-vari4t4 ~(F x ~(x)) est 

lagrangienne dans (M,~) ; en effet puisque ~2 est iso- 

trope par rapport ~ ~I il suffit de voir que pour tout 

Z , (x') 6 Y*x' ~2 (x') on a 

) = u%,(~ox,,(v:)-Iz ,(• 

6 @1(x'l(~2(x')) = (O). 

m~'(x') (~o (~'(x'))'z ,(x) 

Si F~ est une autre feuille de ~2 on a 

4(? • F~) N @(F n F 2) ~ ~ si et seulement si F 2 = F 2 

Les sous-vari4t4s ~(F X F2) , F 2 parcourant l'espace des 

f e u i l l e s  de ~2 ' c o n s t i t u e n t  un  f e u i l l e t a g e  l a g r a n g i e n  3 2 

de M ; ce feuilletage est partout transverse au feuille- 

tage 51 pr4c4dent. Le th4or~me est d4montr4. 

En conjugant les th~or~mes 2.4.1 et 3.1.1 on ale 

theoreme suivant. 

THEOREME 3.1.2. Soit (M,~) une varlete symplectique con- 

nexe qui poss~de un ~roupe de Lie connexe r4soluble G des. 
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r 0 

symetr~es dont l'action est notle 

est re~ullere et fermee alors M 

bigagrangienne sans torsion (M,V) 

: G x M ~ M. S i 

poss~de une connexion 

telle que V~ = O. 

Comme autre corollaire du theoreme 3.1.2 on ale 

rlsultat suivant. 

THEOREME 3.1.3. Soit (M,W) une varilt~ symplectique. 

Supposons que G soit un ~roupe de Lie connexe nilpotent 

des slnnetrles de (M,W). Si ~ : G x M est une action 

hamiltonienne ~ isotropie connexe avec moment, alors M 

poss~de une connexion bilagran@ienne sans torsion (M,V) 

telle que ~ = O. 

Preuve. Soit ~ l'alg~bre de Lie de G. Ii suffit de voir 

que si ~ : G x M ~ M est hamiltonienne avec moment 
�9 .% 

J : M ~ ~* alors ~ est regullere et ferrule. En effet 

soit x un point fix~ dans M et soit @ = J(x ) 6 ~*. 
o o o 

Notons ~I et n2 les projections canoniques 

g ~ ~(~,x ) et g ~ Ad(g)*@ respectivement. On a 
o o 

J ~ = ~2 

Soit O. l'image de 
3 

symplectique de Q. 
3 

gauche 6J(x ). Alors (M,~) 
o 

(O.,w) ; on a en outre 
3 o 

W W = 

~i ~ = ~2~o 6J(Xo ) 

Ii suffit maintenant de voir que l'on peut associer 

cette situation une suite (Gk,H k) telle que ~ et 

G k soient des groupes de Lie fermls de G, k = I,... 

J dans ~*, notons w la 2-forme 
o 

deflnles par la 2-forme invariante 

est un rev~tement de 
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En effet soit H le sous-groupe stabilisateur de 
o 

x O M. Puisque G est nilpotent, il existe un sous- 
o 

groupe de Lie normal ferm~ et connexe G I c G qui verl- 

= C GI. Notons fie les conditions dim G I dim G-I et H ~ 

ii l'homomorphisme inclusion de G I dans G et @ I la 

1-forme invariante ~ gauche iiJ(x ). On a 
o 

i*(SJ(x )) = 88 1 , soit ~I l'alg~bre de Lie de G I , le 
o 

noyau de 88 1 est la sous-alg~bre b I C ~I form~ des 

~14ments ~ 6 gl tels que L[8 I. = 681(~) + i~18e I = o. 

De sorte que le sous-groupe de Lie connexe H I C G 1 qui 

correspond ~ b I est la composante neutre du stabilisa- 

teur de @I par l'action coadjointe de G I dans ~1 . Ii 

existe un sous-groupe de Lie connexe normal G 2 C G I qui 

v4rifie dim G 2 = dim GI-I et H 1 c-G 2. Si i 2 est l'ho- 

mophisme inclusion G 2 ~ G I on pose 82 = i~8 1 ; par les 

m~mes arguments employls ci-dessus, on d4duit que le sous- 

groupe connexe de G 2 tangent en l'411ment neutre ~ la 

sous-alg~bre de Lie b 2 = ker 8@ 2 est fermi. En it4rant 

la construction on obtient une suite (Gk,H k) telle que 

G k et H k sont fermls dans G et ~ C Hk+ I . En vertu 

du thlor~me 3. I.I. M poss~de une connexion bilagrangien- 

ne sans torsion (M,V) telle que V~ = O. 

3.2. Cas ~in4ral de lois d'o~ration transitive ~ isotro- 

pies connexes 

Soit G un groupe de Lie connexe r~soluble. On con- 

sid~re une variltl symplectique (M,w) dans laquelle G 

op~re symplectiquement et ~ansitivement et on suppose que 

les sous-groupes stabilisateurs sont connexes ; on fixe 

un point x dans M et on note ~ la projection cano- 
O 
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nique g ~ Cg(Xo ) de G sur M. La 2-forme fermle 

= ~*~ est invariante ~ gauche dans G. Soient 

l'alg~bre de Lie de G et ~ l'alg~bre de Lie qui est 

obtenue par l'extension de ~ par ~ associle au cocy- 

cle scalaire ~ . Le crochet de ~w est dlfini dans 

• ~ par [(x,X),(y,Y)] = (~(X,Y),[X,Y]). 

Soit G un groupe de Lie connexe tel que l'homo- 
w 

morphisme d'alg~bre de Lie qui applique l'illment (x,X) 

de ~ sur X 6 ~ soit la difflrentielle en l'illment 

neutre d'un homomorphisme continu G de G W sur G. On 

a donc une loi d'o~ration de G dans M telle que 

~o~ = ~' 

L~ 1-forme invariante ~ gauche dans G dlfinie par 
w 

(X,X) ~ x est une primitive de la 2-forme ~*~ = e* ~ . 

. r p  A 

La varlete M est donc un revetement symplectique d'une 

orbite de la reprlsentation coadjointe de G dans ~ 
w 

' " " ~ dans M Cette proprlete entralne que l'action de G 

est rlguli~re. En effet, si (~k, bk)k est une suite qui 
r . .  , 1 1  �9 

verlfle les proprletes (i) ~ (iv) du w la sous-algebre 

b k est " " " l' ..... lnterpretee comme isotropie ~nflnlteslmale en 

l'illment li~ k de la reprlsentation coadjointe de G k 

dans ~ . Le sous-groupe ~ est donc fermi dans G k 

Si G est nilpotent, alors G est aussi nilpotent. 

La suite des sous-groupes de Lie connexes (Gw) k peut 

atre choisi de sorte que (G ,H )k soit une suite de 
% 

sous-groupes de Lie fermls dans G �9 Si les sous-groupes 

d'isotropies de G sont connexes, le thlor~me 3.13 

s'applique. 
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4. Cas des groupes de Lie symplectiques 

On entend par groupe de Lie symplectique un couple 

(G,w) form~ d'un groupe de Lie G et d'une forme symplec- 

tique w qui est invariante ~ gauche. 

4.1. Structure de KOSZUL-VINBERG dans un ~roupe de Lie 

Soit G un groupe de Lie connexe d'alg~bre de Lie 9- 

DEFINITION. Une structure de KOSZUL-VINBERG dans le groupe 

de Lie G consiste en la donnle d'une application 5ili- 

n4aire de ~ dans 9 not4e multiplicativement 

(X,Y) ~ X.Y et qui satisfait les deux conditions suivan- 

~es : (a) Ix,Y] = x.Y - Y.X , (b). (x.Y).Z - x(y.z) = 

= (Y.X).Z - Y(X.Z) quels que soient x, Y e_~t z dans 9" 

Dans la suite on dira KV-structure ~ la place de 

structure de KOSZUL-VINBERG. Ii y a correspondance bijec- 

tive entre les KV-structures dans G et l'ensemble des 

structures localement plates invariantes par les transla- 

tions ~ gauche [43, [20~. 

Supposons que G poss~de une structure symplectique 

(G,w) invariante ~ gauche. Si X, Yet Z sont des champs 

de vecteurs invariants ~ gauche D itant d4fini par la 

formule (4) on a 

(LxiyW)(2) = w(D(X,Y),Z) = w([X,Z],Y). 

Cela montre que l'application D : Y(G)X~ (G) ~ ~(G) envoie 

tout couple de champs de vecteurs invariant ~ gauche dans 

la sous-alg~bre de Lie de champs invariants ~ gauche. 
�9 ~ �9 ~ 

Puisque w est fermee on v4rifie lmmedlatement que D 
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induit une KV-structure dans 9- Notons V (V w s'il y a 

risque de confusion) la connexion llnealre localement 

plate assoclee ~ D ; on a ~ = O si et seulement si 

G est commutatif. 

Soit ~ un feuilletage lagrangien invariant ~ gauche 

dans G. Soit F(e) la feuille de ~ qui passe par 

l'411ment neutre. F(e) est un sous-groupe de Lie de G. 

On sait que ? induit dans F(e) une connexion llnealre 

localement plate et invariante ~ gauche. Les translations 

gauche dans G sont non seulement des symplectomorphis- 

mes de (G,w) mais aussi des transformations affines de 

(G,V) . 

Si G est r4soluble, le th4or~me 3.1.3 est applica- 

ble ; autrement dit il existe une connexion bilagrangienne sans 

�9 " " V' V' n' " " torsion ~' qui verlfle w = O ; est pas en general 

invariante ~ gauche. On sait que route varilt4 localement 
i 

plate (N,~ N) poss~de un plongement N ~ (M,~) tel que 

i(N) soit une sous-varxete lagrangienne de la va- 

ri4t4 symplectique (M,w) [243. Soit (N,? N) une KV- 

structure ; on va montrer que si N est soit r~soluble, 

soit simplement connexe, on peut prendre pour (M,~) un 

groupe de Lie muni d'une structure symplectique invariante 

gauche et tel que i devient un homomorphisme de groupes 

de Lie, plus preclsement on va demontrer le theoreme suivant 

! %, 

THEOREME 4.1.1. Soit G un groupe de Lie connexe d algeore 

de Lie 9- Supposons que G soit simplement connexe. Pour 

~ue G poss~de une KV-structure il ~aut et il suffit qu'il 

existe un monomorphisme lagran~ien de G dans un ~roupe de 
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Lie Q muni d'une structure s ymplectique inv• 

gauche (Q,~). 

D~monstration. La condition est suffisant. En effet soit 

(Q,w) une structure symplectique invariante ~ gauche 

dans le groupe de Lie Q. ((Q,w) est un groupe de Lie 

symplectique). Soit G ~ Q un monomorphisme lagrangien 

de G dans Q, i.e. i*~ = O. Puisque ~ est invariante 

gauche, le feuilletage de Q par les classes ~ droite 

~G , ~ 6 q, est un feuilletage lagrangien. Soit V la 

connexion localement plate dans Q d4finie par 

| = 

quels que soient les champs de vecteurs invariants 

gauche X, Yet Z ; si X, Yet Z sont tangents ~ i(G) 

en tout point de i(G) alors V y est tangent ~ i(G) 
X 

en tout point de i(G). Puisque V est invariant ~ gauche, 

la connexion llnealre induite dans i(G) par ? est 

invariante ~ gauche, elle determlne donc une KV-structure 

dans G. 

Inversement supposons que G possSde une KV-structu- 

re. Soit ~ l'alg~bre de Lie de G, soient X et Y les 

elements de ~, la KV-structure determlne une application 

bilin4aire (X,Y) ~ ?X Y de ~ dans ~. L'application 

X ~ V est une representation lin4aire de ~ dans lui- 
X 

meme. Soit ~* l'espace vectoriel dual de ~ ; notera 

F , . �9 . 

X ~ V* la representatlon llnealre duale de V ; ~* est 
X X 

d4finie en posant pour (@,Y) 6 ~*• 
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On munit ~* de la structure d'alg~bre de Lie commu- 

tative. L'espace vectoriel ~* x ~ est muni de la struc- 

ture d'alg~bre de Lie d4finie par 

[(e,x) (e,,x,)] : (v *e'- v* ' x x 'e'[x'Y])" 

On a donc la suite exacte d'homomorphismees d'alg~bres de 

Lie 

Soit 

~*x~. Si 

semi-direct de G par le groupe de Lie commutatif 

on a donc la suite exacte des groupes de Lie 

0 ~ ~* ~ ~ ~ G ~ I 

0 ~S* ~S* x 9 ~ S  ~ 0  

un groupe de Lie dont l'alg~bre de Lie est 

G est simplement connexe alors ~ est produit 

~* ; 

Puisque G est suppos~ simplement connexe, il existe tune 

scission G ~ Q de la suite ci-dessus, c'est-~-dire que 

est un homomorphisme de G dans Q tel que ~o~ = id 
G" 

On consid~re maintenant la 2-forme diff4rentielle inva- 

riante ~ gauche dans ~ qui est d4finie par 

~((e,x),(e',x')) = e(x') - e'(x) , 

quels que soient (8,X) et (@',X') dans ~*x ~ ; la 

forme ~ est non dlg4nlrle. Soit 8w la diff4rentielle 

de w ; c'est la 3-forme qui est dlfinie par 

6m((e,x),(e,,x,),(e,,,x,,)) = -w([(e,x),(e,,x,)],(e",x")) 

+w([(e,x), (e" ,x") ], (e. ,x' ) )-~( [(e' ,x' ), (e",x") ], (e,x)). 

= e,,( Ix,x, ])-e(Vx,X")+e' (VxX")-e' ( [x,x" ])+e(Vx,,X' ) 
- e,, ( ix, ,x,, ])-8, +e,, ( xX) 

Compte tenu du fait que ~ est sans torsion on a 

Y - ? X = IX,Y], pour tout X et Y dans ~. 
X Y 
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Cela montre que 6w = O. La 2-forme ~ d~finit donc une 

structure symplectique invariante ~ gauche dans le groupe 

de Lie Q. La sous-alg~bre de Lie ~ ~ (O) • ~ 4tant 

visiblement un sous-espace lagrangien de ~*x ~, le plon- 

gement de G dans Q qui est tangent ~ l'homomorphisme 

X --p-~ (O,X), X 6 ~, est lagrangien. On peut donc identi- 

fier G avec la feuille (passant par l'411ment neutre) 

d'un feuilletage lagrangien invariant ~ gauche dans (~,w). 

Le theoreme 4.1.1 est demontre. 

PROPOSITION 4.1.2. Soit (G,~) une structure symplectique 

invariante ~ gauche dans le 9roupe de Lie connexe G. S~ 

est un feuil!eta~e lagrangien bi-invariant, alors la 

feuille de ~ ~ui passe par l'414ment neutre est un sous- 

@rQupe normal commutatif plat. 

Preuve. Soit F(e) la feuille de ~ qui passe par 1'414- 

ment neutre. Puisque ~ est bi-invariant, la relation 

d'appartenance ~ une feuille est compatible ~ droite et 

gauche avec la structure du groupe. F(e) est donc un 

sous-groupe normal de G. Soit ~ la connexion lin4aire 

invariante ~ gauche dans G qui fait correspondre aux 

champs de vecteurs invariants ~ gauche X et y le 

champs de vecteurs V~Y dlfini par 

quel que soit le champ de vecteurs invariant ~ gauche Z. 

Supposons que X et Y soient tangents ~ F(e), alors 

quel que soit le champ de vecteurs invariant ~ gauche Z 

on aura 
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�9 c Y,z  = : o 

Cela montre que ~Y = 0 ; F(e) est donc commutatif plat 

(i.e. la d4rivle covariante de tout champ des vecteurs 

invariants~ gauche est nulle). 

Remarque. Soient (G,w) et ~ comme dans la proposition 

4.1.2. L'unique obstruction ~ l'existence d'un feuilletage 

lagrangien transverse ~ ~ et invariant ~ gauche est la 

classe d'extension [~] 6 H2(~/TeF(e),TeF(e)) o~ ~ est 

l'alg~bre de Lie de G, identifi~e ~ T G 
e 

On a vu que tout groupe de Lie connexe qui poss~de une 

structure symplectique invariante ~ gauche poss~de igale- 

ment une structure localement plate invariante ~ gauche. 

La rlciproque est fausse. En fait, pour tout n E~, le 

groupe de Lie rlductif GL~ 2n) poss~de une structure 

localement plate bi-invariante determlnee par la structure 

d'alg~bre assodiative de End~ 2n) ; d'autre part, dans 

tout groupe de Lie rlductif G toute 2-forme fermle, inva- 

riante ~ gauche est dlglnlrle. En effet si w est une 

2-forme symplectique invariante ~ gauche dans le groupe 

rlductif G, soit V ~ la structure localement plate 

invariante ~ gauche qui est associle ~ w. Soit ~ l'alg~- 

bre de Lie de G et soit X un ~llment du centre de ~ ; 
o 

alors w(V x Y,Z) = w([Xo,Z~,Y) = 0 quels que soient X 

et Y dans ~ ~. On a donc V x Y = Vy oX = O quel que soit 
O 

y 6 ~. V induit en particuller une KV-structure dans le 

centre Z(G) de G. Consid4rons le feuilletage ~ de G 

par les composantes connexes des classes g.Z(G), g 6 G. 

est un feuilletage affine simple de la varilt4 

affine (G, VW). L'espace des feuilles s'identifie au groupe 
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de Lie semi-simple ~G. La structure localement plate 

(G,V ~) passe donc au quotient et determlne une KV- 

structure dens ~G. On sait qu'un groupe de Lie semi- 

simple ne poss~de pas de structure localement plate inva- 

riante ~ gauche [4], [19]. La 2-forme ~ est donc deg~n~- 

rl. L'existence d'une structure symplectique invariante 

gauche est donc une condition plus restrictive qua 

calla d'une KV-structure. 

Si (G,V) poss~de un couple (~I,~2) des feuille- 

tages lagrangiens invariant ~ gauche, alors en vertu de 

la proprlete (c) du theoreme 2.4.1, la connexion iznealre 

' "  ( ~ 1  ~2  " ' 
assoclee ~ , ) par la formule (5) determlnera une 

KV-structure dens G. A titre d'exemple, soit G un 

groupe de Lie simplement connexe muni d'une KV-structure 

(G,V), soit 9" l'espace dual de l'alg~bre de Lie de 

G ; la structure symplectique w de 9" • G mise en 
o 

�9 . �9 �9 �9 �9 �9 

evldence dans la demonstratlon du theoreme 4.1.1 possede 

une paire (~i,~2) de feuilletages lagrangiens invariants 

gauche. On peut donc lui associer une KV-structure 

(~*x G ; ?) telle que ~~ ~ O. 

En effet si on note R l'application de 9 dens 
X 

dlfinie par Ry(X) = ~X Y, on d4finit V ~ en posant pour 

tout (@,X) et tout (@',X') dens 9*X g 

VS,X (o 8',X') = (V*8',VX xX') 

Cette connexion est diff4rente de 
W 
o 

qui est 

d4finie en posant 
w 

o ce',x'  = ( e d g e ,  - VCS,x) 

On sait qua ? o~ = 0 si et seulement si ~*X 9 est 
o 
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commutatif. 

Les connexions ?u et 
o 

structures affines dans les feuilles de 

respectivement ; c'es-a-dlre 

et 

induisent les m~mes 

~I et de ~2 

o ,VxX,) V ( o , x ) ( O , X ' )  = v( ~ e , x ) ( O , X ' )  = (o 

~o 
v ~ (e, ,o) = v( 
(e,0) e,o) 

(@',0) = (0,0). 

On observera que le thlor~me de plongement lagrangien des 

groupes de Lie affine (Thlor~me 4. I. I ) vaut pour les grou- 

pes de Lie affines connexes r~solubles. En conjuguant ce 

r~sultat et ceux de H. HESS, [8],[9], on ale corollaire 

suivant : 

THEOREME 4.1.2. Tout @roupe de Lie affine (G,V), connexe 

et simplement connexe (resp. et rlsoluble) poss~de un 

plon@ement comme feuille d'~n feuilletage d'une paire de 

Heisenber~ (~i,~2). 

D~monstration. La connexion linlaire (~,V ~) construite 

ci-dessus (voir preuve du Th4or~me 4.1.1) Itant localement 

plate, la conclusion r4sulte du th4or~me de HESS ([9], 

Theoreme 2). 

Remarque. Les connexions localement (Q,~w) et (Q,~o) 
I ,  ntises en evldence ci-dessus sont des exemples de connexions 

(presque) bilagrangiennes distinctes qui introduisent les 

m~mes structures localement plates dans les feuilles de 

la paire (~i,~2) ; parmi ces connexions il ne peut Y 

avoir plus d'une qui soit symplectique. 
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