Der Fundamentalsatz der Algebra und der Intuitionismus.
Herrn Oskar Perron zum 60. Geburtstag am 7. Mai 1940 gewidmet.
Von

Hellmuth Kneser in Tubingen.

Fiir eine vergleichende Betrachtung dariiber, wie die Forderungen des
Intuitionismus in das Gefiige mathematischer Beweise eingreifen, ist der
Fundamentalsatz der Algebra ein dankbarer Gegenstand. Zwischen Algebra
und Analysis stehend hat er Anteil an beiden Gebieten und la8¢ sich auf
verschiedene Art beweisen, je nachdem, von welcher Seite man an ihn heran-
geht. Wir wollen zuerst die wichtigsten Beweisgedanken iiberschauen?),
dann sehen, wieweit sie den intuitionistischen Forderungen geniigen oder
sich ihnen anpassen lassen, und schlieflich eine dabei sich zeigende Liicke
ausfiillen, ndmlich den Argand-Cauchy-Lipschitzschen Beweis intuitionistisch
zurechtmachen. Angefiigt wird ein gegeniiber dem bisherigen einfacherer
Beweis der — fiir den Intuitionisten nicht selbstverstindlichen — Erweiterung
des Satzes auf den Fall, daB der hochste Beiwert des gegebenen Polynoms
nicht notwendig von Null verschieden vorausgesetzt wird.

§1.

{"bersicht iiber die Beweise.

1. Allen Beweisen liegt letzten Endes, wenn auch manchmal an ver-

horgener Stelle, der Gedanke zugrunde, den Betrag des Polynoms

) = x4 a,_ ;2" 1 4+ ...+«
durch geeignete Wahl des Arguments moglichst zu verkleinern. Dieser Ge-
danke 1st das einzige, was von dem ersten Beweisversuch, dem von
d’Alembert [112), bestehen geblieben ist.

2. Die ,,algebraischen’* Beweise benutzen aus der Analysis nur das
Vorhandensein der Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl und den Satz,
dafl ein reelles Polynom ungraden Grades eine reelle Nullstelle hat. Die
schon vor GauB angestellten algebraischen Uberlegungen gehen in zwei
Richtungen:

1} Eine ahnliche Durchmusterung gab schon de Loor [24] 2). Wir wollen weniger
einzelne durchgefiithrte Beweise ins Auge fassen, sondern mehr von den immer wieder-
kehrenden Grundgedanken feststellen, welche Rolle sie in intuitionistischen Beweisen
spielen konnen.

2) Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Schriftenverzeichnis am Ende
der Arbeit.
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2a. Euler [2], Foncenex [3] und Laplace [7] suchen einen quadratischen
Faktor von f(z) zu bestimmen, wahrend

2b. Euler {2] und Lagrange [4, 5] ein Polynom graden Grades in zwei
Faktoren gleichen Grades aufzuspalten suchen.

Alle diese Beweisversuche unterlagen dem Gaufschen Haupteinwand [6],
daB sie die zu beweisende Existenz der Gleichungswurzeln voraussetzen,
Die Art, wie Lagrange und Laplaee ihre Ansitze durchfiihrten, unterlagen
nur diesem Einwand und waren daher, wie A. Kneser [16] bemerkte, in dem
Augenblick zu giiltigen Beweisen erginzt, als die neuere Algebra mit Hilfe
des allgemeinen Kérperbegriffes diese Existenz — wo nicht im Kérper der
komplexen Zahlen, so doch jedenfalls in einem Erweiterungskorper — fest-
gestellt hatte. Schon vorher hatte GauB [10] den Ansatz 2a zum Beweis ge-
macht, indem er das echt algebraische Hilfsmittel der Unbestimmten heranzog
und damit Uberlegungen anstellte, die auch dem Existenzsatz der modernen
Algebra zugrunde liegen.

3. Viele Beweisanordnungen zihlen — offen oder in analytischer Ver-
kleidung — die Umliufe, die der Punkt f(z) um den Nullpunkt beschreibt,
wenn der Punkt z eine geschlossene Kurve durchliuft. Hierher gehdren der
erste, dritte und vierte Beweis von GauB [6, 11, 14] sowie der, den man in
eimrer funktionentheoretischen Vorlesung zu geben pflegt.

4. Von der elementaren Analysis ist der gradeste Weg zum Fundamental-
satz der, den zuerst Argand [8, 9] beschritt. Argand vereinfacht die Anwendung
des Grundgedankens 1. gegeniiber d’Alembert, benutzt den allgemeinen
analytischen Satz vom Vorhandensein der unteren Grenze bzw. des kleinsten
Wertes einer Funktion und gewinnt so seinen ganz neuartigen Beweis.
Cauchy [12] gab im wesentlichen denselben Beweis, aber in zuginglicherer
Gestalt und diirfte damit zu dessen Verbreitung beigetragen haben. Auch
bei ihm wird nicht niher begriindet, daB [f(«)| irgendwo einen kleinsten
Wert annimmt; das wurde erst moglich, nachdem der Allgemeinbegriff der
unteren Grenze eingefithrt worden war. Dem Argandschen Beweis gliedern
sich die mannigfachen Beweisanordnungen an, die die Berufung auf den
kleinsten Wert von |f(z)| vermeiden und durch Herstellung einer konver-
genten Folge ersetzen. Die erste dieser Anordnungen, die von Lipschitz [15],
wird im folgenden noch besprochen.

5. Ahnlich geradezu gehen die ,,Kontinuititsbeweise von Weier-
straB [17, 18] und Koebe [19] auf ihr noch weiter gestecktes Ziel los: Sie
suchen in dem Polynom

p@)={r —o;) ... (z —a,)
den Groflen o, ..., o, durch schrittweise kleine Anderungen schlieBlich
solche Werte .beizulegen, dal ¢(x) mit f(x) iibereinstimmt.
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In eine der hiermit umrissenen Klassen getraue ich mir jeden der vor-
liegenden Beweise des Fundamentalsatzes — die franzosische Encyclopédie
bringt etwa hundert Hinweise — einzuordnen.

§2.
Der Intuitionismus.

Ich will moglichst nicht nur fiir Kenuer des Intuitionismus verstindlich
sein und erinnere daher vorab an das Folgende. Fiir den Intuitionisten ist
eine reelle Zahl dann und nur dann gegeben, wenn man die Mittel hat, sie —
bei geniigender Geduld — in beliebig enge rationale Grenzen einzuschlieBen.
Danach kann man von einer gegebenen reellen Zahl nicht ohne weiteres ent-
scheiden, ob sie positiv, negativ oder Null ist, und man kann sogar leicht
Zahlen angeben,” bei denen diese Entscheidung nach dem gegenwirtigen
Stande unserer Kenntnisse nicht moglich ist3). Ahnlich ist fiir den Intuitio-
nisten eine Aussage ,,4 oder B gilt” erst dann begriindet, wenn man ent-
scheiden kann, ob A oder B gilt (oder alle beide). Z. B. ist gewil

(Ja| + o) (fa] — o) = |«[? — a® = 0;

daB aber einer der Faktoren links verschwindet, kann erst behauptet werden,
wenn iiber das Vorzeichen von « entschieden ist.

Unberiihrt vom Intuitionismus bleibt die Giiltigkeit der fiir die ,,alge-
braischen'* Beweise erforderlichen, in §1, 2 angefiihrten Hilfssdtze aus der
Analysis4). Dagegen verfallen alle , algebraischen Beweise mit Ausnahme
des Ansatzes von Laplace dem Einwand, daf zu ihrer Durchfithrung die
Entscheidung dariiber nétig ist, ob die Diskriminante des gegebenen Polynoms
verschwindet oder nicht3). Sie sind ndmlich nur bei von Null verschiedener

3) Die bekannteste Art (ihnlich wie z. B. bei Brouwer [23]) ist die folgende: Sei
P = {(— 5 oder 7, = 0 je nachdem, ob an der n-ten Stelle in der Dezimalbruch-
entwicklung von = eine bestimmte, bisher in ihr nicht beobachtete Zahlenfolge (etwa

oo

drei aufeinanderfolgende Dreien) auftritt oder nicht; dann ist @ = X'y, eine solche
Zahl. i

4) Wenn auch der Satz. daBl eine stetige Funktion, die Werte beiderlei Vorzeichens
annimmt, eine Nullstelle hat, dem Intuitionisten nicht gilt: Sei etwa ¢(z) durch
p(— 1) = — 1, ¢(0) =a, p(l) =|a|, ¢(2) == 1 und dazwischen als lineare Funk-
tion erklirt; dann ist § bzw. — a/(1 + «) die einzige Nullstelle von ¢(x), wenn « < ¢
bzw. o« > 0 ist. Welche Zahl Nullstelle von ¢(x) ist, kann man erst sagen, wenn man
itber das Vorzeichen von « Bescheid weil3; vorher kann man also die Nulistelle nicht
mit beliebiger Genauigkeit angeben.

%) Diese Schwierigkeit kann auch an anderer Stelle auftreten; bei v. Staudt [13]
z. B. wird zwar die Diskriminante nicht benutzt, dafiir aber gelegentlich der groSite
gemeinsame Teiler zweier Polynome gebildet; und das erfordert ebenfalls die Ent-
scheidung dariiber, ob eine Zahl gleich Null ist oder nicht.
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Diskriminante durchfiilhrbar und verlangen daher, da man vorweg ent-
scheidet, ob die Diskriminante Null ist oder nicht, und im ersten Falle die
Doppelfaktoren beseitigt. Noch schlimmer ist es mit den ,,algebraischen®
Beweisen in moderner Fassung; denn fiir den Intuitionisten hat der Bereich
der reellen Zahlen nicht einmal das Merkmal eines Korpers, daB jede Zahl
gleich Null oder von Null verschieden ist. Diese Sachlage war fiir mich der
AnlaB, den Laplaceschen Ansatz nicht in moderner, sondern in GauBscher
Weise durchzufiihrens). Doch die Hoffnung, dadurch den intuitionistischen
Einwinden zu entgehen, war vergebens: an einer anderen Stelle mufite aus
dem Verschwinden eines Produktes auf das Verschwinden mindestens eines
Faktors geschlossen werden.

De Loor [24] hat den Ausweg beschritten, den Fundamentalsatz zunichst
nur fiir Polynome mit von Null verschiedener Diskriminante zu beweisen
und dann durch einen Grenziibergang den allgemeinen Satz abzuleiten. So
sind denn die ,,algebraischen” Beweise durch ein nochmaliges Eingreifen
der Analysis intuitionistisch gerechtfertigt.

Mit Umlaufzihlung hat Weyl [20] den ersten intuitionistischen Beweis
des Fundamentalsatzes der Algebra gegeben; dieser Beweis zeichnet sich
durch sein einheitliches Geprige aus. Der beinahe gleichzeitige Beweis von
Broawer und de Loor [21] benutzt auch die Umlaufzihlung, tut aber die
Hauptarbeit in der im folgenden Absatz zu schildernden Lipschitzschen
Weise und gebraucht den im vorigen Absatz erwihnten Grenziibergang.

Der Argand-Cauchysche Beweis scheint den intuitionistischen Forde-
rungen schirfstens zu widersprechen; benutzt er doch bei strenger Fassung
den allgemeinen Begriff der unteren Grenze. Zwar bei den hier gegebenen
Umstinden }aBt sich der kleinste Wert von | f(«)| auch fiir den Intuitionisten
herstellen, aber nicht die Stelle, an der er angenommen wird. Lipschitz [15]
scheint das Verfahren auch unbehaglich gefunden zu haben; jedenfalls zog
er es vor, eine konvergente Folge z, - z_ mit f(x,) - 0 herzustellen, so
daB f(z_.) = O, also z_ die gesuchte Gleichungswurzel ist. Um dies aber
bequem durchfithren zu konnen, muBite er voraussetzen, daf keine Doppel-
wurzeln vorhanden sind, und verfillt damit demselben intuitionistischen
Einwand wie die meisten ,,algebraischen Beweise. In §3 und 4 wollen wir
sehen, daB man mit einigem Opfer an Bequemlichkeit um jene Voraussetzung
herumkommt, daB sich dieser direkteste analytische Beweis auch in intuitioni-
stischer Weise durchfiihren 1aBt.

¢) Da offentlich die Meinung hervorgetreten ist, das Ergebnis meiner Arbeit [25]
sei der moderne Beweis von Dérge, benutze ich diese Gelegenheit, um darauf hinzu-
weisen, daB dies nicht der Fall ist, daB z. B. meine Durchfithrung des Laplaceschen
Ansatzes unabhingig ist von den feineren arithmetischen Eigenschaften des vorgelegten
Polynoms.
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Beim Kontinuitatsbeweis spielt ebenfalls die Voraussetzung des Fehlens
von Doppelwurzeln eine wichtige Rolle; wegen der grofleren rechnerischen
Verwicklung diirfte sie hier nur mit sehr groen Umsténdlichkeiten zu ver-
meiden sein.

$3.
Intuitionistischer Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.
Sei # > 1 und ein Polynom
f(z)=a"+a, 12" 1+ ...+ aq

gegeben. Wir wollen eine Folge komplexer Zahlen z; herstellen, bei der
lf(x,, )| gegeniiber |f(z,)| moglichst wirksam verkleinert ist. Zu dem
Zweck setzen wir an

) o+ 9) = fe)+ L by

und suchen ¥ so zu wiihlen, daB eines der Glieder b,y* die anderen stark
iberwiegt, daB es das Argument von — f(r,) und einen passenden Betrag
hat. Der Beweis von Lipschitz ist auf Grund seiner Voraussetzung nicht
verschwindender Diskriminante so angelegt, dafl allemal |b;] iiber einer
festen positiven Schranke und |f(x;)|, |b2|, ..., |b,| unter einer festen
Schranke liegen. Damit gelingt es, ¥ so zu wihlen, dall |f(z; + y)| nicht
arofler ist als ein fester echter Bruchteil von |f(z,)|, daB also die Folge [f(;)]
mindestens wie eine geometrische Reihe gegen Null strebt. Bei dem Argand-
Cauchyschen Beweis hat man aufler b, = 1 keine Kenntnis iiber die Werte b,
und nimmt fiir £ den kleinsten Wert, bei dem b, == 0 ist. Dann mufl man |y|
hinreichend klein machen, damit das Glied b,y* die anderen iiberwiegt,
und erhilt eine Verkleinerung von |f(z;, + y)| gegeniiber |f(z;)|, kann
aber nicht sagen um wieviel. Ist z. B.|b, | nicht Null, aber &uflerst klein, so muf}
ly| sehr klein sein, damit das Glied b,y die anderen iiberwiegt. Ist aber
etwa |bp| nicht besonders klein und die folgenden Werte |b,| nicht allzu
groB, so kann man giinstigenfalls |y| so groB wihlen, dafl das Glied byy?
das vorhergehende stark iibertrifft, und gleichzeitig so klein, da8 es die folgenden
Glieder stark iibertrifft. Bei geeignetem Argument von y wird dann eine
stirkere Verkleinerung von |f(x, + y)| erreicht werden konnen, als wenn
b,y die Hauptrolle spielt.

Untersucht man iiberhaupt genauer, fiir welche Betriige von g ein Glied
der Summe in (1) die anderen in hinreichendem MaBe iiberwiegen und
welche Werte dann der Betrag dieses Gliedes annehmen kann, so ist ein fiir
unseren Zweck geeignetes Ergebnis der folgende

Hilfssatz. Zu jedem n > 1 ¢ibt es eine positive Zahl w > 1 wit der
folgenden Euigenschaft: Sind By, ..., B, wicht negative Zahlen. insbesondere

19*
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Bn = 1, und ist t > 0, so gibt es esne Nummer & (1 < k < n) und eine positive
Zall & derart, daf
t<fB.& <wt,
BrE¥ > (2n—2)B,& fir 1<v<n vk

gilt.

Da der Beweis etwas umstindlich ist, bringe ich ihn fiir sich im § 4.

Auf Grund des Hilfssatzes konnen wir leicht eine konvergente Zahlen-
folge o, T;, ... mit f(z,) > O herstellen. Das Anfangsglied z, setzen wir
beliebig an, etwa 7, = 0. Ist dann z, schon festgesetzt, so gilt eine der beiden
Ungleichungen

@ i) <2 (B) @) > 24

oder beide?). Gelten beide, so entscheiden wir nach Willkiir fiir einen der
beiden Fille. Gilt (A), so setzen wir z; ,, = z; und haben damit

(2) 2y 1)) <2721

Gilt (B), so entwickeln wir nach (1) und wenden den Hilfssatz an mit 8, = |5, ],
t = w1|f(x;)|. Er gibt uns k¥ und & mit

@) o [f(z)] < B & < |Hzy)|,

4) B8 >0@n— 9P & fir 1<v=<a, r=L

Jetzt stellen wir f(z;) und &, durch Betrag und Argument dar:
Ha) = |Ha)| e by = Bre'?

— das ist auch fiir den Intuitionisten méglich, da in (B) und (3) positive
untere Schranken fiir die Betriige vorliegen — und setzen

y = el VI i1 =%+ Y.
Dann wird auf Grund von (3) und (4)
{Hzm )| = Ilf(f'?z) + é'lbr y'{
< 1@+ byt +] 2 byl
. . . -1
< |If(@)] €7+ Bt -grdio-vim 4 R=Lg n

= [IH(@)| — Bu €|+ 1 B &
= |} (2] — } B &,

) Flmae )] < (@] (1= 5=)-
Jetzt folgt
(6) |F (@] < Max (1, [f @)} {1 — 7= )

7} Der Intuitionist kann eine Fallunterscheidung nach # << » oder u == v nicht
machen, wohl aber cine solche wie die hier benutzte. Niheres dariiber in § 4.
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fiir 2 > 0. Tm Falle (A) gilt ohne weiteres (6) mit A + 1 statt 1, da

1 1
w > 1, ?<1“§'&}'

ist. Im Falle (B) aber folgt aus (6) nach (5) die entsprechende Ungleichung
mit A + 1 statt 4, und zwar auch wenn statt (6), wie es fiir 2 = O der Fall
sein kann, nur die entsprechende Gleichheit besteht. Damit ist (6), d. h.
(7) lim f(z) =0

A o0
bewiesen.

Nun schidtzen wir noch die GroBe |z, ,, — z;| = & ab. Im Falle (A)
ist sie gleich Null. Im Falle (B) entnehmen wir, wenn k£ = n ist,

£ < | Hay)
aus (3); fiir £ <= n nehmen wir (3) und (4) (mit » = n) zusammen:
(2n — 2) &" < B, &F < |f(zy)]-

In jedem Falle ist also
B n i

@141~ 2] <V [F(m)]| < 1 Max [1, [F (@)l (1 - os)”

Daker strebt die Folge (x,;) einem Grenzwert z_ zu, und wegen {7) und
der Stetigkeit von f(z) an dieser Stelle ist

fz.) = 0.

Damit ist der Fundamentalsatz der Algebra bewiesen.

§4.
Beweis des Hilfssatzes.

Zur Aufstellung des Hilfssatzes kommt man folgendermaBen. Von den
Gliedern b,y" in (1) soll eines, etwa b, %", die anderen hinreichend iiberwiegen,
sein Betrag etwa mehr als doppelt so grof sein als die Summe der Betrige
der iibrigen. Schreiben wir g, fiir |b,| und & fiir |y|, so heift das

Br &8 > 2 -£kﬁ” &
Diese Forderung vergrébern wir zu
(8) Br&8>2n—2)p,& fix 1<v=n, vk

das ist die eine Behauptung des Hilfssatzes. Es fragt sich nun, welche Werte
unter dieser Bedingung die Grofle 8, £* haben kann. Um dieser Frage niher
zu kommen, gehen wir zu Logarithmen iiber und schreiben

y,=1logB, n=Ilogé, { =Ilog(2n—2).

DaB auch 8, = 0 sein kann, soll uns nicht bekiimmern und schadet iibrigens
den folgenden Betrachtungen nicht. Zeichnen wir in der X-Y-Ebene die
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Punkte P, mit den Koordinaten »,9, (in den Figuren mit vollen Kreisen
angegeben) und die Punkte ¢, mit den Koordinaten »,y, + ¢ (leere Kreise
in den Figuren) ein, so besagt (8), daB die Punkte @, mit » % unter der
Geraden

9) X + Y =nk+y,

liegen miissen. Diese geht durch P, und hat die Steigung — %; fiir diese
Steigung sind bei jedem % nur gewisse Werte, vielleicht gar keine zuldssig.
In Fig. 1 sind durch P, und P; keine Graden (9) zulissig; die zuldssigen

y

ﬂ,c

Y
)

Fig. 1. Fig. 2.

Graden durch P, liegen zwischen den beiden gezeichneten; die zuldssigen
Graden durch P; und P verlaufen steiler als die eingezeichneten. Die Ordinate
des Schnittpunktes einer Graden (9) mit der Y-Achse ist #k + y;, der Loga-
rithmus der fiir uns wichtigen GroBe 8, £%. Unsere Frage heiflt also: Welche
Punkte der Y-Achse sind deren Schnittpunkte mit zuldssigen Graden (9)?
In den Figuren sind die von Schnittpunkten erfiillten Teile der Y-Achse
stark ausgezogen. Eine leichte Uberlegung fithrt zu der Einsicht, daB8 die
nicht stark ausgezogenen Strecken keine grofiere Gesamtlinge haben konnen
als in dem schlimmsten, mit » = 4 in Fig. 2 dargestellten Falle, daf fiir
1 <v <n immer P, auf der Graden @,_,@Q,  ; liegt. Diese Gesamtlinge
ist aber durch n und £, d. h. durch » allein bestimmt, und so kommt man
zum Wortlaut des Hilfssatzes.

Diese Betrachtung gibt den Leitfaden fiir einen intuitionistisch ein-
wandfreien Beweis des Hilfssatzes. Bei ihm miissen wir die sonst iibliche
Entscheidung zwischen der Giiltigkeit der Ungleichungen @ <b und a = b
vermeiden. Statt dessen kann man aber sagen: ist @ < b, so gilt fiir jede
reelle Zahl z entweder ¢ < = oder z << b. Schlieft man namlich ¢, b und =
ein in rational begrenzte Strecken, deren Linge kleiner ist als % (b — @),
und sind nicht beide Grenzzahlen der z enthaltenden Strecke grofer als die
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Grenzzahlen der a enthaltenden Strecke, so sind sie beide kleiner als die
Grenzzahlen der b enthaltenden Strecke. Gelten beide Ungleichungen
a <z <b und hingt der weitere Verlauf des Beweises davon ab, welche
von beiden gilt, so entscheiden wir uns willkiirlich fiir eine von beiden. Fiir
die Einordnung einer positiven Zahl x zwischen die Glieder einer geometrischen
Reihe ..., ¢71, 1,9, ¢2 ... (0 <q <1) ergibt sich das Folgende. Bei jedem
n gilt ¢"*1 < x oder ¥ < ¢*; fiir hinreichend grofle m nur die erste, fiir
hinreichend groBe negative n nur die zweite Ungleichung. Ist m der grofite
Wert von #, fiir den die zweite Ungleichung gilt, so haben wir
gt <z < gm,

Seien nun, wie der Hilfssatz voraussetzt, f,, ..., 8, nicht negative

Zahlen und g, = 1. Wir wihlen ein ¢ mit 0 <¢ <1. Ist 1 <k <n und

B > 0, so ordnen wir die grofite der Zahlen
1

[(2% —2) %]"_k k<v=mn)

— sie ist positiv wegen f, = 1 — in die geometrische Reihe mit dem Quo-
tienten ¢ ein. Das gibt eine ganze Zahl ¢ mit der Eigenschaft, da8
1
[(2n —2) %]v_k < ¢° k<v <)
k
gilt fiir alle « < ¢, und
1
Bl o v
[@n—2) ] 7" > gee

k
filr mindestens eines dieser », etwa fiir » = ». Nach ‘leichter Umformung

und mit der Bezeichnung — m), statt ¢ und — m statt « heilit dies
(10) k<, <m,

(11) Brg™ > (2n —2)p,q™" fir k<v=n und m =),
(12) Brg™ T < 20— 2) By T

Ebenso vergleichen wir ein positives f, mit 5, fiir v < /k:ist 1 <k <n

und 8, > 0, so suchen wir die grofite der Zahlen
1

[(27@—2)1;—;]"——'— v=1. k-1

— wegen v < £ nehmen wir den entgegengesetzten Exponenten wie vorher —
in die geometrische Reihe mit dem Quotienten g einzuordnen. Allerdings

braucht diese Zahl nicht positiv zu sein; aber jedenfalls gilt
1

(13) [(2n—2) %]r:< g =1 .., k—1)

fiir jedes hinreichend groBe negative m. Lassen wir nun m wachsend die
Reihe der ganzen Zahlen bis zu einer gewissen Stelle durchlaufen, so bleiben
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entweder die Ungleichungen (13) giiltig — dies bezeichnen wir als ,, Fall P —
oder es ergibt sich eine ganze Zahl m"’ (k), bei der zuerst eine der Ungleichungen
(13), etwa die mit » = »”(k), durch die Ungleichung

1
[@n—2) %]"T > qn+e

ersetzt werden kann — dies nennen wir ,Fall Q. Es gelten also die Un-
gleichungen

(15) ﬁh qu > (2 " — 2) ﬁv qm r flll' " g 7’6”(k), y — 1’ . k . 1’
(16) B g™ ®AE < (9, 9) Boret gt ®)+ 297

im folgenden Sinne: im Fall P sind m"” und »" nicht erklirt und (15) gilt
fiir so groBe Werte m, wie wir sie brauchen; im Falle Q gelten (14), (15) und
(16) so, wie sie dastehen.

Man sieht, was bisher erreicht ist: wenn £, > 0 und m’ (k) < m"” (k) ist,
so besagen (11) und (15), daBl ¢™ fiir m" < m < m” ein zulissiger Wert fiir &
ist, d. h. ein solcher, fiir den das Glied b,y* aus (1) die iibrigen stark genug
itberwiegt. Die Ungleichungen (10) und (12), (14) und (16) zeigen, daB /'
und m” nahezu die weitesten Schranken fiir m sind.

Nun heilt es noch eine Verbindung schaffen zwischen den zulissigen
Werten f &%, die bei verschiedenen Nummern k& mit m' (k) < m” (k) auf-
treten kénnen. Wir suchen eine absteigende Folge von Nummern %, &4, ...,
die dafiir in Betracht kommen, daB bei ihnen m’ (k) < m” (k) ist. Dazu muB
B verhaltnismiBig groB sein. Nun liefert (16) zu beliehigem k eine Nummer
v = v’ (k), fiir die §, wenigstens nach unten beschrinkt ist. Also setzen wir

]fo =N
und, wenn k, erklart ist und fiir diesen Wert der Fall @ eintritt
ky =" (k).
Um die folgenden Formeln von Anhingseln zu entlasten, schreiben wir
k}. =9, k/‘.+1 = l’”(g) = hs ’V’(h) =.7
Wegen (10) und (14) ist dann

h<g, h<j,
und wir unterscheiden die Fille
U: h <g <y,
V: h <y =y,

W: h<j<g.
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Im Falle U setzen wir k =g, » =5, m = m’(g) in die Ungleichung (11)
ein, k =h,v=g m=m'(h)in (11) und £ = %, +'(k) = j in (12). Das gibt
;39 qm'(g) 9= > (2n — 2) ﬂj,
fag ®4=0 > (20— 2) 6,
(2n — 2)B; gim W=2AG-h = g,
Multiplikation der rechten und linken Seiten dieser drei Ungleichungen ergibt
g’ W—m @DG~9 > (2n — 2) @U—P

1. j—h 1

— 2

(17 guUm=—m'© > (2 — 2)i-9gq i~9 = 2n -- Q)n-:iqzn-—z
(das letzte wegen 1 = j — g =< n — 1). Im Falle V setzen wirk =%, v' (k) = ¢
in (12) ein und k& = ¢, ¥’ (k) = % in (16):
(270 — 2) ﬂg q[m'(h)——2](g—h) - ﬂh'
(20 — D)y g @+ 2= >
Multiplikation ergibt
(2n — 2)2 q[m’(h)—-m”(g)—4](g—h) > 1,
—2

(18) qm'(h)—m”(g) > (2n — 2)9—* gt = (2,” — 2)—2 94-
Im Falle W schlieBlich setzen wir & = ¢, v (k) = & in (16) ein, £ =},
v)=7m (12) und k =g, v =73, m = m' (¢9) in (15):

(20— 2) B g @+ 20— > B,

(@0 — 2)fgm ®-06= > g,

B, g™ @U—D > (20 — 2)B;.

Multiplikation ergibt

(21 — 2) g W--m" @G ~W—2@—h+j—h > 1,

Sl INPIPY el X
(19) qm'(h)—m”(q) > (2n — 2)j-—hq i=h = (2n — 2y 1gnti,
Die SchluBglieder von (17), (18) und (19) sind bei fest gewihltem ¢ nur von %
abhiingige positive Zahlen, von denen iibrigens zwei kleiner sind als Eins.
Wir bezeichnen die kleinste unter ihnen mit 4(r) und fassen (17), (18) und
(19) zusammen, indem wir von den beiden Ausdriicken, die in (17), (18)
und (19) links stehen, den groBeren beibehalten. So erhalten wir
Max (qm‘ (h) —m’ (g), qm’(h)—m"(g)) — qm’(h)—Max m' (@, m" N ~ A4 (n)

oder, indem wir zu den friiheren Bezeichnungen zuriickkehren,

(20) qm’(k;, + 1 — Max [m'(kz), m" (k3 )} > A (n)

und dabel ist
(21) 0 <A(r) <l
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Von den Nummern kg, &y, ... sind nur die fiir uns wichtig, fiir die bei
geeignetem m die Ungleichungen (8) mit & = ¢™ gelten, d. h. im Hinblick
auf (11) und (12), (15) und (16) im wesentlichen, da m’ (k) < m" (k) ist.
Hinzu kommt noch %y = » und ein etwaiger Wert k,, bei dem der Fall P
eintritt. Von allen diesen Werten seien £, und k, zwei benachbarte, also

m (k,) >m"(k,) fir ¢ <o <w.

Es ist also
(22) Max [w' (k,), m”(k,)] = m"(k,), wemn ¢ >0;
(23) Max [m'(k,), m" (k)] =m'(k), fir ¢ <o <.

Fir ¢ =0, k, = ko = n ist m’(k,) nicht erklart; aber dann kann wegen
k, = g = n der Fall U, der einzige, in dem m' (g) auftritt, nicht vorkommen —
es ist ja j <n = g — und so ergibt sich hier statt (20) einfach

(24) qm'(kl)—'m”(l’o) > A (n)‘

Setzen wir nun in (20) statt 1 der Reihe nach ¢, ¢ + 1, ..., v — 1, so er-
geben sich mit Riicksicht auf (22) und (23) die Ungleichungen

"k —m (k
qm ke 4 12— (kgp) > 4 (,n)’
qm'(kq,+ 2)—-ml(kq,+ 1) > 4 (ﬂ),

..............

(ist ¢ = 0, so stimmt die erste mit (24) iiberein). Multiplikation ergibt
(25) qm’(k‘p)—m”(k,[_.) > A(n)v,l'—(p >4 (,n)n—l.
Wir bauen jetzt eine Zahlenfolge auf, die uns endlich zum Beweis des

Hilfssatzes fiihrt. Sie beginnt, von links unbegrenzt, als geometrische Reihe
mit dem Quotienten ¢*:

(26) e, ﬂ” qn(m—l)’ ﬂn qnm’ .

Wir setzen sie fort, soweit wir wollen oder es nétig haben, auler, wenn Fall @
eintritt. Dann ist m’’ (n) erklirt, und wir brechen die Folge (26) vorliufig
mit dem Gliede 8, ¢"™ ® ab. Nun sei a das erste auf k, = n folgende
Glied der Folge ko, ki, . . ., bei dem Fall P vorliegt oder, sofern bei ihm Fall @
eintritt, m’ (x) = m’’ (x) ist. Dann setzen wir die Folge (26) folgendermafien
als geometrische Reihe mit dem Quotienten ¢“ fort:

ey ﬂn qﬂm”(n); ﬂa qmm’(a)7 ﬁaqw[w(a)+1]’ ..
und zwar soweit wir wollen oder es nétig haben, aufler wenn Fall @ eintritt.
Dann ist m”" (o) erklirt, und wir brechen die Folge wieder vorliufig mit dem

Gliede B, ¢*™'® ab. Ganz wie vorher sei jetzt y das erste auf « folgende
Glied der Folge kg, %, . . ., bei dem Fall P vorliegt oder, wenn Fall @ ein-
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tritt, m’(y) = m’’(y) ist. Dann setzen wir unsere Folge folgendermaBen als
geometrische Reihe mit dem Quotienten ¢7 fort:

s Bag T O; B g, Bygrm

So konnen wir die Folge unbeschrinkt fortsetzen. Vorliufig abbrechen
miissen wir sie nur, wenn bei einem ihrer Abschnitte, der aus Gliedern 8 ¢°™
besteht, fiir k = ¢ der Fall @ eintritt. Dannist ¢ > 1 und inder Folge kg, &, ...
gibt es noch hinter ¢ weitere Glieder. Unter diesen suchen wir, so wie es eben
zweimal geschildert wurde, das erste, bei dem Fall P eintritt oder andernfalls
m’ < m" ist. Solange ndmlich bei einem Gliede %, der Fall @ mit m'(k,)
> m’’ (k;) vorliegt, gibt es noch ein folgendes Glied %, , ;. Gelangen wir aber
in der — absteigenden — Folge ko, %, ... zum Gliede k, = 1, so behandeln
wir es sinngemiB nach Fall P d. h. wir beschlieBen die Folge (26) mit der
nach rechts unbegrenzten geometrischen Reihe

cons g™, Brgm O+
Die so aufgestellte Zahlenfolge bezeichnen wir fiir den Augenblick mit
sy G_1,0p, 87, ...

Zwei Nachbarglieder a, und a,  , gehoren entweder einem der Abschnitte
an; dann ist

@7 G p1 =07 (I =x%=mn)
Oder wir befinden uns gerade an einer der Abbruchstellen; dann tritt die
Uberlegung ein, die zu (25) fithrte, es ist mit der dortigen Bezeichnung

4, = ﬂk,,, Fom' kg = ‘8"1// gD
Wegen ¢ < y, k, >k, ist jetzt (11) mit k=&, v=4F , m=m'(k
anwendbar und liefert

%41 > (2n — 2) ﬁk(p q’fth(kl,b)’
= (21 — 2)a, o™y~ Gyl

und hieraus folgt nach (25) die Beziehung

)

(28) a,,,>a,(2n — 2) A(n)n—1,
Nun bedenken wir noch, daf jede Abbruchstelle einem Vorriicken in der
Folge ko, ki, ..., d. h. einem Riickschritt in der Reihe 1, 2, ..., »

entspricht. Also kénnen hochstens » — 1 Abbriiche vorkommen, An diesen
Stellen gilt (28), sonst (27). Daher gilt
a,—0 fir »— oo
(29)
a,~-+ oo fiir v-—> — oo.
Wir wihlen jetzt @ und w; gemiB

(30) w >w; > Max [¢7", (2n — 2)-1 A(n)—(n—‘-l)z]_
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Ist dann ¢ irgendeine positive Zahl, so gilt bei jedem » eine der Ungleichungen
e, <tw, a >lo,

und zwar wegen (29) bei hinreichend groBlem v die erste, bei hinreichend
groem negativem v die zweite. Sei » = % — 1 die letzte Nummer, bei der
die zweite Ungleichung gilt; dann ist

a,_>tw, a, <tw
und wegen (27) oder (28) und (30) schlieBSlich
a4y = a,_1 Min [¢*, @0 — 2) 4 (R)o—1"] > “—;?1-‘— >t
t< a, < tw.
Die Zahlen a, sind aber von der Gestalt 8, & mit & = ¢™ m' (k) < m < m” (k),
so daB (11) und (15) gelten. Damit sind die Behauptungen des Hilfssatzes
bewiesen.
§ 5.
Intuitionistische Erweiterung des Fundamentalsatzes der Algebra.

Unter dieser Uberschrift hat Brouwer [22] bewiesen, da$ sich jedes
Polynom, bei dem, wenn nicht der héchste, so doch irgendein Beiwert von
Null verschieden ist, sich in Faktoren der Gestalt @ + bx zerlegen 1i8t, wobei
von den Beiwerten @ und b jeweils mindestens einer von Null verschieden ist.
(,,Yon Null verschieden’“ bedeutet hier immer das, was in der intuitioni-
stischen Kunstsprache ,,positiv von Null verschieden* genannt wird: eine
Zahl a ist positiv von Null verschieden, wenn man eine positive rationale
Zahl r angeben kann, derart, daB |a| > r ist.) Brouwer benutzt dabei wieder
die Anndherung des gegebenen Polynoms durch eines mit rationalen Bei-
werten. Ich bemerke hier, daf die Erweiterung des Fundamentalsatzes sich
ganz leicht aus dem Fundamentalsatz selbst ableiten 1aBt. Sei

Hx) =a+ a2+ ... + a,2”

das gegebene Polynom und etwa @; 4 0. Wir suchen zuniichst einen Wert ¢
mit f(c) == 0. Fassen wir die Gleichungen

fA)=a+a2+...4+a,"(A=01,...n)

als lineare Gleichungen fiir ay, . . ., @, auf, so ist ihre Determinante als Van-
dermandesche Determinante von Null verschieden, und die Gleichungen
ergeben eine Darstellung

(31) ax = Cof(0) + ...+ C,f(n)

in der Cy, ..., C, bestimmte rationale Zahlen sind und nicht alle verschwinden,
wie das Beispiel f(z) = z* zeigt. Nun gilt fiir f(0), . . ., f(n) jeweils eine der
Ungleichungen

la @]
H(l)!<2—12—;l—, |1 ()] >§1~‘,L0'|—:
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und zwar nicht immer die erste, weil sonst (31) nicht bestehen kénnte. Ein
Wert von 4, bei dem die zweite Ungleichung gilt, ist der gesuchte Wert c.
Nun setzen wir

.1
9 = y*f{e+5)s
dann ist ¢(y) ein Polynom n-ten Grades mit dem héchsten Beiwert f(c) == 0.

Nach der iiblichen Folgerung aus dem Fundamentalsatz der Algebra gibt
es eine Zerlegung

9) =16 I (y — ).

Setzt man hierin y = _1__0 ein, so folgt

f@ = f(c)’]jl(l 4 o, € — a, %),

und dies ist die behauptete Zerlegung, wenn man noch den Faktor f(c) zu
einem der folgenden dazuschligt.
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