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ZUR KOHOMOLOGIETHEORIE RIGID
ANALYTISCHER RAUME

Siegfried Bosch

Let X be a rigid analytic space and assume that X admits
a formal covering inducing on X the structure of a formal
scheme. Then, dependent on such a formal structure one asso-
ciates to X the "reduction" X which is a scheme of locally
finite type over the residue field corresponding to the
ground field in question. In this paper the cohomology groups
of X are compared with the cohomology groups of X and a di-
mension formula ig proved. As a consequence it is shown that
X is affinoid if X is affine and that an analytic map
@ : X— Y which 1s compatible w1th the formal structures on
X and Y is finite if and only if ©:X~+ Y is finite.

Seit Begrilindung der rigid-analytischen Geometrie durch
TATE hat es gich als sehr nilitzlich erwiesen, affinoide R&u-
me im Sinne formeller Schemata zu studieren, dieses Vorgehen
wurde von RAYNAUD in [12]) auch zur Behandlung globaler R&u-
me vorgeschlagen. Nach [12] wird unter geeigneten Endlich-
keitsvoraussetzungen jeder analytische Raum X1 induziert
von einem formellen Schema {iber dem Bewertungsring des
Grundkdrpers, aber man kann im allgemeinen verschiedene for-
melle Schemata angeben, welche xan induzieren. Aus diesem
Grunde werden wir in dieser Arbeit durchweg analytische
Riume mit einer fest vorgegebenen formellen Struktur, so-
genannte formell-analytische R&ume betrachten. Jedem sol-
chen Raum X 148t sich in kanonischer Weise eine Reduktion
X zuordnen, es ist X ein Schema von lokal endlichem TYyp

iber dem RestklassenkOrper des betrachteten Grundkdrpers.
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Nach einigen einfihrenden Bemerkungen zur Theorie formell-
analytischer Rdume im § 71 werden im § 2 die Kohomologiegrup-
pen eines formell-analytischen Raumes X (welche {ibereinstim-
men mit denjenigen des unterliegenden analytischen Raumes
Xan) verglichen mit den Kohomologiegruppen der Reduktion X.
Dabei ergeben sich Dimensionsabschidtzungen (Theorem 2.8),
die im § 3 einige interessante Anwendungen destatten. So
188t sich zeigen, daB ein formell-analytischer Raum X genau
dann affinoid ist, wenn seine Reduktion X affin ist (Theo-
rem 3.1). Weliter gewinnt man den folgenden Endlichkeitssatz:
Eine formell-analytische Abbildung v : X — Y ist genau dann
endlich, wenn die zugehdrige Abbildung @ : X— ¥ endlich ist.
Dies ist eine Verallgemeinerung eines bekannten Endlichkeits-

satzes fiir affinoide Abbildungen.

Flir einige Anwendungen der hier gewonnenen Resultate

auf rigid-analytische Gruppen sei auf [5] verwiesen.

1. Formell-analytische Rdume

Es sei k im folgenden stets ein nicht-archimedisch be-
werteter Kbrper, die Bewertung von k sei vollstdndig und
nicht-trivial. Wir werden iUber k analytische und insbeson-
dere auch affinoide R&ume betrachten, zur Definition ver-
gleiche man etwa [8,10,13] oder auch [4]. Ist A eine k-af-
finoide Algebra und X = SpA der zugehSrige k-affinoide
Raum, so hat man zu X das affine Modell X = Spiz iber dem
Restklassenkdrper kK von k, die Zuordnung X -~ X ist funk-

toriell.

Man nennt einen affinoiden Teilbereich Y = Sp B eines

affinoiden Raumes X = SpA einen strikten Laurentbereich

von X, wenn es Funktionen f1,...,fr €A gibt mit
Y = {x € X |fp(x)| >1, p=1,...,r}.

Es gilt dann
B =A <f;1,.,.,f;7>,

und wir schreiben auch

-1

Y = X(f1 PR
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natiirlich hat man

Y = X(f_?) mit f: = £

1 Y

ﬁi:jw

Wir betrachten nun die Projektion 7w : X — X. Ein strikter
Laurentbereich X(f—1) < X gibt stets AnlaB zu einem Zariski-
offenen affinen Unterraum X(?—1) < %, es gilt

T = axeeT ), x ™ =TT EE T,

und man sieht sofort, daB 7 eine umkehrbar eindeutige Be-
ziehung zwischen den strikten Laurentbereichen von X und den
Zariski-offenen Unterrdumen des Typs %(5_1) c X mit 5 € 3

induziert. AuBerdem gilt:

BEMERKUNG 1.1. Es sei Y = x(£') ein strikter Laurent-

bereich eines affinoiden Raumes X, ¢ : Y— X bezeichne die

kanonische Inklusion. Dann ist ¥ vermbge der Abbildung

©:Y¥— X ein Zariski-offener Unterraum von ¥, und es gilt
~ oy oy ]
e{Y) = X(£ ).

Beweis. [4], Lemma 3.2.

SATZ 1.2. Es sel X ein affinoider Raum und Y < X ein

affinoider Teilbereich, @ : Y— X sei die kanonische Inklu-

sion. Dann ist dquivalent:

(i} Y ist endliche Vereinigung von strikten Laurentbereichen

von X.

(ii) @ : ¥~ X ist eine offene Immersion, d4.h. 5 definiert

o

Y als Zariski-offenen Unterraum von X.

Beweis. (i) = (ii). Diese Richtung ist klar nach Bemer-
kung 1.1 fir den Fall, daB Y strikter Laurentbereich von X
ist. Den Allgemeinfall fiihrt man wiederum mit Bemerkung 1.1

sofort auf diesen Spezialfall zurlck.

(ii) =» (i). Es sei X = SpA, Y = SpB. Weiter sei y € Y,
es bezeichne § das Bild von y unter der Projektion ¥ — Y.

1) c ?, insbesondere

Dann gibt es ein f € A mit § € X(T
gilt also (¥ ") = X(¥"). Folglich ist die Inklusion
o:¥(£ ") — x(£™"y z.B. nach [1], Satz 3.2, eine endliche
Abbildung. Da o auBerdem eine offene Immersion ist, folgt
mit [6]), Remark 4.1, daB ¢ auch eine abgeschlossene Immer-

sion ist. Dies bedeutet, wie man sich leicht {iberzeugt, daf
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h

-1
>-—+B<f >

v(e ) vermdge ¢ Zariski-offen und abgeschlossen in X({(f
liegt. Betrachten wir nun die Abbildung o*:A<f—1

sc gilt aufgrund der Bijektivitit von o*

ker of < rad (A <f—1>).

Somit folgt o (Y(E 1)) = X(f

mus.

)¢ d.h. o ist ein Isomorphis-

Mit dieser Betrachtung ergibt sich also, daB Y Vereini-
gung von strikten Laurentbereichen von X ist, und da Y gua-
si-kompakt ist, erhdlt man Y bereits als endliche Vereini=-

gung von strikten Laurentbereichen von X, g.e.d.

Wir nennen einen affinoiden Teilbereich Y <« X einen for-

mellen Teilbereich, wenn die kanonische Inklusion ¢ : Y& X

die &dquivalenten Bedingungen von Satz 1.2 erfiillt. Bezeich-
net 7: X ~ X die kanonische Projektion, so sieht man, daB

ein affincider Teilbereich Y < X genau dann formeller Teil-
bereich von X ist, wenn Y Urbild eines Zariski-offenen Un-

terraumes von X ist. Weiter Zzelgt man unschwer mit Satz 1.2

BEMERKUNG 1.3. (1) §§>§giggY1,...,Yn < X strikte Laurent-
bereiche (resp. formelle Teilbereiche). Dann ist auch
n
Y := 'ﬁ Y,
i=1

strikter Laurentbereich (resp. formeller Teilbereich) in X.

(ii) Es seien Y @ X und 72 < Y strikte Laurentbereiche

von X bzw. Y. Dann ist Z auch strikter Laurentbereich in X.

Die entsprechende Aussage ist ebenfalls richtig fiir formelle

Teilbereiche.

Es folgt mit Bemerkung 1.3, daB die strikten Laurentbe-
reiche eines affinoiden Raumes X eine Basis fiir eine Topo-
logie auf X bilden. Diese Topologie nennen wir die formelle
Topologie oder f~Topologie von X, sie ist grdber als die
Grothendieck-Topologie auf X. Es ist klar, daB ein formeller
Teilbereich ¥ < X stets f~offen in X ist, und weiter folgt
mit Bemerkung 1.3, daf die von X auf Y induzierte Topologie
gerade die f-Topologie von Y ergibt. Da jede Zariski-offene
Menge in X guasi-kompakt ist, so ist auch jede f-offene
Menge in X f-quasi-kompakt.
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Es sei nun 67;n die Garbe (bezlglich Grothendieck-Topo-
logie!) der analytischen Funktionen auf einem affinciden
Raum X = Sp A, die also jedem affinoiden Teilbereich Sp B < X
die affinoide Algebra B zuordnet. Wir kénnen(?in auf die
f-offenen Mengen von X beschrdnken und erhalten somit eine

Garbe OX auf X bezliglich der f-Topologie. Wir nennen den

k-geringten Raum (X,(?X) einen formell-affinoiden Raum und
bezeichnen ihn auch mit SpfA. Wie iiblich werden globale

Rédume erklért:

DEFINITION 1.4. Ein formell-analytischer Raum ist ein

k-geringter Raum (X, OX) {in kurzer Schreibweise auch mit X

bezeichnet), derart daB jedes x € X eine offene Umgebung
U < X besitzt), so das (U, U], formell-affinoid ist.

Bei der Erkl8rung von Morphismen formell-analytischer

Réume ist etwas Vorsicht geboten. Als formell-affinoide Ab-

bildungen zwischen formell-affinoiden Riumen Spf A und Spf B
wollen wir lediglich diejenigen Morphismen k-geringter Rdume
© : Spf A » Spf B bezeichnen, die von einem Algebrahomomor=

phismus ¢* : B— A induziert werden. Eine formell-analytische

Abbildung ¢ : X— Y zwischen formell-analytischen R&umen X

und Y sei dann ein Morphismus k-geringter R&ume, derart daB
fliir alle f-offenen formell-affinoiden Unterrdume X' < X und
Y'Y mit @(X') c ¥Y' der induzierte Morphismus X' — Y' je-

welils formell-affinoid ist.

Es ist klar, daB die Kategorie der formell-affinoiden
Réume mit den formell-analytischen Abbildungen als Morphis-
men in natirlicher Weise &dgquivalent ist zur Kategorie der
affinoiden Rdume. Diese Aquivalenz 1dB8t sich wie folgt fort-
setzen zu einem Funktor @ : f-An-+ An der Kategorie der for-
mell-analytischen R&ume in die Kategorie der analytischen
Rdume. Es sei (X,(?X) ein formell-analytischer Raum. Dann
trédgt jeder f-offene formell-affinoide Unterraum U < X als
affinoider Raumreine wohldefinierte G-Topologie. Alle diese
G~Topologien sind miteinander vertrdglich, denn wenn
U,U'" « X f-offen und affinoid sind, so ist U N U' als end-
liche Vereinigung von strikten Laurentbereichen von U bzw.

U' stets ein G-offener Unterraum von U und U'. Wir nennen
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nun eine Teilmenge X' < X G-offen, wenn X' N U stets G-~offen
in U ist fiir alle f-offenen affinoiden Unterrdume U < X und
weiter eine Uberdeckung U von X' eine G-Uberdeckung, wenn
MJU stets eine G-Uberdeckung von X' N U ist, ebenfalls fiir
alle f-offenen affinoiden Unterrdume U < X. Auf diese Weise
erhalten wir eine G-Topologie auf X, welche charakterisiert
ist als feinste G~Topologie, so daB alle f-offenen affinoiden
Unterrdume U < X, versehen mit ihrer natiirlichen G-Topologie,
G~offene Unterrdume von X sind. Es ist nun ohne weiteres mit
Hilfe projektiver Limesbildungen mdglich, die Garbei?x zZu
einer GarbeC?in bezliglich der G-Topologie auf X fortzusetzen.
Somit erhdlt man zu X = (X,@X) einen analytischen Raum, den
wir mit X°° = (X,Oin) bzw. ®(X) bezeichnen wollen, und es
ist klar, daB jede formell-analytische Abbildung ¢ : X ~ Y
auch eine analytische Abbildung @ (V) s x20 o y30 induziert,

& 1st ein Funktor.

Wir nennen X0 = ®(X) den zu X gehBrigen analytischen

Raum und bezeichnen X auch als formell-analytische Struktur

auf dem analytischen Raum x3n,

Man beachte, daB ® keine Aquivalenz von Kategorien ist,
denn man kann, abgesehen von trivialen Fdllen, bereits af-
finoide R3ume stets mit verschiedenen nicht-isomorphen for-
mellen Strukturen versehen. Es ist leicht zu sehen, daB eine
formelle Struktur auf einem analytischen Raum xan gegeben

wird durch eine formelle Uberdeckung von Xan, d.h. eine

G~offene affinoide Uberdeckung x3 =y u, derart daB
i€T
Uy N Uj stets endliche Vereinigung von strikten Laurentbe-
reichen von Uy bzw. Uj ist. Wir betrachten einige Beispiele:
a) Spf T, ist die kanonische formelle Struktur auf dem

Sp Tn'

1l

Einheitspolyzylinder g

b) Sei o € |k|, O < a < 1. Die Uberdeckung

1

E' = {x||x| <o} U {x % x| > a}

i
ist eine formelle Uberdeckung von E1 und definiert eine von

der kanonischen verschiedene formelle Struktur auf El.

c) Eine formelle Struktur auf dem projektiven Raum

P = P" (k) wird definiert durch die tberdeckung P" =
v

Xv
0]

=
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wobei
X\)={(XO""'XI‘1) € IPnl]xv|=1, \xi] <1 ftir i=0,...,n},
es gilt
C z
o) n n
X = Sp k ——,...,—~>SE
v TSR g

Ebenso wie fiir analytische Riume definiert man einen ko-
hérenten(?X—Modul F auf einem formell-analytischen Raum X.
Es gilt das Cartansche Heftungslemma, [11] Theorem 1.2, d.h.
?Tist genau dann kohdrent, wenn ?WSszx fiir jeden f~offenen
affinoiden Unterraum Spf A < X assoziiert ist zu einem end-
lichen A-Modul. Im itibrigen gibt jeder kohidrente OXfModul ?
AnlaB =zu einem koh&drenten C’;n—Modul SUan auf dem analyti-
schen Raum x?" = ©(X), und man verifiziert leicht, daB diese

Beziehung umkehrbar eindeﬁtig ist.

Ist\? ein koh&rentes C?X-Ideal und Y < X der Trdger der
Garbe C?;n/ﬂfan, s0 trdgt Y in kanonischer Weise die Struk-
tur eines formell-analytischen Raumes, wobei die Struktur-
garbe Ck{ aus der Garbe Ox/j'durch Einschrédnkung entsteht.

Wir nennen (Y,@Y) einen abgeschlossenen Unterraum! von X.

Es ist klar, da8 die abgeschlossenen Unterrdume von X ver-
moge Y by y 30 umkehrbar eindeutig den abgeschlossenen Unter-
réumen von XM entsprechen. Ein formell-analytischer Raum X
heiBe separiert, falls die Diagonale A <« X x X ein abge-
schlossener Unterraum von X x X ist. Da der Funktor ¢ Pro-
dukte respektiert, so ist natlirlich X genau dann separiert,

an . .
wenn auch X separiert ist.

Wie Ublich definiert man fir einen formell-analytischen
Raum (X,@X) und einen C&—Modulsrdie Kohomologiegruppen
Hq(X,ﬁa mit Hilfe injektiver Aufl8sungen. Zur Berechnung
dieser Kohomologiegruppen bendtigt man die dechschen Koho-
mologiegruppen quf,?}, wobei /[ eine f-offene formell-
affinoide Uberdeckung von X sei. Nach TATE [13] verschwin-

lMan beachte, daB hier "abgeschlossen" nicht im Sinne der
f-Topologie gemeint ist. Abgeschlossene Unterriume eines
formell-analytischen Raumes X sind i.a. nicht f-abgeschlos-
sen.
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den fiir ¢ > 1 die Kohomologiegruppen Hq(ZLfy) auf einem for-
mell-affinoiden Raum X = Spf A, wenn F kohirent ist (d.husp
assoziiert ist zu einem endlichen A-Modul M) . Hieraus erhdlt
man mit CARTAN Hq(x,?ﬁ =0 fir g > 1. Es sei nun (X,G&)
ein separierter formell-analytischer Raum, dann ist der
Durchschnitt f-offener formell-affinoider Unterrdume wieder
formell-affinoid, und es folgt mit LERAY

1, F) =83, F), g0

flir jeden kohdrenten ¥ —Modul Srund jede f-offene affinoide
Uberdeckung lﬁvon X. Betrachtet man auch den zu (X, \9 ge-
hérigen analytischen Raum (X, 0 Ty, so gibt ?7AnlaB zZu einem
kohdrenten C7in—Modul 37a“, und man hat

1dx, F) = 24U, F) = w4, 72 = 59, FO
Insbesondere gilt also

B(x, 0 = 83x, 03", a 20,
d.h. die Kohomologie von X und x® ist dieselbe.

Wir wollen nun zu formell-analytischen R&umen algebra-
ische Modelle Uber dem RestklassenkOrper X konstruieren.
Zu jedem formell-affinoiden Raum X = Spf A hat man als al-
gebraisches Modell das affine K-Schema X := Spii, welches
reduziert und von endlichem Typ Uber % ist. Ist nun (X,C?X)

ein formell-analytischer Raum und X = {J U eine f-offene
i€X

und formell-affinoide Uberdeckung, so lassen sich die affi-

nen k-Schemata Ui vermbge der "Durchschnitte" Uy n Uj zZu

einem globalen Raum (§,0§) zusammenkleben, hierbei bezeich-

/_\/ . -
ne U, n Uj das Bild von Uy n Uj unter der Projektion

Tyl Ui~+ ﬁi bzw. ﬂj : Uj—» ﬁj' Mit anderen Worten: Wir nen-
nen zwel Punkte x,y € X dquivalent, in Zeichen x ~ y, wenn

fir jede f-offene Teilmenge U <« X mit x € U auch y € U gilt.
Es ist dann X als topologischer Raum homdomorph zu X/~, ver-
gsehen mit der Identifizierungstopo%ogie vermdge der Projek-
tion 7 : X —+ X/~. Weliter bezeichne C)X bzw. éﬁx jeweils die Un-

tergarbe von 0 welche definiert wird durch die Funktionen

X’ ~ a v
aus CG( mit Supremumnorm < 1 bzw. < 1; es seil OX :=(9X/@X

~

Dann ist(pi gerade das direkte Bild w*((9 ), man hat also

X
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als Definition

o~

(X, 0% = X/~ (0g))
und man sieht sofort, daB die Zuordnung
(x, 0y) ~ (X,0%)

funktoriell ist, alsoeinen Funktor von f-An in die Kategorie
der reduzierten k-Schemata von lokal endlichem Typ iber K

definiert.

Es sel an dieser Stelle bemerkt, daB man £-An als volle

o

Unterkategorie der Kategorie der formellen Schemata iber k
(zur Definition vgl. [9], ch. I.10) auffassen kann vermdge

der Zuordnung
(%, 00) ~> (X,my (Oy))

Man beachte jedoch, daB direkte Produkte in beiden Katego-
rien verschieden sein kOnnen, z.B. wenn k nicht algebraisch

abgeschlossen ist. Im dbrigen gilt

&0 = | Kom (00 @ ]

red’

2. Kohomologietheorie

Wir beginnen mit einem Lemma, welches es im folgenden
ermbglichen wird, die Kohomologiegruppen formell-analyti-
scher Rdume mit denen ihrer algebraischen Modelle zu ver-

gleichen.

vollstdndig normierte

LEMMA 2.1. Es seien V,, V,, V,

k-Vektorrdume, V, bzw. V, m8gen k-Orthonormalbasen {xi}i€

I
besitzen. Weiter seien

bzw. {yj}jEJ

P ¥
VvV, — Vy, —> V

1 2 3

k-lineare Abbildungen mit |[o|| < 1, ||¥][ < 1 und im ¢ < ker v.

Fiir die induzierten k-linearen Abbildungen
v, v, Ly

2

3

gelte im @ < ker ¥ und auBerdem dimz ker ¥/im ¢ < . Gibt
es dann einen vollstdndigen kahl bewerteten B-Ring R < k

mit
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A
e(x.) € D Ry.
1 jeg 4

so sind die folgenden Aussagen richtig:

fur alle i € T,

—— e

(i) im@ cim@ < ker ¥ ¢ ker ¥

(1)  dim_ker ¥/imy = dimiigfﬁ/nnmg dimg ker ¥/im

(iii) Falls ker ¥ = hna ; 80 gilt auch ker ¥ = im¢ und auBer-
dem
TT——— —

ker ¢ = kerﬁ, im¥=im¥ .

Bewels. Zur Theorie der k-Orthonormalbasen vergleiche

man [1], zur Theorie der B-Ringe [7,81].

Es ist (i) trivial. Zum Beweis von (ii) wdhle man eine

Teilmenge I' < I, so daB 15(§i)jiEI' eine k-Vektorraumbasis

von imEE ergibt. Dann ist {w(xi)} eine k-Orthonormal-

ier!’
basis eines vollstdndigen k-Vektorraumes W < im¢p, und es
gilt W= un$. Da

dimi ker?/ima < o,

so 148t sich die k-Basis {$(§i)} durch endlich viele

i€T?
Vektoren Z,,...,z_ € im® und weiter durch endlich viele
Vektoren ZS+1""’Zn € ker¥ zu einer k-Vektorraumbasis von
./\._/ T — .-
im¢@ bzw. ker ¥ ergdnzen. Es seien 21""’Zs € im¢ und
ZgyqreecrZy € ker ¥ Reprédsentanten von Zqree 2y Die soO
TT—

erhaltene k-Basis von ker ¥ 1#Bt sich nun noch durch Ele-

~ . o~ ] oy %3 .
mente yj zu einer k-Basis von V, ergdnzen. Sei also

2
J' « J eine Teilmenge, so daRB

{w(xi)}iEI' v {21""’Zn} v {yj}jGJ‘
eine kK-Vektorraumbasis von Vz ergibt. Dann folgt mit [1],
Satz 1.1, daB

, ! ||

@ otphier vt v e

eine k~Orthonormalbasis von V2 ist, allerdings bleibt dazu
noch die Existenz eines vollstdndigen kahl bewerteten B-Rin-

ges R' < k nachzuweisen, derart daB alle Elemente aus (%)

Py
bereits in € R'y. enthalten sind. Die Elemente BqreeerZy
JEJ

10
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lassen sich mit Hilfe der k-Orthonormalbasis {yj}jEJ wie

folgt darstellen

z, = ngdvj yj, dvj € ﬁ R v=1,...,n.
Da die Koeffizienten dvj eine Nullfolge in ﬁ bildin, so ist
nach [7,8] der kleinste vollstdndige B-Ring R' < k, welcher
R und die Elemente dvj enthdlt, ebenfalls wieder kahi bewer-
tet, und es ist klar, daB alle Elemente aus (*) zu € R'y.

jeg  J
gehbren. Somit ist also (x) tatsdchlich eine k-Orthonormal-
basis von VZ'

Es ist ker ¥ abgeschlossen in V2, und man sieht sofort,
das

{W(Xi)[iEI' U 121""’Zn}
eine k~-Orthonormalbasis von ker ¥ ist. Weiter ist auch imo

abgeschlossen, denn W < im¢@ ist abgeschlossen in V2, und

es gilt
dim, im@/W < dim ker ¥/W =n < =.

Da nun

it
{w(xi)}iEI, U 121,...,25}

eine k-Orthonormalbasis von im¢ ist, so erhdlt man

———— ————

dim, ker¥/im@ = n-s = dimﬁ kerv/imo

k
und
n-s <n = dim'E ge?‘;/imai < dimr}z ker’@/im'@ R
d.h. (ii) ist bewiesen.
Es gelte nun ker¥ = im@ . Dann folgt mit (ii) sofort

——

ker ¥ =im@. AuBerdem gilt im ¢ = imo = ﬂgfﬁ = ker@ﬂ d.h.

wir haben n = 0, und es ist {m(xi)} eine k~Orthonormal-

ier!
basis von ker ¥ = imy, die sich durch lyjijJ' zu einer
k=Orthonormalbasis von V2 ergdnzt. Wir wollen zundchst iliber-

legen, daB ker ¢ < ker ¢ gilt, die umgekehrte Inklusion ist
trivial.

11
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~ ~ (<] i~
Es sei x € kerp und x € V1 ein Reprdsentant zu x, es

gelte etwa

®(x) > o, wix,), ¢, €k.
ieT

il

.
~ ~ ) . { |

Wegen x € ker ¢ folgt |9(x)| <1, und da 1w(xi)}i€1g eine

k-Orthonormalbasis von im¢ 1ist, bedeutet dies

max jc;| = o) | <1.
i€I!

Es gilt nun

X - 2 c; X € ker g
i€T1!
und folglich
~ N T T —
X =x- 3 cC, X, € kero,
ier!
~ o~
d.h. es gilt kero < kerop.
— -
Es bleibt nun noch im¥ < imVy zu zeigen, die umgekehrte
Inklusion ist wieder trivial. Sei Z € EEF? und z € imVY < V3

ein Reprédsentant zu E, es gelte etwa z = ¥(y) mit

y= 2 ¢, ¢x.)+ 2 d.v., c., 4. € k.
l€I' 1 1 ]EJ‘ J J 1 j

Da w(xi) € ker ¥, so diirfen wir c; = 0O annehmen fiir alle

ie1.
Falls dann |y| > 1 gilt, so whhle man c € k mit ;cf =iyl
Es folgt
-1 = 17
l¥(c )] =1l | Jvn]| <1

und somit
S —t T

c—1y € ker ¥ = keryv.

Also existiert ein

vyt = 2 ¢! o(x,) + 2 dl y. €V
ier i 2

mit
ly'] < |y| und

-y' = - cl x.) + d. ~dl . € kerv.
Y-y igI' Lelxy) ng' (dy ~aL) vy

12
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Dann muB aber dj - d; = 0 gelten fiir alle j€J', und dies
ist mit der Abschdtzung |y'| < |y| unvereinbar. Also gilt
ly| < 1 und weiter Z = ¥(y) € im¥, g.e.d.

Wir ben&tigen nun noch einige Hilfssdtze ilber ausge-

zeichnete affinoide Algebren im Sinne von [1], p. 53. Eine

affinoide Algebra A heiBt ausgezeichnet, wenn es einen Epi-

morphismus 1 @ Tn +~ A gibt, derart daB die mittels t auf
A induzierte Quotientennorm von Tn mit der Supremumnorm auf

A Ubereinstimmt; 1 ist dann ein ausgezeichneter Epimorphis-

mus. Ausgezeichnete affinoide Algebren sind stets reduziert,
und umgekehrt ist auch jede reduzierte affinoide Algebra A
ausgezeichnet, wenn der Grundkdrper k algebraisch abge-
schlossen ist, oder allgemeiner, wenn k stabil ist und

la|l = |k| gilt.

HILFSSATZ 2.2. Es sel A eine ausgezeichnete affinoide

Algebra und a = (a1,...,a ) ein System von Elementen aus

ﬁ, so das a ein E—Algebraerzeugenden;ystem von & bildet.

Weiter sei {gv}vEI flir eine geeignete Indexmenge Icﬂmg

eine K-Vektorraumbasis von A.? Dann ist {av}vEI eine

k-Orthonormalbasis von A (beziiglich Supremumnorn), und es

gibt einen vollstdndigen B-Ring R < k vom Typ W, so da8

A v . . ° ., . 3
P Ra ein Unterring von A ist, der a <rdy enthdlt.

r
vel T — =

Beweis. Man wdhle einen ausgezeichneten Epimorphismus

To: T = k<g> - A. Dann gibt es gemdR [1], Korollar 2.5,

eine k-Orthonormalbasis {yj}jGJ von Tm sowie eine Index-

menge J' < J, so daB {yj}jEJ‘ eine k-Orthonormalbasis von
ker t bildet und auBerdem der zu {yj}ng und {g } m ge-

hérige B-Ring R < k vom Typ IN ist. Es folgt dann, daB

2FEs sei N_ := INU {0}. Eine sclche Indexmenge I existiert
natlirlich immer.

SEin vollsténdiger B-Ring R < k heift vom Typ N, wenn es
eine Nullfolge in k gibt, so daf R der kleinste B Ring in 3
ist, der diese Nullfolge enthdlt. B-Ringe vom Typ W gind
immer diskret und insbesondere kahl bewertet. AuBerdem ist
der kleinste B-Ring R < k, welcher endlich viele gegebene
B~Ringe R1""'Rs < k vom Typ N enthdlt, wieder vom Typ N.
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{T(yj)}jeJ\J' eine k-Orthonormalbasis von A ist und weiter

daB
A A U
O Rrlyy) = Z—ZRt(z")
JEINT ! J HEN

o

ein Unterring von k ist. Wir dirfen nun ohne Einschrénkung
A
Aqse-e08y € ' &5 'RT(yj)
JEINT

annehmen, denn der kleinste vollstédndige B-Ring, der R und

eine gegebene Nullfolge aus k enthdlt, ist wieder vom Typ NN.

Es folgt dann mit [1], Satz 1.1, daB {av}vGI eine k=Crtho-
normalbasis von A ist und weiter, dafB

A A

b ra = D  Rrr(y.)

vEI JEINT? J

2 e
gilt, also ist © Ra" insbesondere Unterring von A.
vET

FOLGERUNG 2.3. Es sei 17 : A » B ein Homomorphismus aus-

gezeichneter affinoider Algebren. Dann gibt es Systeme

a = (a1,...,an) bzw. b = (b1""’bm) in A bzw. B sowie In-

n m v . u
dexmengen I < W_, J < N_, so daB Ia }vel bzw. 1b }UEJ

k-Orthonormalbasen von A bzw. B sind. Weiter existiert zu Jje

zwei solchen Basen stets ein B-Ring R < k¥ vom Typ Nmit

A
(@) € © rp¥ fir alle v € I.
HEJ

Beweis. Man konstruiere mit Hilfssatz 2.2 k-Orthonormal-

basen der Form J’a\) ’ p¥ von A bzw. B und wende dann
1 vel HEJ

Hilfssatz 2.2 nochmals an auf das System

(T(a—1)I"'IT(an)ib'If'-'lbm)
in é.

HILFSSATZ 2.4. Es seil A eine ausgezeichnete affinocide

Algebra und B © A eine abgeschlossene Unteralgebra, o : A~ A

bezeichne die kanonische Projektion. Ist dann B = o(B!?ﬁ)

eine endlich erzeugte E—Algebra, so ist B eine ausgezeichne-

te k-affinoide Algebra, und die Supremumnorm auf A induziert

die Supremumnorm auf B.

14
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Beweis. Es seien a = (aT,...,an) bzw., b = (b1,...,bm)
Systeme von Elementen aus A bzw. Br1£, so daB a bzw. b
ﬂ—Algebraerzeugendensysteme von A bzw, B seien. Weiter wihle

n m ~ul N
man Indexmengen I < Eﬂy J < Iﬂ), so daB {b fueg eine k-Vek

torraumbasis von B und

N\)l jNu
{a Jver Y\P }pEJ
eine k-Vektorraumbasis von A ergibt. Nach Hilfssatz 2.2 ist
dann
Ia“l
1° jver
eine k-~Orthonormalbasis von A, und man sieht sofort, daB

auch

']

Jueg

eine k-Orthonormalbasis von B ergibt. Da nun B abgeschlossen

in A liegt, so l&8B8t sich ein Epimorphismus
r=k<g,n-¢m>»B

5 i bi’ i=1,...,m
definieren, und es ist B eine affinoide Algebra. Die von
der Supremumnorm von A auf B induzierte Norm ist potenzmul-
tiplikativ und muB aus diesem Grunde mit der Supremumnorm
von B libereinstimmen. Weiter ist B ausgezeichnet, denn die
Abbildung T ist nach Konstruktion surjektiv, d.h. 1 ist

ein ausgezeichneter Epimorphismus, g.e.d.

FOLGERUNG 2.5. Es sei SpA ein affinoider Raum und
T —
SpA = | S;)Bp eine Uberdeckung mit formellen Teilberei-
p=1
chen. Dann ist A eine ausgezeichnete affincide Algebra ge-

nau dann, wenn alle Bp ausgezeichnet sind.

Bewels. Wenn SpB< SpA ein strikter Laurentbereich ist,
sc folgt unmittelbar aus [4], Hilfssatz 3.1, daB mit A auch
B ausgezeichnet ist. Da ein formeller Teilbereich in Sp A
stets endliche Vereinigung von strikten Laurentbereichen
ist, bleibt lediglich noch zu zeigen, daB A ausgezeichnet
ist, sofern alle Bp ausgezeichnet sind. Man betrachte die

normerhaltende Inklusion

15
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Aes>p' := J] B .,
p=1 °
wobei man A' in kanonischer Weise als affinocide Algebra auf-

fasse. Sind nun alle Bp ausgezeichnet, so ist A' ausgezeich-

net, also ist nach Hilfssatz 2.4 auch A ausgezeichnet, dg.e.d.

FOLGERUNG 2.6. Es sei t : A » B ein Homomorphismus aus-

gezelichneter Algebren. Ist dann T:R -+ B surjektiv bzw. bi-

jektiv, so besitzt auch 1 die entsprechende Eigenschaft.

Beweis. Sei T surjektiv. Man widhle ein System
- ~ ~
a = (a1,...,an) in A, so daB a ein k~Algebraerzeugendensy-
stem von A bildet. Weiter sei I < Iﬁ; eine Indexmenge, der-—
art das {7(3)"
1 vel | N
folgt dann mit Hilfssatz 2.2, daB yrt(a) } eine k~-Ortho-

vEI
normalbasis von B bildet, und man sieht sofort, daB Tt sur-

eine K-Vektorraumbasis von B bildet. Es

jektiv ist. Wenn T bijektiv ist, so ist 1 natiirlich injek-
tiv und aufgrund des soeben Bewiesenen auch surjektiv, also

bijektiv, g.e.d.
Wir beweisen nun noch eine Variante zu Satz 1.2.

SATZ 2.7. Es sei ¢ : ¥ = SpB + X = SpA eine affinoide

Abbildung, die Algebren A und B seien ausgezeichnet. Ist dann

~ . ~ o~ ~ . T ~
Y vermbge ¢ : Y -~ X ein Zariski-offener Unterraum von X, sO

ist Y vermbge ¢ ein formeller Teilbereich von X.

Beweis. Man schlieBt &hnlich wie in 1.2, es ist nur zu
zeigen, daB Y vermbge ¢ affinoider Teilbereich von X ist.
Zu y €Y gibt es ein £ €A mit yE'Y(f_1), so daB die von
o+ Y(£7) » x(£7') induzierte Abbildung & : ¥(F ) ~X(E
bijektiv ist. Die Algebren A<f "> und B<f !> sind nach Fol-
gerung 2.5 ausgezeichnet, also ist mit S nach Folgerung 2.6
auch ¢ bijektiv. Somit ist ¢ : ¥ » X eine offene Immersion,

und @ definiert Y als affinoiden Teilbereich von X.

Folgerung 2.5 bietet die M&glichkeit, den Begriff "aus-
gezeichnet" auch fiir formell-analytische Rdume zu erklidren.

Wir nennen einen formell-analytischen Raum X ausgezeichnet,

wenn flr jeden f-offenen formell-affinoiden Unterraum
Spf AcX die affinoide Algebra A ausgezeichnet ist. X ist

also genau dann ausgezeichnet, wenn es eine f-offene formell-

16
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affinoide Uberdeckung X = | SpfA gibt, so daB alle Alge-
i€T
bren Ay ausgezeichnet sind. Insbesondere ist ein formell-

affinoider Raum Spf A ausgezeichnet genau dann, wenn A aus-
gezeichnet ist. Ein ausgezeichneter formell-analytischer
Raum ist stets reduziert, und umgekehrt ist auch jeder redu-
zierte formell-analytische Raum ausgezeichnet, falls der

Grundkdrper k algebraisch abgeschlossen ist.

THEOREM 2.8. Es sei X ein separierter formell-analyti-

scher Raum, X seil auBerdem ausgezeichnet und quasi-kompakt.

Dann gilt

a) aim #Y9(x,0p) < dimg 1%, 0z fir alle q >0

b) X ist formell-affinoid, falls X affin ist.

Ist auBerdem X rein-1-dimensional, X projektiv alge-
braisch mit Ho(§,0§)==i, so gilt

o
. 1  qire 5 (¥ Oy <
aim, 1'(%,0,) = aimg ' (X,04) <
Hq(X,OX) =0 fir g > 1.
Beweis. Man wdhle eine f-offene affinoide Uberdeckung

L[= (U1""’Un) von X, dann ist W = (51,...,ﬁn) eine offene

affine Uberdeckung von X. Wir betrachten die ech-Komplexe
a -1 3°
(*) 0«——>C(u0)———>C(ZL(9)——-+c UGy — ...
Tt o T g7 & 24700
() 05— cA,0p == " U, 0p S A A0¢ — ...
Die Algebren A, =0 (v, U, ) sind alle aus-
o ig o N-- q

gezeichnet, und es gilt

W, 0p = T A,
i ... Yorttlg
O g
Cq(U'OSE) = I Ki R
e} g

17
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Versehen wir also die Algebren A, . mit der Supremumnorm

or " iq
und weiter den k-Vektorraum Cq(Z[JDX) mit der Maximumnorm,
genommen Uber die einzelnen Komponenten, so haben wir

o ——

U0 = L0y -
In jeder Komponente Ai i von Cq(lfﬁjx) wdhle man eine

o' i
k-Orthonormalbasis gemdf Hilfssatz 2.2 bzw. Folgerung 2.3,
insgesamt erhdlt man so eine k-Orthonormalbasis wvon

Cq(lf,OX). Der Korandoperator
g-1 ., ~a-1 L o9
a7 T ALOY - U0

setzt sich zusammen aus endlich vielen Restriktionen der Art

Ai N - Ai . und Addition bzw. Subtraktion solcher
o tg-1 0" ig

Abbildungen. Man wende nun auf alle diese Restriktionen Fol-
gerung 2.3 an, wobel man annehmen darf, daB der jeweilige
B~Ring R < ﬁ, den man mit 2.3 erhdlt, fir alle Restriktionen
derselbe ist; denn der kleinste vollstdndige B-Ring R < ﬁ,
welcher endlich viele gegebene B-Ringe vom Typ W enthélt,
ist ebenfalls vom Typ N. Man sieht dann sofort, daB fir
die Abbildungen
g-1 a9 4 a9 g+

L0 S— A0 —— T AL O

alle Voraussetzungen zu Lemma 2.1 erfiillt sind, falls

dimf]z Hq(i,oi) = dim']\{' Hq(urog) <

gilt. Es ist klar, daB wir zum Beweis von a) und c¢) diese Ab-
schdtzung fir g > O und im Falle b) flir g > 1 annehmen diir-

fen. Wir erhalten dann mit Aussage (ii) von Lemma 2.1
aim_ 59U, 0p < aimg 84,050, g 20,

womit a) unter Benutzung von LERAY folgt.

Ist nun X affin, so ist

o~ e} o~ ~1 ~
L 0p 5 N0y S (L 0p

18



BOSCH 19
exakt, es folgt also mit Aussage (iii) von Lemma 2.7 unter
anderem

g;}‘éo = ker d°.
Wir kdnnen CQ(ZL,OX) = .fi Ai als ausgezeichnete affinoide
i=
Algebra auffassen. Dann ist
A := ker a° =OX(X)
eine abgeschlossene Unteralgebra von Co(lﬁﬂjx) derart daB

~ ~

% = ker d° =O§(X)

eine endlich erzeugte ?—Algebra ist. Somit folgt mit Hilfs-
satz 2.4, daB A selbst eine ausgezeichnete gffinoide Algebra
ist, wobei die von CO(LL,C&) anf A induzierte Norm die Su-

premumnorm ist. Betrachten wir nun die Restriktionen

.+ A > A, 5. : X+ &, i=1,...,n
O'l A i i A i’ ! ’ 14

so induzieren die Abbildungen Gi jeweils die Inklusionen

vyt Xi = SpAi‘—»X = SpA.

Folglich definieren die Abbildungen

a % = ;
o ¢ Xi = SpfA.l ~ Spf A

gemdB Satz 2.7 jewells Xi als f-offenen Unterraum von SpfA,

und es ist klar, daB die natlrliche Abbildung
X + spfa
ein Isomorphismus ist, d.h. X ist formell-affinoid.

Nun zum Beweils von c¢). Es gilt also

o,1s o
(U 0p =k,

. 1
dlmz H (M,OX) < w,
Hq(Llfjg) =0 fiir g > 1.

Somit folgt nach a} insbesondere

B0y =k, BN, Q) =0 fir g > 1,

19
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denn wir haben wegen k < Ox(x) natiirlich dim, g° (LL,OX»

Mit Aussage (iii) von Lemma 2.1 ergibt sich ima° = im 3°

denn
o~ 0,17 q° 1,17
ist exakt, und weiter ££§‘é1 = ker 31 denn

c (UO AN ('MO~)——-»c (U(9~

ist exakt, d.h. es folgt mit Aussage (ii) von Lemma 2.1

. 1 . 1 . 1,, .0
dlmk H (X,OX) = dJ_mk H (U,OX) = dlmk kerd /imd
e o
= dimE ker d1/im a® = dimf]z ker a"!/im e
—as 1 = gim 5 (% O
=aimp ' (U, 0¢) = aim 1" (X,05).

Theorem 2.8 ist bewiesen.

3. Anwendungen

Es 148t sich die Aussage b) von Theorem 2.8 verallge-

meinern zu

THEOREM 3.1. Ein formell-analytischer Raum X ist genau

dann affinoid, wenn seine Reduktion ¥ affin ist.

Bevor wir den Beweis geben, seien einige Folgerungen zu
diesem Theorem angefilhrt. Wir nennen eine formell-analyti-
sche Abbildung ¢ : X » Y endlich, wenn fiir jeden f-offenen
affinoiden Unterraum Spf B « Y stets m_1(Spf B) ein formell-
affinoider Unterraum SpfA < X 1st, so daB die Abbildung

mgpf B' B ~ A endlich ist. Man Uberlegt sich leicht mit Hilfe

des Cartanschen Heftungslemmas, [11] Theorem 1.2, das

@: X + Y bereits dann endlich ist, wenn es eine f-offene

affinoide Uberdeckung Y = U Spr gibt, so daB die indu-
1EI

zierten Abbildungen 0, 0 (Spri) - Spri endliche Ab-

bildungen formell-affinocider Riume sind. Ist z.B. X abge-
schlossener formell-analytischer Unterraum von Y, so ist die
Inklusion X = Y insbesondexe endlich. Im ibrigen ist eine

endliche Abbildung v : X +~ ¥ stets abgeschlossen in dem Sinne,

20
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daB sie abgeschlossene formell-analytische Unterrdume von X
in abgeschlossene formell-analytische Unterrdume von Y ilber-

fiihrt. Wir erhalten als Folgerung zu Theorem 3.1

KOROLLAR 3.2. Es sei ¢ : X » Y eine formell-analytische

Abbildung zwischen formell-analytischen Riumen X und Y. Dann

ist dquivalent:

(1) ¢ :X ~ Y ist endlich.

~

(ii) 9 : X ~»

R

ist endlich.

Beweis. Es sei Y = U Spri eine f-offene affinoide
i€T
Uberdeckung. Dann ist (i) &dguivalent zu folgender Bedingung

(i') Es ist ¢ ' (SpfB,) formell-affinoid, etwa ¢ ' (Spf B,)
= * . ' ' 3
SpfAi und wspri : By v Ai ist endlich fir alle
i€ 1.

Entsprechend ist (ii) &quivalent zu

(ii') Es ist 5_1(Sp']\3'i) affin, etwa rch‘-_T(Sp']\BJi) = SpKi und
®5p §i : B A, ist endlich fir alle i€ I.
Nun gilt
—_ TT—
o VspB.) = o (spEB.)
P i =@ P i’"

Nach Theorem 3.1 ist w_1(Spri) affinoid genau dann, wenn
6—1(Sp>§i) affin ist. Weiter ist z.B. gemidB [1], Satz 3.2
ein Homomorphismus B + A zwischen affinoiden Algebren end-
lich, genau dann wenn die Restklassenabbildung B + A endlich
ist. Damit ist die Zquivalenz von (i') und (ii') unmittelbar
klar.

KOROLLAR 3.3. Ein formell-analytischer Raum X ist genau

dann separiert, wenn auch X separiert ist.

Beweis. Sind PqsPy : X x X » X die beiden Projektionen
auf die einzelnen Faktoren Zon %\i“i, sg iniuzieren P, und
P, eine endliche Abbildung ¢ : X x X » X x X, denn fiir af-
finoide Algebren A und B ist die entsprechende Abbildung

T RN—

K®§§+A®k3

21
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stets endlich. Wir betrachten nun die Diagonalabbildungen

X —£—+ X x X

v § T~ T o~ o~
X—— X x X— X x X.

Es sei X vermSge 8 ein abgeschlossener Unterraum von X x X,
dann liegt $(X) nach Korollar 3.2 abgeschlossen in §~;a§'
und da § endlich ist, liegt auch 5 -3 (X) abgeschlossen in

X x X. Ist umgekehrt X vermoge -7 abgeschlossener Unter-
raum von X x X, so liegt X vermbge 3 auch abgeschlossen in
X x X. Wiederum mit Korollar 3.2 folgt, daB 3§(X) abgeschlos=-

sener Unterraum von X x X ist, g.e.d.

Zum Beweils von Theorem 3.1 bendtigen wir einige Vorbe-
reitungen. Es bezeichne im folgenden k stets den komplettier~-
ten algebraischen AbschluB von k. Der Kb&rper k ist wiederum
algebraisch abgeschlossen, und der algebraisch-separable Ab-
schluf von k liegt dicht in k.

LEMMA 3.4. Es sei X ein formell-analytischer Raum und k'

ein vollstidndiger Unterkdrper von k, der k enthilt. Ist dann
X' 1= X éék k' formell-affinoid, so auch X.

Beweis. Zundchst sei bemerkt, daB X quasi-kompakt ist,
denn X' ist als formell-affinoider Raum quasi-kompakt. Wir
wdhlen eine f-offene affincide Uberdeckung LL: (U1"“’Un)

von X und betrachten den zu U;gehérigen éech—Komplex
o a® .
o— U0 —c L0y — ...

pa flir jede f-offene Menge U <« X die k-~Algebra g (U) kano-

nisch die Topologie einer k-Banachalgebra tragt,zéerart dan
alle Restriktionen stetig sind, so trdgt folglich Jjedes
Cq(LL,OX) die Topologie eines k-Banachvektorraumes, derart
daB der Korandoperator d stetig ist. Man beachte jedoch, das
wir jetzt auch den nicht-reduzierten Fall einschlieBen, d.h.
wir miissen statt der Supremumnorm auf einer affinoiden Al-
gebra A stets die Quotientennorm beziiglich eines definieren-

den Epimorphismus Tm - A zugrundelegen.

A A
Bezeichnet ([’ = (U, Q@k kK'yoousUy Q@k k') die von W

induzierte f-offene affinoide Uberdeckung von X', so erhdlt
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man den éech—Komplex C'(LC,(éxu) aus dem Cech-Komplex

C'(l[d?x) vermbge Tensorierung mit k':
A
© i . . f
(W0 = L0y ® x .
Aufgrund der Abgeschlossenheit von ker a° folgt dann

AN N
0y &, k' = (kera® ®, k' =ker (@° ® x) =0y (x1),

dies sieht man etwa mit [2], Lemma 3.2 und unter Ausnutzung
Al

der Exaktheit von Q@k.

Wir fllhren jetzt den Beweis von 3.4 fiir den Spezialfall
einer endlichen Galoiserweiterung k' iUber k. Dann operiert

die zugehfrige Galoilsgruppe T auf der k'-affinciden Algebra
JAN
2= ' = '
At =0y, (x1) =0, (x) B k',

und es ist A := OX(X) die Fixalgebra. Nach [3], Lemma 3.1
ist A eine k-affinoide Algebra, man hat daher eine formell-
analytische Abbildung ¢ : X — Spf A, welche nach Tenso-

rieren mit k' den kanonischen Isomorphismus ¢' : X' & SpfA°’

ergibt. Es seil vermerkt, daB
o (0y) = @Spf a

gilt, denn wenn 8pf B < SpfA ein f-offener affinoider Unter-
raum ist, so kdnnen wir die obige Betrachtung fir den for-
mell-analytischen Raum w_T(Sprﬁ anstelle von X durchfih-
ren. Wir wollen nun noch einen Hilfssatz beweisen, der zeigt,
daB ¢ ein HomSomorphismus f-topologischer Riume ist; denn
dann ist klar, daB ¢ einen formell-analytischen Isomorphis-

mus zwischen X und Spf A erklédrt.

HILFSSATZ 3.5. Es sei k' eine endliche quasi-galoissche

Kérpererweiterung von k und Y ein formell-analytischer Raum

Uber k. Dann gilt filir die kanonische Projektion
p:Y! =Y®kk' - Y

(i) p ist surjektiv und f-offen.

(ii) Die Operation von T := Gal (k'/k) auf Y' induziert eine

transitive Operation auf den Punkten der Fasern von p.

Beweis. Es seien Y und Y' ohne Einschrdnkung affinoid,

etwa Y = Spf B, Y' = SpfB'. Falls k' rein inseparabel {iber
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k ist, so sieht man leicht, daB p : ¥' » Y in diesem Falle
einen Homdomorphismus f-topologischer Riume liefert. Wir
diirfen daher ohne Einschrdnkung k' als Galoiserweiterung
von k annehmen. Es ist p surjektiv, denn p ist endlich. Wei-
ter folgt (ii) mit [3], Korollar 3.3. Um zu sehen, daB ¢
f-offen ist, wdhlen wir U < Spf B' f-offen, ohne Einschrén-

kung dlirfen wir annehmen, daf U invariant unter T ist. 2Zu

x €U gibt es dann ein g€B', ]g]sup =1 mit jg(y(x))] =1
flir alle vy €T und mit
) -1
Spf B ' <g >c U.
Sei nun h := TJI y(g), dann gilt h€ B und auBerdem

YET
p(x)Ep(Spr'<h;k)= Spf B <h—k cp(U) ,
d.h. p ist offen, g.e.d.

Um nun zu sehen, daB ¢ ein Hombomorphismus f-topoclogi-

scher Rdume ist, betrachten wir das kommutative Diagramm

X ———— SpfA ’

P, und P, seien die kanonischen Projektionen. Die Surjekti-
vitdt von ¢ folgt aus der Surjektivitdt von Py welter ist

¢ auch injektiv, denn die Fasern von = und Py stimmen nach
Hilfssatz 3.5 iiberein. SchlieBlich ist ¢ f-offen, denn die

Projektion Py ist nach Hilfssatz 3.5 f-offen. Damit ist derx
Beweis von Lemma 3.4 vollendet fiir den Spezialfall einer

endlichen Galoiserweiterung k' {ilber k.
Zum Beweis des Allgemeinfalles nehmen wir k' = k an, es
fay —
sei wieder A = OX(X), A" = A @& k = OX'
k-affincide Algebra. Wir betrachten die Bedingungen

(X'). A' ist eine

(i) Es existiert ein topologisches Erzeugendensystem
a = (a1,...,am) von A', welches bereits in A enthalten

ist.
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A

(ii) Es ist Ui = Ui Qbk k ein strikter Laurentbereich von
X' = SpfA', etwa Ui = X'(glj), und es gilt bereits

95 €A fir i =1,...,n.

Bezeichnet ks < k den algebraisch—sepa?ablen AbschluB von
k, so liegt A @_k_ dicht in A' = A @, k, d.h. es 1d8t
sich jedes Element aus A' beliebig gut durch Elemente aus
A ébk k, approximieren. Damit sieht man leicht, daB sich
die Bedingungen (i) und (ii) realisieren lassen, wenn man k
durch eine endliche Galoiserweiterung ersetzt. Da dies auf-
grund des soeben bewiesenen Spezialfalls ohne Einschrénkung
mbglich ist, dlirfen wir also die Bedingungen (i) und (ii)

als gegeben annehmen. Der Homomorphismus
o Tm(k) = k<> — A
z = a

geht nach Tensorierung mit k Uber in einen Epimorphismus

', - % '
o' Tm(k) k<g> — A

A -
Nach [2], Lemma 3.2 gilt ker ¢' = (ker o) Q@k]<, d.h. die In-
jektion k <z>/ker ¢ —«+ A geht nach Tensorieren mit k iiber in
die Bijektion k <¢>/ker ¢'=% A'., Es liegt also k <> /ker o

insbesondere abgeschlossen in A, und es gilt deshalb
k<g>/keroc = A,

d.h. A ist k-affinoide Algebra. Man hat somit wiederum eine

formell-analytische Abbildung
@ :X —-Spfa,

welche nach Tensorieren mit k den Isomorphismus
@' X'S Spf A

ergibt. Da ®(U,) < SpfA<g,'> gilt fir i = 1,...,n, so in-
duziert ¢ Abbildungen

-1
@t Ui~+ SpfA<gi >,

welche nach Tensorieren mit k in die Isomorphismen

©} : 0! = Spf A* <g;1>
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Ubergehen. Dann sind auch die Abbildungen 0, Isomorphismen,

d.h. ¢ ist ein Isomorphismus, und Lemma 3.4 ist bewiesen.

LEMMA 3.6. Es sei X ein formell-analytischer Raum. Ist

dann X formell-affinoid, so auch X.
— “red —

Beweis. [9], chap I, Proposition 2.3.5 und Corollaire

4.5.9, die dortigen Beweise iibertragen sich sinngem#B.

Nun kommen wir zum Beweig von Theorem 3.1. Es sei also
X formell-analytisch und X affin, dann ist mit X auch X
quasi-kompakt. Wir dirfen ohne Einschr&nkung annehmen, dafR
k algebraisch abgeschlossen und X reduziert ist, denn auf-
grund von Lemma 3.4 und Lemma 3.6 ist lediglich zu zeigen,
daBf (X @%;E)red formell~affinoid ist. Das algebraische Mo-
dell dieses Raumes ist ebenfalls wieder affin, da die kano-

nische Abbildung

- o~

X Q@kli -+ X éQE]<
endlich ist. Unter diesen zusdtzlichen Voraussetzungen ist
X ausgezeichnet, und es folgt Theorem 3.1 mit Aussage b) von
Theorem 2.8, sofern X separiert ist. Nun wird aber die Se~
pariertheit von X in Theorem 2.8 lediglich bendtigt, um zu
garantieren, daB fir die f-offene affinoide Uberdeckung
U= (U1,...,Un) von X alle Durchschnitte

Ui n... ﬂUi

o g

stets wieder formell-affinoid in X sind. Eine Uberdeckung
mit diesen Eigenschaften 148t sich in unserem Falle leicht
konstruieren, auch wenn die Separiertheit von X nicht be-
kannt ist, denn ¥ ist affin. Man wihle die f~offene affinoide
UberdeckungQi)= (Uq""’Un) von X so, daB ﬁi jeweils ein of-
fener Unterraum des Typs %(3‘1) in X ist. Dann ist

iO e iq
jeweils offener Unterraum des Typs ﬁi (5
o e}

'HEOR’ ('ﬁi ), und es gilt fiir einen Reprdsentanten hEOX(Ui )
o o

) in Ui mit einem

von h
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d.h. Ui n...n Ui ist formell-affinoid. Somit ist Theorem 2.8
o g
in jedem Falle anwendbar, und es folgt Theorem 3.1.
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