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ZUR KOHOMOLOGIETHEORIE RIGID 

ANALYTISCHER R~UME 

Siegfried Bosch 

Let X be a rigid analytic space and assume that X admits 
a formal covering inducing on X the structure of a formal 
scheme. Then, dependent on s~ch a formal structure one asso- 
ciates to X the "reduction" X which is a scheme of locally 
finite type over the residue field corresponding to the 
ground field in question. In this paper the coho~ology groups 
of X are compared with the cohomology groups of X and a di- 
mension formula is proved. As a consequence it is shown that 
X is affinoid if ~ is affine and that an analytic map 

: X~ Y which is compatible with the formal structures on 
X and Y is finite if and only if ~ : ~ ~ Y is finite. 

Seit Begr~ndung der rigid-analytischen Geometrie durch 

TATE hat es sich als sehr n~tzlich erwiesen, affinoide R[u- 

me im Sinne formeller Schemata zu studieren, dieses Vorgehen 

wmrde von RAYNAUD in [12] auch zur Behandlung globaler R~u- 

me vorgeschlagen. Nach [12] wird unter geeigneten Endlich- 

keitsvoraussetzungen jeder analytische Raum X an induziert 

von einem formellen Schema ~ber dem Bewertungsring des 

Grundkbrpers, aber man kann im allgemeinen verschiedene for- 

melle Schemata angeben, welche X an induzieren. Aus diesem 

Grunde werden wir in dieser Arbeit durchweg analytische 

R~ume mit einer fest vorgegebenen formellen Struktur, so- 

genannte formell-analytische R~ume betrachten. Jedem sol- 

chen Raum X l~St sich in kanonischer Weise eine Reduktion 

zuordnen, es ist ~ ein Schema von lokal endlichem Typ 

~ber dem Restklassenk~rper des betrachteten Grundkbrpers. 
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Nach einigen einf~hrenden Bemerkungen zur Theorle formeli- 

analytischer Riume im w I werden im w 2 die Kohomologiegrup- 

pen eines formell-analytischen Raumes X (welche Nbereinstim- 

men mit denjenigen des unterliegenden analytischen Raumes 

X an) verglichen mit den Kohomologiegruppen der Reduktion X. 

Dabei ergeben sich Dimensionsabsch~tzungen (Theorem 2.8), 

die im w 3 einige interessante Anwendungen gestatten. So 

l~Bt sich zeigen, dab ein formell-analytischer Raum X genau 

dann affinoid ist, wenn seine Reduktion ~ affin ist (Theo- 

rem 3.]). Weiter gewinnt man den folgenden Endlichkeitssatz: 

Eine formell-analytische Abbildung ~ : X-+ Y ist genau dann 

endlich, wenn die zugeh6rige Abbildung ~ : ~-+ ~ endlich ist. 

Dies ist eine Verallgemeinerung eines bekannten Endlichkeits- 

satzes for affinoide Abbildungen. 

FOr einige Anwendungen der hier gewonnenen Resultate 

auf rigid-analytische Gruppen sei auf [5] verwiesen. 

I. Formell-analytische R~ume 

Es sei k im folgenden stets ein nicht-archimedisch be- 

werteter K6rper, die Bewertung yon k sei vollst~ndig und 

nicht-trivial. Wir werden Ober k analytische und insbeson- 

dere auch affinoide R~ume betrachten, zur Definition ver- 

gleiche man etwa [8,10,13] oder auch [4]. Ist A eine k-af- 

finoide Algebra und X = SpA der zugeh6rige k-affinoide 

Raum, so hat man zu X das affine Modell ~ = SpA ~ber dem 

Restklassenk6rper ~ von k, die Zuordnung X ~ ~ ist funk- 

toriell. 

Man nennt einen affinoiden Teilbereich Y = Sp B eines 

affinoiden Raumes X = SpA einen strikten Laurentbereich 

von X, wenn es Funktionen f1'''" 'fr s ~ gibt mit 

Y = {x c x Ifp(X) l _> I, p : ! ..... r}. 

Es gilt dann 

-I f-! 
B = A <fl '" ""' r >' 

und wir schreiben auch 

-1  frl y : X(f I ..... ) , 



nat~rlich hat man 

y = X(f -I) 

BOSCH 3 

r 
mit f: = ~ fp. 

p=1 

Wir betrachten nun die Projektion ~ : X~ ~. Ein strikter 
-I 

Laurentbereich X(f ) c X gibt stets AnlaB zu einem Zariski- 
NN-- I 

offenen affinen Unterraum X(f ) c ~, es gilt 

~(~-I) = %(X(f-1)) , X(f-1) = -I(~(~-I)), 

und man sieht sofort, dab ~ eine umkehrbar eindeutige Be- 

ziehung zwischen den strikten Laurentbereichen yon X und den 

Zariski-offenen Unterr~umen des Typs ~(~-I) c ~ mit ~ 6 

induziert. AuBerdem gilt: 

BEMERKUNG 1.1. Es sei Y = X(f -I) ein strikter Laurent- 

bereich eines affinoiden Raumes X, e : Y~ X bezeichne die 

kanonische Inklusion. Dann ist ~ verm6ge der Abbildung 

: ~ ~ ein Zariski-offener Unterraum yon ~, und es gilt 
~(~) = ~(~-I). 

Beweis. [4], Lemma 3.2. 

SATZ 1.2. Es sei X ein affinoider Raum und Y c X ein 

affinoider Teilbereich, ~ : Y~ X sei die kanonische Inklu- 

sion. Dann ist ~quivalent: 

(i) Y ist endliche Vereinigung yon strikten Laurentbereichen 

yon X. 

(ii) ~ : ~ ~ ist eine offene Immersion, d.h. ~ definiert 

als Zariski-offenen Unterraum yon ~. 

Beweis. (i) ~ (ii). Diese Richtung ist klar nach Bemer- 

kung 1.1 f~r den Fall, dab Y strikter Laurentbereich von X 

ist. Den Allgemeinfa!l f~hrt man wiederum mit Bemerkung 1.1 

sofort auf diesen Spezialfall zur~ck. 

(ii) ~ (i) . Es sei X = SpA, Y = Sp B. Welter sei y E Y, 

es bezeichne ~ das Bild yon y unter der Projektion Y~ ~. 

Dann gibt es ein f E A mit ~ 6 ~(~-I) c ~, insbesondere 

gilt also ~(~-I) = ~(~-I). Fo!glich ist die Inklusion 

~ : y(f-1) ~-~ X(f-1) z.B. nach [I], Satz 3.2, eine endliche 

Abbildung. Da o auBerdem eine offene Immersion ist, folgt 

mit [6], Remark 4.1, dab o auch eine abgeschlossene I~mer- 

sion ist. Dies bedeutet, wie man sich leicht ~berzeugt, dab 
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y(f-1) verm6ge ~ Zariski-offen und abgeschlossen in X(f -I) 

liegt. Betrachten wir nun die Abbildung ~: A <f-1>_~B <f-!>, 

so gilt aufgrund der Bijektivit~t yon ~ 

ker ~ c rad (A <f-l>) . 

Somit folgt o(Y(f-1)) : X(f -I) , d.h. ~ ist ein Isomorphis- 

mils. 

Mit dieser Betrachtung ergibt sich also, dab Y Vereini- 

gung von strikten Laurentbereichen yon X ist, und da Y qua- 

si-kompakt ist, erh~it man Y bereits als endliche Vereini- 

gung von strikten Laurentbereichen von X, q.e.do 

Wit nennen einen affinoiden Teilbereich Y c X einen for- 

mellen Teilbereich, wenn die kanonische Inklusion ~ : Y~-+X 

die ~quivalenten Bedingungen von Satz 1.2 erf~llt. Bezeich- 

net ~ : X § ~ die kanonische Projektion, so sieht man~ dab 

ein affinoider Teilbereich Y c X genau dann formeller Teil- 

bereich von X ist, wenn Y Urbild eines Zariski-offenen Un- 

terraumes von ~ ist. Welter zeigt man unschwer mit Satz 1.2 

BEMERKUNG 1.3. (i) E__ss seien YI'''" ~Yn c X strikte Laurent- 

bereiche (resp. formelle Teilbereiche) . Dann ist auch 

n 

Y :: N Y 
l 

i=I 

strikter Laurentbereich (resp. formeller Teilbereich) in X. 

(ii) Es seien Y c X und Z c y strikte Laurentbereiche 

yon X bzw. Y. Dann ist Z auch strikter Laurentbereich in X. 

Die entsprechende Aussage ist ebenfalls richtig fur formelle 

Teilbereiche. 

Es folgt mit Bemerkung 1.3, dab die strikten Laurentbe- 

reiche eines affinoiden Raumes X eine Basis fur eine Topo- 

logie auf X bilden. Diese Topologie nennen wir die formelle 

Topologie oder f-Topologie yon X, sie ist gr6ber als die 

Grothendieck-Topologie auf X. Es ist klar, dab ein formeller 

Teilbereich Y c X stets f-offen in X ist, und welter folgt 

mit Bemerkung 1.3, dab die yon X auf Y induzierte Topologie 

gerade die f-Topologie yon Y ergibt. Da jede Zariski-offene 

Menge in ~ quasi-kompakt ist, so ist auch jede f-offene 

Menge in X f-quasi-kompakt. 
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an die Garbe (bez~glieh Grothendieck-Topo- Es sei nun 0 X 

logie[) der analytischen Funktionen auf einem affinoiden 

Raum X : SpA, die also jedem affinoiden Teilbereich Sp B c X 
an 

die affinoide Algebra B zuordnet. Wir k~nnen ~X auf die 

f-offenen Mengen yon X beschr~nken und erhalten somit eine 

Garbe 0 X auf X bez~glich der f-Topologie. Wir nennen den 

k-geringten Raum (X, ~X ) einen formell-affinoiden Raum und 

bezeichnen ihn aueh mit SpfA. Wie ~blich werden globale 

R~ume erkl~rt: 

DEFINITION !.4. Ein formell-analytischer Raum ist ein 

k-geringter Raum (X, OX ) (in kurzer Schreibweise auch mit X 

bezeichnet), derart daS jedes x E X eine offene Umgebun~ 

U c X besitzt), so daS (U, OXI U) formell-affinoid ist. 

Bei der Erkl~rung von Morphismen formel!-analytischer 

R~ume ist etwas Vorsicht geboten. Als formell-affinoide Ab- 

bildungen zwischen formell-affinoiden R~umen SpfA und Spf B 

wollen wir lediglich diejenigen Morphismen k-geringter R~ume 

: Spf A § Spf B bezeichnen, die von einem Algebrahomomor- 

phismus ~ : B ~ A induziert werden. Eine formell-analytische 

Abbildung ~ : X-+ Y zwischen formell-analytischen R~umen X 

und Y sei dann ein Morphismus k-geringter R[ume, derart dab 

f~r alle f-offenen formell-affinoiden Unterr~ume X' c X und 

Y' m Y mit ~(X') m Y' der induzierte Morphismus X' -+ Y' je- 

weils formell-affinoid ist. 

Es ist klar, dab die Kategorie der formell-affinoiden 

R~ume mit den formell-analytischen Abbildungen als Morphis- 

men in nat[rlicher Weise ~quivalent ist zur Kategorie der 

affinoiden R~ume. Diese ~quivalenz l~t sich wie folgt fort- 

setzen zu einem Funktor �9 : f-An-+ An der Kategorie der for- 

mell-analytischen R~ume in die Kategorie der analytischen 

R~umeo Es sei (X, ~X ) ein formell-analytiseher Raum. Dann 

tr~gt jeder f-offene formell-affinoide Unterraum U c X als 

affinoider Raum eine wohldefinierte G-Topologie. Alle diese 

G-Topologien sind miteinander vertr~glich, denn wenn 

U,U' m X f-offen und affinoid sind, so ist U N U' als end- 

liche Vereinigung von strikten Laurentbereichen von U bzw. 

U ~ stets ein G-offener Unterraum von U und U' . Wit nennen 
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nun eine Teilmenge X' c X G-offen, wenn X ~ N U stets G-offen 

in U ist fur alle f-offenen affinoiden Unterr~ume U c X und 

weiter eine Uberdeckung ~ von X' eine G-Uberdeckung~ wenn 

~I U stets eine G-~berdeekung von X' n U ist, ebenfalls fur 

a!le f-offenen affinoiden Unterr~ume U c X. Auf diese Weise 

erhalten wit eine G-Topologie auf X, welche charakterisiert 

ist als feinste G-Topologie, so dab alle f-offenen affinoiden 

Unterr~ume U c X, versehen mit ihrer nat0rlichen G-Topologie, 

G-offene Unterr~ume von X sind. Es ist nun ohne weiteres mit 

Hilfe projektiver Limesbildungen m~glich, die Garbe OX zu 

an bez~glich der G-Topologie auf X fortzusetzen. einer Garbe0x 

Somit erh~it man zu X : (X, 0X) einen analytischen Raum, den 

wir mit X an (X, an = 0 x ) bzw. ~(X) bezeichnen wollen, und es 

ist klar, dab jede formell-analytische Abbildung ~ : X § Y 

xan yan auch eine analytische Abbildung ~(~) : -+ induziert, 

ist ein Funktor. 

Wir nennen X an = ~(X) den zu X geh~rigen anaiytischen 

Raum und bezeichnen X auch als formel!-analytische Struktur 

auf dem analytischen Raum X an. 

Man beachte, dab �9 keine ~quivalenz yon Kategorien ists 

denn man kann, abgesehen yon trivialen F~llen, bereits af- 

finoide R~ume stets mit verschiedenen nicht-isomorphen for- 

mellen Strukturen versehen. Es ist leicht zu sehen~ dab eine 

formelle Struktur auf einem analytischen Raum X an gegeben 

wird dutch eine formelle Uberdeckung von X an, d.h. eine 

G-offene affinoide Uberdeckung X an = U U i , derart dab 
i6I 

U N U. stets endliche Vereinigung von strikten Laurentbe- 
l 3 

reichen von U i bzw. Uj ist. Wir betrachten einige Beispiele: 

a) Spf T ist die kanonische formelle Struktur auf dem 
n 

Einheitspolyzylinder E n = Sp T n. 

b) Sei ~ 6 Ikl , O < ~ < I. Die Uberdeckung 

ix I > ~} E I = {x Ixl ~ ~} U {x I _ 

ist eine formelle Uberdeckung yon E Iund definiert eine yon 

der kanonischen verschiedene formelle Struktur auf E I. 

c) Eine formelle Struktur auf dem projektiven Raum 
n 

IP n =  l:~n(k) w i r d  d e f i n i e r t  d u t c h  d i e  Uberdeckung  2P n =  ~ X 
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wobei 

Xv={(x o ..... x n) 6 m n Ix I =1, Ixil_<I fur i=O ..... n}~ 

es gilt 

<= sp \i ..... n 

Ebenso wie fur ana!ytische R~ume definiert man einen ko- 

h~renten 0x-MOdul ~ auf einem formell-analytischen Raum X. 

Es gilt das Cartansche Heftungslemma, [11] Theorem 1.2, d.h. 

~ist genau dann koh~rent, wenn ~ISpf A fir jeden f-offenen 

affinoiden Unterratun SpfA c X assoziiert ist zu einem end- 

lichen A-Modul. Im ~brigen gibt jeder koh~rente 0x-MOdul 

AnlaB zu einem koharenten OXn-Modul ~an auf dem analyti- 

schen Raum X an = ~(X), und man verifiziert leicht, dab diese 

Beziehung umkehrbar eindeutig ist. 

3 Ox-Ideal und Y c X der Tr~ger der Ist ein koh~rentes 

an / 3 an Garbe 0 x , so trAgt Y in kanonischer Weise die Struk- 

tur eines formell-analytischen Raumes, wobei die Struktur- 

garbe 0y aus der Garbe 0X/~ durch Einschr~nkung entsteht o 

Wir nennen (Y, ~y) einen abgeschlossenen Unterraum ! yon X. 

Es ist klar, daS die abgeschlossenen Unterr~ume von X ver- 

m~ge y~+yan umkehrbar eindeutig den abgeschlossenen Unter- 

r~umen von X an entsprechen. Ein formell-analytischer Raum X 

heiBe separiert, falls die Diagonale A c X x X ein abge- 

schlossener Unterraum von X • X ist. Da der Funktor ~ Pro- 

dukte respektiert, so ist natOrlich X genau dann separiert, 

wenn auch X an separiert ist. 

Wie ~blich definiert man f~r einen formell-analytischen 

Raum (X, 0X) und einen Ox-MOdul ~die Kohomo!ogiegruppen 

Hq(x, ~) mit Hilfe injektiver Aufl~sungen. Zur Berechnung 

dieser Kohomologiegruppen ben~tigt man die ~echschen Koho- 

mologiegruppen Hq~,~), wobei ~ eine f-offene formell- 

affinoide Uberdeckung von X sei. Nach TATE [13] verschwin- 

IMan beachte, dab hier "abgeschlossen" nicht im Sinne der 
f-Topologie gemeint ist. Abgeschlossene Unterr[ume eines 
formell-analytischen Raumes X sind i.a. nicht f-abgeschlos- 
sen. 
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den fur q > ! die Kohomologiegruppen Hq(~,~) auf einem for- 

mell-affinoiden Raum X = Spf A, wenn ~ koh~rent ist (d.ho ~ 

assoziiert ist zu einem endlichen A-Modul M). Hieraus erh~It 

man mit CARTAN Hq(X,}) = 0 fur q ~ 7. Es sei nun (X,O X) 

ein separierter formell-analytischer Raum, dann ist der 

Durchschnitt f-offener formell-affinoider Unterr[ume wieder 

formell-affinoid, und es folgt mit LERAY 

Hq(x,~) : Mq(~,~), q z0 

fur jeden koh~renten ~x-MOdul ~und jede f-offene affinoide 

0berdeckung ~von X. Betrachtet man auch den zu (X,~x) ge- 

h@rigen analytischen Raum (X,0xan), so gibt ~AnlaB zu einem 

koh~renten ~ ~n-Modul ~an, und man hat 

Hq(x,~) = Hq(~,?) = Hq(~,~ an) = Hq(x,~an). 

Insbesondere gilt also 

an 
Hq(x,0 X) = Hq(X,~x ), q ~ O, 

d.h. die Kohomologie yon X und X an ist dieselbe. 

Wir wollen nun zu formell-analytischen R~umen algebra- 

ische Modelle Uber dem Restklassenk~rper E konstruiereno 

Zu jedem formell-affinoiden Raum X = Spf A hat man als al- 

gebraisches Modell das affine E-Schema ~ := Sp~, welches 

reduziert und von endlichem Typ Ober ~ ist. Ist nun (X,O x) 

ein formell-analytischer Raum und X = U U i eine f-offene 
iEI 

und formell-affinoide Uberdeckung, so lassen sich die affi- 

nen E-Schemata ~. verm~ge der "Durchsehnitte" U. N U. zu 
1 i 3 

einem globalen Raum (~,0~) zusammenkleben, hierbei bezeich- 

ne U. n U das Bild von U. n U. unter der Projektion 
i 3 i ] 

-+ ~. bzw. ~. : Uj-+~ ~j. Mit anderen Worten: Wit hen- s• : U i • ] 

nen zwei Punkte x,y 6 X ~quivalent, in Zeichen x ~ y, wenn 

fur jede f-offene Teilmenge U c X mit x 6 U auch y 6 U gilt. 

Es ist dann ~ als topologischer Raum hom6omorph zu X/N, ver- 

sehen mit der Identifizierungstopo{ogie verm~ge der Projek- 

tion ~ : X-+ X/~. Weiter bezeichne 0X bzw. OX jeweils die Un- 

tergarbe von OX, welche definiert wird durch die Funktionen 
o v 

0 X mit Supremumnorm ~ I bzw. < I; es~sei ~X := OX/OX " aUS 

Dann ist ~ gerade das direkte Bild ~ (~X) , man hat also 
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als Definition 

(~,0~) = (x/~,~,(Ox)), 
und man sieht sofort, dab die Zuordnung 

(x, 0 x) ~ (Z,0 Z) 

funktoriell ist, also einen Funktor von f-An in die Kategorie 

der reduzierten T-Schemata von !okal endlichem Typ Nber 

definiert. 

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dab man f-An als volle 

Unterkategorie der Kategorie der formellen Schemata Hber 

(zur Definition vgl. [9], ch. I.IO) auffassen kann verm~ge 

der Zuordnung 
o 

(x,0 x) ~(~,~,(0 x)) 

Man beachte jedoch, dab direkte Produkte in beiden Katego- 

rien verschieden sein k~nnen, z.B. wenn k nicht algebraisch 

abgeschlossen ist. Im ~brigen gilt 

(X'�9 = [(X'~* (6X))@k ~]red" 

2. Kohomologietheorie 

Wir beginnen mit einem Lemma, welches es im folgenden 

erm6glichen wird, die Kohomo!ogiegruppen formell-analyti- 

scher R[ume mit denen ihrer algebraischen Modelle zu ver- 

gleichen. 

LEV~VlA 2.1. Es seien VI, V2, V 3 vollst~ndig normierte 

k-Vektorriume, V I bzw. V 2 m6gen k-Orthonormalbasen {xi}i6 I 

bzw. {Yj}j6J besitzen. Weiter seien 

V I ~ V 2 ~ V 3 

k-lineare Abbildungen mit l[~II ~ I, ll~II ~ I und im ~ c ker ~. 

F~r die induzierten ~-linearen Abbildungen 

Vl -~ ~2 7< V3 
gelte im ~ c ker ~ und auBerdem dim E ker ~/im ~ < ~. Gibt 

es dann einen vollst~ndigen kahl bewerteten B-Ring R c 

mit 
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~(x i) s O Ryj for alle i E ! , 
j6J 

s oo sind die folgenden Aussagen richtig: 

(i) im~ cim~ c ker Y c ker 

(ii) dim k ker ~/im ~ = dim~ker~--~/im~-~ dim E ker ~/im 

(iii) Falls ker ~= im~ , so gilt auch ker Y = im~ und auSer- 

dem 

ker ~ = ker~ , imT = im~ . 

Beweis. Zur Theorie der k-Orthonormalbasen vergleiche 

man [I], zur Theorie der B-Ringe [7,8]. 

Es ist (i) trivial. Zum Beweis von (ii) w~hle man eine 

Teilmenge I' c I, so dab {~(~i )~i6I, eine ~-Vektorraumbasis 
% 2 

im~ ergibt. Dana ist i~(xi)}i6i, eine k-Orthonormai- v o n  

basis eines vollst~ndigen k-Vektorraumes W c imp0, und es 

gilt W = imP. Da 

dim E ker~/im~ < ~ , 

so l~Bt sich die E-Basis I~(~i)}i6i ~ dutch endlich viele 

Vektoren ~I''" "'Zs 6 im~ und waiter durch endlich viele 

Vektoren Zs+ I, .... ~n 6 ker Y zu einer ~-Vektorraumbasis yon 

im~ bzw. ker ~ erg~nzeno Es seien z I,.., ,z s 6 im~ und 

Zs+ I ..... z n 6 ker Y Repr~sentanten von ~I ' .... ~n o Die so 

erhaltene E-Basis von ker ~ l~Bt sich nun noch durch Ele- 

mente ~j zu einer E-Basis yon ~2 erg~nzen. Sei also 

J' c J eine Teilmenge, so dab 

{~(~i)}i6I ' U {~I ..... ~n} U {~j}j6J' 

eine ~-Vektorraumbasis yon ~2 ergibt. Dann folgt mit [I], 

Satz I. I, dab 

eine k-Orthonormalbasis von V 2 ist, allerdings b!eibt dazu 

noch die Existenz eines vollst~ndigen kahl bewerteten B-Rin- 

gas R' c k aachzuweisen, derart dab alle Elemente aus (~) 

bereits in ~ R'yj enthalten sind. Die Elemente z I .. z 
j6J ~" ~ n 

10 
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lassen sich mit Hilfe de, k-Orthonormalbasis {Yj}j6J wie 

folgt darstellen 

z = ~ dvj yj , d 6 ~ , v = I ..... n . 
v jEJ v3 

Da die Koeffizienten d eine Nullfolge in ~ bilden, so ist 
o 

nach [7,8] der kleinste vollst~ndige B-Ring R' c k, welcher 

R und die Elemente d 4 J enth~it, ebenfalls wieder kahl bewer- 

tat, und es ist klar, dab alle Elemente aus (~) zu ~ R'y~ 
jEJ 3 

geh6ren. Somit ist also (~) tats[chlich eine k-Orthonormal- 

basis von V 2. 

Es ist ker ~ abgeschlossen in V2, und man sieht sofort, 

da~ 

{~(xi)si6i, u {z I ..... Zn} 

eine k-Orthonormalbasis yon ker ~ ist. Waiter ist auch im 

abgeschlossen, denn W c im~ ist abgeschlossen in V2, und 

es gilt 

dim k im~/W ~ dim k ker ~/W = n < ~o 

Da nun 

{<O(Xi)}i6I, U {z I ..... Zs} 

eine k-Orthonormalbasis yon im~ ist, so erh~it man 

dim k ker ~/im%o = n- s = dim Eker ~/im 

und 

n-s _< n : dim Eker ~/im~ < dim Eker ~/im~ , 

d.h. (ii) ist bewiesen. 

Es gelte nun ker~ = im~. Dann folgt mit (ii) sofort 

ker ~ = imp. AuBerdem gilt im ~ = im~ = ker ~ = ker~, d.h. 
f 

wir haben n = O, und es ist ~{~(xi)~i6I' eine k-Orthonormal- 
F % 

basis yon ker ~ = imp, die sich durch lyj~j6J, zu einer 

k-Orthonormalbasis yon V 2 erg~nzt. Wir wollen zun~chst Nber- 

legen, dab ker~ c ker ~ gilt, die umgekehrte Inklusion ist 

trivial. 

11 
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O 

Es sei ~ 6 ker ~ und x 6 V I ein Reprisentant zu ~, es 

gelte etwa 

~(x) = _~ c i ~(x i) c. ~ k 
i61' ~ l " 

Wegen ~ 6 ker ~ folgt iW(x) I < I, und da t%0(xi) i6i~ eine 

k-Orthonormalbasis yon im<0 ist, bedeutet dies 

max ,eil = 1~(x) l <~ �9 
i6I' 

Es gilt nun 

x - 
i6I' 

c. x. s ker 
1 l 

und folglich 

= x- ~ c. x. 6 ker~, 
1 1 

i6I' 

d . h .  e s  g i l t  k e r  ~ c k e r  4 .  

Es bleibt nun noeh im~ c im~ zu zeigen, die umgekehrte 

I n k l u s i o n  i s t  w i e d e r  t r i v i a l .  S e i  ~ 6 i m $  u n d  z 6 i m ~  c V 3 
N 

ein Repr~sentant zu z, es gelte etwa z = ~ (y) mit 

y = ~ c i ~(x i) + ~ dj yj d 6 k . 
i6I' j6J' ' ci' J 

Da ~(x i) 6 ker T, so d0rfen wir c i = 0 annehmen f~r alle 

i s I'. 

Falls dann IY] > I gilt, so w~hle man c 6 k mit ic[ : iYi- 

Es folgt 

l ~ (c - ly )  l = Le-tL L~(y) L < 1 

und somit 

-I 
c y 6 ker ~ : ker ~. 

Also existiert ein 

y' = ~ C' d'. i6I z ~(xi) + ~ yj 6 V 2 
' j6J' 3 

mit 

IY' I < IyL und 

y-y' : - ~ c'. <0(x i) + ~ (dj -d') yj C ker ~o 
i6I' 1 j6J' 3 

12 
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Dann muB aber dj - d'.3 = 0 gelten fur alle j s J' , und dies 

ist mit der Absch~tzung iY'l < lyl unvereinbar. Also gilt 

IYl ~ I und weiter ~ = ~(~) 6 imP, q.e.d. 

Wir ben@tigen nun noch einige Hilfss~tze ~ber ausge- 

zeichnete affinoide Algebren im Sinne yon [I], p. 53. Eine 

affinoide Algebra A heiBt ausgezeichnet, wenn es einen Epi- 

morphismus T : T n § A gibt, derart dab die mittels T auf 

A induzierte Quotientennorm von T mit der Supremumnorm auf 
n 

A ~bereinstimmt; ~ ist dann ein ausgezeichneter Epimorphis- 

mus. Ausgezeichnete affinoide Algebren sind stets reduziert, 

und umgekehrt ist auch jade reduzierte affinoide Algebra A 

ausgezeichnet, wenn der Grundk~rper k algebraisch abge- 

schlossen ist, oder allgemeiner, wenn k stabil ist und 

EAI : Jkl gilt. 

HILFSSATZ 2.2. Es sei A eine ausgezeichnete affinoide 

Algebra und a = (a I ..... an) ein System von Elementen aus 

A, so dab ~ ein ~-Algebraerzeugendensystem von A bildet. 

-- -- {~6i--f~ r Weiter sei eine geeignete Indexmenge I c INn 
. . . . . . . . . .  O 

eine ~-Vektorraumbasis yon ~'2 Dann ist { aV}~6I eine 

k-Orthonormalbasis yon A (bez~glich Supremumnorn), und es 

gibt einen vollst~ndigen B-Ring R c k vom Typ IN, so dab 

Rav ein Unterring yon A is___t, der a I .... ,a n enth~it. 3 
~6I 

Beweis. Man w~hle einen ausgezeichneten Epimorphismus 

: T m = k<~> + A. Dann gibtr~ es gem~B [I], Korollar 2.5, 

eine k-Orthonormalbasis~%]3Jyj~.6j von T m sowie eine Index- 

mange J' c J, so dab < ~{YJ}Js eine k-Orthonormalbasis yon 

ker ~bildet und auBerdem der zu \yj j6J und ~ ~61N m 

o 
h~rige B-Ring R c k vom Typ I~ ist. Es folgt dann, dab 

2Es sai ~ := ~ U {0}. Eine solche Indexmenge I existiert 
nat~rlich~ 

3Ein vollst~ndigeroB-Ring R c k heiBt vom Typ IN , wenn es 
eine Nullfolge in k gibt, so dab R der kleinste B-Ring in 
ist, der diese Nullfolge enth~lt. B-Ringe vom Typ IN sind 
immer diskret und insbesondere kahl bewertet. AuBerdem ist 
der kleinste B-Ring R c ~, welcher endlich viele gegebene 
B-Ringe RI,...,R s c k vom Typ ~ enth~it, wieder vom Typ IN. 

13 
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{T(yj)}j6j~j , k-Orthonormalbasis von A ist und weiter eine 

dab 

A A 
R~(yj) = 7--R~(~ ~) 

j 6 J x J '  ~6N m 
o 

ein Unterring yon k ist. Wir d~rfen nun ohne Einsehr~nkung 
A 

a] ..... a n 6 ~ RT(yj) 
j6J\J' 

a n n e h m e n ,  denn  d e r  k l e i n s t e  v o l l s t N n d i g e  B - R i n g ,  d e r  R und 

eine gegebene Nullfolge aus k enthfilt, ist wieder vom Typ ~. 

Es folgt dann mit [I] Satz 1.1 dab {a ~} ' ' ~6I eine k-Ortho- 

normalbasis von A ist und weiter, dab 
A 

Rav : ~ R~ (yj) 
v6I j6JxJ' 

gilt, also ist ~ Ra ~ insbesondere Unterring yon A. 
~6I 

FOLGERUNG 2.3. Es sei z : A § B ein Homomorphismus aus- 

gezeichneter affinoider Algebren. Dann gibt es Systeme 

a = (a I ..... an) bzw. b = ~b I ..... b m) i ni bz__ww. B sowie In- 

dexmengen I c ~n ' J c ~o' s~ dab { a V } o  v6I bzw. { }b ~ u6J 

k-Orthonormalbasen yon A bzw. B sind. Weiter existiert zu je 

zwei solchen Basen stets ein B-Ring R c k vom Typ ~mit 
A 

T(a v) 6 ~ Rb u fNr alle ~ 6 I. 
~6J 

Beweis. Man konstruiere mit Hilfssatz 2.2 k-Orthonormal- 

basen der F~ { a~} { } ~6I ' b~ ~6J von A bzw. B und wende dann 

Hilfssatz 2.2 nochmals an auf das System 

(~ (a I) ..... ~(a n ) ,b I ..... b m) 

in B. 

HILFSSATZ 2.4. E__@s sei A ein 9 ausgezeichnete affinoide 

Algebra und B c A eine abgeschlossene Unteralgebra~ a : A~A 

bezeichne die kanonische Projektion. Ist dann B := o(B hA) 

eine endlich erzeugte t-Algebra, so ist B eine ausgezeichn 9- 

re k-affinoide Algebra, und die Supremumnorm auf A induziert 

die Supremumnorm auf B. 

14 
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Beweis. Es seien a = (a I .... ,a n ) bzw. b = (b I, .... b m) 

Systeme von Elementen aus A bzw. B NA, so dab ~ bzw. 

~-Algebraerzeugendensysteme von ~ bzw. B seien. Weiter w[hle 

man Indexmengen I c ~n J c m { } o' ~o' so daS ~ eine ~-Vek- ~6J 
torraumbasis yon B und 

{~}~6I U {~}~6J 

eine ~-Vektorraumbasis yon ~ ergibt. Nach Hilfssatz 2.2 ist 

dann 

f 
I a ~6I U [ ]~6J 

eine k-Orthonorma!basis yon A, und man sieht sofort, dab 

auch 

{b~}~6J 

eine k-Orthonormalbasis yon B ergibt. Da nun B abgeschlossen 

in A liegt, so l~St sich ein Epimorphismus 

: k<~1,...,~m > ~ B 

~i ~ bi, i = 1,...,m 

definieren, und es ist B eine affinoide Algebra. Die von 

der Supremumnorm von A auf B induzierte Norm ist potenzmul- 

tiplikativ und mu~ aus diesem Grunde mit der Supremumnorm 

von B Obereinstimmen. Weiter ist B ausgezeichnet, denn die 
o 

Abbildung T ist nach Konstruktion surjektiv, d.h. �9 ist 

ein ausgezeichneter Epimorphismus, q.e.d. 

FOLGERUNG 2.5. Es sei SpA ein affinoider Raum und 
r 

SpA = U Sp B eine Uberdeckung mit formellen Teilberei- 
P p=1 

chen. Dann ist A eine ausgezeichnete affinoide Algebra ge- 

nau dann, wenn alle Bp ausgezeichnet sind. 

Beweis. Wenn Sp Bc SpA ein strikter Laurentbereich ist, 

so folgt unmittelbar aus [4], Hilfssatz 3.1, dab mit A auch 

B ausgezeichnet ist. Da ein formeller Teilbereich in SpA 

stets endliche Vereinigung von strikten Laurentbereichen 

ist, bleibt lediglich noch zu zeigen, dab A ausgezeichnet 

ist, sofern alle B ausgezeichnet sind. Man betrachte die p 
normerhaltende Inklusion 

15 



1 6 BOSCH 

r 
AL+A ~ := ~ B , 

p=1 P 

wobei man A' in kanonischer Weise als affinoide Algebra auf- 

fasse. Sind nun alle B ausgezeichnet, so ist A' ausgezeich- 
P 

net, also ist nach Hilfssatz 2.4 auch A ausgezeichnet, q.e.d. 

FOLGERUNG 2.6. Es sei ~ : A + B ein Homomorphismus aus- 

gezeichneter Algebren. Ist dann ~ : ~ + B surjektiv bzw. bi- 

jektiv, so besitzt auch ~ die entsprechende Eigenschaft. 

N 

Beweis. Sei ~ surjektiv. Man w~hle ein System 

a = (a I ..... a n ) in A, so daS ~ ein ~-Algebraerzeugendensy- 

stemvon ~bildet. Weiter sei I c ~n eine Indexmenge~ der- { }  o 

art dag ~(~)~ eine ~-Vektorraumbasis von B bildet. Es 
v6I f ] 

dann mit Hilfssatz 2.2, dab !T(a)~ eine folgt k-Ortho- [ ] v6I 
normalbasis yon B bildet, und man sieht sofort, da8 ~ sur- 

jektiv ist. Wenn ~ bijektiv ist, so ist �9 natHrlich injek- 

tiv und aufgrund des soeben Bewiesenen auch surjektiv~ also 

bijektiv, q.e.d. 

Wir beweisen nun noch eine Variante zu Satz 1.2. 

SATZ 2.7. Es sei ~ : Y : Sp B + X = SpA eine affinoide 

Abbildung, die Algebren A und B seien ausgezeichnet. Ist dann 

verm~ge ~ : ~ § ~ ein Zariski-offener Unterraum yon X, so 

ist Y verm@ge ~ ein formeller Teilbereich yon X. 

Beweis. Man schlie~t ihnlich wie in 1.2, es ist nut zu 

zeigen, dab Y verm6ge ~ affinoider Teilbereich yon X ist. 

Zu y 6Y gibt es ein f EA mit y6 y(f-1) , so da~ die von 

o : y(f-1) + X(f-1) induzierte Abbildung ~ : ~(~-])+~(~-I) 

bijektiv ist. Die Algebren A<f-1> und B<f-1> sind nach Fol- 

gerung 2.5 ausgezeichnet, also ist mit ~ nach Folgerung 2.6 

auch ~ bijektiv. Somit ist ~ : Y § X eine offene Immersion, 

und ~ definiert Y als affinoiden Teilbereich yon X. 

Folgerung 2.5 bietet die M@glichkeit, den Begriff "aus- 

gezeichnet" auch fir formell-analytische R~ume zu erkl[ren. 

Wir nennen einen formell-analytischen Raum X ausgezeichnet, 

wenn f~r jeden f-offenen formell-affinoiden Unterraum 

Spf A cX die affinoide Algebra A ausgezeichnet ist. X ist 

also genau dann ausgezeichnet, wenn es eine f-offene formell- 

16 



BOSCH 17 

affinoide Uberdeckung X = U SpfA i gibt, so dab alle Alge- 
iEI 

bren A i ausgezeichnet sind. Insbesondere ist ein formell- 

affinoider Raum Spf A ausgezeichnet genau dann, wenn A aus- 

gezeichnet ist. Ein ausgezeichneter formell-analytischer 

Raum ist stets reduziert, und umgekehrt ist auch jeder redu- 

zierte formell-analytische Raum ausgezeichnet, falls der 

Grundk~rper k algebraisch abgeschlossen ist. 

THEOREM 2.8. Es sei X ein separierter formell-analyti- 

scher Raum, X sei auBerdem ausgezeichnet und quasi-kompakt. 

Dann gilt 

a) dim k Hq(x,0 X) ~ dim~ Hq(~,0~) fNr alle q ~0 

b) X ist formell-affinoid, falls ~ affin ist. 

Ist auBerdem X rein-l-dimensionalf ~ projektiv alge- 

braisch mit H~ =~, s_o gil h 

c) H ~ (X, 0 x) = k 

dim k H I (X,0 X) = dim~H I (~,0~) < 

Hq(x,0 X) =0 f~r q > I. 

Beweis. Man w[hle eine f-offene affinoide Uberdeckung 

~= (U] ..... U n) von X, dann ist~: (U I .... ,~n ) eine offene 

affine Uberdeckung von ~. Wir betrachten die ~ech-Komp!exe 

d -I d ~ d I 
(~) o > c~ ) > c1(~,0x ) ~ c2(~,0x ) ~... 

Z-1 -- ~o -- Z1 ~/, Z) 

:=Ox(Ui n .D Ui ) sind alle aus- Die Algebren Aio...i q o "" q 

gezeichnet, und es gilt 

cq([, 0 2 : 7-T A i . 
i ~ . . .iq o q 

cq(~,@~) = 7 1 ~i ...i 

i ...i o q" o q 

17 



1 8 BOSCH 

Versehen wir also die Algebren A i .. oi mit der Supremumnorm 
o q 

und weiter den k-Vektorraum cq(~,0 X) mit der Maximumnorm, 

genommen ~ber die einzelnen Komponenten, so haben wir 

In jeder Komponente A i ...i von cq(~,0X) w~hle man eine 
o q 

k-Orthonormalbasis gem~B Hilfssatz 2.2 bzw. Folgerung 2.3, 

insgesamt erhilt man so eine k-Orthonormalbasis von 

C q(~,@X ) . Der Korandoperator 

d q-1 , c q-l(1.LOx) § cq(]/,Ox) 

setzt sich zusammen aus endlich vielenRestriktionen der Art 

A + A und Addition bzw. Subtraktion solcher 
z o. ..iq_ I z o ...iq 

Abbildungen. Man wende nun auf alle diese Restriktionen Fol- 

gerung 2.3 an, wobei man annehmen darf, dab der jeweilige 

B-Ring R c k, den man mit 2.3 erh~it, fir alle Restriktionen 

derselbe ist; denn der kleinste vollst~ndige B-Ring R c k, 

welcher endlich viele gegebene B-Ringe vom Typ ]q enth~it, 

ist ebenfalls vom Typ I~. Man sieht dann sofort, daZ fur 

die Abbildungen 

d q c q + l  C q-1(~,oX) d q-1 cq(~,0X) 

alle Voraussetzungen zu Lemma 2.1 erf~illt sind, falls 

dim~ Hq(x,0~)= dim~ Hq(~,0~) < 

gilt. Es ist klar, dab wir zum Beweis von a) und c) diese Ab- 

sch~tzung fur q _> O und im Falle b) f~r q >_ I annehmen d~r- 

fen. Wir erhalten dann mit Aussage (ii) von Lemma 2.1 

dim k Hq('L(-,O X) 5. d i ~  Hq(tJ[.,O~), q _> O, 

womit a) unter Benutzung von LERAY folgt. 

Ist nun X affin, so ist 

C~ (' r , "~ ' ) L i t ;  ~[o 1 .'~1 

18 



BOSCH I 9 

exakt, es folgt also mit Aussage (iii) von Lemma 2.1 unter 

ande rein 

~ ~o 
ker d = ker 

n 
Wit k~nnen C~ )': --_ = ~ A als ausgezeichnete affinoide 

i=I 1 

Algebra auffassen. Dann ist 

A :: ker d ~ =0 (X) 
X 

eine abgeschlossene Unteralgebra von C~ derart dab 

= ker ~o :0~(X] 

eine endlich erzeugte ~-Algebra ist. Somit folgt mit Hilfs- 

satz 2.4, dab A selbst eine ausgezeichnete affineide Algebra 

ist, wobei die yon C~ 0 X) auf A induzierte Norm die Su- 

premm~norm ist. Betrachten wit nun die Restriktionen 

: A § A i o i : A § Ai, i = I ..... n , 

so induzieren die Abbildungen ~i jeweils die Inklusionen 

1 1 1 

Folglich definieren die Abbildungen 

a 

~i : X i : SpfA i * SpfA 

gem~B Satz 2.7 jeweils X i als f-offenen Unterraum von SpfA~ 

und es ist klar, dab die natOrliche Abbildung 

X + spf A 

ein Isomorphismus ist, d.h. X ist formell-affinoid. 

Nun zum Beweis von c). Es gilt also 

dim E H I (~,0~) < ~ ,  

somit folgt nach a) insbesondere 

~~ x)_ = k, Hq([i,@ x) : O fur ~ > I I 

19 
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denn wir haben wegen k c 0x(X) nat~rlich dim k H~ ) A !. 

Mit Aussage (iii) von Lemma 2.1 ergibt sich im d ~ = im T ~ 

denn 

~o I 

ist exakt, und welter ~ I  = ker ~I denn 
t 

c I a__L c 

ist exakt, d.h. es folgt mit Aussage (ii) yon Lemma 2~ 

dim k HI(X,0x ) =dim k HI(~,0X ) :dim k ker dl/imd ~ 

= dim~ker~I/imd ~~ = dim[ker ~I/im~~ 

: d i m  ZH 1 (~ ,02 )  = dim kHI (X,Oz) �9 

Theorem 2.8 ist bewiesen. 

3. Anwendungen 

Es l~Bt sich die Aussage b) yon Theorem 2.8 verallge- 

meinern zu 

THEOREM 3.1. Ein formell-analytischer Raum X ist genau 

dann affinoid, wenn seine Reduktion X affin ist. 

Bevor wit den Beweis geben, seien einige Folgerungen zu 

diesem Theorem angef~hrt. Wir nennen eine formell-analyti- 

sche Abbildung ~ : X § Y endlich, wenn for jeden f-offenen 

-I 
affinoiden Unterraum Spf B c y stets ~ (Spf B) ein formell- 

affinoider Unterraum SpfA c X ist, so dab die Abbildung 

~pf B: B § A endlich ist. Man ~berlegt sieh leicht mit Hilfe 

des Cartanschen Heftungslemmas, [11] Theorem 1.2~ dab 

: X + Y bereits dann endlich ist, wenn es eine f-offene 

affinoide Uberdeckung Y = U spf B i gibt, so dab die indu- 
iEI 

zierten Abbildungen ~i : ~ -1(Spf Bi) § Spf B i endliche Ab- 

bildungen formell-affinoider R~ume sind. Ist z.B. X abge- 

schlossener formell-analytischer Unterraum von Yr so ist die 

Inklusion X ~-~ Y insbesondere endlich. Im ~brigen ist eine 

endliche Abbildung ~ : X + Y stets abgeschlossen in dem Sinner 
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dab sie abgeschlossene formell-analytische Unterr~ume von X 

in abgeschlossene formell-analytische Unterr~ume yon Y fiber- 

f~hrt. Wir erhalten als Folgerung zu Theorem 3.1 

KOROLLAR 3.2. Es sei ~ : X § Y eine formell-analytische 

Abbildung zwischen formell-ana!ytischen R~umen X und Y. Dann 

ist ~quivalent: 

(i) ~ : X § Y ist endlich. 

(ii) ~ : X § ~ ist endlich. 

Beweis. Es sei Y = U Spf B. eine f-offene affinoide 
l 

i6I 

U b e r d e c k u n g .  Dann i s t  ( i )  ~ i q u i v a t e n t  zu f o l g e n d e r  Bed ingung  

-1 -1 
(i') Es ist ~ (Spf B i) formell-affinoid, etwa ~ (Spf B i) 

= S p f A  i und CO~pf B. : Bi + Ai  i s t  e n d l i c h  f~ir  a l l e  
1 

is 

Entsprechend ist (ii) ~quivalent zu 

N-I Sp ~i und (ii') Es ist ~ (SpBi) affin, etwa ~-1(SpBi ) = 

~SpB : B. + A ist endlich for alle i 6 I. 
1 l 1 

Nun gilt 

N-I -I 
(SpBi) = ~ (Spf B i) m 

-I 
Nach Theorem 3.1 ist ~ (Spf B i) affinoid genau dann, wenn 

~-1(SpBi ) affin ist. Weiter ist z.B. gem~B [I], Satz 3.2 

ein Homomorphismus B § A zwischen affinoiden Algebren end- 

lich, genau dann wenn die Restklassenabbildung B § ~ endlich 

ist. Damit ist die Aquivalenz yon (i') und (ii') unmittelbar 

klar. 

KOROLLAR 3.3. Ein formell-analytischer Raum X ist genau 

dann separiert, wenn auch ~ separiert ist. 

Beweis. Sind pl,P2 : X x X § X die beiden Projektionen 

auf die einzelnen Faktoren von X • X, so induzieren Pl und 

P2 eine endliche Abbildung ~ : ~ § X • ~, denn fHr af- 

finoide Algebren A und B ist die entsprechende Abbildung 
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stets endlicho Wir betrachten nun die Diagonalabbildungen 

6 
X ~X• 

> X x X  ~ •  

Es sei X verm~ge 6 ein abgeschlossener Unterraum von X x Xu 

dann liegt ~(X) nach Korollar 3.2 abgeschlossen in X • X, 

und da ~ endlieh ist, liegt auch ~ o ~(X) abgesehlossen in 

x ~. Ist umgekehrt ~ verm~ge ~-~ abgeschlossener Unter- 

raum von ~ x ~, so liegt ~ verm~ge ~ auch abgeschlossen in 

X~. Wiederum mit Korollar 3.2 folgt, dab 6(X) abgeschlos- 

sener Unterraum yon X • X ist, q.e.d. 

Zum Beweis von Theorem 3.1 ben@tigen wir einige Vorbe- 

reitungeno Es bezeichne im folgenden k stets den komplettier- 

ten algebraischen AbschluB yon k. Der K~rper k ist wiederum 

algebraisch abgeschlossen, und der algebraisch-separable Ab- 

schluB yon k liegt dicht in k. 

LEMMA 3.4. Es sei X ein formell-analytischer Raum und k' 

ein vollst~ndiger Unterk~rper yon k, der k enth~lt. Ist dann 

:= X ~ k' formell-affinoid, so auch X' X. 

Beweis. Zun[chst sei bemerkt, dab X quasi-kompakt ist, 

denn X' ist als formell-affinoider Raum quasi-kompakt. Wir 

w~hlen eine f-offene affinoide Uberdeckung ~= (U I ..... U n) 

yon X und betrachten den zu ~geh~rigen ~ech-Komplex 

o-~ c~ ) a~ 1(~,0 x) , . . .  

f ~ r  jede f - o f f e n e  Menge U m X d ie  k - A l g e b r a  Ox(U) kano-  Da 

nisch die Topologie einer k-Banachalgebra tr~gt, derart dab 

alle Restriktionen stetig sind, so tr~gt folglich jedes 

cq(~,0X) die Topologie eines k-Banachvektorraumes, derart 

dab der Korandoperator d stetig ist. Man beachte jedochr dab 

wir jetzt auch den nicht-reduzierten Fall einschlieSen, d.h. 

wir m~ssen statt der Supremumnorm auf einer affinoiden Al- 

gebra A stets die Quotientennorm bez~glioh eines definieren- 

den Epimorphismus T m § A zugrundelegen. 

Bezeichnet [[' = (UI ~k k', .... Un ~k k') die yon ~ 

induzierte f-offene affinoide ~berdeckung yon X' , so erhilt 
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v 

man den Cech-Komplex C'(~', OX,) aus dem ~ech-Komplex 

C" (~,0 X) verm6ge Tensorierung mit k' 

A 

c x,) =c x) | 

Aufgrund der Abgeschlossenheit yon ker d ~ folgt dann 
A A 

0x(X) ~k k' = (kerd ~ @k k' =ker (d ~ @k k') = 0X, (X'), 

dies sieht man etwa mit [2], Lemma 3.2 und unter Ausnutzung 
S 

der Exaktheit von Qk g 

Wir fUhren jetzt den Beweis yon 3.4 fur den Spezialfall 

einer endlichen Galoiserweiterung k' Uber k. Dann operiert 

die zugeh~rige Galoisgruppe F auf der k'-affinoiden Algebra 

A' :=0 x,(x') =0x(X) ~kk'' 

und es ist A := 0x(X) die Fixalgebra. Nach [3], Lemma 3.1 

ist A eine k-affinoide Algebra, man hat daher eine formell- 

analytische Abbildung ~ : X--~ Spf A, welche nach Tenso- 

rieren mit k' den kanonischen Isomorphismus ~' : X' _m+ SpfA' 

ergibt. Es sei vermerkt, dab 

~*(Ox) : 0SpfA 
gilt, denn wenn Spf B c SpfA ein f-offener affinoider Unter- 

raum ist, so k6nnen wir die obige Betrachtung fur den for- 

mell-analytischen Raum ~-1(Spf B) anstelle yon X durchf[h- 

ren. Wir wollen nun noch einen Hilfssatz beweisen, der zeigt, 

da8 ~ ein Hom6omorphismus f-topologischer R~ume ist; denn 

dann ist klar, dab ~ einen formell-analytischen Isomorphis- 

mus zwischen X und Spf A erkl~rt. 

HILFSSATZ 3.5. Es sei k' eine endliche quasi-galoissche 

K~rpererweiterung yon k und Y ein formel!-analytischer Raum 

~ber k. Dann gilt fur die kanonische Projektion 

~h~- k' + Y P :Y' = Y ~k 

(i) p is___t surjektiv und f-offen. 

(ii) Die Operation yon F :: Gal (k'/k) auf Y' induziert eine 

transitive Operation auf den Punkten der Fasern yon p. 

Beweis. Es seien Y und Y' ohne Einschrdnkung affinoid, 

etwa Y = Spf B, Y' = Spf B'. Falls k' rein inseparabel Uber 
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k ist, so sieht man leicht, dab p : Y' + Y in diesem Falle 

einen Hom~omorphismus f-topologischer R~ume liefert. Wir 

dNrfen daher ohne Einschr~nkung k' als Galoiserweiterung 

yon k annehmen. Es ist p surjektiv, denn p ist endlich. Wei- 

ter folgt (ii) mit [3], Korollar 3.3. Um zu sehen~ dab 

f-offen ist, w~hlen wir U c Spf B' f-offen, ohne Einschr~n- 

kung dOrfen wir annehmen, dab U invariant unter F isto Zu 

x 6 U gibt es dann ein g 6 B', Iglsup = I mit Ig(T(x)) I = I 

f0r alle T 6 Fund mit 

Spf B u <g-1 > c U . 

Sei nun h := H Y(g), dann gilt h C B und au~erdem 

Ts 

p(x) 6 p(Spf B' <h-l>) : Spf B <h-l> cp(U) , 

d.h. p ist offen, q.e.d. 

Um nun zu sehen, da~ ~ ein Hom@omorphismus f-topologi- 

scher R~ume ist, betrachten wir das kommutative Diagramm 

X' > SpfA' 

~o 
X ..... -~ Spf A , 

Pl und P2 seien die kanonischen Projektionen. Die Surjekti- 

vit~t yon ~ folgt aus der Surjektivit~t von P2' welter ist 

auch injektiv, denn die Fasern yon Pl und P2 stimmen nach 

Hilfssatz 3.5 ~berein. SchlieBlich ist ~ f-offen, denn die 

Projektion P2 ist nach Hilfssatz 3.5 f-offen. Damit ist der 

Beweis yon Lemma 3.4 vollendet f~r den Spezialfall einer 

endlichen Galoiserweiterung k' ~ber k. 

Zum Beweis des Allgemeinfalles nehmen wir k' = k an, es 
A 

sei wieder A : 0x(X), A' = A ~k ~ = OX' (X')" A' ist eine 

k-affinoide Algebra. Wir betrachten die Bedingungen 

(i) Es existiert ein topologisches Erzeugendensystem 

a = (al,...,a m) yon A', welches bereits in A enthalten 

ist. 
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A 

(ii) ES ist U! = U ~ k ein strikter Laurentbereich von 
1 i k 

X' = SpfA' , etwa U!I = X' (g~ I) , und es gilt bereits 

gi 6A f~r i = 1,...,n. 

Bezeichnet k c k den algebraisch-separabien AbschluB yon 
S 

k, so liegt A ~k ks dicht in A' = A ~k ~' d.h. es l~Bt 

sich jedes Element aus A' beliebig gut dutch Elemente aus 

A ~k ks approximieren. Damit sieht man leicht, dab sich 

die Bedingungen (i) und (ii) realisieren lassen, wenn man k 

dutch eine endliche Galoiserweiterung ersetzt. Da dies auf- 

grund des soeben bewiesenen Spezialfalls ohne Einschr~nkung 

m6glich ist, dOrfen wir also die Bedingungen (i) und (ii) 

als gegeben annehmen. Der Homomorphismus 

: T (k) = k<~>-+ A 
m 

~+ a 

geht nach Tensorierung mit k Ober in einen Epimorphismus 

o': T (k) = k<r ~ A' 
m 

A 

Nach [2], Lemma 3.2 gilt ker o' = (ker o) ~k ~' d.h. die In- 

jektion k <~>/ker o ~-+ A geht nach Tensorieren mit k ~ber in 

die Bijektion k <~>/ker o'-~+ A ' . Es liegt also k <~>/ker o 

insbesondere abgeschlossen in A, und es gilt deshalb 

k <4>/ker ~ = A , 

d.h. A ist k-affinoide Algebra. Man hat somit wiederum eine 

formell-analytische Abbildung 

: X -+ Spf A , 

welche nach Tensorieren mit k den Isomorphismus 

<0' : X'-~SpfA' 

ergibt. Da ~0(Ui) c SpfA<gi1> gilt fNr i = q,...,n, so in- 

duziert ~ Abbildungen 

-+ Spf A <g~1 > , ~Qi : U1 

we!che nach Tensorieren mit k in die Isomorphismen 

' : U~ ~+ SpfA' -I 
~i l <gi > 
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~bergehen. Dann sind auch die Abbildungen ~i Isomorphismen~ 

d.h. ~ ist ein Isomorphismus, und Lemma 3.4 ist bewiesen. 

LEMMA 3.6~ Es sei X ein formell-analytischer Raum. Ist 

dann Xre d f ormell-affinoid, so auch Xo 

Beweis. [9], chap I, Proposition 2.3.5 und Corollaire 

4.5.9, die dortigen Beweise Hbertragen sich sinngemiB. 

Nun kommen wit zum Beweis von Theorem 3.1. Es sei also 

X formell-analytisch und ~ affin, dann ist mit X auch X 

quasi-kompakt. Wir dHrfen ohne Einschr~nkung annehmen~ dab 

k algebraisch abgeschlossen und X reduziert ist, denn auf- 

grund von Lemma 3.4 und Lemma 3.6 ist lediglich zu zeigen, 
A 

dab (X ~k k)red formell-affinoid ist. Das algebraische Mo- 

dell dieses Raumes ist ebenfalls wieder affin, da die kano- 

nische Abbildung 

endlich ist. Unter diesen zus~tzlichen Voraussetzungen ist 

X ausgezeichnet, und es folgt Theorem 3.1 mit Aussage b) von 

Theorem 2.8, sofern X separiert ist. Nun wird aber die Se- 

pariertheit von X in Theorem 2.8 lediglich ben~tigt~ um zu 

garantieren, dab fHr die f-offene affinoide Uberdeckung 

~: (U I ..... Un) yon X alle Durchschnitte 

U n . . ~  
1 1 

o q 

stets wieder formell-affinoid in X sind. Eine Uberdeckung 

mit diesen Eigenschaften l~St sich in unserem Falle leicht 

konstruieren, auch wenn die Separiertheit von X nicht be- 

kannt ist, denn ~ ist affin. Man wihle die f-offene affinoide 

Uberdeckung~= (U 1 ..... U n) von X so, daS ~i jeweils ein of- 

fener Unterraum des Typs ~(~-I) in ~ ist. Dann ist 

U. n o . . n ~ .  
1 1 

0 q 

jeweils offener Onterraum des Typs ~i (~-I) in Ui mit einem 
o o 

~60~ (~i) ~ und es gilt f~r einen Repr~sentanten h6Ox(U i ) 
o o 

von 
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u n ...n u : U. (h -I ) , 
1 1 l 
o q o 

d.h. U. N ...N U. ist formell-affinoid. Somit ist Theorem 2,8 
1 1 
o q 

in jedem Falle anwendbar, und es folgt Theorem 3.1. 
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