Uber die Zetafunktionen
indefiniter quadratischer Formen.

Von

Carl Ludwig Siegel in Frankfurt (Main).

Die klassische Theorie der biniren quadratischen Formen aa® 4 2bzy

+ cy? mit ganzen Koeffizienten ist in dem Zeitraum der letzten hundert
Jahre nach zwei Richtungen hin verallgemeinert worden: Verlangt man von
der Verallgemeinerung als wesentliche Higenschaft die Méglichkeit einer
Komposition der Formen, so kommt man zu den algebraischen Zahlringen und
dariiber hinaus zu den nicht-kommutativen Zahlsystemen mit endlicher Basis;
behélt man dagegen nur den Grad bei, so wird man zu den quadratischen
Formen @ (z,, ..., %,) mit einer beliehigen Anzahl! » von Variabeln und
ganzen Koeffizienten gefiihrt. Jeder dieser beiden wichtigen Verallgemeine-
rungen der bindren quadratischen Formen entspricht auch eine Verallge-
meinerung der von Dirichlet eingefithrten Zetafunktion

2 (aa? 4 2bzy + cy?)~:

Y - .
Im ersten Falle hat man die Dedekindsche Zetafunktion und ibre Uber-

tragung - auf nicht-kommutative Bereiche; im zweiten Falle ist die Zeta-
funktion einer beliebigen quadratischen Form zu bilden.

Die Fortsetzbarkeit und die Funktionalgleichung der Dedekindschen
Zetafunktion ist bekanntlich von Hecke bewiesen worden, und K. Hey?)
hat diesen Beweis auf nicht-kommutative Korper iibertragen. Hierbei spielt
die Komposition der zugehérigen Formen eine wesentliche Rolle. Andererseits
hat schon frither Epstein in einer wichtigen Untersuchung die Fortsetzbarkeit
und die Funktionalgleichung der Zetafunktion einer definiten quadratischen
Form mit beliebig vielen Variabeln bewiesen. Dieser Beweis 1at sich aber
nicht auf den indefiniten Fall iibertragen.

Die analytische Theorie der quadratischen Formen liefert nun einen
Zusammenhang zwischen Thetareihen und Eisensteinschen Reihen, und zwar
auch fiir indefinite Formen. Ist insbesondere @ (z,, ..., z,) reell in
— (i +.. .+ y)+ (g2, + ...+ y2) mit geradem p transformierbar
und die Determinante D von @ ungerade, so folgt aus jener Theorie im Falle
n->> 4 fiir die zugeordnete Thetafunktion, daB sie eine Modulform der Di-

') K. Hey, Analytische Zahlentheorie in Systemen hyperkemplexer Zahlen. Ham-
burg 1929, Dissertation.
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mension #/Z und der Stufe 2.D ist; und in iiblicher Weise erhilt man daraus
fiir die zugehorige Zetafunktion die Fortsetzbarkeit und die Funktional-
gleichung. Es erscheint aber methodisch unbefriedigend, fiir die Herleitung
dieser Resultate die Darstellungstheorie der quadratischen Formen heranzu-
ziehen, und man wird einen einfacheren Weg suchen.

Die Erkenntnis, daf tiberhaupt indefinite quadratische Formen zur
Bildung von Modulformen benutzt werden konnen, verdankt man Hecke?),
und zwar fiir den Fall einer indefiniten bindiren Form, in welchem die Trans-
formationstheorie der zugeordneten Thetafunktionen aus der Funktional-
gleichung der Zetafunktionen des reeli-quadratischen Zahlkorpers folgt.
Ferner hat peuerdings B. Schoeneberg3) den Fall behandelt, daB @ die
Normenform eines indefiniten Quaterniomenbereiches ist; dann gestattet
nimlich § eine Komposition, und es 1i6t sich zur Ableitung der Funktional-
gleichung der Ansatz von Hecke und Hey benutasn. Dieser Weg ist im all-
gemeinen Fall nicht gangbar, da dann keine Komposition moglich ist. Man
kommt aber auf andere Weise zum Ziel, wenn man gewisse Identititen aus der
Theorie der vielfachen Integrale und die Poissonsche Summenformel benutzt.
Im folgenden wird dies durchgefithrt unter der einschrinkenden Annahme,
daB @ reell in ~ (y3-...+92_ ) + y2 transformierbar ist, dabei ist die
Determinante von @ beliebig und n. > 2.

Die genaue Definition der Zetafunktion von @ findet man in §4, wo
auch die Fortsetzbarkeit und die Funktionalgleichung in drei Sitzen formuliert
werden. KEs ist bemerkenswert, dall die Gestalt der Resultate wesentlich
davon abhingt, ob n gerade oder ungerade ist. Eine eingehende Untersuchung
erfordert dabei der Fall, daBl § eine ternire Nullform ist; dann ist auch das
Ergebnis von besonderer Art. Die Anwendung auf die Theorie der Modul-
funktionen wird in §10 gegeben. Dabei zeigen wieder die terniren Null-
formen ein abweichendes Verhalten. Fiir die spezielle ternire Form z, z, — %
gewinnt man eine Identitit, die bereits Mordell4) mit Hilfe der Theorie der
elliptischen Funktionen bewiesen hat.

Uber die weiterhin verwendeten Bezeichnungen sei noch bemerkt, daB
deutsche Buchstaben Matrizen bedeuten, und zwar kleine deutsche Buch-
staben stets Spalten. Es ist z. B. ¥’ Sz die quadratische Form mit der symme-
trischen Matrix & und der Variablenspalte x, und speziell hat die Einheits-
form 'z dié Matrix €. Ferner soll unter n eine Nullspalte verstanden werden.

2} E. Hecke, Uber einen neuen Zusammenhang zwischen elliptischen Modul-
funktionen und indefiniten guadratischen Formen. Gottinger Nachrichten 1925.

%) B. Schoeneberg, Indefinite Quaternionen und Modulfunktionen. Math. An-
nalen 113, S. 380— 391. ]

%) L. J. Mordell, On some series whose ath term involves the naumber of classes
of binary quadratics of determinant — m. Messenger of Math. 49, 8. 65—72.
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§ 1.
Die Einheitengruppe.
Es sei ¥’ &z eine nicht-ausgeartete reelle quadratische Form von » Varia-

blen z,, ..., z, und D der absolute Betrag ihrer Determinante. Setzt man
X%, = 2 (k= 1, ..., n) oder kurz ¥ = =, 3, so ist der Ausdruck

1 n
M D*(3 @3) *dz...dzm_,

das zu dem absoluten Gebilde ¥’ ©x = 0 gehorige nicht-euklidische Volumen-
element des projektiven z-Raumes P.

Weiterhin seien die Elemente von € rationale Zahlen. Eine ganzzahlige
Matrix € mége eine Einheit von & heiflen, wenn €' G€ = & ist. Vermoge
der Abbildungen ¥ — € liefern die Einheiten eine Gruppe nicht-euklidischer
Bewegungen der Punkte des Raumes P mit dem absoluten Gebilde ¥ Sx = 0;
dabei ist aber zu beachten, dafl die beiden Einheiten € und — € jedesmal
dieselbe Bewegung definieren. Die Bewegungsgruppe I"(S) ist also die
Faktorgruppe der vollen Einheitengruppe in beziig auf die von den beiden
Elementen € und — G gebildete invariante Untergruppe.

Fiir indefinites ¥’ ©x ist die Einheitengruppe von unendlicher Ordnung,
wenn nicht der triviale Fall einer bindren Form mit quadratischer Diskrimi-
nante vorliegt. Es sei insbesondere ¥’ Sz reell in y2 — (y2 4 ... + y3)
transformierbar. Dann folgt aus der Reduktionstheorie der quadratischen
Formen, daB die Gruppe I" (&) in dem Teile ¥ Sz > 0 von P diskontinuier-
lich ist und dort ein von endlich vielen Ebenen begrenztes Fundamental-
polyeder F (G) besitzt. Das unter Zugrundelegung des Volumenelements (1)
berechnete nicht-euklidische Volumen v (&) von F (&) ist endlich, wenn
der soeben erwihnte triviale Fall ausgeschlossen wird.

Deutet man die #n Elemente von x nicht als homogene Koordinaten eines
Punktes im projektiven Raume P, sondern als rechtwinklige cartesische
Koordinaten im euklidischen Raume R, so wird durch x — €x eine affine
Abbildung von R auf sich selbst definiert, weiche den Kegel ¥ Sz = 0
festhilt. Das Innere dieses Kegels, also das Gebiet ' Sz > 0, besteht aus
zwei spiegelbildlich zum Nullpunkt gelegenen Teilen. Einer von diesen
beiden werde ausgewihlt und mit K bezeichnet. Diejenigen Einheiten von &,
welche sogar K festlassen, sollen eigentliche Einheiten heilen. Da bei der
Abbildung ¥ — — x der Halbkegel K in sein Spiegelbild iibergeht, so stimmt
I' (S) iiberein mit der Gruppe der eigentlichen Einheiten. Dem (n — 1)-di-
mensionalen Fundamentalpolyeder F (©) im projektiven z-Raum ent-
spricht im n-dimensionalen euklidischen x-Raum eine von endlich vielen
Ebenen begrenzte Ecke E, deren Spitze im Nullpunkt liegt. Die Eckpunkte von
F () ergeben die Kanten von E. LiaBit man bei der Abbildung ¥ — €z die
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Matrix € simtliche eigentlichen Einheiten von & durchlaufen, so erhilt man
durch die Bilder von E eine liickenlose und einfache {Yberdeckung des Kegel-
inneren ¥ Gx > 0.

Fiir definites ¥’ Sz ist die Einheitengruppe stets von endlicher Ordnung
h {©). Der elliptische Raum P zerfallt in bezug auf I" (8) in § % (S) kongruente
Exemplare eines Fundamentalpolyeders F (). Bedeutet wieder v (€) das
Volumen von F (&), so ist § & (S) v (S) das Volumen des gesamten elliptischen
Raumes, also die halbe Oberfliche der n-dimensionalen Einheitskugel, und
folglich

2) 17(2(5—) - r(3)v(©.

Im vorliegenden Falle eines definiten ' S# soll jede Einheit von & eigentlich
genannt werden.

§ 2.
Elliptische und hyperbelische Punkte.

Fortan bedeutet z'Gx dauernd eine indefinite quadratische Form mit
rationalen Koeffizienten, welche reell in 47 — (y2 -+ . .. + y?) transformierbar
ist. Ferner sei n == 3. Ist ¥ Sz 3= 0, so heilt x ein elliptischer oder ein

hyperbolischer Punkt, je nachdem '@z > 0 oder ¥’ Sz < 0 ist.
Es sei ¥ = q rational und a == n. Die eigentlichen Einheiten von &

mit dem Fixpunkt a, fiir welche also €6 = q ist, bilden eine Untergruppe
I' (S, a) der Gruppe I'(S) aller eigentlichen Einheiten. Fir rationales
r % 0 ist offenbar I'(S,ra) = I'(S, a). Setzt man speziell a = rqg,
wobei die Elemente von g, teilerfremd sind, so kann man sich also auf die
Uuntersuchung von I' (&, ;) beschrinken. In diesem Paragraphen sei
a4, Sa, =10,
also a elliptisch oder hyperbolisch, je nachdem ¢ positiv oder negativ ist.
Ergiinzt man die Spalte q; zu einer unimodularen Matrix

SII == (00 %)

und setzt

/ : , t b
(3) B GSa,=5b BSB 1By =, <n &)zﬁ,
so wird

, (¢ b PR 1w

(4) mg%“(b s5+t—lbb'>"(5<n 5)6'
Ist nun € ein Element der Gruppe I' (S, a), so folgt aus €a = a zunichst
die Gleichung

s

<5> wsn(l )

Mathematische Zeitschrift. 43. 44
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mit ganzen ¢ und W. Aus € SC = & ergeben sich sodann nach (3) und (4)
die Bedingungen

(6) WHW = H, tc = (E—W)b

fiir ¢ und 8. Auf Grund von (5) und (6) ist I'(S, a) einstufig isomorph zu
der Gruppe derjenigen eigentlichen Einheiten 38 von §, fiir welche

Wb = b (mod )

ist. Diese Gruppe ist offenbar von endlichem Index j(S, a) in der Gruppe
aller Einheiten von §. Zufolge (4) ist die quadratische Form mit der Matrix §
entweder negativ-definit oder aber reell in y¥ — (y2+ ...+ y2_) trans-
formierbar, je nachdem a elliptisch oder hyperbolisch ist. Nach § 1 existiert
stets die Zahl v ($), auler wenn # — 1 = 2 und zugleich — |$| eine Quadrat-
zahl ist; dieser Ausnahmefall bedeutet nach {(4), daB #» = 3 und — D ¢’ Sa
ein Quadrat ist.
Man definiere

@) m(&a = La” T (1S av(s)

Fiir elliptisches a gilt dann nach (2) die Gleichung

1 _ k) .
m(S,a)  j(Ga)’

und hierin steht rechts die Ordnung von I" (G, a), also die Anzahl der Einheiten
von & mit dem Fixpunkt a. Fiir hyperbolisches a ist } 7 (S, a) der Index
von I' (S, a) in der Gruppe I' ($) und folglich

1j(8 a)v(9) = (S, q)
das nicht-euklidische Volumen' eines Fundamentalbereiches F (&, a) fiir
I' (&, a) im (n — 2)-dimensionalen projektiven Raum. Dann wird also

n—1

(8) m@@:fgﬂwgp@m

§ 3.
Parabolische Punkte.

Ist ¥ ©Sx = 0 und ¥ == n, so heiit x ein parabolischer Punkt. Die
quadratische Form heifit eine Nullform, wenn es mindestens einen rationalen
parabolischen Punkt gibt. Jede indefinite quadratische Form von mindestens
fiinf Variablen ist eine Nullform. Wie das Beispiel 7 22 — 2 — 22 — a2
zeigt, gibt es indefinite terniire und quaternire Formen, die keine Nullformen
sind. Das zur Gruppe I' (S) gehorige Fundamentalpolyeder F (&) hat dann
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und nur dann Ecken auf ¥ Sz = 0, wenn ¥’ Sz eine Nullform ist, und zwar
liegen alle solche Ecken in rationalen Punkten.

Fiir das rationale parabolische a sei wieder a = 7 a,, wobei die Elemente
von q, teilerfremd sind. Man kann q, zu einer unimodularen Matrix % = (a,B)
derart ergiinzen, daf die Matrix W GA = S, die Gestalt

0 p w
9 S ={? ¢ b’)

n b 9
mit positivem p bekommt; und zwar ist dann p eindeutig bestimmt als der
groBte gemeinsame Teiler der Elemente von ©ay. Es sei nun € eine Einheit
von & mit dem Fixpunkte a. Fiir die Matrix €A = ¢, erhilt man wegen
der Gleichungen

(il‘l‘[_la = ?I—la, &;6161 = 61

die Form

1 ¢ ¢
(10) € = (0 1 n’),

n g W
wobel ¢, ¢, g und I den Bedingungen
(11) WHW = 9, pc = (E—-W)b—WHg, 2pc= —q (H3+20)
geniigen. Setzt man jetzt

I=QII), yk:yz;zk(k=3s"'sn)9 (Z3...Zﬁ),'—'—-"3,
so entgpricht der Abbildung x — €x nach (10) und (11) umkehrbar eindeutig
die Abbildung 3 — M3 + g, und dabei ist 2 eine Einheit von § und g eine
ganze Spalte mit den Eigenschaften
(12) (€ — Wb =W Hq (mod p), ¢ (Hq+ 2b) =0 (mod 2 p).
Der Gruppe dieser Abbildungen des 3-Raumes ist also I" (S, a) einstufig iso-
morph.
Man definiere nun » (&, a} als den mit dem Volumenelement
|~ $3dz...dz,

gemessenen euklidischen Inhalt des Fundamentalbereiches fiir I'(S, a) im
3-Raum. Es bedeute ! eine natiirliche Zahl, fiir welche I& ganz ist. In der
soeben betrachteten Gruppe von Abbildungen des 3-Raumes bilden nach (12)
die speziellen Translationen 3 -3 + g mit g =: n(mod 2 pl) eine Unter-
gruppe, und zwar eine Untergruppe mit endlichem Index (G, a), weil
3’93 zufolge (9) negativ-definit ist. Es ist |—5[ = Dp~2 und folglich

(13) v(& 0) = Di@iy—2 e 30)
' 4%
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Aus (4) und (9) ist ersichtlich, daB eine ternire quadratische Form ' Sx
dann und nur dann Nullform ist, wenn fiir ein geeignetes rationales a die
Zahl — Do’ Ga eine positive Quadratzahl ist. Ist ¥’ Sx keine terniire Null-
form, so existiert nach § 2 die in (7) erklirte GroBe m (S, a) fiir alle elliptischen
und hyperbolischen a; im Falle einer ternéiren Nullform sind dagegen diejenigen
hyperbolischen a auszuschlieBen, fiir welche — Do’ Sa ein Quadrat wird.

§ 4.
Die Zetatunktionen.

Ist x = Gy und € eine eigentliche Einheit von &, so heilen x und y
assoziiert in bezug auf I' (), oder kurz assoziiert. Ein Repriésentant aller
‘mit ¥ Assoziierten werde durch {x} bezeichnet.

Es sei s eine komplexe Variable, deren reeller Teil o > —;i ist. Man

definiere
(14) G(S 9= T m(S oS

und, wenn x' ©x keine ternidre Nullform ist,

(15) L (S, 8) = a}{gm(@, a)(—a’ Sa)—%.

i
t

Dabei soll in (14) die Spalte a ein volles System nicht-assoziierter elliptischer
Gitterpunkte des n-dimensionalen Raumes R durchlaufen, in (15) ein volles
System von nicht-assoziierten hyperbolischen Gitterpunkten. Diese Sum-
mationsbedingungen werden durch die Zeichen {a} > 0 und {a} << 0 ange-
deutet. Der Koeffizient m (S, a) ist in (7) erklart worden.

Aus der Reduktionstheorie der quadratischen Formen entnimmt man die
absolute Konvergenz der beiden Reihen fiir ¢ > —g- , 80 da8 also die beiden

Zetafunktionen in dieser Halbebene regulér sind. Das Ziel der vorliegenden
Untersuchung ist vor allem der Beweis folgender drei Sitze:

- Satz 1. Es set n ungerade und im Falle n = 3 auferdem ¥’ Sx keine
Nullform.” Dann ist £, (S, s) in der ganzen endlichen s-Ebene reguliir bis auf

etnen Pol erster Ordnung ber s = % mit dem Residwum D~ ¥ o (S), und die

Funktion
7 (s) {1 (S, 8) = 9(S,9)
gentigt der Funktionalgleichung

n—1

(16) P8 =(-17 D Tg(&%g—9)
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Satz 2. Es sei n gerade. Danm sind {, (S, s) und {, (S, s) beide in der
ganzen endlichen s-Ebene requldr bis auf einen Pol erster Ordnung bes s = -

mit dem Residuum D—% v (S) und eventuell einen Pol erster Ordnung bes s = 1.
In letzterem Punkte liegt nur dann ein Pol, wenn x' Sx eine Nullform ist. Das
Residuum von {, (S, s) ist dort

o=C@—mD" % Tu(S,a),

wober a die parabolischen Ecken von F (S) durchliiuft und { (3 — n) den Wert
der Riemamnschen Zetafunktion im Punkte 3 — n bedeutet; ferner hat &, (S, 8)

bei s = 1 das Residuum (— )5“‘9. Setzt man
z-2[7]=-
(3T I‘(“g = E(E0) + 5(,9) = 71(S9)
(3) ' T(5) T3 +1— ) (6(S:9) = 1(8,9) = @ (G5,
so0 gelien die Funktionalgleichungen
an m(@9) = (—1F D Hg (e, 2 ),
® @)= T (e k).

Satz 8. Es sei ¥ ©x eine terndre Nullform. Dann ist £y (S, s) in der
ganzen endlichen s-Ebene requliir bis auf einen Pol erster Ordnung bei s = %
vom Residuum D~ % (S) und einen Pol erster Ordnung bei s = 1 vom Resi-

- duum

0=tOD t Zu(s0)
wober a die parabolischen Ecken von F (S) durchlauft. Die Funktion
7t T () 81(6,8) = ¢(S,9) |
gendigt der Funktionalgleichung
(19) ¢(S,5) =—D tg(c, —-—-s)

2 (s);

COSTE 8

dabei bedeutet a den Quotienten aus dem gréPten gemeinsamen Teiler der Elemente
von Sa und dem der Elemente von a.

+

((2s—1) pi—e Zv(S, a)ars;
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Der in diesen S#tzen auftretende Fundamentalbereich F (&) und sein
nicht-euklidisches Volumen v (&) sind in §1 erklirt worden, die Volumina
v(S,a) in §3. '

Es ist zu beachten, daB in Satz 1 keine Aussage iiber {, (S, s) enthalten
ist. Uber den analytischen Charakter dieser Funktion fiir ungerades » liefert
die im folgenden benuizte Methode keinen AufschluB.

§ b.
Berechnung einiger Infegrale.

Das Gebiet ' Sx > 0 der elliptischen Punkte im Raume R besteht
aus zwei getrennten Teilen, die durch die Abbildung x — — % ineinander
iibergehen. Wie in § 1 werde einer dieser beiden Halbkegel mit K bezeichnet.
In diesem Paragraphen sei y ein Punkt von K und

Syt =y >o.

Unter dx soll das n-dimensionale Volumenelement dz . ..d, verstanden

werden.
Hilfssatz 1. Fir R(A) > — 1 qlt

(20) J (¥ Gape—*S9dx

= 221+n—1 n?—ll"(l 'l' 1)]"(1 _*__’21) D—%y—zl—n.

Beweis: Es gibt bei festem 1 aus K eine reelle Transformation ¥ = %3
mit ¥Sz=22—@E2+...+2) und y=A(y0...0)Y. Dabei ist
|%|2 = D~ und folglich

fwenieverdz=pt [ @-d-.. —dpecrads

K z§>z§+...+z:,
o 21 >0
= D [ pitn-1gvndy, j! (1—8—...—8)pdty... dt,
o B+...+<t
il ng
=D ireitmy-r-nZ_— [(L—vfv? dv
r(=5=)%
n—1
= D—’}F(22+n)y‘2l—"nT—ﬂ£—%)—l—
r{i+5)

= grin—ind DA )I(A4+ 3D Ey—eion,
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Hilfssatz 2. Fir R(A) > — 1 und beliebiges p gilt
[ a1y Ss v Gy —(u+ 1)¥Sy+ (u+ s+ 3)jd=
i

1

= (A—p) (l_#+ _’2’_ — 1)221+n~1n%_
T@A+ 1) (A+ 5) D hysion,

Beweis. In (20) ersetze man y durch £y mit £ >> 0, differentiiere nach ¢
und setze dann t = 1. Dies ergibt

[@expererrcyds
¥
= 2(1"" l;‘) 984 +n—1 nE—l I'u- -+ 1)11(2.+ %)D_é‘y—ﬂ.—n.
Verwendet man diese Formel und noch zweimal (20), so wird

j(x’sx)le—fev{%1'61-0’60—(/t+1)1'6‘)‘*'(/"*‘1)(”"‘%)}“

g ={(,H_1)(1+l2‘.)_2(y+1)(1+%)+(#+1)(#+%)}
22’-+"—1n%-111(1+1)P(l+;—)p—%y—“—"’

und hieraus folgt wegen

A+ A+ ) =2+ DA+ 5) + @+ 1) (s + 5)

=@G-w(A—utg-1)
die Behauptung,

Hilfssatz 3. Es sei R(A)) > —1, B(u)>n—1 und ¢ komples,
aber nicht reell und zugleich = 0. Dann ist .

@1) [ S|+ tof Sx+ ty))~s—idx
K

pha 1_1(A+I)P(l—}——g—)l‘(p—nn—}—l)]’(#_%)

tyy—2n,

[

2ru+ T (n+2+1—-5)

wo die Potenzen thre Hauptwerte haben.

Beweis. Da beide Seiten von (21) als Funktionen von ¢ analytisch sind
in der lings der Halbgeraden t < 0 aufgeschnittenen Ebene, so braucht die
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Behauptung nur fiir positive ¢ bewiesen zu werden. Da dann mit x und y
auch x 4ty in K liegt, so ergibt dreimalige Anwendung von Hilfssatz 1

J(x Sxf{(x+ty) G(x+tn)}"" tdz
gi—u—21 7 ph

—r<u+z>r(p+;+1—g)

r(z+1)r(z+——)

r(u+z)r( +it1-3)k

=p 1 ,,%“ FM-+I)P(l+*2”)r("“”+l)1’(u—-12'—)

[E=2% {I(3 R e—a’sa’f“’)da}dx

== 9n—2u

J'(a Sap—rnetvSid3

by
er(u+nI(p+i+1—7F)

Hilfssatz 4. Fir R(A) > — 1, R(p) >n—1 18t

(@S ((r+iv) @ +ig)-+—tdx
¥Sx>0

Y JJTETY . PIELAY SO 17 . . a_
Dt +1) ( rz) p—n n( Z)COSW(%—,M)(I)'GI))’ "
Fu+AT (p+24+1-5)

_ Beweis. Man henutze die Formel (21) mit ¢ = ¢ und ¢ = — 4. Die
Behauptung folgt durch Addition.
Hilfssatz 5. Fir R(4) >0, R(u) >0, R(u) > E(v) > — R(4) 1st

J.:c“ l{j(m’+1—2zw)‘—" =7 (2 + w) 11‘dw}d:z:

_ A r@rwra+nre—y

2r(A+mIrA+p+nrE—m
Beweis: Nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung kann man
sich auf den Fall R(4 + » + ») > 0, R(») <} beschrinken. Dann ist

oo “+ o
TA+p+9) TG —v)[art—1] (@ +1—2iw)-2—0—7 (2 +- u*) " Y dwlda
1] l—-m

+ o0 ;o0

I ;[ Z8i—1 {oj'zl+y+v—1e—s(zz+1—2iw)dz Z[ ”’%e—uzz + wz)dt} dedw
1

f

=3atPQ) [ [Arrtr—trmia 4 h-tem =P dadt

[ ]

=} n’}f’(l) ft_—'—l(l -+ t)“‘(}oz“*‘e‘m+"‘)dz)dt

= 4ab PO L@ [or=r=1 0 0mirdi = b D) T TEER A=,
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§ 6.
- Anwendung der Poissonschen Summenformel.

In diesern Paragraphen sollen Verallgemeinerungen der Hilfssitze 1
und 2 abgeleitet werden, bei denen Summen an die Stelle der Integrale treten.
Es sei wieder y ein Punkt von K.

Hilfssatz 6. Fir R (u) > 5 st

(22) Z(area)‘"e—a'sn= Q8u+n—1 ﬂ?.‘lI‘('u+ 1)[7(!‘_}_%)1)._%

ain X
D0+ 2niSTIBY Sy +2aiG1n) T,
in R
wo a alle Gitterpunkte von K und b alle Gitterpunkte des ganzen Raumes R durch-

laufen.
Beweis. Fiir reelles 3 ist nach Hilfssatz 1

(23) 5(x16§),ue—z"51)-—2nix'ad: — 22#+"_1‘7Z.;_IF(M+1)F(#_{_%)D—%
K

°

{0+ 272G S+ 220 &) 7.
Kann man noch beweisen, daf die Reihe auf der rechten Seite von (22) ab-
solut konvergiert, so folgt die Behauptung aus (23) durch Anwendung der

Poissonschen Summenformel. Wie beim Beweise von Hilfssatz 1 sei (y’ G p)#
=4y >0,5p=UA(y0...0) und A' S Adie Diagonalmatrix mit den Diagonal-
elementen 1, — 1, ..., — 1. Setzt man noch 2aUW b =c= (¢;... 6,),
so wird

M+272087'b) S(p+2niST D)=y -3+ (B+ ... +62)+ 2ic, ¥
und folglich der absolute Betrag

|0+ 276G B) Gy + 2ai G D) Ry (B + 22 + ... + 26Dk,

Demnach hat die Reihe auf der rechten Seite von (22) eine Majorante der
Gestalt

y Z +6b) 2%,
bia B
wo py = R(u) gesetzt ist und p nur von y abhingt. Die Majorante
konvergiert nun fiir 529 —}—% > %, und dies ist gerade die Voraussetzung
R(p) >3
Durch eine feinere Abschiitzung kann man iibrigens feststellen, daB die
Reihe auf der rechten Seite von (22) sogar noch fiir R (u) > %-—— 1 absolut

konvergiert, aber nicht mehr fiir o = -’% — 1. Die Untersuchung des Streifens
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bedingter Konvergenz scheint schwieriger zu sein. Fiir das Folgende geniigt
aber die Aussage von Hilfssatz 6.

Hilfssatz 7. Fir R(u) > 5 ist

(24) Z (0 Gap eI |0’ G-y’ Sy — (u+ 1)a' S+ (4 + 1) (n+5))

ain K
= —putntin? DT (p+2+1)D7H

. ZVG 1|+ 27iG 1B Sy +2RiGp)) T .

bin R

Beweis. In (22) ersetze man vy durch ¢y mit ¢ > 0, differentiiere nach ¢
und setze dann ¢ = 1. Dies ergibt

E@Sapa e =2 (ut})omremint Tt I(u+3)D
- Z YS9+ 2mi®10) (9 + 22 ST S (9 + 224STE)) -3,
Verwendet man diese Formel und noch zweimal (22), so wird
a%‘&a’ea)ﬂt e—wso&a’@a-n'@) —(p+1)aSy+(u+1) (y+_g_)}
= gmtn=int " Py (ut+ 5 4+1) D7
 Z{y'©0—20'(y-+ 276 &~16) + (9 + 2mi G0 Gy + 224G )
1

A0 +27iG 1B Sy +22iSB)) " T,
und dies liefert wegen |
Sy —29yS () + 246G 'b)+ (p + 220 S D) Sy + 221G D)
= 2 G—!
die Behauptung. = (@atf's" 77h
§7.
Fortsetzbarkeit und Funktionalgleichung.
In diesem Paragraphen soll bewiesen werden, daf die Funktion
(s—3)6—D&(S 9
und bei geradem # auch die Funktion

(s— )6 —1&(S 9

in der ganzen endlichen s-Ebene regulir ist und daB ferner die in den
Sitzen 1 und 2 ausgesprochenen Funktionalgleichungen bestehen.
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Zunéchst sei B (s) = 0 > —;—, ferner sei u eine der Bedingung u >1"2— +1
geniigende Konstante und
A=s4+pu— 1;—
Fir die Fanktion

@) (s— 5)(s— D23+ —a" T L4 ) T34 3)D7H 0,6, 0) = 10

ergibt Hilfssatz 2 unter Benutzung der Definition (14) von ¢, (S, s) die Daz-
stellung

26) f(s)=2 X m(S, a) (a’@a)ﬂj‘(x'ex)l Pk
{a} in K £

Das in §1 erklidrte Gebiet £ hat die Eigenschaft, da8. seine Bilder bei den
Abbildungen x — €z eine liickenlose und einfache Uberdeckung des Gebietes
¥’ Sz > 0 ergeben, wenn € alle eigentlichen Einheiten von & durchliuft.
Andererseits 148t sich jeder mit a assoziierte Punkt gleich oft in die Form
@~ asetzen, namlich so oft, wie es Einheites mit dem Fixpunkt a gibt. Wie
in §2 gezeigt wurde, ist aber diese Anzahl genau 1:m (&, a). Daher geht
(26) iiber in

27 f(s) = j.(z'ex)l Z‘K{—;i—a'Gwz’Gx —{p + 1jla Sx|

E ain

Fe+ (s + g)l @ Saemiveias,

wo nunmehr @ alle Gitterpunkte von K durchliuft.
Man zerlege jetzt B in zwei Teile B, und Ey; auf B, sei 0 < ¥’ Sx << 1,

auf B, sei ¥ S x = 1. Verwendet man Hilfssatz 7 fiir die z aus E,, so folgt
aus (27) die Darstellung
@) o) =[wey = 30 Ga¥6s—(u+1)|a &zl
A ain ¥
+e+D(p+F) @ Sareiwsngy

— 22;L+n+1n_2—+lf(#+2)r(ﬂ+ %+1)D—% 5.(3'@53)1
Ey

1

2 YOI {4 2aiGT B S (x4 22iG ) T Ndu,

Hieraus ergibt sich, wie nun gezeigt werden soll, da§ (s — i;—) (s — 1), (8, 9)
eine ganze Funktion von s ist.
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Das erste Integral auf der rechten Seite von (28) ist zunichst eine ganze
Funktion von s. Um den analytischen Charakter des zweiten Integrals zu
untersuchen, hat man die Reduktionstheorie der quadratischen Formen zu
benutzen. Am einfachsten ist diese Untersuchung fiir den Fall, daB F (©)
lauter elliptische Ecken hat oder, was dasselbe ist, da x’ Sz keine Nuliform
ist; allerdings kann dies nur fiir # =< 4 eintreten. In diesem Falle ist der
Quotient ¥’ 3: ¥ Sz auf F (S) beschrinkt. Indem man wie beim Beweise
von Hilfssatz 6 verfihrt, erkennt man, daB dann die Reihe unter dem zweiten
Integral in (28) gleichmifig fiir alle x aus E die Majorante

.
woooan 1

y X obp{¥e(@z-+0ub) ¢ + 3
] R

in

besitzt, wo ¥ von % unabhingig ist. Multipliziert man diese Majorante noch
LR S L
mit dem Faktor (z" x)? et 2, so erhilt man wegen p > —1;— -+ 1 eine im

Gebiet E, gleichmiBig konvergente Reihe. Folglich ist das zweite Integral
in (28) eine in der Halbebene ¢ > % + L;-i‘ regulire Funktion von s. Diese
Aussage gilt auch noch fiir den Fall, daB F () parabolische Ecken besitzt.
Das ergibt sich durch eine Untersuchung des Verhaltens des Integranden in
der Nihe der parabolischen. Ecken; da diese Untersuchung keine prinzipielle
Schwierigkeit bietet, so sei die etwas langwierige Rechnung hier fibergangen.

Es ist also die Funktion f(s) reguléir fiir o > —Z— + ! ; " und die Formel (28)
fiir diese o giiltig. Da nun aber y beliebig groff gewihlt werden kann, so zeigt
(25), daB (s — %—) (s — 1) &; (&, s) tatsichlich ganz ist.

Nun sei entweder 2 >> 3 oder # = 3 und zugleich ¥’ & x keine Nullform.
Ferner sei weiterhin

n l—p
Z+———2—<6<0.

Verwendet man Hilfssatz 7 auch fiir die x aus E,, so geht (28) iiber in

0|~

@9) fs) = — 2 ntias Pt YT (p+ 2+ 1)D7

1

(1 X V& 1b{(x+22i6 1) S(+27iG10)] "~ * dx.
E bin B

Wegen des Faktors b" G 'b = (&7 'b)’ G (S 'b) braucht man auf der
rechten Seite nur iiber die ganzen b zu summieren, fiir welche S~ 'b elliptisch
oder hyperbolisch ist, also b’ @b > 0 oder b’ &' b < 0. Man erhilt alle
Assoziierten von S~ b genau einmal in der Form € S~ 'b, wenn € ein volles
System von Reprisentanten der Nebengruppen der Einheitenuntergruppe
I'(S, & ') in der Gruppe I'(S) durchlduft. Andererseits erfiillen die
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Bilder von E bei den Abbildungen x — €z liickenlos und einfach einen Teil B,
von ¥ &% > 0, der genau einen Fundamentalbereich fiir die Gruppe
F(G, ©1p) bildet. Also ist

1

(30) [(#Gxf T VG 1b{(x+27iG b)Y S(x+27i G 1B))  °  dx
§o bin R

1

2 0 GETb| (¥ G+ 2miC ) Sl 2miGt) T ds,
~1b} By

|

wo &b ein volles System nicht-assoziierter elliptischer und hyperbolischer
Punkte mit ganzem b durchisuft. v

Fiir jede Einheit € von & ist € eine Einheit von S~ und € '& b
= @71 b. Die Elemente von I'(S, S 'b) sind also die Transponierten
der Elemente von I' (S, ). Fir-die elliptischen S~ kann man auf der
rechten Seite von (30) den Integrationsbereich E, durch den vollen Bereich
¥ ©x > 0 ersetzen, wenn man noch als Faktor den reziproken Wert der
Ordnung von I' (&%, b) hinzufiigt, der nach § 2 gleich m (&~ b) ist. Dann
148t sich aber Hilfssatz 4 anwenden, und man erkennt, da8 die elliptischen
&~ 'b zur rechten Seite von (30) genau den Beitrag

By _ poi i e T(g)re—ar(z—o)

zi(u+2>r(y+§—+1)

{2 n)“"‘*“cos:rz(s ——:-) s (6“ k, % - s)
ergeben. '
Fir hyperbolisches G~ b sei (— b @™ 'b)¥ = b >0 und % = Ay mit
¥Cr=yl—(y;+ ... +y3), ©'b =AW ...0b), also
(x+27i G D) S (x+ 271 S D)
=y —(y2+ ... + 9% —4aiby, + 472
Setzt man noch
21={yf—-(?/§+---+3/5)}%, B = Yr'Y k=2,...,n—1)

und beachtet, daB die Abbildung ,, ..., 2, > 25, ..., 2,_1, ¥» zwei-eindéutig
ist, so erhalt man .
f FSe) {(x+2niG-1b)Y S(x-+ 274 6—1b)}_y~5_ldx
Ep

o t= —p—r n-#
=2D‘%jz“;1+}{f(z?+4n2b2——4szibyn) 73 x(zi‘—i-—yi{) t dy,pdz
° o f dz,...dz, _,

) n—1
Cre (l—g—...—g2_ )%

2
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wobei Fy einen Fundamentalbereich fiir I'(&~, b) im 2,...2,_,-Raume
bedeutet. Zufolge Hilfssatz 5 und Formel (8) wird also

(32) B'G1b [ (G2} {+27iG b)) Gz +2aiG1b)} 3 dx
Ep |
ra+0r(i+z)re—or(z—e+1)

P (e g 1) 7

P D_% (2 n)u—-'n—z

1

.ot v (B 1,b)(— P c;—lry)"'21 = — sinn,"—'zi D-%ng“

ra+1 r(s -|-12'—)I’(2—-—a)1’(%-—3+ 1)
' rut2)P(u+5+1)

Aus (25), (29), (30), (31), (32) folgt jetat

(2m)2e-n—2m (S, B)(—b’ &1 b)"i.

(33) 2:(S,8) = D I'(l—s) r(% -—s)
. {cosn(s - -g) :1(6—1,1‘2— —_ s) -} sin nn—gl 50(6*1,-; - s)}-

Ist nun » ungerade, also
. n—1 =
smn”2 = 0, I’(l—s)cosn(s——-;—): (—1) 2 _I'EZT)"
so ergibt (33) die Funktionalgleichung (16). Wegen der oben bewiesenen

Regularitit von (s - -;i) (s — 1) ¢4 (S, ) fiir alle endlichen s gilt das gleiche

fiir die Funktion s(s +1- %) &y (G"‘, % — s). Die rechte Seite von (16)

ist also regulir bei s = 1 und folglich hat £, (S, s) in Wahrheit gar keinen
Pol bei s = 1. Die in Satz 1 enthsltenen Aussagen sind damit bewiesen, bis

auf die Bestimmung des Residuums bei s = —;—.

Ist n gerade, also
n

} -1 2 -
smx%— =(—-N1?* , cosn(s—%):(—l)”cosxs,

so geht (33) itber in

L(G.5) = ()i D-da T E T T A=) (5 —s)

. {cosns{l(e“‘l, %—s) —_ 50(6"‘,-1-;—-—.3)}.
Hieraus folgt fiir ¢, (S, s) die Darstellung
5o (S, 8) = (— 1)?00375851 (S,9)

n

p T IT—  T (G —s)sint st (6 § )
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und demnach ist auch (s —_ —2—) (s — 1) §y (S, s) eine ganze Funktion von s.

Die beiden letzten Gleichungen ergeben

4

$1(B,8) +£o(B,8) = oD 37T} I’(l—s)l"’( )cos2 (s+ 2)
fa(er g+ =0 G (e g - ),

B4 L(©0)— ()= —2DF ' TE T PA—g (2~ o) s E s+ 2)

(a6 % )+ (=i (e 5 — ).

Hieraus folgen die Funktionalgleichungen (17) und (18) durch eine leichte
Rechnung. Damit sind auch die Aussagen von Satz 2 bewiesen, bis auf die

Residuenbestimmung bei s = -721 und s = 1.

§8.

Berechnung der Residuen.

Obwohl in der Definition von {, (&, s) nur die elliptischen Punkte auf-
treten, so waren beim Beweis der Fortsetzbarkeit im vorigen Paragraphen
durch die Benutzung von Hilfssatz 7 auch die hyperbolischen Punkte in den
Formeln zum Vorschein gekommen. Dabei war aber der Ansatz so gewshit,
daB die parabolischen Punkte wegen des Faktorsb’ G~ 'b im allgemeinen Gliede
der rechten Seite von (24) aus der Rechnung herausfielen, wodurch sich eine
Vereinfachung ergab. Allerdings erhielt man auf diese Weise nicht die Werte
der Residuen der Zetafunktion. Um diese zu finden, hat man gerade einen
Ansatz durchzufithren, bei welchem die parabolischen Punkte nicht heraus-
fallen. In diesem Paragraphen werde vorausgesetzt, dafl ¥’ © x keine terniire
Nullform ist.

Der Ansatz selbst ist noch niherliegender wie der von § 7: man benutzt
direkt die Hilfssiitze 1 und 6 statt der Hilfsséitze 2 und 7. An Stelle von (28)
erhdlt man dann die Darstellung

% 2 1—n-—2
(35) GL(S,5) = Dia *2 ' f(x Sz} X (¢ Saje iy
ra+nr(i+y 3) B ain K

Pt I(u+3)
ra+ 1)r(x+ )

4 2n~2e j’(x S x)

-2 {(x+2 RiGmib) & (s 4 3mic—1e) " T dx,
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und zwar zunichst fiir o > g—, mit p > —g— und 4 = s+ p — -121 Der wesent-

liche Unterschied gegeniiber (28) besteht jetzt darin, da8 in (35) auch die
Gitterpunkte b auftreten, fiir welche b’ &' b = 0 ist. L#Bt man alle diese b
fort, so erhilt man statt der rechten Seite von (35) eine Funktion von s, von
welcher man nach dem Vorbilde von § 7 beweisen kann, daB sie in der Halb-

ebene ¢ > % — —’2‘— regular ist. Die Residuen von {y (S, s) bei s = 125 und =1

stimmen daher iiberein mit denen der Funktion

P+ 1) Putg) o
— [(#G2t J (¢*Sx+4nib's)  2dx
ra+yr(itg)e  reism

(36) g(s) = 2 —2¢

In der Summe auf der rechten Seite von (36) greife man zuerst das Glied

b = n heraus. Bei den iibrigen Gliedern vereinige man wie in § 7 alle agso-

zilerten G~ 'b und auflerdem alle b, die auseinander durch Multiplikation

mit einer rationalen Zahl hervorgehen. Man lasse nun p die verschiedenen

parabolischen Ecken von F (S~!) durchlaufen, wobei die Elemente von p

teilerfremd seien. Bedeutet dann F,, einen Fundamentalbereich fiir die

Einheitenuntergruppe I' (S, S 'p) auf dem Gebiete 0 <<z’ Sx <1, so
wird

ra+nyr ( 2

(37 ) 225—n

g(s)

STEANCIF]

+
Tu+DT(ut

M3

= [(¥Gz)r—rdx+2

Ey

pX j (F G Sx+4nilp'n) " 2dx
b4

Eyp

..
]
ot

Im ersten Integral fiilhre man durch die Substitution

t=E6cnt, e, =2 k=1,...,m
neue Integrationsvariable ¢, z;, ..., 2,_; ein. Nach (1) wird dann
1 _n -% ,
(38) [ (¥ Gap—rdz=2[ pon—rdi [...[(3G8) Tday...dz_, =2 2C
E, 0 F(S) 8§ — 5

Im zweiten Integral auf der rechten Seite von (37) fithre man durch die Sub-
stitutionen
=y, t=@EFSHL mige=n (k=3...,n

die Variablen ¢, y,, 24, - . ., 2, ein; dabei soll % dieselbe Bedeutung haben wie
in §3. Dann ist also % unimodular, p'x = y, und

=Gt =10C0=2pY14s+ .-
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Es wird
vj'(x’ex)l (¥Cx+4nilp's) "~ dx

Eyp
1 + o n
= jt““ { j -+ 4nily2)b“—giy2|"*3dy2} p—1 ] . .fa’;z:,‘ .4z,
; % Fis,6-1p)
wo F (S, ! p) den Fundamentalbereich fiir I'(S, & 'p) im z,... z,-Raum
bedeutet. Folglich gilt fiir den zweiten Summanden auf der rechten Seite
von (37) die Gleichung

3923 F [ er+inilys “ Tds
=1.p Eyp

=2D} § alp-rZ0(S,61p) [#e-sde[(1+iy) " T |yp-rdy
=1 P [} — oo

Tin—2) I p—24-2)
=2[}_%(4n)2—ncosyz(%~1)§'(n—2) - (/ %2 )8__1_120(6,(5—1p).
r(e+3) ’

Nach (37) und (38) hat die Funktion g (s) bei s = —725'— einen Pol erster Ozd-

nung mib dem Residuum D—$v (€). Nach (37) und (39) ist g (s) fiir ungerades n
bei s'= 1 regulir; fiir gerades » ist dagegen der Punkt s = 1 ein Pol erster
Ordnung mit dem Residuum

o=2D"t@ap—rcosn(5—1)I'(n—2¢(n—2) Zv(S, & 1p)
: |
=D B -nIvE e
P

Hierdurch sind die Residuen von {, (S, s) ermittelt. Aus (34) folgt jetat,
da8 fiir gerades » die Differenz £, (&, s) — £, (S, 5) bel s = —Z- regulir ist;
also haben , (S, s) und £, (S, s) dort das gleiche Residuum. Ferner folgt
aus (34), daB die Funktion {;(S, s) + (— 1)2 {, (S, s) bet s = 1 regulir

1

ist; also hat (; (S, s) dort das Residuum (— 1)z .
Damit sind sémtliche in den Satzen 1 und 2 aufgestellten Behauptungen
bewiesen.

§9.

Ternire Nullformen.

Ist n = 3 und ¥ S x eine Nullform, so versagt die Methode von § 7 zur
Herleitung der Funktionalgleichung, da die Fundamentalbereiche fiir die
Gruppen I' (S, b) keinen endlichen Inhalt haben, wenn #» =3 und

Mathematische Zeitschrift. 43. 45
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— Db’ G 'b eine positive Quadratzahl ist. In diesem Fall fiihrt der folgende
modifizierte Ansatz zum Ziel.

Wie im vorigen Paragraphen lasse man @™ 'p die verschiedenen para-
bolischen Ecken von F (&) durchlaufen, wobei die Elemente von p teilerfremd
seien. Es seiy > 0. Entfernt man aus den frither-erklirten Gebieten E, E,, E,
die siimtlichen Punkte ¥, fiir welche mit irgend einem jencr p die Ungleichung

(40) S >y (px)?

erfiillt ist,’so mdgen die Gebiete E,, E,,, E,, entstehen. Diese sind dann
Fundamentalbereiche fiir I'(S) auf den drei Gebieten, die aus ¥’ S x > 0,
0<¥Sx<1, ¥Sz=1 entstehen, wenn man simtliche Punkte x ent-
fernt, fiir welche die Ungleichung

(41) PS>y (t'x)?

mit- irgerid einem parabolischen &'t und ganzen t erfiillt ist.

~ Sind & 'p; und &7 1p, zwei verschiedene paraholische Ecken von F (&),
80 ist
(42) 2pi G lpy- i Pt — (P& 1pp)* ¥ Gx = D1 py, p,, G2 3,
wobei das- Symbol |p,, py, Sx| die. Determinante bedeutet. Hitten nun
die durch (40) fiir p = p, und p = p, erklirten Gebiete einen Punkt x ge-
méinsam, so wire fiir diesen

| (£ G2 > 9 (p, 2 (p, 2%

und (42) lieferte die Ungleichung
(43) Y (9, & py)t < 4.
Es sei nun h der Hauptnenner der Elemente von G~ und weiterhin y == 2 k.
Dann kann (43) nicht erfiillt sein, und die durch (40) fiir verschiedene p

definierten Gebiete haben also keinen Punkt gemeinsam.
Zuniichst sei 0 >3. Mit > § setze man 4 = s + u — ; und

f(s) = (G2 T (¢ Ga)emloSxida.
Ey ain K

Offenbar ist dann
lim f,(s) = 22D~ I 21+ 2)¢ (S, 9),

Y > =

und andererseits erhilt man fiir f, (s) die Darstellung

f(s) = j(x’Gx)’- 2 (@ Sape-lvCxidg
Fyy ain K

+2aD" 3 e+ 2)[ (¥S x):? {(+2721G1H)S(x+2 niG“b)}_"‘_%dx.
E1y o B
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Analog wie in §8 wird nun

f@en ¥ (Sx4 daib'n) " idx

E-1b=0
By

=[x Gx)‘—3d1+22 2 [@ex@er+anilysn ™" $dx;

Fyy =P By,

dabei bedeutet &, . einen Fundamentalbereich fiir die Einheitenuntergruppe
I'(S, & 'p) auf dem Gebiete, das aus 0 <%’ S x <1 entsteht, wenn man
alle z entfernt, fiir welche die Ungleichung (41) mit irgend einem parabolischen
S~ 't und ganzen t erfiillt ist. Durch dieselbe Umformung wie in § 8 erhils
man weiter

*_% =
im j(I 63&)‘ P (x Sx+ 4aib’z)” " d;:L@
7—)00E7 —1 == §— —

2

+2074 X0(8,671) lim 3 ferer| [ (@4 smily) iy ae

y—>oo I==1] y§>52],_1

3 p-1 . —un—}% R

_D e, i [ Fin) —(—iz) “~

.3 Z”(GG IP)J Zni@ptDa dx
) o

i 1
D *vwg 1 1D .
= 3 T s—1 2M+1Z"(66 g2

8§ — ——

2
und folglich

lim f,(s) gf(: i) I (@Saye-wStigy

¥ —> amI{

1 -} _
- g 1 LD
+2a07 reuty (P42 i 2 e
8—.._..
2

F{@SH ¥ (+2mic1byS( +2szz‘6—lb)}"‘“"3dz).
El ‘5'6"15*0

Von den beiden Integralen auf der rechten Seite dieser Formel zeigt man
ahnlich wie frither, daB sie in der Halbebene o > —Z — % regulire Funktionen
von s sind. Folglich ist s = % ein Pol erster Ordnung von ¢, (S, s) mit dem

Residuum D—% » (S) und s = 1 ein Pol erster Ordnung mit dem Residuum

o= —3D"tpuE,61p) = D*%c«ngv(e, &-1p)
P .

45%
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Von den in Satz 3 ausgesprochenen Behauptungen bleibt noch die Funk-.
tionalgleichung (19) zu beweisen. Es sei jetzt —i——— % <Ca < 0. Nach dem
Vorbild von §7 erhilt man die Darstellung

rei+2
= F lim [(#FS:{r+2xiG1bySE+22iG710) " *dx;
{&-1b) y—>c gy,

dabei wird summiert iiber ein volles System nicht-iquivalenter elliptischer
und hyperbolischer €™ 'b mit ganzem b, ferner bedeutet Ey, einen Funda-
mentalbereich fiir I' (S, 7' b) auf dem Gebiete G, das aus ¥’ Sx >0 ent-
steht, wenn man alle x entfernt, fiir welche die Ungleichung (41) mit irgend
einem parabolischen 7! t und ganzem t erfiillt ist. Bei denjenigen b, fiir welche
der Fundamentalbereich fiir I' (S, & 'b) auf ¥ Sz >0 im (n — 2)-dimen-
sionalen projektiven Raum ein endliches nicht-euklidisches Volumen » (&7, b)
hat, kann man die Rechnung in derselben Weise weiterfiihren wie in §7.
Besonders zu beachten sind jetzt aber die b, bei denen die Zahl — Db’ S'b
ein positives Quadrat wird. Durchliuft g alle diese b, so ergibt sick an Stelle
der Funktionalgleichung (16) die Formel

(44) 7 I()5(S8) = — D da G-I rg s @ Li—ys

e L2y +2) : ' i
+= P('s)l"(2l+ 2) (6-—21.q) y!in; E{y(x S3)

fx4+27iG-1q) S(x + 2ni G 1) “ T 3dx.

Man hat noch den Grenzwert auf der rechten Seite von (44) zu bestimmen.

Die beiden Tangenten von dem Punkt S 'q der projektiven z-Ebene
an den Kegelschnitt ¥’ & x = 0 berithren ihn in zwei rationalen Punkten
S~ 'p, @ 'r. Dies folgt aus der Formel (4) von §2, wenn dort a == G 'q
gewihlt und beachtet wird, daB im vorliegenden Falle die binire quadratische
Form mit der Matrix $ in das Produkt von zwei linearen Formen mit rationalen
Koeffizienten zerfallt. Aus (42) folgt umgekehrt, da die Tangenten in zwei
parabolischen rationalen Punkten S~ 'p und S~ 'r sich in einem rationalen
Punkte & 'q treffen, fiir welchen die Zahl — Dg & 'q ein Quadrat
ist. Ist € eine Einheit der Gruppe I'(S, S 'q), so gehen bei der Abbildung
x — @ x die beiden Tangenten von G~ q an den Kegelschnitt entweder in sich
iiber oder sie vertauschen sich. Im ersten Falle ist € = €. Im zweiten Falle
ist |€] = —1, und die Gruppe I'(&, " q) besteht aus den beiden Elementen
€, €; dieser Fall kann nur eintreten, wenn es iiberhaupt eigentliche Einheiten
mit negativer Determinante gibt.

Es mégen zunichst alle Einheiten von I'(S) positive Determinante
haben. Dann besteht I' (S, ™ 'q) nur aus der Identitdt, und E, fallt mit
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dem oben definierten Gebiete G, zusammen. Offenbar erhilt man alle in
(44) auftretenden q genau zweimal, indem man @~ p die parabolischen Ecken
von F (&) durchlaufen liBt und jedesmal alle & 'q mit p' S *q = 0 be-
stimmt, die in bezug auf die Untergruppe I'(S, & p) nicht-assoziiert sind.
Entsprechend wie in §3 sei ¥ = %Wy mit unimodularem A und

S'p=AM@OO0Y, Cx=—hy2+ (2ay,+by,+ 2¢ys) s,

wo d den gréften gemeinsamen Teiler der Elemente von &7 *p bedeutet
und ad = 1 der grofte gemeinsame Teiler der Elemente von p ist. Dann
ist also D =a%k. Man erhilt alle Elemente € von I'(S, G p) in der Form

1 w v
¢ =%EA, =101 0y,
0 w 1

indem man fiir «, v, w alle den beiden Bedingungen
av = hw, 2au = huw® — 2ew

geniigenden ganzen Zahlen setzt. Simtliche $'q mit ganzem qund p’S*q=0,
die in bezug auf I'(&S, G~ *p) nicht-assoziiert sind, erhilt man aus A’ q = (0a ),
indem man fiir «, 8 alle Paare ganzer Zahlen mit 8 =+ 0 setzt, die in bezug’
auf die Gruppe « — « -+ wp, f — f nicht-assoziiert sind. Wie in § 3 bedeute !
eine natiirliche Zabl, fiir welche IS ganz ist. Man betrachte die durch die
weitere Bedingung w = 0 (mod 2al) definierte Untergruppe von I'(S, & 'p),
deren Index wieder mit k (S, @~ *p) bezeichnet werde. Bei festem g gibt es

genau 2 el |§| Paare «, §, die in bezug auf diese Untergruppe nicht-assoziiert

2alip)
E(&, & 1p)
und p’ & 'q = 0, die in bezug auf I' (S, S~ 'p) nicht-assoziiert sind. Es
gilt dabei die Gleichung

sind. Zu festen p und B gibt es also Systeme G~ 'q mit ganzem q

& lg= -3

Es sel nun &7 'r der Beriithrungspunkt der anderenvon S~ 'qanx’ Sx =0
gezogenen Tangente. Man setze

& 'arr)=9B, =183,
et =¢>0, 2,02 = 7, Eizg =L,
(—q &' =rtfl=¢>0, pPSlr=1>0
Dann wird

d (%1, 9, %) I ST
(#9) i D Tesl

(46) (x+ 27187 q) S (x+ 2706 q) = 24 4a o — dmigtby TN
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Dem Gebiet Gy des x-Raumes entspricht im &7 {-Raume das Bild Br’ das
durch die unendlich vielen Ungleichungen

1) v e < | (n B5EL ) Bt £>0

definiert wird, wobei, @™t alle parabolischen Punkte mit teilerfremden
Elementen von t durchliuft. Dabei kann man noch voraussetzen, daf
t & 1p =0 ist. Fiir.t = p liefert (47) die Ungleichung

£ < ok,
und fiir { 4= 4 p erhélt man
& 1q
(48) (er+;t:e— )221311 ICI—

Nach (45) und (46) ergibt sich
(49) aj(i'ez)l ((s+27iG~1q) Gz + 2miG 1)) * " 1dx
=7D_‘}Q“;”E““C“’(E* Fame—dmigénl-) T dedndl.
Geniigt nun ¢ f:n.- alle t 4 4 p der Bedingung
Sy !

8o ist (48) fiir beliebiges reelles # erfiillt, und die 7-Integration auf der rechten
Seite von (49) liefert dann den Wert 0. Setzt man noch zur Abkiirzung

-} o 1
2 t' & _

t'Tg'lp =, - ;:tr 5—1(:, = 1 o~ (&) ¢ =83 = &() = 0,
80 wird

(60) [(¥G#}{E+2niC1afS(x+2miGiq) Tidx
G

_.& 20
_.__‘D__..__ 24+ 1
2a49(2u-+1) t's-lz;:>o£§

n=ng+a®dl
1=g—q® §

&
e+ anter—tmigtent-y Y | dg
A :

ot 5
‘ ”‘9(2.“"}"1)}'6 1p>0 _

."Iflue

(Tl s amie(or— v emat 50 )
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In der letzten Summe hat nun das Glied mit ¢ = t den von y freien Wert

+ o )i 4 o 4 - .E tm—‘“_% tdt dg
(51) _Usi 5{_L(£2+ atgt + amibot) T Al

e e N . e N(2A+2)T(2—2¢8)
=—2m§§“+1(5+2ng) ot = — 2mi(me) e e,

wihrend die Summe aller @ibrigen Glieder fiir ¥ — oo den Grenzwert 0 besitat.
Aus (44), (50) und (51) erhilt man unter Benutzung der frither gefundenen
Anzahl der G 'q bei festen p, § die Formel

(62) 2= I(6) (&8 + D Eam G-I TG — 9@ i —9)

2la%t 2 o

= . 2%i—-2gs—1 ] e —2 D‘i~s _2la%? s
n @I 8) ﬁ‘:k(e, s gi‘:fi
—ep .
=n—ms-7r?-)- C(ZS-——I)Dé ’29(6, S-1p) a2,

wobei a7 der grofte gemeinsame Teiler der Elemente von & 'p ist. Dies
ist aber gerade die Funktionalgleichung (19). '

Es bleibt noch der Fall zu behandeln, daB es in I" (S) auch Einheiten
mit der Determinante — 1 gibt. In diesem Fall lege man den Uberlegungen
dieses Paragraphen an Stelle von I" (&) die Untergruppe der eigentlichen
Einheiten mit der Determinante + 1 zugrunde. An die Stelle von ¢, (S, s)
und %"v (8, & 'p) a®*~? treten dann die Ausdriicke 2{,(S,s) und

22 v (8,6 p) a’*~ 2 und die obige Rechnung fithrt genau zu der mit
” ,
2 multiplizierten Formel (52).

§ 10.
Zusammenhang mit der Theorie der Modulfunktionen.

Es sei z eine komplexe Variable mit positivem Imaginirteil. Die Funk-
tionalgleichung von ¢, (S, s) 1aBt sich in iiblicher Weise vermége der Mellin-
schen Transformation in eine Eigenschaft der Funktion

n—1

53) [(S,2)=(—1"7 = -3 1’(12‘;),,(6) + ¥ m(S,a)erireee
{a} > o

iibersetzen, wenn % ungerade ist. Ist ' S z keine ternire Nullform, so liefert
Satz 1 die Formel

n—1 1

. B
R e R O IC)
und hierdurch wird das Verhalten von f (S, x) bei der Modulsubstitution
£~ % zum Ausdruck gebracht.
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Will man die Transformationstheorie von f (G, z) fiir beliebige Modul-
substitutionen entwickeln, so hat man auBler {, (&, s) auch analog gebildete
Zetafunktionen mit Restklassen-Charakteren zu untersuchen. Die zum Be-
weise der Satze 1, 2, 3 fithrenden Uberlegungen lassen sich ohne wesentliche
Schwierigkeit auf den allgemeinen Fall iibertragen. Vermoge der Mellinschen
Transformation erhiilt man dann das wichtige Resultat, da8l die durch (53)

definierte Funktion f (&, z) eine Modulform der Dimension -;— und der Stufe 2D

ist; dabei wird vorausgesetzt, dal » ungerade und ¥’ & x keine ternire Null-
form ist.
Fiir terndre Nullformen ¥’ &z ist dagegen f(S, #) keine Modulform.

Das Verhalten von f (S, x) bei der speziellen Modulsubstitution z — — —:;-

laBt sich dann mit Hilfe von Satz 3 untersuchen. Man erhilt die Formel
+
. ;- d nizy?
1&a) = —DH ()it (e - 3)- D izv(e, | L
z x e e eﬂnD_%ay_l

wobei a und @ wie in Satz 3 zu erkliren sind. Fiir den Fall der ternaren Null-
form z, x, — =} findet sich dieses Resultat in etwas anderer Gestalt bereits
in der oben zitierten Abhandlung von Mordell.

Y

(Eingegangen am 9. September 1937.)



