
Uber die Zetafunktionen 
indefiniter quadratischer Formen. 

Von 

Carl Ludwig Siegel in Frankfurt (Main). 

Die klassisehe Theorie der bin~ren quadratischen Formen az  ~ + 2 bxy 
-4-vy ~ mit ganzen Koeffizienten ist in dem Zeitraum der le~zten hundert 
Jahre naeh zwei R ichtungen bin verallgemeinert worden: Ver]angt man yon 
der VeraUgemeinerung als wesentliche Eigenschaft die MSglichkeit einer 
Komposition der Formen, so kommt man zu den algebraisehen Zahlringen und 
dariiber hinaus zu den nieht&ommutativen Zahlsystemen mit endlicher Basis; 
beh~lt man dagegen nut den Grad bei, so ~ r d  man zu den quadratischen 
Formen Q (x 1 . . . .  , x~) mit~ einer beliebigen Anzahl n yon Variabeln und 
ganzen Koeffizienten gefiihrt. Jeder dieser beiden wiehtigen Verallgemeine- 
rungen der bin~ren quadratisehen Formen entsprieht aueh eine Verallge- 
meinerung der yon Dirichlet eingefiih~en Zetafunktion 

Z' (az ~ + 2 bxy + cy2)-'~: 
Xl Y 

Im ersten Falle hat man die Dedekindsche Zetafunk~ion und ibre Uber- 
t ragung auf nicht-kommutative Bereiehe; im zweiten Falle ist die Zeta- 
funktion einer beliebigen quadratischen Form zu bilden. 

Die Fortsetzbarkeit und die Funktionalgleiehung der Dede~ndsehen 
Zetafunktion ist be~anntlieh yon Hecke bewiesen worden, und K. Hey ~) 
hat diesen Beweis auf nicht-kommutative KSrper fibertragen. Hierbei spielt 
die Komposition der zugehSrigen Formen eine wesenthche Rolle. Andererseits 
hat schon friiher Epstein in einer wichtigen Untersuchung die Fortsetzbarkeit 
und die Funktionalgleichung der Zetafunl~tion einer definiten quadratischen 
Form mit beliebig vielen Variabeln bewiesen. Dieser Beweis l~l~t sieh abet 
nicht auf den indefiniten Fall iibertragen. 

Die analytische Theorie der quadratischen Formen liefe~ nun einen 
Zusammenhang zwischen Thetareihen und Eisensteinsehen Reihen, und zwar 
auch fiir indefinite Formen. Ist insbes0ndere Q ( x l , . . . ,  x,~) reel] in 
- (y~ + . . .  § y~) + (y~ e ~ + . . .  + y~) mit geradem T transformierbar 
und die Determinante D yon Q ungerade, so folgt aus jener Theorie im Falle 
n . >  4 fiir die zugeordnete Thetafunktion, dal3 sie eine Modulform der Di- 

~) K. Hey, Analytische Zahlentheorie in Systemen hyperkomplexer Zahlen. Ham- 
burg 1929, Dissertation. 
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mension n/2 und der Stufe 2 D is$; und in iiblicher Weise erhalt man daraus 
far die zugehSrige Zetafunktion die Fortsetzbarkeit und die Funktional- 
gleiehung, l~s erscheint abet methodiseh unbefriedigend, fiir die Herleitung 
dieser Resultate die Darstellungstheorie der quadratischen Formen heranzu- 
ziehen, und man wird einen einfacheren Weg suehen. 

Die Erkenntnis, dab fiberhaupt indefinite quadratische Formen zur 
Bildung yon Modulformen benutzt werden kSnnen, verdanl~ man Hecl~e2), 
und zwar ffir den Fall einer indefiniten bin~ren Form, in welchem die Trans- 
formationstheorie der zugeordneten Thetafunl~ionen aus der Funl~.ional- 
gleichung der Zetafunktionen des redl-quadratischen ZahlkSrpers folgt. 
Ferner hat neuerdings B. SchoenebergS) den Fall behandelt, da$ Q die 
Normenform eines .indefiniten Quaterniammbereiehes ist; dann gestattet 
n~mlieh Q eine Komposition, und es l~$t sieh z ~  Ableitung der Funkt, ional- 
gleichung der Ansatz yon Heeke nnd Hey benttt~a. Dieser Weg ist im all- 
gemeinen Fall nicht gangbar, da dann kdne Komposition mSglich ist. Man 
kommt abet auf andere Weise zum Ziel, wenn man gewisse Identit/~ten aus der 
Theorie der vielfachen Integrale und die Poissonsche 8ummenformel benutzt. 
Im folgeaden wird dies darchgefiihrt unter tier einsehr~nkenden Annahme, 
dal3 O reell in - (y~ A- . . .  + y ~ _  x) + Y~ transformierbar ist, dabei ist die 
Deterrninante yon Q beliebig und n > 2. 

Die genaue Definition der Zetafunktion yon Q finder man in w 4, wr 
ouch die Fortsetzbarkeit und ale Funktionalgleichung in drei Satzen formulier~ 
werden. Es ist bemerkenswert, da~ die Gestalt der Resultate wesenthch 
davon abh~ngt, ob n gerade odor ungerade ist. Eine eingehende Untersuchung 
effordert dabei der Fall, dos Q eine tern~re Nullform Jst; dann ist ouch dos 
Ergebnis yon besonderer Art. Die Anwendung auf die Theorie der Modut- 
funktionen wird i n  w 10 gegeben. Dabei zeigen wieder die tern~ren Null- 
formen ein abweiehendes Verhalten. Far die spezielle tern~re Form % % -- x~ 
gewinnt man eine Identit/~t, die bereits Mordella) mit Hflfe der Theori~ der 
elliptischen Funktionen bewiesen hat. 

(~ber die weiterhin verwendeten Bezeichnungen sei noch bemerkt, da$ 
deutsche Buchstaben Matrizen bedeuten, und zwar kleine deutsche Bueh- 
staben stets Spalten. Es ist z. B. ~' ~ t die quadratisehe Form mit tier symme- 
trischen Matrix ~ und tier Variablenspalte ~, und spezielt hat die Einheits- 
form t ' t  did Matrix ~. Ferner soll unter u eine Nulls'palte verstanden werden. 

3) E. Heeke, ~ber  einen neuen Zusammenhang zwisehen eIliptischen Modul- 
funktionen und indefiniten quadratischen Formen. G6ttinger Naehriehten 1925. 

s) B. Schoeneberg, Indefinite Quaternionen und Modulfunktionen. Math. An- 
nalen 113, S. 380--391o 

4) L. J. Mordell, On some series whose nth term involves the number Of classes 
of binary quadratics of determinant - n. Messenger of Math. 49, S. 65--72. 
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w  

Die Einheitengruppe. 
Es sei ~' ~ t  eine nieht-ausgeartete reelle quadratische Form yon nVaria- 

b]en zl, �9 . . ,  x~ und D der absolute Betrag ihrer Determlnante. Setzt man 
x~: x~ ----- z~ (k ---- 1, . . . ,  n) oder kurz ~ ---- x~ ~, so ist der Ausdruck 

! n 

(1) D~(~ ' ~ ) - T d z l  : . .  dz , ,_l  

das zu dem absoluten Gebilde ~' ~ z ---- 0 gehSrige nicht-euklidisehe Volumen- 
element des projektiven t-Raumes P. 

Weiterhin seien die Elemente yon ~ rationale Zahlen. Eine ganzzahlige 
Matrix ~ m6ge eine Einheit yon ~ heiBen, wenn ~' ~ ~ ist. VermSge 
der Abbildungen ~ --> ~ liefern die Einheiten eine Gruppe nieht-ellklidischer 
Bewegungen der Punkte des Raumes P mit dem absoluten Gebflde ~' ~ ~ ---- 0; 
dabei ist abet zu beaehten, dab die beiden Einhei~en ~ und - - ~  ]edesmal 
dieselbe Bewegung definieren. Die Bewegungsgruppe /~ (~) ist also die 
Faktorgrupp e de~ vollen Einheitengruppe in bezug auf die yon den beiden 
Elementen ~ und -- ~ gebfldete invariante Untergruppe. 

Fiir indefinites t '  ~ t  ist die Einheitengruppe yon unendlicher Ordnung, 
wenn nicht der triviale Fall einer bin~ren Form mit quadratischer Diskrimi- 
nante vorliegt. Es sei insbesondere t ' ~ t  reell in y ~ -  ( y ~ - k . - k  y~) 
transformierbar. Dann folgt aus der Redaktionstheorie der quadratischen 
Formen, dab die Gruppe F ( ~ )  in dem Tefle ~ ' ~  ~ 0 von P diskontinuier- 
lich ist und dort ein yon endlich vielen Ebenen begrenztes Fundamental- 
polyeder F (~) besitzt. Das unter Zugrundelegung des Volumenelements (1) 
berechnete nicht-euklidische Volumen v ( ~ )  yon F ( ~ ) i s t  endlich, wenn 
der soeben erw~hnte triviale Fall ausgesehlossen wird. 

Deutet man die n Elemente yon t nicht als homogene Koordinaten eines 
Punktes im projektiven Raume P, sondern als rechtwinklige eartesisehe 
Koordinaten im euklidischen Raume R, so wird durch ~-> ( ~  eine affine 
Abbfldung yon R auf sich selbst definiert, welehe den Kegel ~' ~ t  ---- 0 
festh~lt. Das Inhere dieses Kegels, also das Gebiet ~ ' ~ t  :> 0, besteht aus 
zwei spiegelbildlich zum Nullpunkt gelegenen Teilen. Einer yon diesen 
beiden werde ausgewEhlt und mit K bezeichnet. Diejenigen Einheiten yon ~, 
welche sogar K festlassen, sollen eigentliche Einheiten heiBen. Da bei der 
Abbildung ~ --> -- ~ der Halbkegel K in sein Spiegelbild iibergeht, so stimmt 
F (~) iiberein m]t der G~uppe der eigentlichen Einheiten. Dem (n -- 1)-di- 
mensionalen Fundamentalpolyeder F (~) im projektiven ~-Raum ent- 
spricht im ~-dimensionalen euklidischen ~-Raum eine yon endlich vielen 
Ebenen begrenzte Eeke E, deren Spi~ze im Nullpunkt liegt. Die Eckpunkte yon 
F (6) ergeben die Kanten yon E. L~Bt man bei der Abbildung ~ --> E~ die 
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Matrix E s~mtliche eigentlichen Einheiten van 6 durehlaufen, so erh~lt man 
dttrch die Bilder van E eine liickenlose und einfache ~erdeckung  des Kegel- 
inneren ~ '61  > O. 

~ definites ~' 6~  ist die Einheitengruppe stets van endlieher Ordnung 
h (6). Der elliptische Raum P zerf/iUt in bezug a u f / '  (6) in ~ h (6) kongruente 
Exemplare eines lq'undamentalpolyeders F (6). Bedeute~ wieder v (6) das 
Volumen van F (6), so ist ~ h (6) v (6) das Volumen des gesamten elliptisehen 
Raumes, also die halbe Obeffl~iche der ~-ctimensionalen Einheitskugel, und 
folg]ich 

?~. 

(2) ~Ce--3 = ~ ' F .v(6). 

Im vorliegenden Falle eines definiten ~' 6 ~  soll iede Ehtheit van 6 eigentlich 
genannt werden. 

w 

Elliptische und hyperbofisehe Punkte. 

l~ortan bedeutet ~' 6~  dauernd eine indefinite quadratisehe Form m~t 
rationalen Koeffizienten, welehe reell in ya ~ -- (y~ -k �9 �9 �9 + y~) transformierbar 
ist. ~erner sei n ~ 3. Ist ~ ' 6 t  =~ O, so heiBt z ein elliptiseher oder ein 
hyperboliseher Punkt, je naehdem ~'6~ > 0 oder ~ '6~ < 0 ist. 

Es sei x = a rational und a +. u. Die eigentlichen ]~inheiten van 
mit dem Fixpunkt a, fiir welche also E a = a ist, bilden eine Unter .gmppe 
/ ' ( 6 ,  a) der Grippe / ' ( 6 )  aUer eigentfichen Einheiten. l~i~ rationales 
r ~= 0 ist offenbar F ( 6 ,  r~) ----- F(6, ~). Setzt man speziell a = r ~ ,  
wobei die Elemen~e van % teileffremd sind, so kann man sieh also au~ erie 
Untersuehung v a n / '  (6, %) besehr~nken. In diesem Paragraphen sei 

% 6 % = t # O, 

also a ellip~iseh oder hyperboliseh, je naehdem t positiv oder negati~ ~st. 
Erg~nzt man die Spalte % zu einer unimodularen Matrix 

= (% ~)  
und set~t 

t b') 

so wird 

(4) ~ ' ~ =  b 5 §  ' ----~' ~" n 

ist nun ~ ein Element der Gwappe F ( 6 ,  a), so folgt aus ~a  = a zun~ehst 
die Gleichung 

~themat i sche  Zeitschrfft. 4~. ~4 
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mit ganzen r und ~13. Aus ~' ~ = ~ ergeben sich sodann nach (3) und (4) 
die Bedingungen 

(6) ~ ' ~ 3 ' ~  = ~ ,  tc  = ( ~ - - ~ ' ) b  

fiir r und ~ .  Auf Grund yon (5) und (6) ist _P (~, a) einstufig isomorph zu 
der Gruppe derjenigen eigentliehen Einheiten ~ yon ~, fiir welche 

~93'b ~--- b (rood t) 

ist. Diese Gruppe ist offenbar yon endlichem Index j ( ~ ,  a) in der Gruppe 
aller Einheiten yon 9. Zufolge (4) ist die quadratische F o r e  mit der Matrix 
entweder negativ-definit oder aber reell in y21 -- (Y~ + " . .  + Y~-1) trans- 
formierbar, je naehdem a elliptiseh odor hyperboliseh ist. Nach w 1 existiert 
stets die Zahl v (.~), auBer wenn n -- 1 = 2 und zugleich -- [ 9] eine Quadrat- 
zahl ist; dieser Ausnahmefall bedeutet naeh (4), dab n = 3 und -- D a' Ca 
ein Quadxat ist. 

Man definiere 
n - - I  

-~z~ "~ I '  j ( ~ , a ) v ( ~ ) .  

Fiir elli~tisehes n gilt dann nach (2) die Gleiehung 

1 h (~3) 
rn (~, a) -- i (~ ,a)  ' 

und hierin steht rechts die'Ordnung yon/~ (~, a), also die Anzahl der Einheiten 
yon ~ mit dem Fixpunkt a. Fiir hyperbolisches a ist ~-~ (~, a) der Index 
yon F (~, a) in der Gruppe F ( ~ )  und folglich 

das nicht-euklidisehe Volumen" eines Fundamentalbereiches F ( ~ ,  a) fiir 
/~ (~, a) ~m (n -- 2)-dimensionalen projektiven Raum. Dann wird also 

w 

P a r a b o l i s c h e  P u n k t e .  

Ist ~' ~ i  = 0 und ~ ~=n, so heiBt ~ ein parabohscher Punkt. Die 
quadratische Form heiBt eine Nullform, wenn es mindestens einen rationalen 
parabolischen P, unkt gibt. Jede indefinite quadratische Form yon mindestens 
fiinf Variablen ist eine Nullform. Wie das Beispiel 7 x ~ -  x ~ -  x ~ -  x~ 
zeigt, gibt es indefinite terniire und quatern~re Formen, die keine Nullformen 
sind. Das zur Gruppe F (~) gehSrige Fundamentalpolyeder F (~) hat dann 
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und nut dann Ecken auf ~' 6 t -~ 0, wenn t '  ~ ~ eine Nullform ist, und zwar 
liegen alle solche Eelcen in rationalen Punkten. 

Fiir das rationale parabolisehe a sei wieder a ---- r %, wobei die Elemente 
yon ae teilerfremd sind. Man lrann ao zu einer unlmodulaxen Matrix ~I -~ (%~) 
derart erg~nzen, daft die Matrix 9/' 69~[ ----- ~1 die Gestalt 

(9) 6~  = q 

mit positivem lo bekommt; und zwar ist dann ? eindeutig bestimmt als der 
grSl~te gemeinsame Teiler der Elemente yon ~%. Es sei nun E eine Einheit 
yon 6 mit dem Fixpunkte ~. ~ i r  die Matrix ~ I - 1 ~  = ~1 erhiilt man wegen 
der Gleichungen 

E l ~ - l a  = ~ [ - IQ,  

die Form 
(~'161~ 1 ~ 61  

1 , 
q 

wobei c, c, q und !~B den Bedingungen 

(11) ~ ' ~ 5 ~  = ~, pc = ( ~ - ~ ' ) b - ~ ' ~ q ,  2 p o - - - q ' ( ~ q + 2 b )  

geniigen. Setzt man jetzt 

so entspricht der Abbfldung t -->Et nach (10)' und (11) umkehrbar eindeutig 
die Abbfldung 3 -~ ~ ~ ~- q, und dabei ist ~ eine Einheit yon ~ und q eine 
ganze Spalte mit den Eigensehaften 

(12) (~ -- !~B')b ------- !~B'~q (mod ?), q' (~q Jr 2 b) ~ 0 (mod 2 ?). 

Der Gruppe dieser Abbildungen des ~-Raumes ist a l s o / '  (6, a) einstufig iso- 
morph. 

Man definiere nun v (6, a) als den mit dem u 

I -  ~) �89  dz.  
gemessenen ellIdidischen Inhalt des Fundamentalbereiches fiir /~(6,  a) ira 
~-Raum. Es bedeute l eine natiirliche Zahl, fiir welehe I 6  ganz ist. In der 
soeben betrachteten Gruppe yon Abbfldungen des ~-Raumes bflden nach (12) 
die speziellen Translationen ~ -~ ~ ~ q mit q = n (rood 2 ?l) eine Unter- 
gruppe, und zWar eine Untergruppe mit endlichem index k (6, a), weft 
$'~3 zufolge (9) negatiwdefinit ist. Es ist I - -~ l  = DP -~ und folgtieh 

(13) v (6, a) = D~(2 l) n-2 p , - s  �9 k (~ ,  a)" 

44* 
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Aus (4) und (9) ist ersichtlieh, dab eine te rn~e quadratische Form ~' ~ z  
dann und nut dann Nullform ist, wenn fiir ein geeignetes rationales a die 
Zahl -- D a '~  a eine positive Quadratzahl ist. Ist ~' ~ z  keine tern~e Null- 
form, so existiert nachw 2 die in (7) erkl~rte GrSfle m (~, a) fiir alle elliptisehen 
und hyperbolischen a; im Falle einer temiixen Nullform sind dagegen diejenigen 
hyperbolisch~en a auszusehlie~en, fiir welche - - D e '  ~ a  ein Quad~at wird. 

w 

Die  Z e t a f u n k t i o n e n .  

Ist t ----- @t) und ~ eine eigent]iche ]~inbeit yon ~,  so heiBen z und ~) 
assoziiert in bezug auf /~  (~), oder kurz assoziiert. Ein Repriisentant aUer 
mit  z Assoziierten werde dttrch {z} bezeichnet. 

Es sei se ine  komplexe Variable, deren reeller Tell a ~ ~ ist. Mau 

definiere 

(14) ~:,(~, s ) =  .~' m(~,  a) (a '~a)  -8 
{a}>o 

und, wenn t '  ~ keine tern~e. Nullform ist, 

(]5) ~'o (~ ,  s) = Z" ,n (~ ,  a) ( -  a' ~ a) -~.  
{a}~o 

Dabei soil in (14) die Spalte a ein roUes System nicht-assoziierter elliptischer 
Gitterpunkte des n-dimensionalen Raumes R durchlaufen, in (15) ein volles 
System yon nicht-assoziierten hyl~erbolischen Gitterpunkten. Diese Sum- 
mationsbedingungen werden dutch die Zeichen (a} > 0 und (a} < 0 ange- 
deutet. Der Koeffizient m (~, a) ist in (7) erkl~rt worden. 

Aus der Reduktionstheorie tier quadratisehen l~ormen entnimmt man die 
n absolute Konvergenz der beiden Reihen fiir a ~ -~, so dab also die beiden 

Zetafunktionen in dieser Halbebene regular sind. Das Ziel der vorhegenden 
Untersuchung ist vor allem der Beweis folgender drei S~tze: 

Satz  !. Es sei n ungerade und im Fal len = 3 au~erdem ~ ' ~ t  keine 
NuU~orm.' Dann ist $1 (~, s) in der ganzen endlivhen s-Ebene regular bis au[ 

einen Pol erster Ordnung bei s = -~  mit dem Residuum D - �89 v (~),' u~ut die 

Funktion 
~-~  F (s) ~1 (~, s) = ~ (~, s) 

geniigt der Funktionalgleichung 

n - - 1  1 

(16) ~o (~ , s )  = ( - -  1) 2 D 2 ~o ( ~ - 1  ~ _ _  S), 2 
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Satz  2. g~s sei ~ gerade. D a ~  sind ~i (~, s) u ~  ~o (~ ,  s) bei& in &~t 

ganze~ endlichen s-Ebene regular bis au] einen Pol erster Ordnung bei s ---- n_. $ 

mit dera Residuum D- �89  v ( ~ )  und eventuell einen Pol erster Ordnung bei s -~ 1. 
In  letzterem Punkte liegt nut dann ein Pol, wenn ~' ~ ~ vine Null]otto ist. Das 
Residuum yon ~ (~,  s) ist dort 

O = r --  n)D - �89  • v ( e ,  a), 
{l 

wobei a die parabolischen gcken yon F (6)  durchld/ufl und r (3 -- n) den Weft 
der Rie~u~nnschen Zeta/unktion im Punkte 3 -- n bedeutet; ]erner hat ~o (6 ,  s) 

~L 

bei s = 1 das Residuum (-- 1 ) T - x  q. Setzt man 

o [] 
2 ~ e -i- 

so gelten die Funkti~nalgleiehu~gen 

E n 

(1"/) ~ ( ~ , s ) = ( - - 1 )  ~ u 1 8 9  ~ - ~ ,  e - - s  , 

A ~ 

(18) ~%(~,s) --- ( -  ])~ +~-D- �89  ~ _ ,  ~ - ~ , - g  -- 8 . 

S a t z  3. Es sei t '  ~ eine tern~re Null~otto. Dann ist r  s) in der 

ganzen endliehen s-Ebene reguliir bis au] einen Pol erster Ordnunq bei s = 
2 

yore Residuum D -  �89 v (6)  und einen Pol erster Ordmung bei s = 1 yore Resi- 
d i s u m  

e = r D -  -~ s ~(~,  a), 

wobei a die parabolis~hen Ecken yon F (6)  durvhlau#. Die Funkti/on 

~ - ' F ( s )  ~ ( ~ ,  s) = ~ (~ ,  s) 

geniifft der Funktionalgleiehung 

(19) q~(~,s)=--D-�89 ~---s3 ) 
Jr r  1)D � 8 9  Z v ( $ ,  a)a~*-~; 

C 0 8  Yr 8 

dabei bedeutet a den Quotienten aus dem gr6flten ffemeinsamen Teiler der glemen~ 
yon ~ ~ und dem der Elemente yon a. 
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Der in diesen Siitzen auftretende Fundamentalbereich F (6) und sein 
nicht-euklidisches Volumen v (6) sind in w 1 e r k l ~  worden, die Volumina 
v ( 6 ,  a) in w 

Es ist zu bea~hten, da$ in Satz I keine Aussage iiber ~o (6, s) enthalten 
ist. ~ber den analytlschen ~harakter dieser ~unktion flit ungemdes n liefert 
die im folgenden benutzte Methode keinen Au~chlu~. 

w 
Berechnung einiger Integrale. 

Das Gebiet z ' ~ z  ~ 0 der elliptischen l~mlrte im Raume R besteht 
aus zwei getrennten Teilen, die dutch die Abbildung ~ - + - - z  ineinander 
iibergehen. Wie in w 1 werde einer dieser beiden Halbkegel mit K bezeictmet. 
In diesem Paragraphen sei t9 ein Punkt yon K und 

0)'6~)�89 = y > o. 
Unter d~ soil das n-dlmensionale Volumenelement dxx . . ,  dx,~ verstanden 
weIden. 

H i l f s sa t z  1. F~r R (~) > -- 1 g ~  

(20) J(~' 6z)~e-"'~d~c 
n 

= 2 , , + . - ,  + 

Beweis:  Es gibt bei festem 1~ aus K eine reelle Transformation ~ = ~$ 
mit z ' 6 x  ~ z~--(z~-{- . . .  + z~) und ~ ~ ( y  0 . . .  0)'. Dabei ist 
[ ~ ]z = D-  s und folglioh 

�9 ~ > , ]  . . .  + "t 
z 1 ~ ' 0  

n - - 1  

W--X 

= D _ � 8 9  s T'(). + l )  

--~ 2"' + ' - '  .~- -z  .F(~ -k- 1)T'(J1-4-- ~ ) D - ~  y -'~-'~ 
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Hi l f ssa tz  2. ~'ar R (2) > -- 1 und be//eb/ges tt ~//t 

~(,, ~ , )Ze_, ,~ ,  {1 ,, ~ , "  tg' Srj --(~u q- 1), '  ~t9 q-(,u q- 1)(/, q- ; ) }  d.,t 
K 

R 
n 1 

r(2 + ~) r(2+ k)~-~y-,~-. .  

Beweis. In (20) ersetze man 0 dutch t~ mi t t  > 0, differentiiere naeh t 
und setze dann t = 1. Dies ergibt 

x • ( t '  ~ t)*e-*' 6~ T ' ~ t9 a~ t 
7~ 

Verwendet man diese Formel und noeh zweimal (20), so wird 

K 

= {(4 + 1)(4 + 2 ) - - 2 ( . - ] -  1)(4 + 2 )  + (/~ + 1)(/t -1- ~)} 

n _  1 

2~+,,-,=, r(2 + 1)r(2 + ~) o-~ u--.~--, 

und hieraus folgt wegen 

(2 + 1)(4 + 2 ) - -  2(/x + 1)(4 + ~ )  + (/x+ 1)(/t + ~ )  

= 

die Behauptung. 
Hi l f s sa tz  3. Es sei R(4)  > -- l, R(pt) > n - - 1  und t komplex, 

abet night reeU stud zuglei~h "~ O. Dann ist 

{21) S (a,' ~x)a {(~ -t- tO)' ~(~ q- t t ) ) } -~ -ad I  
K 

= D - ~ z ~  - I  _ 

r ( .+~)r ( .  + ~ + , - - ~ )  

wo die Potenzen ihre ttauptwerte haben. 

Beweis. Da beide Seiten yon (21) als Funktionen yon t analytiseh shad 
in der l~ngs der Halbgeraden t ~_< 0 aufgesehnittenen Ebene, so braueht die 



692 O . L .  Siegel. 

Behauptung nut fiir positive t bewiesen zu werden. Da dann mit z und 
auch z + t ~) in K liegt, so ergibt dreimalige Anwendung yon Hilfssatz 1 

K 

2 1 -  ~ . u - 2 2  1 - - ~  / ) � 8 9  . 

. . . . . . . . . . .  (z ~z) (~'~)"+~-Te-a'6(x+t~)d~ dz 
F(/~ -~- 2) P ( p  -t- 7. -~ 1 -- 

~ ( ~ + ' ~ , r ( ~ +  ~ )  

= D-�89 ~ T - a  

H i l f s s a t z  4. Far  R (2) > -- 1, R (p) > n -- 1 

z ~ x ~ o  

/ '(2 + 1)P( 

Be~eis .  Man benutze die Formel (21~ m i t t  ----- i und t---- - - i .  Die 
Behauptung folgt dvxch Addition. 

H i l f s s a t z  5. F~r R (2) > 0, R (p) ~ 0, R (/~) ~ R (~) ~ --  R (2) /st 
ov -{-co 

o - ~ n � 8 9  r ( t ~ ) / ' ( ~ +  ~) r ( t ~  - -  ~ 

Beweis :  Nach dem Prinzip de~ analytischen Fortsetzung kann man 
sich auf den Fall R (2 + p + ~) ~ 0, R (~) ~ �89 beschriinken. Dann ist 

0 ' ~ C O  

=~ ~ ~a'a za+~,+,-ae.--,(,,+a-tee)dz t-'-�89 dzdw 
O - -  o o  0 0 

o 0 

= �89 ~�89 r (a)  t , . - .  (a + t) -~ ( ~ . - .  e---. + , - '~z)dt  
o o 

= �89189 + = �89189 l ' t , , ~ r ( ; t + - - ' ) - - - r ~  - ") 
0 " 
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w 

Anwendung der Poissonsehen Summenformel. 
In  diesem Paragraphen sollen Verallgemeinelamgen der Hilfssiitze 1 

und 2 abgeleitet werden, bei denen Summen an die Stelle der Integrale treten. 
Es sei wieder t) ein Pulrkt won K. 

n 
H i l f s s a t z  6. F//r R (p) > T / s t  

n 

a i n  K 

2~ {(t) + 2 ~ t i ~ - ~ h )  ' ~(x) + 2  n i ~  -~b)} - " - - ~ ,  
~ l n R  

wo a alia Gitterpunlae yon K u~d balle  Giazrpunlae des 9anzen Ra~tmes R dur~h- 
lau/en. 

Beweis.  Fiir reelles ~ ist nach Hilfssatz 1 

K n 

�9 {(~ + 2~zi ~-~  ~)' ~(t9 + 2 h i  ~ -~  ~)}- : ' -  ~ 

Kann man noch beweisen, dall die Reihe auf der rechten Seite yon (22) ab- 
solut konvergiert, so folgt die Behauptung aus (2.3) dutch Anwendung der 

Poissonschen Summenformel. Wie beim Beweise yon Hilfssatz 1 sei it}' ~ D)�89 
= y > 0, 1) ---- 9~ (y 0 . . :  0)' und 9~' ~ 9/[ die Diagona]matrix mit denDiagonal- 
elementen 1, -- 1 . . . .  , -- 1. Setzt man noch 2 ~ 9~'b --= c = ( c x . . .  e,)', 
so wird 

(t) + 2z~i ~ - ~  b)' ~ (~ +2~r  i ~ - ' b )  ~ y~ --  c~ + (c~ + . . .  + c~) + 2ie~ y 

und folglieh der absolute Betrag 

I(O + 2 ~i  e -x  b)' e (t~ + 2 n i  ~ - '  b)] ~ y (y2 + 2 c~ + . . .  + 2 ,~)�89 

Demnach hat die Reihe auf der reehten Seite yon (22) eine Majorante der 
Gestalt 

,u o , t  

y X (1 +b'b)-~-~,  
b l u r  

wo 90 = R (/~) gesetzt ist und 7 nut yon 9 abhgngt. Die Ma]o~ante 
konvergiert nun fiir ~o n n + u > ~, und dies ist gerade die Voraussetzung 

R(~) > ~ .  

Dutch eine feinere Absch~tzung kann man iibrigens feststellen, dat~ die 

Reihe auf der rechten Seite yon (22) sogar noch fiir R (#) > ~ --1 ahsolut 

konvergiert, abet nicht mehr fiir/x = -ff -- 1. Die Untersuchung des Streifens 
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bedingter Konvergenz scheint schwieriger zu sein. Fiir das Folgende geniigt 
abet die Aussage yon Hilfssatz 6. 

H i l f s s a t z  7. F~r Rip) > -~ ist 

l§ ( "1} (24) Z ( a ' ~ a ) " e  "a '~p a ' ~ a . ~ ' ~ - - ( p +  1 ) a ' ~ ) + ( / ~ - ~ l )  p + ~  
a i n  K 

I) D-�89 
It 

�9 ,,~ b ' ~ - ~  b { ( t ) -} -2~ i~-~b) '~ ( t~ - t -  2 ~ i ~ - ~ b ) }  - ~ - ' s  
b l u r  

Beweis .  In (22) ersetze man ~ durch tt) m i t t  ~ 0, differentiiere nach t 
und setze daIm t = 1. Dies ergibt 

, ~ ( K a ' ~ a ~ , a ' ~ e - a ' ~ ,  2(P+ 2)2',+~-l~z~-11"(p+ 1)I'(p+~)D -�89 
ft 

�9 2: p' ~(t)  + 2 ~ i ~ - ~  b) {(t9 + 2~i  ~ - t  b) '~(~  + 2 ~ i ~ - t b ) }  -~'  - T - ~ .  
~ I n R  

Verwendet man diese Formel und noch zweimal (22), so wird 

a i n K  

2,, 2)r(  = , ~-$+ 

t n . R  
~q 

�9 {(0 + 2 ~ i ~ - t b ) ' ~ ( P  + 2 ~i~-Ib)} -~'--~-~, 
und dies liefert wegen 

"0' ~;~ -- 2 p' ,~ (t) + 2 ~ i  ~ - t b )  + (~) + 2~ i  ~ -~b)  ' ~( t )  + 2 ~ i  ~ -~  b) 

die Behauptung. = (2 ~i) 2 b' ~ -  1 b 

w 

Fortsetzbarkeit und Fanktionalgleichung. 
In diesem Paragraphen soil bewiesen werden, daft die F~mktion 

und bei geradem ~z auch die Fnnk'tion 

in der ganze n endliehen s-Ebene regul~tr ist und daft ferner die in den 
Sittzen I und 2 ausgesproehenen Funktionalgleiehungen bestehen. 
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?b 
Zun~chst sei R (s) = a > 2 '  ferner sei/x eine der Bedingung/~ > y + 1 

geniigende Konstante und 

~ = s + / ~  2" 
FAr die Funktion 

ergibt Hilfssatz 2 unter Benutzung der Definition (14) yon ~x (G, s) die Dar- 
stellung 

(26) f(s) =2  Z m(~,a)(a'Ga),~(t'G2t)~e -Q'6~ 
{tt} in /~ X 

�9 { ~ o '  ~o . ' ~ . -  c. + , o ' ~ .  + ( ,  + , ( ,  + ~ ) I  ~ .  

Das in w 1 erldiirte Goblet E hat die Eigensehaft, dalt. seine Bilder bei den 
Abbildungen z -~ Ez eine liickenlose und einfache ~3berdeckung des Gebietes 
z' ~ z > 0 ergeben, wenn E age eigentlichen Einheiten yon ~ durehliiuft. 
Andererseits li~llt sieh jeder mit a assoziierte P u n ~  gleich oft in die Form 
q- ~ a setzen, niimlich so oft, wie es Einheiteg mit dem ~ixpunkt a gibt. Wie 
in w 2 gezeigt wurde, ist abet diese Anzahl genau 1 : m (~, a). Daher geht 
(26) iiber in 

E a "  

wo nunmehr a alle Gitterpunkte yon K durehl~uft. 

Man zerlege jetzt E in zwei Teile E I und E2; auf B~ sei 0 < ~' ~ z < I, 

auf E s sei I' ~ ~ >~- I. Verwendet man Hilfssatz 7 fiir die z aus El, so folgt 
aus (27) die Darstellung 

(28) [ ( s ) =  ( x ' G t ) ~ , ~ / 4 -  ~ a  ~ z - - ( p + l )  t a ' ~  I 
2 

-- ( o ) - - 2 ~ , " + " §  ~ + ~ P ( ~ + 2 ) P  / ~ + - ~ + 1  D-�89 ( ~ ' ~ ) ~  
~ t  

~ | n . R  

Hieraus ergibt sich, wie nun gezeigt werdeu son, dalt ( s -  2 ) ( s  -- 1) r (~, ~) 

eine ganze Funktion yon s ist. 
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Das erste Integral auf der rechten Seite yon (28) ist zun~chst eine ganze 
Funktion yon s. Um den analytischGn Charakter des zweiten Integrals zu 
un~ersuchen, hat man die Reduktionstheorie der quadratischen l~ormen zu 
benutzen. Am einfachsten ist diese Untersuchung ffir den ~aU, dab F i~)  
lauter emptisehe Ecken hat oder, was dasselbe ist, dab x' ~ ~ keine Nullform 
ist; allerdings kann dies nut ffir n ~ ~ eintreten. In diesem Falle ist der 
Quotient ~ ' ~ : ~ ' ~  ~ auf F ( ~ )  beschr~nkt. Indem man ~ e  beim Beweise 
yon Hflfssatz 6 veff~hrL erkennt man, dab dann die Reihe unter dem zweiten 
Integral in (28) gleichmiiBig fiir aUe ~ aus E die Majorante 

:,u n 1 

r 2: b ' h { ~ ' z { ~ ' ~ + b ' b ) }  ' , ' 
~ i n  R 

besitzt, wo ~ von~ unabh~ingig ist. Multipliziert man diese Majorante noeh 

mit dem Falrtor (~' ~)u + u  + ~, so erh~It man wegen k~ > -~ + 1 eine im 

Gebiet E1 glgichm~flig konvergente Reihe. Folglich ist das zweite Integral 

in (28) eine in der Halbebene a > ~- + regul~ire Funktion yon s. Diese 

Aussage gilt auch noch fiir den l~a.ll, dab F (~) parabolische Ecken besitzt. 
Das ergibt sich dutch eine Untersuehung des Verhaltens des Integranden in 
der N~he der parabolisehen Ecken; da diese Untersuehung keine prinzipielle 
Sehwierigkeit bietet, so sei die etwas langwierige Rechnung hier iibergangen. 

n 1 ~ ~, und die Formel (28) Es ist also die Funktion ] (s) regul~ir ffir a > ~- + - -  

ffir diese a giiltig. Da nun abet/z beliebig groB gew~htt werden kann, so zeigt 

(25), dab ( s - - ~ ) ( s -  1 ) ~  (e , s )  tatsiichlich ganz ist. 

Nun sei entweder n > 3 oder n ----- 3 und zugleich x.' ~ ~ keine Nullform. 
l~erner sei weiterhin 

u  < a < 0 .  

u man Hilfssatz 7 auch fiir die ~ aus E~, so geht (28) fiber in 

~,t ~t. ) 1 
(29) /(s) -.--- - 2 ~ ' + " + x : , z ~ + ~ / ' ( / , +  2 ) / ' ( ~  + ~ +  1 D - u  

.{ (~' ~ ~f" 27 t,' ~ - ~  b {(~ + 2 ~zi ~ - 1  ~)' ~ (z + 2 ~ i  ~ - 1  r~)}-"- -~- ~d ~. 
E ~ i n R  

Wegen des Faktors b" ~-~  b = (~-~ b)' ~ (~-~ b~ braueht man auf der 
rechten Seite nut fiber die ganzen b zu summieren, fii~ welche ~ -  ~b elliptisch 
oder hyperbolisch ist, also b' ~ -~  b ~ 0 oder b' ~ -~  b <~ 0. Man erh~ilt alle 
Assoziierten yon ~ -  ~ b genau einmal in der Form ~ ~ -  ~ b, wenu ~ ein volles 
System yon Repr~isentanten der Nebengruppen der Einheitenuntergruppe 
/ ' ( ~ ,  ~ - ~ b )  in der Gruppe / ' ( ~ )  durchl~iuft. Andererseits erfiilien die 
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Bflder yon E bei den Abbfldungen ~ -+ ~ liickenlos and einfach einen Tefl g b 
yon ~ ' ~  ~ 0, der genau einen Fundamentaibereich fiir die Gruppe 
F ( 6 ,  ~ - l b )  bfldet. Also ist 

(30) S(~' 6~} ~ X b ' ~ - l b { ( ~ + 2 ~ i 6 - 1 b ) ' ~ ( ~ + 2 ~ i 6 - : 5 ) ) - ~ ' - Y - I d ~  
E 13JAR 

}% 

= Z b ' ~ - ' b  i (t' ~x)z{(~ + 2 z i 6 - : b ) ' ~ ( z + 2 ~ i 6 - : b ) } - ~ ' - T - ~ d z ,  
{~-~ ~} E~ 

~vo ~ -  ~ b ein volles System nicht-assoziierter elliptischer und hyperbolischer 
Punk~e mit ganzem b durchliiuft. 

Fiir jede Einheit ~ yon ~ ist ~' eine Einheit yon 6 -  ~ und ~ - '  ~ -  ~ b 
= ~ - 1  ~, b. Die Elemente von P ( 6 ,  ~-11)) sind also die Transponierten 
der Elemente yon/"  (~-1,  b). Fiir-die elliptischen ~-~I)  kann m~n auf der 
rechten Seite yon (30) den Integrationsbereich E~ dutch den roUen Bereich 
x '6~  ~ 0 ersetzen, wean  man noch als Faktor den reziproken Wer~ der 
Ordnung y o n / ' ( ~ - ~ ,  b) hinzufiigt, der nachw 2 gleich m ( 6  -1, b) ist. Dana 
l~l~t sich aber Hilfssatz 4 anwenden, und man erkennt, dab die elhptischen 
6 - ' b  zur rechten Seite von (30) genau den Beitrag 

(31) _ D-�89 ~- 

ergeben. 

Fiir hyperbolisches 6 -1 b sei (-- b' ~ - '  b)�89 = b ~ 0 und ~ =: !E~) mit 

~' ~ : y l  ~ - (y~  + . . .  + y~),  6 - 1 ~  = ~ ( 0  . . .  0 b ) ' ,  al~o 

(~ + 2 ~  6 - 1 5 )  ' ~ (~ § 2 ~ i  @ - ' b )  

= y~ - {y~ + . . .  + y~) - ~ y ~  + ~ b~. 

Setzt man noch 

z~ ---- {y[ (y~ §  + y,~)}~, % = y~: y~ (k = 2, . .  ~ n -- 1) 

and beachtet, dal] die Abbildung x~, . . . ,  x,, --+ zx, . . . ,  z , _  ~ , y,~ zwei-eindeutig 
ist, so erhiilt man 

Eb 
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wobei lv~ einen Fundamentalbereich fiir r ( ~ - l , b ) i m  z2 . . .  Zn_l-Raume 
bedeutet. Zufolge Hilfssatz 5 und Formel (8) wird also 

(32) b' ~-Ib ~ (~'e~p{(z + 2=i~- ib) '  e(~ + 2 = , :~ - ,b ) } -~ - : - 'd~  
E~ 

'> + - ' §  ') 
= -  D -�89 (2 =)~,- , , -2  

~ - - I  --1 �9 =�89 v ( ~ - : , b ) ( - -  b' ~ -~b)  s -~  ----- -- sin =--~--  D - � 8 9  

Aus (25), (29), (30), (31), (32) folgt jetzt 

(~3} ~'1(Z, 8) ~-- D - � 8 9  -- 8) -~ ('~- -- 8) 

" - '  - , )} .  ~ ~ )  :1(~--1 , -~--  8 ) - ~ s i n = - - - ~  ~-- 

Ist nun ~ ungerade, also 

---- r(s) ' 

so ergibt (33) die :Funktionalgleichung (16). Wegen der oben bewiesenen 

Reg~l~ta~ ~on (~--~)( .  a) C, (~, ~) f ~  ano en~ichen,  g~t d~s gl.iche 
N, 

fiir die Funk'tion 8(8 - 4 - 1 -  ~ ) : 1 ( ~  -1, ~---8) .  Die reehte Seite yon (16) 

ist also reguliir bei s = 1 und folglieh hat ~x (~, s) in Wahrheit gar keinen 
Pol bei s = 1. Die in 8a~z 1 enthsltenen Aussagen sind damit bewiesen, his 

auf die Bestimmung des Residuums bei s = -~. 

Ist n gerade, also 

sin ~t.  ____11 - - 1  ( 2 )  2 = ( -  1)~ ' cos= s -- = ( - -1 )T  cos = s, 

so geht (33) iibez in 

C~(~,s) = (-- I)TD-�89 = , - u  

Hieraus folg~ f '~ Co (~, s) die Dars~llung 

~'O(~;~S) = (-- 1) 2. eOS=SC1 (~,s) 

+ D  -�89 ~s--=-x ' = , l'(l_s) l~(.~-s)sin'=s~i(~-',~-s), 
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and demnach ist auch ( s - - ~ ) ( s -  1)$o (6, s) eine ganze lCunktion yon s. 

Die beiden letzten Oleichungen ergeben 

n L--I 

._z_,  r ( l_ . ) r ( i_   in, i (.+ (34) r  ~'o(~,s)= - - 2 D  -�89 ~ ' n 

Itieraus folgen die l~unktionalgleichungen (17) und (18) dutch eine leiehte 
Reclmung. Damit sind auch die Auss~gen yon Satz 2 bewiesen, bis auf die 

n 
Residuenbestimmung bei s = -ff und s = 1. 

w 

Bereclmung der Residuen. 

Obwohl in der Definition yon ~1 (6, s) nut die elliptischen Punkte auf- 
treten, so waxen beim Beweis der Fortsetzbaxkeit im vorigen Paxagraphen 
duIgh die Benutzung yon Hilfssatz 7 auch die hyperbolischen Punkte in den 
Formeln zum Vorschein gekornmen. Dabei war abet der Ansatz so gew~hlt, 
dab die parabo]ischen Pnnkte wegen des l~aktors b' 6 - 1  bim allgemeinen Gliede 
der rechten Seite yon (24) aus der Rechnung herausfielen, wodureh sich eine 
Vereinfachung ergab. A]lerdings erhielt man auf diese Weise nicht die Werte 
der Residuen der Zetafunktion. Um diese zu finden, hat man gerade einen 
Ansatz durchzufiihren, bei welchem die paxabolischen Punkte nicht heraus- 
fallen. In diesem ParagTaphen werde vorausgesetzt, dab ~' ~ t keine terngre 
Nullform ist. 

Der Ansatz selbst ist noch n~herliegender wie der yon w 7: man benutzt 
direkt die ttilfssgtze 1 und 6 start der Hflfssgtze 2 und 7. An Stelle yon (28) 
erhglt man dean die Darstellung 

1 _ n  

D ~  2 21--n--2~,  

r(,, + l) r ( .  + ~) 

?1 

b i n / ~  
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und zwar zun~chst fiir a ~ 2 '  mit/~ ~ ~ und ~ ~ s + /~  -- ~ .  Der wesent- 

lithe Unterschied gegenfiber (28) besteht jetzt darin, dab in (35) auch die 
Gitterpunkte b auftreten, flit welche b' 6 -1  b = 0 ist. L~flt man alle diese b 
fort, so erh~It man s tat t  der rechten Seite yon (35) eine Funktion yon s, yon 
welcher man nach dem Vorbilde yon w 7 beweisen kann, dab sie in der Halb- 

ebene a ~  ~ -- ~ regal~r ist. Die Residuen yon ~1 (6,  s) bei s = ~ und s ~ 1 

stimmen daher fiberein mit denen der Funkt ion 

(36) g(s) ----- 2 " - 2 '  " ~'n { (~ '6 t )  z Z ( t ' 6 ~ + 4 ~ i b ' ~ ) - ' ~ - ~ d ~ .  

In der Summe auf der rechten Seite yon (36) greife man zuerst das Glied 
b -- u heraus. Bei den fibrigen Gliedern vereinige man wie in w 7 alle asso- 
ziierten 6 - I b  und auBerdem alle b, die auseinander durch Multiplikation 
mit einer rationalen Zahl hervorgehen. Man lasse nun p die verschiedenen 
parabolischen Ecken yon F ( 6  -1) durchlaufen, wobei die Elemente yon p 
teileffremd seien. Bedeutet  dann R~p einen Fundamentalbereich fox die 
Einheitenuntergruppe / ' ( 6 ,  6 -1  p) auf dem Gebiete 0 ~ ~' 6 ~  ~ 1, so 
wird' 

/~(), + 1) ]~ (~ -[- 2 )  
(37) 2 ' -"-"  

r ( , ~ + l ) r ( ~ +  2)  g(s) 

= z z f 
E1 i ~ 1  p E1 p 

Im ersten Integral fiihre man dutch die Substitution 

t =  (~ '6~)~ ,  x ~ : x ~ = z ~  ( k =  1 , . . . , n )  

neue Integrationsvariable t, z ~ , . . . ,  zn_ x ein. Nach (1) wird dann 

(38) (~'6~)'-~d~-----2 t 2 " - " - ~ d t  ( ~ 6 ~ )  dz~ .... d z , , _ ~ - ~  n .... 

Im zweiten Integral auf de~ rechten Seite yon (37) fiihre man dutch die Sub- 
stitutionen 

t 1 
= 9/~9, t ~- (~ 6 ~ ) ~ ,  Y~: Y2 = z~ (k = 3, . . . ,  ~) 

die Variablen t, y~, z a, . . . ,  z. ein.; dabei soll 9/dieselbe Bedeutung haben wie 
in w 3. Dann ist also 9/ unimodular, p'~ = y ,  und 

t * =  ~ ' 6  ~ = 0 " 6 ~  0 = 2 p y ~ y ~  q- . . . .  
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Es wird 

~i (~' 6~) ~ (~' 6x  + 4~i l~ '  r ) - " - ~  dx 
E1 p 

0 --oo 6 - l p )  

wo F (6,  6 -1  p) den Fundamentalbereich fiir F ( 6 ,  6 -1  p) ira za . . .  z~-Raum 
bedeutet. Folglich gilt fiir den zweiten Summanden auf der rechten Seite 
yon (37) die Gleichung 

I| 

(39) 2: 
t ~ l  p El  p 

---- 2D -�89 ~, (4 :~ l )u- , '~ ,v (e ,~-~p)~t2 , -ad t f (1  + zy)" -~--~ lyi~,-.~dy 
~--~1 p 0 - - ~  

Nach (37) und (38) "hat die F ,  nlction g (s) bei s ---- ~ einen Pol erster Ord- 

nung mit dem Residuum D -  �89 (~). Nach (37) und (39) ist g (s) fiir ungerades n 
bei 8~----- 1 regul~ir; fttr gerades n ist dagegen der Punkt  s ---- 1 ein Pol erster 
Ordnung mit dem Residuum 

Q = 2 D- �89  (2~)*-~cos~(~._ - -  ] ) / ' ( n  -- 2) : ( n  -- 2) 2] v (~, g - ' p )  
P 

---- D - � 8 9 1 6 2  (3 --  n ) 2 :  v ( ~ , e - ~ p )  
P 

Hierdurch sind die Residuen yon ~x (6,  s) ermittelt. Aus (34) folgt jetzt, 

n regular ist; daft fiir gerades n die Differenz ~1 (6,  s) -- ~o (6,  s) bei s --- 

also haben ~x (6,  s) und ~o (6,  s) dort das gleiche Residuum. Ferner folgt 

aus (34), daft die F-nkt ion  ~x(~, s ) -k  ( - - 1 ) T  ~o (6,  s) bei s-----1 regular 

ist; also hat  ~o (6,  s) dort das Residuum ( "  1 ) ~ -  ~ ~. 
Damit sind s~mtliehe in den S~itzen 1 und 2 aufgestellten Behauptungen 

bewiesea. 

w 

Terniire Nullfermen. 

Ist  n = 3 und ~' 6 t eine Nullform, so versagt die Methode v o n w  7 zur 
Herleitung der Funktionalgleichung, da die Fundameatalbereiche fiir die 
Gruppen F ( 6 - 1 ,  b) keinen endlichen Inhalt  haben, wean n = 3 und 
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-- Db'  6 - I  beine positive Quadratzahl ist. In diesem Fall fiihrt der folgende 
modifizierte Ansatz zum Ziel. 

Wie im vorigen Paragraphen lasse man ~ - i  p die verschiedenen para- 
bolischen Ecken yon F (6)durchlaufen, wobei die Elemente yon p teileffremd 
seien. Es sei 7 > 0. Entfernt man aus den friihererkl~ten Gebieten E, El ,  Es 
die siimtlichen Punkte z, fiir welche mit irgend einem jener p die Ungleichung 

(40) z' ~ ~ > 7 (P' ~)2 

erfiillt ist, 'so m6gen die Gebiete Ey, E 1 ~, E~ r entstehen. Diese sind dann 
Fundamentalbereiche fiir /~ (6) auf den drei Gebieten, die aus z' ~ z > 0, 
0 < ~' ~ ~ < 1, x' ~ ~ ~ 1 entstehen, wenn man siimtliche Punkte ~ ent- 
fernt, fiir welche die ~Ungleichung 

(41) z ' ~  ~ > y (f'z) ~ 

mit-irgend einem parabolischen $ - 1  t und ganzen t effiillt ist. 
Sind ~ - l p  a und 6 - *  p~ zwei versehiedene pa~abolische Ecken yon F (6),  

so ist 

(r 2 p', ~ - *  p~. r z-p', * - (p'16 -1  p,) ' .  z' z z = v - 1 1  p, , i~, ,  ~ �9 1 ~, 

wobei  alas Symbol ]Pl, P~, ~ ]  die, Determinante bedeutet. H~tten nun 
die dutch (40) fiir p = pl und p = p~ erkl~rten Oebiete einen Punkt ~ ge- 
meinsam, so ~w~e fiir diesen 

(r' ~ ~)~ > r ~ (p'~ z)~ (p.'~ ,)~, 
und (42) lieferte die Ungleiehung 

(43) r~ (p, ~ - 1  ~ )~  < 4. 

ES sei nun ~ der Hauptnenner der Elemente yon 6 -  ~ und weiterhin 7 ~ 2 h. 
Dann kann (43) nicht erfiiltt ~ein, und die dutch (40) fiir verschiedene p 
definierten Gebiete haben also keinen Punkt gemeinsam. 

Zuniichst sei ~ > '~ Mit > ~ "~ ~. # ~ setze man 2 = s + / ~ - - ~  und 

gy a in K 

Offenbar ist dann 

lira ]r (s) = 2 ~t D -  �89 F (2 ~ + 2) ~ (6, s), 
7 ---~ oo 

und andererseits erhiflt man, fiir/~ (s) die Darstellung 

tr(s) = J ' ( x ' ~ )  ~ Z' (a '~a)~ e- la 'S~td~ 
E2 7 a in  K 

2 ~ i~ - lb )}  - '  -~dx.  + 2 z t D ' � 8 9  ' ~ 
b i n R  E1 ~ 
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Analog wie in w 8 wird nun 

3 
~ ( z ' 6 ~ )  ~ ~-~ (~'~+4~ib'r)-~'--~-d~ 
EL T 

E l y  ~ p ~py  

dabei bedeutet  E~ pr einen ~undamentalbereich fiir die Einheitenuntergruppe 
F (~,  6--  ~ P) auf dem Gebiete, das aus 0 < r' 6 t < 1 entsteht, wenn man 
alle ~ entfernt, fiir welche die Ungleichung (41) mit irgend einem parabolischen 
6 -  ~ t und ganzen f erfiillt ist. Dutch diese]be Umformung wie in w 8 erhiilt 
man weiter 

lira ~(t '~)~ X (~'6t+4z~ib'~l-~'-~dz= D--�89 
7 ~ oo J~l 7 b s 6 -1  b~'~O 3 

. ~dyz} dt 
P } ' " ~ ' ~  t ~ I 0  y ~ > t  y-1 

D-�89 ,~ D -~�89 ~, ~0(~ + i ~ )  - " - � 8 9  (I - i ~ ) - " - ~  
(~) +-s_--sy z,_ v (~, ~-~ p) j d~ 
2 o 

z)- �89 1 �89189 
s s - 1 . ~ + 1 Z v ( ~ ' 6 - ' p ) ,  P 

und  folglich 

lira /r(s)=[(I'~r) ~ Z (o'~a)..e-ln'~rld~ 
y .,--). r ~ 2 a i n ~  ~ 

q - 2 g D - � 8 9  D - � 8 9  1 � 89  
- - s - 1  ~: ,+1 2 ~ v ( ~ ' 6 - ~ P )  

8 - - - -  P 2 

Et  

Von den beiden Integralen auf der rechten Seite dieser Formel zeigt man 

3 : regul/ire Funlctionen iihnlich wie frtiher, dal] sie in der Halbebene a > ~- -- 
3 

yon s sind. Folglich ist s ----- ~- ein Pol erster Ordnung yon ~i (~, s) mit dem 

Residuum D - � 8 9  v (~) und s = 1 ein Pol erster 0rdnung mit dem Residuum 

= -- �89 D - �89  X v ( 6 ,  ~ - ~ p )  = D-�89 ~-~ p). 
P P.  

45* 
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Von den in Satz 5 ausgesprochenen Behauptungen bleibt noch die Funk-  

3 u < a < 0 .  Nach dem tionalgleichung (19) zu beweisen. Es sei jetzt 4 2 

Vorbild yon w 7 'erh~ilt man die DarsteHung 

rC2~.d- 2) 
r (2  t, q- 2) ~1 (~, s) 

3 

1 6 - 1 b l  7 "~~ Ebb, 

dabei wird summiert fiber ein voIle~ System nicht-~quivalenter elliptiseher 
und hyperbolischer ~ - l b  mit ganzem b, ferner bedeutet g~ r cinch Funda- 
me~talbereich ffir F (~, ~ -~  b) auf dem Gebiete Gz, das aus t ' ~  ~ > 0 ent- 
steht, wenn man aUe t entfernt, fiir welche die Ungleichung (41) mit irgend 
einem parabolischen ~ -  1 t und ganzem t erfiillt ist. Bei denjenigen b, fiir welche 
der Fundamentalbereich flit F (~, ~ -~b)  auf t '  ~ ~ > 0 im (n -- 2)-dimen- 
sionalen projektiven Raum ein endliches nicbt-euklidisches Volumen v ( ~ -  ~, b) 
hat, kann man die Rechnung in derselben Weise weiterffihren wie in w 7. 
Besonders zu beachten sind jetzt aber die b, bei denen die Zahl -- Db' ~ - ~ b  
ein positives Quadrat wird. Durehliiuft q alle diese b, so ergil~t sick an Stelle 
der Funktionalgleichung (16) die Formel 

(44) r ~ - ' P ( s ) g x ( ~ , s ) - ~  D-�89 -( '~-~) '~ 
�9 , r (2 t, + 2) 

{~- lq}  u Eqy 

�9 {(~ -4- 2 rt i  ~ -~  q)' ~ (x  + 2 zti ~ -~  q)}-~'-~d,t. 

Man hat noch den Grenzwer~ auf der rechten Seite yon (44) zu bestimmen. 
Die beiden Tangenten yon dem Punkt ~ -~q  der projektiven ~-Ebene 

an den Kegelschnitt r ' ~  ~ = 0 beriihren ihn in zwei rationalen Punl~en 
~ -~p ,  ~-~r .  Dies folgt aus clef Formel (4) v o n w  2, wenn dort a -- ~ -~q  
gew~hlt und beachtet wird, da6 im vorliegenden Falle die bin~re quadratische 
Form mit der Matrix .~ in das Produkt yon zwei linearen Formen mit rationalen 
Koeffizienten zerflillt. Aus (42) folgt umgekehrt, daft die Tangenten in zwei 
parabolischen rationalen Punkten ~ - ~ p  und ~ - ~ r  sich in einem rationalen 
Punkte ~-~q treffen, f'fir weIchen die Zahl -Dq' ~-~q  ein Quadrat 
ist. Ist ~ eine Einheit der Gruppe / ' (~ ,  ~-~q),  so gehen bei der Abbildung 

--~ E t  die beiden Tangenten yon ~ -  ~ q an den Kege]sehnitt entweder in sich 
fiber oder sie vertauscben sicb. Im ersten Falle ist E =- ~, Im zweiten Falle 
ist ]E] = -- 1, und die Gruppe/" (~, ~-~q)  besteht aus den beiden Elementen 
~, ~; dieser Fall kann nut eintreten, wenn es fiberhaupt eigentliche Einheiten 
mit negativer Determinant~e gibt. 

Es mSgen zun~chst alle ]~inheiten yon F ( ~ )  positive Determinante 
haben. Dann besteht F (~, ~-~q)  nut aus der Identit~t, und ECr f~llt mit 
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dem oben definierten Gebiete Gy zusammen. Offenbar erh~|t man aUe in 
(44) auftretenden q genau zweimal, indem man 6 - 1  p die parabolischen Ecken 
yon F (6)  durchlaufen l~flt und jedesmal aUe ~ - l q  mit p' ~ - ~ q =  0 beo 
stimmt, die in bezug auf die Untergruppe/ ' (~ ,  ~ - l p )  nicht-assoziiert sind. 
Entsprechend wie in w 3 sei ~ = ~h) mit unimodularem ~I und 

~ - l p  = ~ ( d 0 0 ) ' ,  z ' ~ t =  - - h y ~ q - - ( 2 a y l + b y ~ - k 2 c y s )  y~., 

wo d den grSflten gemeinsamen Teiler der Elemente yon ~ - ~ p  bedeutet 
u n d a d -  1 der grSl]te gemeinsame Teilex der Elemente yon p ist. Dann 
ist also D = a2h. Man erh~ilt alle Elemente E vo~a/~(~, 6 -1 ~) in der Form 

~---- ~ 1  ~ - 1 '  ~1 = 1 , 

w 

indem man flit u, v, w alle den beiden Bedingungen 

a v  = h w ,  2 a u  = hw~ - -  2 c w  

geniigenden ganzen Zahlen setzt. S~mtliche 6 "  1 q mit ganzem el undp' ~ -  ~ q =0,  
die in bezug auf/~{~, 6 -  lp) nicht-assoziiert sind, erh~It man aus ~ '  q = (0~fl)', 
indem man flit ~, fl alle Paare ganzer Zahlen mit fl t 0 setzt, die in bezug ~ 
auf die Gruppe ~ --> ~ + wfl,  fl ~ fl nicht-assoziiert sin& Wie in w 3 bedeute l 
eine natiirliehe Zahl, ffir welche l ~  ganz ist. Man betrachte die durch die 
weitere Bedingung w ~ 0 (mod 2 a l )de f i n i e r t e  Untergruppe yon F ( ~ ,  ~ - l p ) ,  
deren Index wieder mit k (6, ~-11~) bezeiehnet werde. Bei festem fl gibt es 
genau 2 al l fll Paare ~, fl, die in bezug auf diese Untergruppe nieht-assoziier~ 

sind. Zu festen p undflgibt  es also 2allf l]  Systeme ~-~q  mit ga~em q ~ 
(~, ~-~p) 

und p' ~ - ~  = 0, die in bezug auf F ( ~  ~ -~p)  nicht-assozfier~ sin& Es 
gilt dabei die Gleichung 

~' ~ - ~ q  = - h - ~ .  

Es sei nun ~ -  ~ ~ der Beriihrungspunkt der anderen yon ~ -  ~ q an ~' ~ ~ = 0 
gezogenen Tangente. Man setze 

~ - ~ ( q p r )  = ~,  ~ = ~ ,  

(~' ~ ) � 8 9  = ~ ~ 0,  z~: ~s = ~, ~ : z s r 

( - q '  ~ - ' q ) � 8 9  = h-�89 Ifll = q > 0 ,  p ' ~ - ' t  = v ~  0. 

Dann wird 

(45 )  g (~, ,~, ~) 

(46) ( ~ + 2 z r i ~ - ~ q )  ' ~ ( ~ + 2 ~ i ~ - ~ q )  = ~ ' ~ + 4 ~  ~ - 4 ~ i o ~  -~. 
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Dem Oebiet G~ des ~-Raumes entspricht im ~# ~-Raume das Bild By, das 
dutch die unendlich vielen Ungleichungen 

(47) v- l:l (n, t, 
definiert wird, wobei ~ - x f  alle parabolischen Punkte mit teileffremden 
Elementen yon ~ durchliiuft. Dabei kann man noch voraussetzen, dab 
t' 6 -  ~ p ~ 0 ist. Fi ir  t = p liefert (47) die Ungleichung 

und fBr f ,  4- p erhiilt man 

(48) ( O n +  , t '  ~- '  q~' 2,T7 - � 8 9  

Nach (45) und (46) ergibt sich 

(49) ~ ( z ' ~ )  1 {(~-}- 2 ~ i  ~ - t  q)' ~(~ + 2 = i  ~ - t  q ) l - " - { d z  
O r 

---- D-�89 0 ~ ! ; p  z+2 r  ,+ 4 ~ = 0 2 - - 4 ~ i 0 ~ n r  - ' - {  d~dndr 

Geniig~ nun ~ flit aUe t =t= 4- P der Bedingung 

ICl _--> ,, , - ~  p, 

so ist (48) fiir beliebiges reelles ,~ effiillt, und die #-Integration auf der rcchten 
Seite yon (49) ]iefert dann den Weft 0. Setzt man noch zur Abkiirzung 

t'9"" ~- �89 ~t, 0," t' ~- '  q t ,  6 -z p = nt, 0-z (:t] ~ [ -  Cz){~ = *t(~) :> 0, 

So wird 
3 

(501 ~ (s  X)X {(X -~- 2 ~ i  ~--x q ) '~  (X + 2 ~ i  ~--I  q)}--"-- i d z  
G~t 

D-�89 
2~i~o(2p+ 1) t ,~_~>o o 

~t 
�9 { ~ [ ( e  + 4 ~ o ~ -  i ~ ~ o" ~ n ~'~)- " -  ~t (0 T~ 

-'= ='/O (2/, + 1) t'~-~ p>o _ 

, - - o o  
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In der letzten Summe hat nun das Glied m i t t  = ~ den von 7 freien Weft 

-F-~J 
oo 

= --  2 ~ i ~  ~ + 1(~ + 2 ~ ) -  ~'  - ~ d ~  = - -  2 ~ i ( 2 ~ Q )  ~ ' -  2/ '(2 ~ +  9.)/'(2 - 2e), 
r ( 2 ~ , - ~ )  ' 

0 

w~hrend die Summe aller iibrigen Glieder fiir 7 -~ ~ den Grenzwert 0 beaitzt. 
Aus (44), (50) und (51) erh~ilt man unter Benutzung der friiher gefundenen 
Anzahl der ~ - l q  bei festen p, fl die Formel 

(52) ~-" F(s)~t(~,s)+ D-�89 F(]--s)$~(~-a,]--s) 

s) D ~ - ' X  = = - 2 Z 

_ ~-'1"(.) r 1 ) O � 8 9  ~-'p)a"-', 
C O 8 ~ 8  

wobei a -~ der gr5flte gemeinsame Teller der Elemente yon ~ - ~ p  ist. Dies 
ist aber gerade die F2mktionalgleichung (19). 

Es bleibt noch der Fall zu behandeln, dab es in F (~) auch Einheiten 
mit der Determinante -- 1 gibt. In diesem Fal[lege man den ~berlegungen 
dieses Paragraphen an  Stclle yon F ( ~ )  die Untergruppe der eigentliehen 
Einheiten mit der Determinante + 1 zugrunde. An die Stelle yon ~ (~, s) 
and ~ v ( ~ , ~ - ~ p ) a  ~ - ~  treten dann die Ausdriieke 2 ~ ( ~ , s )  und 

P 
2 ~ v  (~, ~ - ~ p )  a ~'-~, und die obige Reelmung fiihrt gen~u z u d e r  mit 

P 
2 multiplizierten Formel (52). 

w 10. 

Zusammenhang m i t  der T h e o r i e  der Modulfunktionen. 

E s s e i  x eine komplexe Variable mit positivem Imagi~rteil. Die Funk- 
tionalgleicbung von $1 (~, s) l~iBt sich in iibheher Weise vermSge der Mellin- 
schen Transformation in eine Eigenscbaft der Funktion 

(53) / ( e , ~ ) = ( - - 1 )  ' ~ ~I ' (2 )v (~)+ ~ m(~,a)e ~'~'6~ 
(a} > o 

fibersetzen, wenn n ungerade ist. Ist f ~ ~ keine tern~re Nu]lform, so fiefert 
Satz 1 die Formel 

n - -  I 1 n 

und hierdurch wird das Verhal~en yon f (G, x) bei der Modulsubstitution 
1 

x - ~ - -  zum Ausdruck gebracht. 
X 
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Will man die Transformationstheorie yon ] (6, z) fiir beliebige Modul- 
substitutionen entwickeln, so hat man aufler ~1 (6, s) auch analog gebfldete 
Zetafunktionen mit Restklassen-Charakteren zu untersuehen. Die zum Be- 
weise der S~tze 1, 2, 3 fiihrenden ~berlegungen lassen sieh ohne wesent|iehe 
Schwierigkei~ auf den allgemeinen Fall iibertragen. VermSge der Mellinschen 
Transformation erh~lt man dann das wiehtige Resultat, daft (lie dutch (53) 

. o J~, 

definierte Funktion / (6, x) eine Modulform der Dnnenslon-~ und der Stufe 2 D 

ist; dabei wird vorausgesetzt, daft n ungerade und ~' ~ ~ keine tern~re Null- 
form ist. 

Fiir t e rn~e  Nullformen ~ ' ~  t i s t  dagegen / (6 ,  x) keine Modulform. 
1 

Das Verhalten yon / ( 6 ,  x) bei der speziellen Modulsubstitution x - ~ - -  
X 

liil~t sieh dann mit Hilfe yon Satz 3 untersuehen. Man erh~It die Formel 

/(~,x) D-�89 i'a- Ye~Y2 dy, 
- - o o  

wobei a und a wie in Satz 3 zu erkl/iren sind. Fiir den Fall der tern~iren Null- 
form Xl x2 -- x~ finder sich dieses Resultat in etwas anderer Gestalt bereits 
in der oben zitierten Abhandlung yon Mordell. 

(Eingegangen am 9. September 1937.) 


