
Zur Arithmetik der Polynome. 
Von 

E. Kamke in Miinster i. W 

In dieser Arbeit 1) gelten folgende Bezeichnungen: Fiir eine natiir]iche 
Zahl q and eine reelle Zahl ~ ist 

(u) = Pk(u)  - -  a~ uk--k ak_ 1 u ~-1 + . . .  T ao 

ist ein Polynom des Grades b ~ 1 mit ganzen Zahlen als Koeifizienten; 
a ist ein Intervall und l a[ seine L~inge; q~ ist bei l a] < q die Anzahl 
der rood q in a hineinfallenden Polynomwerte P ( u ) ,  wenn u ein voll- 
st~ndiges Restsystem mod q durchl~uft. 

Die Arbeit besch~ftigt sieh in erster Linie mi~ der Frage: Was l~Bt 
sich fiber qa sagen? 

Fiir die Behandlung derartiger Fragen hat man eine Handhabe in 
~olgendem von I-Ierrn Weyl ~') bewiesenen ,Pr inzip" :  

Gilt bei einer Menge reeller Zahlen ~1, a~, . . .  /i~r ]ede ganze ZahI 
m ~ 0 die Limesgleichung 

so sind die Zahlen er rood 1 gleichm~iflig dicht verteilt, d . h .  die Anzahl 
der mod 1 in kin lntervall a mit  ! a ! < 1 hinein/allenden Zahlen al, . . . ,  a 

ist asymptotisch gleich I a i n.  

Dieser Satz nebst dem von Herrn Weyl gegebenen Beweis l~Bt sieh, 
was bisher nicht bemerkt zu sein scheint, so ab~ndern, dab er auf die 

1) Dieselbe bildet einen Absehnitt  meiner Habilitationssehrift, die Ostera 1922 
der Philos. Faku]tiit der Universit~it Miinster i .W. vorgelegen hat. 

~) ~]bvr die Gleichverteilu~lg yon Zahlen rood. :Eins, Math. Ann. 77 (1916), S. 313 
bis 352; Satz I. 
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vorliegende Frage anwendbar ist und unter gewissen Einsehr/inkungen fiir a 
nicht nut qa ~'~ ta l  , sondern auch eine AbschKtzung des Fehlers q a -  ]al  
liefert, sofern eine der Summe (1) entsprechende Summe seharf genug 
abgeseh~itzt ist. 

Diese abzuseh~tzende Summe lautet aber 

q--1 
(2) S ~ S ( q ,  P)  --= Z e~(P(u)) ,  

~t=O 

und fiber sie ist durch die Herren H a r d y  und L i t t l e w o o d  a) bereits 
bekannt, dab bei d ~ (q, ak) fiir jedes e > 0 eine solche Zahl A = A (k'  d, e) 
vorhanden is$, dal~ 

(3) [S! < A q  ~-~'-k+~ 

ist. Dieses Ergebnis wird im w 1 insofern verschiirft, als dort gezeigt 
wird, dab d durch (q,  a k . . . .  , al)  ersetzt werden kann. Im w 2 wird die 
entspreehende Absehiitzung fiir Polynome zweier Ver~nderlicher durehgefiihrt 
und im w 3 dann mit dem modifizierten Frinzip q a -  i ai abgesch/itzt. 

Mit q a -  l al  ist natiirlieh aueh die Anzah] der einer Restklasse rood q 
angehSrenden Polynomwerte P ( u )  abgeseh/itzt. In w 4 wird die so er- 
haltene Abschiitzung auf vS1]ig elementarem Wege erheblieh verschKrft. 

w 5 zeigt die Bedeutung der modifizierten Abschiitzung (3) fiir das 
War ingsche  Problem. 

w 

Verseh/iriung einer Abseh/itzung. 

In den w167 1 - -3  sei fiir natiirliehe Zahlen k ~ 1 

L ~- L ( k )  = 1 
2 k _  1 �9 

Sa tz  1. Es sei S dutch (2) erkldrt, es bedeute T (q )  die AnzaM 

der Teller yon q, und es sei ~) 

= (q, ak, a~._l, . . . ,  a.: ). 
Dann ist 

i S l  ~ ffir A ]a, ,  
(4) 

t----- 0 fiir ~ A" a 1 �9 

~;) Some problems of ,,Partitio l~'umerorum" ; I: A new solution of Waring's 
Problem, Nachr. v. d. K. Gesellschaft d. Wissensch. zu GSttingen, Mathem.-physik. 
Klasse, 1920, S. 83--54, Lemma 1; zwar erscheint dort die t~r nicht in der 
obigen Formulierung, ist aber im Bewoise enthalten. Vgl. hierzu auoh Landau:  
Zum ~raringschen _Problem, Math. Zeitsehr 12 (1922), S. 219-247, Hilfssatz 6, Vor- 
bemerkung und Boweis. 

4) Fiir k = l  sei A=q .  
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A n m e r k u n g .  Fiir 

a = (q ,  a k, a k _ ,  . . . .  , a l  ) 

felgt hieraus insbesondere 

( 5 )  IS t ~ k T(q) 5L(~)q I-L'k). 
Wegen T ( q ) =  O(q~) is~ hierin (3) enthalten, u n d e s  ergibt sich ~iir a!le 
Polynome P ( u ) m i t  (ak, . . . ,  a l )~-- I  die Existenz einer solchen Zahl 
B = B ( k ,  e) fiir jedes e > 0, dal~ 

( 6 )  l s l  < B q  

isL 

BeweisS) .  Fiir k ~ 1 is~ offenbar 

q--1 8~:ia~u { 
I N l =  . ~ e  ~ = q tfir q ta l ,  

u=o 0 ffir q~'al ,  

also die Behauptung richtig. 
Um den zweiten Tell yon (4) ][fir beliebiges k zu beweisen, setzen wit 

q = A Q ,  u = Q / ~ + , - d  mit o ~ f i < Q .  

Wegen A la~, . .~ a.~ ist dann 

eq ( P ( u ) )  = e~ Q {a~(Q/~ -4- fi)k - b . . .  + a~ (Q/~ + fi) @ %} 

= e~ Q {P(fi)  d- a~ Q/~ } --- ea Q (P(~))  e~ (a~/~), 
a l s o  

Q-1 a - t  
S = z~e~Q(P(fi)) ~ea (a~#)  = O, 

~=0 /z=O 

da die innere Summe wegen z/,~al naeh dem fiir k = 1 Gezeigten den 
Wert 0 ha~. 

Es bleibt noeh der erste Tell yon (4) fiir k ~  2 zu beweisen. Wit 
kSnnen annehmen, dieser Tel! der Behaupgung, und damit (5),  sei sehon 
fiir k -  1 bewiesen. Es isg 

[Si~ - 2 ,  eq(P(u) -- P(h)),  
uh 

wo u, h je ein vollstgndiges Restsys~em rood q durchlaufen. Wird u = i @ h 
gesegz~, so durchlaufen i, h gleichzdtig vollstiindige Restsysgeme mit u, h. 
Daher ist 

6--3[ 

(7) isl s :S ] S i ,  
/ = 0  h 

5) Der Beweis ist eine Vera.llgemeinerung eines Beweises (versch~eden yon dem 
in FuBnote 3 erwiihnten), den Herr L a n d a u  ffir den Fail, dab in der Absei~5~z~ag 
nur d =  (q, a~) stat~ A in Be~breoeh~ gezogen wird, am 7.4. t921 in einem Briefe an 
Herrn H ~ r 0 y  gegebm~ und mir freundiieherweise ebenfalls mit, geteil~ haS~ 

:~athemal;i~che Zeitschrift. XIX i7 
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5i 

W O  
q - 1  k - 1  k \ 

) 
h h = 0  \ ~ = 0  ~t=:~+l 

ist. Hier steht in der grol~en Klammer ein Polynom ( k -  1)-ten Grades 
yon h. Naeh der fiir k -  1 als riehtig angenommenen Abseh~itzung (5) 
ist daher 

, ] }Z( ] : -~ )  1 - L ( k - 1 )  
(8) 121 ~ (k -- 1) T'tq) _, q , 

h 
WO 

�9 k k k \ 

( ( k , ~, ( t _ ) i ; . _ ~ + e  Z a , .  ( ) .  ) i z - ~ + ~ . . ,  Z a z ( l * ) i , . - ,  ) = q ' a ~ k - 1 ] i '  ~-- az k 2 ' k 3 ' " ~.=~-~ z=~-~ ~.=s 
ist. 

Da 
(x, ...) 

ist, ergibt sich 
5, ~_~ (q, k, . . . ) ( q ,  al, i, . . . )  

k ~ k 

< k(q,  aki, .Z ~ ., 57). 
) .=k- -1  "~., /~--2 ) .=2  

Da aki als einzelnes Element in der Klammer vorkommt, kann in jeder 
der nach ihm folgenden Summen das letzte Glied fortgelassen werden, da 
es ein Vielfaches yon aki ist. Man hat also 

]$--1 k - -1  k - - l ~  

d ~  k ( q ' a ~ i ' a ~ - l ( k - - 1 ) i ' ; = ~ - ~  ' ~.=~-; " ' "  z=~2 ) ,  

mithin, wie oben, 
k--1 k - -1  k--1 

5i~-~k(k--1)(q 'at ' i 'ak- l i ' z=k-eZ '~=k-aZ ' " ' "  ~=s 

Nun kann wieder das letzte Glied jeder Summe fortgelassen werden. Die 
Wiederholung des Verfahrens ergibt schliefllich 

Ji <-~ k! (q, aki, a~_l i ,  . . . ,  a~i) 
"< k! (q, a~, . . . ,  a~)(q, i) ~ k~*-'~A(q, i ) .  

Daher tolgt aus (7) und (8) 

IS I s ~ k s T(q  ) A ~(~-1) ql-~(kll) ~ l (q ,  i) . 
Hierbei is~ ~=o 

q-1 q/t 
Z ( q ,  i ) ~  Z t  2 1 ~ -  q ~ , l  = q T ( q ) .  
~=0 tlq ~=1  t l q  

Mithin ist wegen L (k  -- 1 ) =  2L(k )  
~Z{k) S - 2 J S i k )  IEl '  g k~T2(q) A ~t , 

woraus die Behauptung folg~. 
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w 

Ausdehnung der Abseh~itzung auf Polynome zweier Veriinderlieher. 

-~hnliche Abschiitzungen wie in w 1 fiir Polynome einer Ver/~nderliehen 
lassen sich aach fiir Polynome mehrerer Ver/inderlicher geben. Wir be- 
schrinken uns hier auf zwei Verinderliche und beweisen den 

Satz  2. Es sei 

P(u, v ) =  ~ a~;.u ~'v;" 
O<x+)~<k 

ein Polynom h6chstens k-ten Grades; es sei 
q--1 q--1 

R :  R ( q , P ) =  ~-' ~ e~(P(u, v)) 
"tt=O ~ = 0  

und 
A = ( q  . . . .  , a~l , . . . ) ,  

d. h. der grdfite gemeinsame Teller yon q und 4) allen a~j. mit x -+- ;~ >_~ 2. 
Dann ist 

1RII~(k!)~T(q)ALq~'-~ /iir Al(alo, aol), (9) 
I = 0 /i~r 3 2 (alo, aol). 

Anmerkung .  Hieraus fo]gt insbesondere, wenn 5 den grSl~ten ge- 
meinsamen Teiler yon q und allen a,z mit x + 2 ~ 1 bezeiehne$, 

(10) I RI ~ (k! )~ T(q)~$z{k) q2_~m. 

Beweis.  Fiir k =  1 ist (9) riehtig, da dann 

q-- I  q--1 

R = .~, _~. e a (alo u -j- aol v + aoo ) 
~t=0 v = 0  

q--1 q-I 
= eq (aoo) .~ eq (alo u ) I eq (aoi v) 

u~O v=O 

ist, hier offenbar nur dann beide Summen ={= 0 sind, wenn ~ = q t(alo, aol ) 
ist, und da in diesem Falle 

IRI--=q~=Aq. 

Um den zweiten Teil yon (9)fiir beliebiges k zu beweisen, setzen wir 

q = A Q ,  u - ~ Q t t + f i ,  v = Q v + ~ .  

Dann ist wegen AIa~l fib x - ~ - 2 > 2  

eq(P(u, v)) = e~Q(P(~t, ~))e~ (alo# + ao~ v), 
t~lso 

Q - 1  Q - t  3 - t A - 1  

1 R [ ~ _ 2  2 ]  .~ 2eA(alo~t+ao,  v)]==O, 
)~=0 ~=0  t t = O v = O  

17" 



252 E. K a m k e .  

da die innere Doppelsumme wegen A .~ (axo, ao~ )nach dem fiir k = 1 Ge- 
zeigten den Wert 0 hat. 

Es bh ib t  noch der erste Teil yon (9) fiir k >__ 2 zu beweisen. Wir 
nehmen an, dieser Teil der Behauptung, und damit  (10), sei bereits bis 
k -- 1 bewiesen. Es ist 

we u , v , h , l  je ein vollst~indiges Restsystem modq durehlaufen. Wird 
u : i ~ h ,  v : ] - ~ l  gesetzt, so durchlaufen zugleich mit jenen Zahlen 
aueh i,  ], h, 1 vollstandige Restsysteme. Daher ist 

(11) 

WO 

q--1 q - 1  q - 1  q--I 

IRis_-- < I )2 12  1 ~,(z)l, 
~=0 ]=0 k = 0 1 = 0  

(~2) 
WO 

a~. a 
0<__~+~,_<k ( ~=0 o=0 

= I hel~ I a,z(~)(2)i~'-e]"-"--aeo)> 
O<ewa~k ~.n>-_e.;~a ) 

~+g<--k 

ist. Hier hebt sieh in der Klammer das Glied mit  x ~ 0, 2 : o gegen 
ae~ fort. Mithin kommen in der Klammer nur Glieder mit  ~ ~ 2 ~ e ~- a -4-1 
vor, and daher wegea ~ 2 ~ k  Glieder mit  e q - a : k  nicht vor. Es 

i s t  daher 

2 =  I 2 
0__<e+o_<_k-1 ~>_e. ~.>__a 

ein Polynom hSchstens (k--l)-ten Grades. Daher ist auf die inhere 
Doppelsumme yon (11) die Abschatzung (10) anwendbar, also wegen 
L ( k - - 1 ) = 2 L ( k )  

~-I  f - 1  
fR ~<: k 1'  ~ q2-2~(~) ~z(~) = ( (  -- ) . ) T ( q )  2 2~, ,~  , 

i---0 i = 0  

~+~+-~____ ~u ~ 

ist and in dieser Klamme~ alle fiir 1 ~ ,o -}- o __< k -- 1 sich ergebenden 
Summen aafzufiihren sind. Die Summen sollen in der Klammer so get 
ordnet werden, dal~ die Sammen mit  demselben Weft  yon ~ q- o zusammen- 
stehen. Wit  schreibea dana 

( 1 ~ )  ~ = ( q  . . . .  , 2 :  , . . . ,  2 :  , . . . ,  Z , . . . ,  2~ . . . .  ), 
,+;.=k k-l<=~,+;.<k ~-2-<~+~_<-k ~ < _ - ~ + ~ k  

(Q+o=7:-- I) (o-{-o=k--2) (~-}- o'--- k -- ~) (~-}-(~: I) 
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wo hinter jedem Summenzeichen 

:,14) A,, ,~(O,a)=a~.~.ke](~)  

zu denken und in jeder Summe bei festem 0, o nach wie vor nut fiber 
die Zahlen z ~ 0, ~ > o mit der auBerdem fiir u + 2 angegebenen Ein- 
schr~nkung zu summieren ist. 

Um n u n  ~ i j  abzuseh~itzen, zeigen wir zun~chst, dab bei festem 
K ( 3 _ ~ K _ ~ k )  und festen 0 , ~  mit 1 ~ 0 + o ~ K - - 2  

15) (K - o -  o) s A~.,.(e, ~.) 
~. > e .  ~. >__a 

x + ) ; = K  

= ( e + l ) i  Z A~(e+ l , o )+ (a+ l ) j  Z A~(e,o+l) 

~st. In der Tat ist die rechte Seite hiervon wegen (14), wenn wir von 
der ersten Summe das Glied mit  ,t = o, v o n d e r  zweiten das Glied mit 
z = r besonders aufschreiben, 

v. +~.=aE 

( ) ? o )  , y '  ~ ( 2 _ a ) i ~ - - e j , - - . + a e , . _ ,  2 0 K - - O - - o ) ?  , -4- ~ a~. ~. o 
~ > e + l ,  ,~> a + l  

v.+).= K 

und nach Vereinigung der beiden mittleren Summen steht bei Beachtung 
yon z + ). = K die linke Seite yon (15) da. 

Aus (13)fo lg t ,  wenn wir die Summen aufspalten und noch ganz- 
zahlige Faktoren hinzufiigen, 

~,~__<(q . . . . .  27 , . . . ,  2 ! 2 7  + 2 ! 2  , . . . ,  3 ! 2 +  8 ! 2 2  . . . .  
x+~.=k x+~=k x+) .=k--1  x+i.=lr k-o.<=x+).~k--1 

I 16) ,e+~=~-l) (.-+o=k-- ~ (e+.=k-3) 
. . . .  ( k - 1 ) ~ 2 ;  + ( k - 1 ) ~  I , . . 6 .  

~.+).=k "~ <= Y.+;~< l~-t  
(9+t7=1) 

Hierin kSnnen die ersten Bestandteile der aufgespaltenen Summen ge- 
strichen werden. Denn (15) besagt, dal] sich jede Summe ( k - - l ) !  27 

u+)~=k 
( ~ + a : l )  

aus zwei Summen der Form ( k -  2)! 22 linear und ganzzahlig kompo- 
y- +) .=k 

(e+o=2)  

nieren lgl3t; ebenso jede dieser Summen aus zwei Summen der Form 
(k -- 3)! 27 ; usw.; schlieBlich jede der Summen 2! 22 aus zwei Sum- 

(e-~ tr=3) (~,+a=k--2) 

manden der Form 27 ; d. h. jede der genannten Summen lg~t sich 
~.+).=/r 

(e+ ~=k- 1) 

linear und ganzzahlig komponieren aus Summen der Form Z - Da die 
~.+).=k 

(O+a=k--l) 
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Summen dieser letzten Art siimtlieh als Elemente der Klammer in (16) 
vorkommen, k6nnen in der Klammer alle andern vorstehend genannten 
Summen gestriehen werden, so dab wit erhalten 

, ~ , ~ < = ( q , . . . , X  . . . .  , 2 ~ . Z  , . . . ,  3~ 27 , . . . ,  ( k - 1 ) ~  X , . . . ) ,  
~+).=k ~ + i = k - 1  k - 2 ~  ~ + l ~ k - 1  2 ~  ~ §  

(~o+o=k-1) (e+o=k-~) ( o + a = k - 3 )  (e+~=l)  

also, wenn der hSehste Faktor jeder Fakultiit herausgezogen wird und die 
Summen wieder aufgespalten werden, 

dq<__(k--1)!(q, . . . ,  27 , . ,  27 , . . . ,  2!.~, @ 2!2" . . . .  
x+J.=k x4-).=k-- 1 Y-+~=k-1 x+]',=1r 

(e:~a=k-1) (e+cr=k-~) (9+a=k-a )  

3!27 + 3!27 , . . . ,  (k--2)!.oV. + ( k - - 2 ) ! 2 7  , . . . ) .  
~.q-J.=k--1 Ir ),< = .+ .=  k - 2  ~.+) .=k-i  2 ~  ~.+).=< k - 9  

(ff +,q=]c--4) (~,+a=l) 

Hierauf wird (15) mit K = k - - 1  angewendet. Dann ergibt sich naeh 
dem oben stehenden Muster, dag sich der erste Bestandteil der aufge- 
spaltenen Summen linear und ganzzahlig komponieren liiflt aus den 8ummen 
der Form ,~ , also gestriehen werden kann. Wird wieder der hSehste 

z+).=/~-I  
(~o+a=k--9) 

Faktor jeder Fakultit  herausgezogen und das Verfahren in der geschilderten 
Weise Iortgesetzt, so gelangt man schliel~lieh zu 

k--1 

(17)  ~ < / / n ! ( q  . . . .  , 27 , . . . ,  X . . . .  , 2 7  . . . .  ) .  

( e + a = k - l l  ( e + a = k - ~  ( e+a= l )  

Hierin ist, da auch stets u 2> ~, 2 >___ a ist, jede der vorkommenden Summen 
wegen (14) yon der Gestalt 

.~ A~.l (e, o ) =  A~,,,+t (9, o)@ Ae+i,o(e, o) 

= ae, a+~ (o @ 1) j + ae+~, a(0 --}- 1)i. 

Da in (1 7) alle Zahlenpaare 0, ~ mit 1 _< e + o ~ k -- 1 vorkommen, ist 
mithin 

Oij ~_~ ( k ! )  2 k - e  (q  . . . .  , a o, o + ,  ( o  --}- 1) ] -~- ae+t, o (0 -~- 1) i , . . . ) ,  

wobei hierin alle Gliederkomplexe mit 1 __< 0 @ o ~ k -- 1 aufzufiihren sind. 
Daher fo]gt nun aus (12) 

(18) I R t" ~ (k!) ~ T(q)A ~Lr q~'-~r~(~)z~,, 
$, 

WO 

(o @ 1) %~ a e + l ' a  " ) . , .  ---X--i  q-(~o q-1)- -X--~,  . . .  

ist. 

(19) 

q-I q-I 

t , i  i = o  g=o 

Hier ist 

X < X t . N ,  
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wo N die Anzahl der i, j (0 ~ i, j < q) ist, fiir welche bei festem t die 
s~mtlichen fiir 1 ~ o -~- o ~ k - -  1 aufgesehriebenen Kongruenzen 

(201~ (0 + l ) ~ i + ( e + l ~ i ~ 0  (moa,) 

erffillt sind. Die Anzahl der mod t inkongraenten LSsungen i, ~ dieses 
Systems ist bekanntlieh, wean el, e~ die Elemen~arteiler des Systems 
bedeuten, 

~e~, t)(e,, t) __< (e .  *)t, 

also die Anzahl aller LSsungen i, i von (20) 

q~ q~ 
~1) U < = ~ e ~ , t ) t = T ( e ~ , t ) .  

Der Elementarteiler e~ ist der grSl~te gemeinsame Teller aller Koeffizienten 
des Systems (20), also, da in ihm alle a ~  mit 2 ~ o + a =< k vorkommen, 
auf Grund der Definition yon A 

. . . .  0 %" . ~ k !  q ,  " A ' (e 1 , t ) -  t, A ' ' "  = "" "" 

Daher ist naoh (19) .nd (21) 

\ " <  t k! < k ! q " - T ( q ) ,  

also naeh (18) 

I R i ~ < (k!)~T:(q)~(~)q~-"~(~', 

woraus die Behauptung folgt. 

.) == k! 

w  

D a s  W e y l s c h e  Pr inz ip  und se ine  A n w e n d u n g .  

Nach dem Beweisverfahren Herrn Weyls zu seinem Satz 1 l~il]t sich 
dutch geeignete Ab~nderung folgender Satz gewinnen. 

Satz  3. Es seien ~ (0 ~ ~, ~ 1) sowie ~1 . . . .  ~ c~ reelle Zahlen; es 
s e i i  ein lntervaU, dessen L(inge [i t der Ungleichung 

(22) n;'-Im~ lil s I - -  nr-1 

geniigt; es sei J ( n )  die Anzahl  der mod 1 in ~ liegenden Zahlen al, ...~ oz. 
Dann  ist /iir p = ( l O n )  ~' 

(23) i J ( n ) - - n ! i l i < 8 Z 1 ] Z e ( ~ e : l , )  -~-2n r. 
~ = 1  h = l  
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Bewe i s .  Der Anfangspunkt des Intervalls i sei a, der Endpunkt b. 
Es werde eine reelle Funktion f(x) mit der Periode 1 definiert dutch 

1 flit a<_x<_b, 
f ( x ) =  0 fiir b < x < a + l .  

Es sei 

1 r - 1  (24) ~ = y n  . 

Wegen (22) ist 2~ sicher nicht grS$er als jede der in der graphischen 
Darstellung von f(x) vorkommenden zusam- 

! r 

i / I ! 

' I I I i , 

" / /  II  II 
Ir 1 I~71 , t /  , , ~7,  

b-r ,7 b a+f 

menh/ingenden Strecken. Es werden nun die 
oberen bzw. unteren zusammenh~ngenden 
Strecken beiderseitig um ~ verkiirzt und die 
benachbarten Endpunkte in jedem Fall gerad- 
linig verbunden. Die so entstehenden Linien- 
ziige m5ge.  die Funktionen 5 ( x )  bzw. f~(x) 
definieren. Diese sind stetig, haben die Pe- 

riode 1, und es ist 
f (x) =< =< (.). 

Da nun offenbar 
n 1 

J(n) - nii ] =h~__~ { f(ah) ~- ~o f,(x)dx} 
ist, so folgt, wenn zur Abkiirzung 

(25) ,~ = a ( n ) - -  nliE 

gesetzt wird, I n 1 
f r,(.)axi-n,, 

(26) o 

0 

Es werden nun die Fourierentwieklungen yon fl(x)und 
bildet. Die Fourierkoeffizienten yon f,(x)seien a, ,  b~.. Dann 

= 1 ,  2 . . . .  
1 1 a+~7 b - ~ l  b 

~a~= f fx(x)cos2xtzxdx= f + f --~ f . 
0 a a-'r~l b - ~ l  

Dabei ist 
b - ~1 b - q 

fj = f cos2~xdx < a. 
a+~t a+~l  

f ; x - a c ~  ] ~= ~ sin 2~r~ (a -f- ~) --  - - - -  

f~ (x) ge- 
ist fiir 

a+~l  

1 f s in2:~xdx ,  
2 ~  

a 
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also 
~ + ~  b 

f if < ~ ~ _ I . und ebenso < - -  
~"~-2~x  2 ~  ~ z  ~ ~ " - ~ "  

a b+~  

Daher ist ffir z = 1, 2 . . . .  

(27) l a , ] < 2 ,  und ebenso l b ~ . I < 2 .  

Die gleiehen Abseh/itzungen ergeben sieh flit die Fourierkoeffizienten yon 

t~(x). 
Werden die Teilsummen 

bezeiehnet, so konvergiert, da f~ 

m~l]ig fiir alle x gegen f~ (x), 

der Fourierentwiekelung yon f l(x) mig s,. 
1 (x) stefig ist, ~ ( s ~  + . . .  q- sp+a) gleieh- 

und zwar ist 6) der 
3M 

fiir p~l>~sin~(~; 

von i f~ (x)[,  also bier M =  1; ferner ist 5 

I Fehler ] < o 

dabei bedeutet M das Maximum 
eine solche Zahl, dab 

ist. Da 
t f~(x - 2 . )  + f , ( x +  2 . )  - 2 5 ( x )  i 

2v 2v _ 4v 
<_ l S (~ + 2v) - f~ (x) f + [ 5 (z) - 5 (x 

ist, kann hier ~----�89 ~?a gesetzt werden. Wit haben dann 
3 

I F e h l e r t < a  fiir p ~ - 1 >  s i n ~ o .  

Wird nun o = ny -1 gew~hlt, so folgt hieraus wegen (24) 

(28) IFehler I < n  r-1 flit p-----(10n) 5. 

Eine gleiehe Absehi~tzung gilt flit die arithmetisehen Mittel der 
Fourierentwieklung yon f~ (x).  

Wird nun fiir das in (28) festgelegte p 

(20) ! (s p+l 1-~ ' ' ' -~8P +~)'-~'qpl(x) 

gesetz~ und das entspreehende arithmetisehe Mittel fiir f~(x) mit ~v..,(x) 
bezeichne~, so Iolgt aus (26) und (28)  

n 1 

~ >  2 { ~ ( ~ , , ) -  f ~ ( ~ ) d ~ } -  2n ~, 
h = l  0 

.~ < 2 { ~ o ( ~ h ) -  f f~(x)dx} + 2~ ~, 
h = l  0 

~) Z. B. vgl. G. Kowalewski,  Gr~ndziige der Differential-undI, nteg~'alrechnung, 
Leipzig u. Berlin 1909, S. 284-285. 
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Das konstante Glied in der trigonometrischen Summe ~ (x) stimmt mit 
dem konstanten Glied der Fourierentwieklung yon f~ (x) iiberein und ist 

1 

daher gerade f f~ ( x ) d x ;  entsprechendes gilt fiir ~ (x). Mithin ist, wenn 
0 

mit ~,z(x) bzw. y:z(x)  die dureh Fortlassung des konstanten Gliedes aus 
~p~ (x) bzw. q~(x) entstehende Funktion bezeiehnet wird, 

n 91 

(30) i?l < I >2 vl (,~) I + I Z ~,~ (~)1 + 2n~'. 
h =  1 h = l  

Dabei ist wegen (29) und (27) 

" 2 p 
Z y:i (t~h) I = Z p - z + I  p + l  
h=l h = I  x=l 

----- (a~ cos 2zt xr ~- b~.sin 2n xel, ~[ 

p n ~ n 

_<Z[a~l Zcos2ztxah -~-Z]b~.] Zsin2:txcch 
~ = t  h = l  r . = l  h = t  

~ .=1  h = l  

Da sich eine gleiche Absch~itzung fib • y:~ (ah) ergibt, ist mit (30) wegen 
(25) die Behauptung bewiesen. 

Aus dem eben bewiesenen Satz lassen sich unter Benutzung der Ab- 
schiitzungen der w167 1 und 2 die beiden folgenden Sitze ableiten. 

Sa tz  4. Es sei k ~ 2 und bei gegebenem q, Pk(u)  

= (q, a~, a~_ 1, . . . ,  a l ) ,  

und es sei a ein Intervall mi t  

D a n n  gibt es zu ~edem ~ > 0 eine Zahl  C 1 ~ C 1 @ ), so daft 

(32) q ~ - l a l l <  c ~ ( ~ )  q ~-L(~)+~ 

ist. 

A n m e r k u n g e n .  1. Die Abseh~tzung der Herren H a r d y  und 
L i t t l e w o o d  fib S (vgl. Einleitung) wiirde auf Grund des Satzes 3 ein 
~hnliehes Resultat ergeben; jedo'ch wiirde an Stelle yon C1 k ~z(k) eine 
Konstante stehen, die auger yon k noch yon (q, a~) abhinge, wiihrend 
hier z. B. fiir alle Polynome Pk(u)  mit ( a k , . . . , a l ) = l  sich dieselbe 

Absehitzung 

ergibt. 
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2. Aus dem Satz folgt insbesondere, dab bei gegebenem c die Anzahl 
der LSsungen der Kongruenz 

P(u)~__ c (modq) 

bei passend gewiihltem D----D (k, e) hSchstens 

D ~r(k) ql-r(~)+~ 

ist; denn man wi~hle fiir a ein Intervall der L~inge ql-Z,'k), das c im 
Innern enth~ilt. 

3. Wenn (31) nicht erfiillt ist, ist die Behauptung, wie Ieicht ein- 
zusehen, zwar aueh richtig, wird abet dadurch beeintdichtigt, dab das 
Fehlerglied das tIauptglied iiberwiegt. 

B eweis.  Wir wenden Satz 3 an auf n = q, 7 = 1 -- L (k), u~ = ~P(~  -- 1) 
und verstehen unter i das Intervall, das dutch Verkleinerung der Zahlen- 

: I  

geraden im Ma~stabe l : q  aus a entsteht. Dann ist wegen (31) die Be- 
dingung (22)erfiil l t ,  J ( n ) = q a  , n ] i ! = } a t ~  und (23) lau te t  

p q--I 

! q , - - l a l i ~  ~ ~ e q ( x P ( u ) )  + 2 q  1-r(k). 

Nach (5) folgt hieraus 

(33) iq ~ -  a l I < l O k ~ r ( k ) q l - Z ~ t T ( q ) 2 ,  

~O 
P 

d ~ ( 1 +  logp) -~ T (q ) (1~ - logp )  
~. x=l d!q  ,;,=I d lq  

ist. Da p = ( 1 0 q )  ~ ist, gibt e s  z u  jedem e > 0 ein C~ = C~ (~), so da~ 

10 T ~ (q)(1 + logp) < Clq ~ 

ist. Dann ist abet mit (33) die Behauptung (32) bewiesen. 

Satz  5. Es mSgen P ( u , v )  und 5 die in Satz 2 und Anmerkung 
angegebene Bedeutung haben, und es #ei a dn  lntervall, das (31) er/i~llt; 
/erner sei Q~ die Anzahl der rood q /fir u -~  0, 1 , . . . ,  q - - 1  und 
v ~ O ,  1 . . . .  , q - - 1  in a hinein/allenden Polynomwerte P(u ,  v). Dann 
ffibt ea zu iedem e > 0 eine Zahl C~ = C: (e), so daft 

I Q ~ - q l a ]  l < c~.(k!)~'5~(~)q 2-rr 

Beweis .  Wir wenden Satz 3 an auf n=q~,7- - - -1 - - �89162  
q r  P(O, 0) , . . . ,  qgq= P(q- -1 ,  0); qr -~ P(O, 1) . . . . .  qa~q---- P(q--1,1); 
qe~2q+l -~- P(O, 2), . . . ,  qgq, ~ P(q -- 1, q -- 1). Wir verstehen weiter unter i 
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wieder das Intervall, das aus a dureh Verkiirzung auf l ' q  hervorgeht. 
Dann ist wisder (22) erfiillt, trod (23) lautet wegen (10) 

p q--1 q - 1  

P 
, ~ , o  ~L(e) ".-L(k) ,,,, , x~ (q, z) < 10(to.) o q I ( q ) , , ~  - , 

woraus, wie vorhin, die Bshauptung folgt. 

w 

~'ber die Liisungszahl yon Kongruenzen k - t en  Grades. 

Satz  6. Es sei / i ir das P o l y n o m  P~(u)  

(5 --~ (q, ak, . . . ,  a l ) .  

D a n n  gilt  /iir die Anzah l  L~ der inkongruenten  LSsungen  der Kongruenz  

P~(u )  ~ 0 (modq) (34) 
die Abschdtzung  

(35)  

A n m e r k u n g e n .  

Lk ~ 6l/k T~-I (q) ql-llk. 

1. Wegen T ( q ) = O ( q ' )  ist disses beziiglieh der 
GrSI~snordnung von 9 eine erhsblichs Verseh/irfung des in Anm. 2 zu Satz 4 

gewsnnenen Ergebnisses. 
2. Die Kongruenz 

x ~ := 0 (mod2~") ,  

die offenbar fiir jede natiirliehe Zahl ~ genau 2 k " - ~ ' =  q1-1/~ LSsungen 
hat, zeigt, da$ bei jedem k in unendlich vielen F~llen L k ~ q1-1/~, also 
bei der fiir L~ angegebenen Absehiitzung dsr Exponent yon q fiir beliebige q 

keiner betfiiehtlichen Verkleinsrung fKhig ist. 
3. Die Abseh~tzung (35) l~it~t sich wedsr aus einem kiirzlish yon 

I-Isrrn N a g s l : )  angsgsbensn Ergsbnis, noch dieses aus obiger Ab- 
schiitzung (35) folgern. 

Bewsis .  Fiir k ~-1 hat die Kongruenz 

al u -4- ao ~ 0 (modq) 

hSchstens (al,  q)-= ~ LSsungen; d.h.  dis Behauptung ist richtig. 
Die Behauptung sei nunmehr richtig fiir k -  1; wir zeigen dann 

ihre Giiltigkeit flit k. Wit k6nnen annehmen, dal~ (34) mindestsns sine 
LSsung hat. Dann ist fiir jeds L6sung u ( ~  oder ~ v) von (34) 

aku  ~ + . . .  -~-al u ~_= akv  ~ ~- . . .  -~ a i v  (modg) ,  

~) Gdndralisation d'un thdorOme de Tehebyeheff, Journal de Math6matiques pures 
et appliqufes (8) 4 (1921), S. 343--356, vgl. S. 345ff. 
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also 

k - I  ~ - 2  

(36) (u -- v) {a,, X u~" vk-~'-~ Jr ak_~ Z' u~" v~-Z-2 @...  d- a~} ~ 0 (rood q). 
;~=0 ; ,=0  

Es werde 
( u - - v , q ) = r ,  q / r : s  

gesetz% so dat~ u = v + w r  ist. Dann folgt a.us (36) wegen ( w , s ) = l  

k-I i 

a k Z Z w , ' r . ( ~ ) v ' - ~ - '  
).=0 l~=O 

(87) ~_., 

@ak_l. ~ ~wwF r" vk-,-.~@...-~-a,=_:O (roods). 
) ,=0 /x=O 

Bezeichnet Lk_~(s ) die Anzahl der rood s inkongruenten LSsungen w 
dieser Kongruenz, so ist offenbar 

(38) L~ ~ iZqq Lk_~ (s). 

Um nun die LSsungszaM yon (37) abzusch~itzen, bemerken wit, da$ (37) 
nur dann LSsungen haben kann, wenn 

(39) (s, a,,, . . . ,  ae)la ~ 

is~, dal~ wir also dem 8 in (38) diese weitere Einschr~inkung auierlegen 
k5nnen. (37) liiBt sich in der Form schreiben 

1 k--l--~ 

w'-'rk-'ak-i-w'-'~rk-"Za~_,v'-, Z (k~2) 
~,=0 ~.=k--~ 

2 /~--l--v k--1 k-l--r 

" wk-ark-aZa.-,,v'Z-~ Z (t~ ~ 3) @''" -[- Z a.-, vk-'-" Z (~)--~0 (rood @. 
~,=0 )~=k--3 ~ = 0  ).=0 

Nach der fiir k -- 1 als richtig angenommenen Abschitzung (35) ist. daher 

(40) L~_, (s) __< T ~-~ (q) s ~-l/(k-,)a~I(k-1), 

wobei 
I k--l--~, 2 .~--I-- v 

r = s,r~-lak, r~-2Zak_.v,- .Z(k) '_2),r~-3Za~_~v~-~Z( }" \ k - 3 ) '  
v=O X = k - .  ~ ~ = 0  ;.:k--3 

k - 2  /~--l--v 

~,=0 2=I 

ist. Hierin vergrSl]ern wit hSchstens den ~Wert der Klammer~ indem wit 
alle Potenzen yon r durch r 1~-1 ersetzen. Dann kann ~ber in ieder Z 
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das Glied mit v = 0 fortgelassen werden, da es ein Vielfaches von r k-~ a~, 
ist, und wir haben 

o 3 k - - 2  

8, r k - l a k ,  , ~.k-1 r k - 1  \~ ~_ , ,_ , ,  . . . ,  r k -1  

Hier kann in jeder • das Glied mit v = 1 fortgelassen werden, da es 

ein Vielfaehes yon r~-lak_l  ist. Die Fortsetzung dieses Verfahrens fiihrt 
schlie~lich zu 

Js < (S, rk- la~,  r k - i a  rk-la~) 
~ -  k - l ~  " " " ~  " 

Wegen (39) ist dieses 

~. ~ (s, 5 r k - 1 ) ~  Min{s; ~rk-1}. 

Daher ist naeh (38) und (4:0) 

L~ ~ T~-~(q) Z Min {s ; b 1/(k-~ rs ~k-~)/~k-~)} 
slq 

= Tk-~(q) 2 M i n { s ;  u}, 
slq 

wobei wegen q-~  rs stets u dutch us~/(k-1)-~ qj~/(k-~) bestimmt ist. Da 
unter dieser Bedingung Min {s; u} am grS$ten fiir u ~ s wird, also stets 

jl/kql-~/k ist, ergibt sieh 

L~ ~ T ~-2 (q) z.Y ~l/k ql_llk ~--- Tk-l(q) ~ l l l ' q l - l / k ;  
slq 

W. Z. b. w. 

w 

Bedeutung der Abschiitzung (6) fib das Waringsehe Problem. 

Es sei t der grS~te gemeinsame Teiler der Zahlen P ( u ) -  a o fiir 
u = 1, 2, . . . .  Herr L a n d a u  s) hat kiirzlich mit der g a r d y - L i t t l e w o o d -  
schen Methode folgenden Satz bewiesen, der die ffiiher von mir 9) naeh 
der Hi lber tschen Methode gegebene LSsung des allgemeinen Waringschen 
Problems enthiilt: 

Es gibt ein s ~ s ( k, al"}, so daft ]iir jede durch t teilbare natiirliche 
Zahl n >~ n 1 (P) die diophantische Gleiehung 

# 

n = ~ P ( u ~ ) ,  P(u , )  > 0 

ldsbar ist. 

s) Z u m  Waringschen Problem, Math. Zeitschr. 12 (1922), S. 219--247; Satz V. 
9) Verallgemeinerungen des Waring-Hilbertsehen Satzes, Math. Ann. 83 (1921) 

S. 85--112; G5ttinger Inaug.-Diss. 
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Auf Herrn Lar~daus Mitteilung hiervon konnte ich mit der H i l b e r t -  
schen Methode zeigenl~ dab in vorstehendem Satz bei ~1) a o ~ -0  sogar 
s unabMingig yon a k gew~hlt werden kann. Dieses Ergebnis l~13t sich 
auf Grund des w 1 nunmehr auch nach der H a r d y - L i t t l e w o o d s c h e n  
Methode gewinnen. Offenbar kann dabei unbeschadet der Allgemeinheit 
(a k, . . . ,  a 1) = 1 angenommen werden. Ferner kann angenommen werden, 
dab alle Koeffizienten yon P ( u )  positiv sindl~), so dab die bei Herrn 
L a n d a u  vorkommende Voraussetzung, dal~ P ( u )  fiir u ~ 0  best~ndig 
w~ichst und ~: 0 ist, erfiillt ist. Eine Durchsicht des Beweises yon Herrn 
L a n d a u  zeigt, dal~ es nur darauf ankommt, anstatt  des dortigen Hilfs- 
satzes 7 den folgenden, nut  wenig abweichenden zu beweisen: 

Es seien aT, . . . .  , a 1 sdmtlich > 0 ,  a o = 0, (a~ . . . . .  al)  ~- 1, K = 2 k-1 
und /fir ]ede primitive q-re Einheitswurzel 

q 

S~ = Z O p(~). 

1. Dann ist die Reihe ~) 

zz( ; 
q = l  

wo die innere Summe bei ]edem q iiber alle primitiven q-ten Einheits- 
wurzeln zu erstrecIcen ist, /i~r s > 2 K und ]ede nati~rliche Zahl n absolut 
]convergent. 

2. Ferner gibt es zu ~edem ~ > 0  ein s * = s * ( k ,  5 ) >  2 K ,  so daft 
/i~r s ~ s*, /fir alle durch t teilbaren nati~rlichen Zahlen n und liar 

die Ungleichung bezteht : qit 

M - - 5 < ~ < M + 5 .  

B e v e l s .  1. Nach (6 ) i s t ,  da 0 = e~(p) mit (p, q ) :  1 ist, 
q 

(p,q)=1 

wo B = B ( k , e )  nich~ yon P abh~ingt. Hieraus Iolgt aber flit ]edes 
8 > 2 K  bei passend gew~ihltem e die Behauptung 1. 

lo) Bemerkung zum allgemeinen Waringschen Problem, Math. Zeitschr. lo (1922), 
S. 188--194. 

~1) Diese Bedingung ist notwendig; vgl. die in Fui]note 10) zitierte Arbeit, Anm. 3. 
~2) Vgl. die in FuBnote lo) zitierte Arbeit; Beweis des Satzes, Vorbemerkung c. 
~3) Die bei Herrn L a n d a u  stehende ~ hat die gleiche Bedeutung wie hier ~ .  

q 

Es handeIt sich also auch hier um absolute Konvergenz in gleichem Sinne wie dort. 
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In X~ 

(44) 
also wegen (41) 

1 
2. Es werde e = ~ - K  gewiihlt. Dana hgngt B h6ehstens von k ab. 

Es werde 

(42) v = v ( k ) =  [B aK] + 1 

gesetzt. Dann ist flit s > 4 K 

(43)  ~ =  Z + Z + Z = G + Z ~ + Z ~ .  
qlt qXt 

ist wegen (42) 
1 

B < v 114~ < q4K, 

= 7 q = v + l  ~ q=~,+  1 

also fiir s = o , ( k , a ) > 2 K  

(45) < 

v enthglt, da wegen (41) und (44) ffir q > v 

ist, also in 21 

(46) 

1 

kein q I t enthalten ist, alle q I t, und es ist offenbar fiir t [ n 

~22,~= Z . ~ ( q ) =  M. 
q l t  

In ~'a ist jedes Se eine Summe yon nicht sgmtlich gleichen Einheits- 
wurzeln, da diese sonst sgmtlich g]eich ~P(q)~ 1 wiiren, also q l t wgre. 
Daher, und well q ~ v ( k )  in 2~ ist, gibt es ein D ( k ) <  1, so dal3 

-~-! < D < 1  

ist. Mithin is~ fiir s > %(k,  a) 

(47) <ZZD'<  
q= l ~o 

Da ~ reell ist, ist abet mit (43), (45), (46) und (47) die Behauptung 
bewiesen. 

(Eingegangen am 27. September 1922). 


