Zur Arithmetik der Polynome.

Von
E. Kamke in Miinster i. W

In dieser Arbeit!) gelten folgende Bezeichnungen: Fiir eine natiizliche
Zahl ¢ und eine reelle Zahl « ist

Baic

e(e)=¢e ? , e(a)=¢(a);

(u) = P(u)=a,u*+a,_,ub14 .. . +aq,

ist ein Polynom des Grades %k >1 mit ganzen Zahlen als Koeffizienten;
a ist ein Intervall und |a| seine Linge; ¢, ist bei |a| < g die Anzahl
der mod ¢ in a hineinfallenden Polynomwerte P(u), wenn % ein voll-
standiges Restsystem mod ¢ durchlauft.

Die Arbeit beschéftigt sich in erster Linie mit der Frage: Was lifit
sich iiber g sagen?

Fir die Behandlung derartiger Fragen hat man eine Handhabe in
folgendem von Herrn Weyl?) bewiesenen ., Prinzip«:

Gilt bei einer Menge reeller Zahlen o, w,, ... fir jede ganze Zahl
m == 0 die Limesgletichung

(1) é"le(mocu)zo(n),

so sind die Zahlen «, mod 1 gleichmdfig dicht verteilt, d. h. die Anzahl
der mod 1 in ein Intervall a mit | a| <1 hineinfallenden Zahlen «, ..., a,
ist asymplotisch gleich |a|n.

Dieser Satz nebst dem von Herrn Weyl gegebenen Beweis 1t sich,
was bisher nicht bemerkt zu sein scheint, so abidndern, daB er auf die

1) Dieselbe bildet einen Abschnitt meiner Habilitatisnssebrift, die Ostern 1922
der Philos. Fakultit der Universitit Miinster i. W. vurgelegen hat.

) Uber die Gleichverteilung von Zahlen mod. Eins, Math. Ann. 77 (1916), 8.3138
bis 352; Satz 1. ‘
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vorliegende Frage anwendbar ist und unter gewissen Einschrinkungen fiir a
nicht nur g, ~ [a|, sondern auch eine Abschitzung des Fehlers ¢ — |a|
liefert, sofern eine der Summe (1) entsprechende Summe scharf genug
abgeschitzt ist.

Diese abzuschitzende Summe lautet aber

(2) § = 8(g,P) = 3 e,(P(w),

und iiber sie ist durch die Herren Hardy und Littlewood?) bereits
bekannt, daB bei d = (¢, a,) fiir jedes & > 0 eine solche Zahl A=A (k, d, ¢)
vorhanden ist, da@

(3) |8 < Agi-2" "+

ist. Dieses Ergebnis wird im §1 insofern verschirft, als dort gezeigt
wird, daB d durch (¢, a,, ..., a,) ersetzt werden kann. Im § 2 wird die
entsprechende Abschiitzung fiir Polynome zweier Verinderlicher durchgefiihrt
und im § 8 dann mit dem modifizierten Prinzip ¢, —  a| abgeschitat.

Mit g, — |a| ist natiirlich auch die Anzahl der einer Restklasse mod g
angehérenden Polynomwerte P(u) abgeschitzt. In § 4 wird die so er-
haltene Abschitzung auf vollig elementarem Wege erheblich verschirft.

§ 5 zeigt die Bedeutung der modifizierten Abschitzung (3) fiir das
Waringsche Problem.

§1.
Verschirfung einer Abschitzung.
In den §§ 1—3 sei fir natiirliche Zahlen & > 1

1

Satz 1. Es sei S durch (2) erkldrt, es bedeute T(q) die Anzahl
der Teiler von q, und es sei?)

A=(q,y @, Gy, ..., ay).
Dann st

(
(4) lSHl

<kT(g)A%¢"" " tir 4/a,,
=0 fiir d ¥a,.

%) Some problems of , Partitio Numerorum®; I: A new solution of Waring's
Problem, Nachr. v. d. K. Gesellschaft d. Wissensch. zu Gottingen, Mathem.- physik.
Klasse, 1920, S. 33—54, Lemma 1; zwar erscheint dort die Behauptung nicht in der
obigen Formulierung, ist aber im Beweise enthalten. Vgl. hierzu auch Landau:
Zum Waringschen Problem, Math. Zeitschr. 12 (1922), 8. 219247, Hilfssatz 6, Vor-
bemerkung und Beweis.

4 Fiir k=1 sei 4=9q.
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Anmerkung. Fir
=g, @, @_y, ..., ay)
folgt hieraus insbesondere
(5) |81 <BT(g)0" """,
Wegen T'(q)== O(¢g*) ist hierin (§) enthalten, und es ergibt sich fiir alle

Polynome P(u) mit (a,,...,a,)=1 die Existenz einer solcher Zahl
B = B (k, ¢) fiir jedes ¢ > 0, daB

(6) |81 < Bgr-sies
ist.
Beweis?®. Fiir £ =1 ist offenbar

Eﬂﬁ?ﬂzvmem,

15]= 0 fiir ¢ fa,,

fu==0

also die Behauptung richtig.
Um den zweiten Teil von (4) fiir beliebiges % zu beweisen, setzen wir

g=4¢, u=Qu-+p mit 0u<Q.
Wegen 4a,, ..., a, ist dann

o (P(w) =esq{a(@u+af +... +a,(Qu+ i)+ o}
=esg{P (1) + a,Qu} = esq(P(u)es(as 1),

4-1

Q-1 -
8 Z_ZZ)QAQ(P(M)) E‘Jea(al,u) =0,
a= u=

da die innere Summe wegen 44 a, nach dem fiir k=1 Gezeigten den
Wert 0 hat.

Es bleibt noch der erste Teil von (4) fiir £>2 zu beweisen. Wir
kénnen annehmen, dieser Teil der Behauptung, und damit (5), sei schon
fiir £ — 1 bewiesen. Es ist

81 = Jea(P(w) — P(h),
WO u, h je 2in vollstindiges Restsystem mod ¢ durchlaufen. Wird o = ¢ + 2

gesetzt, so durchlaufen ¢, A gleichzeitig vollstindige Restsysteme mit u, 4.
Daher ist

; g1 ‘
(7) ISP 3 3,
. =0 &

5) Der Beweis ist eine Verallgemeinerung eines Beweises (verschieden von dem
in Fufinote 3 erwihnten), den Herr Landau fiir den Fall, daB in der Abschiitzung
nar d= (g, a;) statt 4 in Betracht gezogen wird, am 7. 4. 1921 in einem Briefe an
Herrn Hardy gegeben und mir freundlicherweise ebenfalls mitgeteils hat.

Mathematische Zeitschrift. XIX i7
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h h=0 #=0 A=xn41

1st. Hier steht in der groBen Klammer ein Polynom (k& — 1)-ten Grades
von k. Nach der fiir k —1 als richtig angenommenen Abschitzung (5)
ist daher

(8) 121<UC-—1) q)(sL(k 1>q1 ~Z=1)
wo
, B : i k ; k ;
S, —-(q, ak<k_1/i,;'%;a;(k_»z‘/‘.—k+2,;.:%zza,_(k_'3)z'l—k+3, - é’al({) gi=1
ist.
Da

. _ _ Y, 2, )@y 2,00 )y, 2, ..0)
ist, ergibt sich

<(g,k )(q’ ayt, .. .)
1’4 k
<k(g. aki, E’ s X e D)
=k—1 2 k-2 i=2

Da a,: als einzelnes Element in der Klammer vorkommt, kann in jeder
der nach ihm folgenden Summen das letzte Glied fortgelassen werden, da
es ein Vielfaches von a,7 ist. Man hat also

R E-1

aiék@aakivak—ﬂk_l)i’ PIN 2 . )a
).=k~2 A=k— =2
mithin, wie oben, _
-1 k-1 E—1
Sk(k—1) (g, 00,00 3, T, .., 3)
Pit2 1558 =2

Nun kann wieder das letzte Glied jeder Summe fortgelassen werden. Die
Wiederholung des Verfahrens ergibt schlieBlich

6,k (g, @, @yt .., a.7) e
k(g @y, -y ,)(g,8) < K> A(g,4).
Daher folgt aus (7) und (8)
-1
|81 <K T(q) 4" ¢4 5 (g, 6).

. .. i=o
Hierbel ist

Z(q, )<2t21—421~97‘(4)

tig »r=1
Mithin ist wegen L(k —1)=2L(k)
IS,2§ k2 T2(g)A2L(k)q2—2L(k) ,
woraus die Behauptung folgt.

)
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§2.
Ausdehnung der Abschifzung auf Polynome zweier Verdnderlicher.
Ahnliche Abschitzungen wie in § 1 fiir Polynome einer Verdnderlichen

lassen sich auch fiir Polynome mehrerer Verinderlicher geben. Wir be-
schrinken uns hier auf zwel Verdnderliche und beweisen den

Satz 2. Es ser

Plu,v)= 3 a.,u*v*
0Zw«+isk
ein Polynom hochstens k-ten Grades; es ses
g—1 g~1
R=R(q,P)= V 2 e (F(u, v))
u—O v_()
und

d={(q, ..., @1, ),

(x+A22)

d. h. der grofite gemeinsame Teiler von ¢ und*) allen a., mit x4 12 2.
Dann ist

(9) ;Rl{g(k!)zT(Q)AngﬁL f?ié?’ Al(“xma’m)a
=0 fir A (a,,, tg,)-
Anmerkung. Hieraus folgt insbesondere, wenn & den groBten ge-
meinsamen Teiler von ¢ und allen a,; mit x + 1 > 1 bezeichnet,
(10) |R[< (B)* T(q) 6" Pgqr-2®.
Beweis. Fiir k=1 ist (9) richtig, da dann
g—1 g—1

R=3 2 eq(@yo %+ a5, ¥ + ayp)

%4=0 »=0
= ¢,(@p) Z eq (%) Zeq (@ v)
u=0 =0

ist, hier offenbar nur dann beide Summen == 0 sind, wenn 4 = g|(a,,, @)
ist, und da in diesem Falle

|IR|=¢°=Adgq.
Um den zweiten Teil von (9) fiir beliebiges % zu beweisen, setzen wir

g=4Q, u=Qu-+u, v=Qv+7r.
Dann ist wegen 4|a,; fir x+4=>2

eg(P(u, ) =esq(P(ji, v))es (G pt + oy ¥ )s
also _ Cd
iRlsé\:{)Z;l 2 Zed(aml"l_a’ozv)]'_o
0= py= ”___ ’ﬂ—
17%*
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da die innere Doppelsumme wegen 4 1 (a,,, @,,) nach dem fiir k=1 Ge-
zeigten den Wert 0 hat.

Es bleibt noch der erste Teil von (9) fiir £ > 2 zu beweisen. Wir
nehmen an, dieser Teil der Behauptung, und damit (10), sei bereits his
k —1 bewiesen. Es ist

IR’= 3 ¢( 3 an(@v' —w*lh),

’ %, v, l: H 0 «x+A5E )
wo u, v, h,l je ein vollstindiges Restsystem modq durchlanfen. Wird
w=¢-h, v=7-+ 1 gesetst, so durchlaufen zugleich mit jenen Zahlen
auch ¢, 4, A, ! vollstindige Restsysteme. Daher ist

(11) RILE TS S e ),

WO

3= 3 o S|

0<x+l<k( =90 6=0

TS e ()

0SetoSk Zo.izo 7
x+l§k‘
ist. Hier hebt sich in der Klammer das Glied mit » =9, 1 =0 gegen
@y, fort. Mithin kommen in der Klammer nur Glieder mit % +- 1> ¢+ 041
vor, und daher wegen x 4 A <k Glieder mit ¢ + o =k nicht vor. Es

" ist daher
Z — 2 2e1° 2 s <g) (i) z-n—e?-i.—a

0ZotoSk-1 “2o k2o
oto+1Zx+ASk

ein Polynom hochstens (& — 1)-ten Grades. Daher ist auf die innere
Doppelsumme von (11) die Abschdtzung (10) anwendbar, also wegen
L(k—1)=2L(k)

(12) }Rieg( 1)') T(q) 2—2L(k)2 2521.(1:)
. 1=0 j=
wo
N\ A\ x—p A—0
5;5=( s ey 2 axl(e)(a)z e ’>
xZe.AZ0
e+ot+1iEx+AiZk

ist und in dieser Klammer alle fir 1< g+ 0 <k —1 sich ergebenden
Summen aufzufiihren sind. Die Summen sollen in der Klammer so ge-
ordnet werden, dafl die Summen mit demselben Wert von ¢ 4 ¢ zusammen-
stehen. Wir schreiben dann

(18) d,=(gs-0 I seeer I e, 3, 3 L)

ztd=k k=18 x+isk k-2 x+iSk 2E x+AZk
(gto=Fk—1) (o+a=k~2} (e+o=k—3) (e+o=1)
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wo hinter jedem Summenzeichen
. A — 3 £ i cHQ ok
14) A, (o, 0)=a,; \Q>(a>z 7

zu denken und in jeder Sumnme bei festem g, o nach wie vor nur iiber
die Zahlen » > ¢, 1 > ¢ mit der auflerdem fiir » + 1 angegebenen Ein-
schrankung zu summieren ist. 4

Um nun §; abzuschitzen, zeigen wir zundchst, daf bei festem

K(B8<LK<Lk) und festen g,0 mit 1<p+0< K2
‘ e
{15) (K—op 01252;‘1;:1(@,(!)

nt+i=K
—(e+1)i 21>Anz(9+1,0)+(6+1)7'>92; Ao o+
z+l K s =K
ist. In der Tat ist die rechte Seite hiervon wegen (14), wenn wir von
der ersten Summe das Glied mit 1 = o, von der zweiten das Glied mit

% == p besonders aufschreiben,

ageos (N7 V(K=o —o)imert 3 au(Z)e—o) (L)t

o
b nZo+1, 22041
/-}-/"‘K

D T [ e Lo P

xZp+1, l> g+1
x+i=K

und nach Vereinigung der beiden mittleren Summen steht bel Beachtung
von x + A= K die linke Seite von (15) da.

Aus (13) folgt, wenn wir die Summen aufspalten und noch ganz-
zahlige Faktoren hinzufiigen,

byS( B e 203 23 L, 384 8LY

ntd=k w+l k utd=fp— ud=k k-2&nt+iZk-1
116) ot o=k=1) coto=k—2) {e+6=k—3)
‘ S(B=1t 3 (k1) o)
nti= 28 x+AS k-1
(oe4-0=1)

Hierin konnen die ersten Bestandteile der aufgespaltenen Summen ge-
strichen werden. Denn (15) besagt, daB sich jede Summe (¥ —1)! 3

wti=k

fo+o0=1)

aus zwei Summen der Form (k — 2)! ¥ linear und ganzzahlig kompo-
utd=k
(e+0=2)

nieren lafit; ebenso jede dieser Summen aus zwei Summen der Form

(k—3) 3 ; usw.; schheﬁhch jede der Summen 2! 3 aus zwei Sum-
x-hA=k swt+i=k

e+ 7=3) (o+o=k~2)
manden der Form 3 ; d. h. jede der genannten Summen 148t sich
utAd=F
le+o=k~1)
Iinear und ganzzahlig komponieren aus Summen der Form 3 . Da die

A=k
(ot o=E~1)
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Summen dieser letzten Art sidmtlich als Elemente der Klammer in (16)
vorkommen, konnen in der Klammer alle andern vorstehend genannten
Summen gestrichen werden, so daf wir erhalten

- R 2'2 R 3y oL (B=10Y 0,

x+i=k wtd= k-2Zn+ASk~1 2L 2+ AiZk~1
(o+o=k~1) {o+o= 2) (o+a=k~-3) {o+o=1)

also, wenn der hochste Faktor jeder Fakultit herausgezogen wird und die
Summen wieder aufgespalten werden,

0,; < (k—1!(g, ..., 3 .., X .., 203 2ty .

xt+i=k ntA=k—1 rtd=k-—-1 nth=k—2
(e+o=k~1) (o+o=k—20) (¢+o=k~3)
BY 43 (k=23 (k-2 ...
xth=k—1 k-3Zx+igk-2 wtim=f—1 2 n+lZ k-2
(ot+a= k 4) (o+a=1)

Hierauf wird (15) mit K =k —1 angewendet. Dann ergibt sich nach

dem oben stehenden Muster, daB sich der erste Bestandteil der aufge-

spaltenen Summen linear und ganzzahlig komponieren 146t aus den Summen

der Form Y , also gestrichen werden kann. Wird wieder der hochste
e

Faktor jeder Fakultit herausgezogen und das Verfahren in der geschilderten

Weise fortgesetzt, so gelangt man schlieBlich zu

E—1 '
(17) By ST Lo 5 ser 5 aeeny 5 40,
n==2 xnti=k ut+i=k-—1 atd=2
(e+a=.k—1) (o+0=k~2) (e+o=1)

Hierin ist, da auch stets % > o, 4 = o ist, jede der vorkommenden Summen
wegen (14) von der Gestalt

Z Axﬁ(@a G)ZAE=“+1(9’G)+AQ+1’U(Q’ G)
ntd=o+a+1 . .
= Gy, g+1 (0 -+ 1)7 + Qor1, a(@ -+ 1)2.
Da in (17) ulle Zahlenpaare g, ¢ mit 1< ¢~ 0 <k —1 vorkommen, ist
mithin
;J—(k') ( L) a’g,n‘-H(G+1)7.+a9+1.d(9+1)7"’---):
wobel hierin alle Gllederkomplexe mit 1< ¢+ 6 < k — 1 aufzufiithren sind.
Daher folgt nun aus (12)
%7

wo a1 g—1

=3 (Lot 1) (e + )R )

i i=0j=0
ist. Hier ist
(19)

IV\
[\ﬂ

t-N,

&5

-~
nie
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wo N die Anzahl der 7,5 (0 <4, j < q) ist, fiir welche bei festem ¢ die
simtlichen fir 1 < g 40 <k — 1 aufgeschriebenen Kongruenzen

(20) (0 1) 5 4 (o + 1) j= 0 (mod )

erfiillt sind. Die Anzahl der mod¢ inkongruenten Losungen 7, dieses
Systems ist bekanntlich, wenn e, e, die Elementarteiler des Systems

bedeuten,
1€y t)(ew i) < (ep f/)t,

also die Anzahl aller Losungen ¢, § von (20
9 r <1 Ny =2
21) N gﬁ—(el, 1)t = (e, ).

Der Elementarteiler e, ist der grofite gemeinsame Teiler aller Koeffizienten
des Systems (20), also, da in ihm alle a,, mit 2 < 90 + 0 < k vorkommen,
auf Grund der Definition von 4

~, > = k!

°

a, 5 a
{el,t):#(t,..',ﬁ“[]—,.. );—_<k <A,...,

Daher ist nach (19) und (21)

[N

2= LR <hig* T(g),

%) t'_q

A

also nach (18)
iR k’) T (q)AzL(k)q4—2L(k):
woraus die Behauptung folgt.

§ 3.
Das Weylsche Prinzip und seine Anwendung.
Nach dem Beweisverfahren Herrn Weyls zu seinem Satz 1 148t sich
durch geeignete Abinderung folgender Satz gewinnen.

Satz 3. Es seien y (0 <y <1) sowie «,,...,«, reelle Zahlen; es

P m

sei i esn Intervall, dessen Lénge |i| der Unglez’chung
(22) nL ST —nrt

geniigt; es sei J(n) die Anzahl der mod 1 ¢n i liegenden Zahlen ¢, ..., «
Dann ist fir p=(10mn)"

n®

n

% Ze(xwh)I—f—Qn”.
h=1

»
(23) | J(n) —nli| <82
=1
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Beweis. Der Anfangspunkt des Intervalls i sei a, der Endpunkt b.
Es werde eine reelle Funktion f/x) mit der Periode 1 definiert durch

Il fir a0,
f(z)= .

|0 fir b<z<a-+1.
Es sei

. 1

=1

Wegen (22) ist 27 sicher nicht grofer als jede der in der graphischen
Darstellung von f(2) vorkommenden zusam-

Z—L — menhéngenden Strecken. Es werden nun die

-
4 ! |'
) ," { | { oberen bzw. unteren zusammenhingenden
1 . v, e .. -
! o {  Strecken beiderseitig um % verkiirzt und die
1 { ,‘ [ l (=] ?7
\ frooi / benachbarten Endpunkte in jedem Fall gerad-
1 [ [ ! p 1 g
Vo P o /| linig verbunden. Die so entstehenden Linien-
“7' Jyf \7‘1 ‘y:’ g
P < L —., ziige mogen die Funktionen £, (z) baw. f,(z)

definieren. Diese sind stetig, haben die Pe-

riode 1, und es ist A
fi(z) S f(=) (%)

Da nun offenbar

700) = nlil = 3{f() + [ r(w)da)

0
ist, so folgt, wenn zur Abkiirzung
(25) §=J(n)—n|i!

gesetzt wird,
n

2 I{fi(a) - ffl(w)dx} — n,
(26)

u[\43 u

8_—<= {fs o) — ffe(x)dx}‘{“n’?-
0
Es werden nun die Fourierentwicklungen von f,(x) und f,(x) ge-
bildet. Die Fourierkoeffizienten von f,(z) seien a., b.. Dann ist fiir

x=1,2,...

at+n b—y

—a, ff; coszn,zxdx_f+f+f
o a a+y b—y
Dabei ist
b-9
[ = fcosZn,m:dx <~——
a+y a+9
a&6+n G+9 a+1

z—a : 1 .
CITCOSZ:’szdQ:——mSIHZHV( +n)— 2_”{ sin2nxxde,
a
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also
a+n

J

Daher ist fiir #=1,2, ...

1 i
= Srx + Qmry

T H

b
|

—1—; und ebenso | tgi.
‘ = mx
bty

(27) la.| < %, und ebenso | b, | < —3
Die gleichen Abschitzungen ergeben sich fiir die Fourierkoeffizienten von
fo ().

Werden die Teilsummen der Fourierentwickelung von f (%) mit s,
bezeichnet, so konvergiert, da f, (z) stetig ist, ﬁ(s1 +its8, +1) gleich-
miBig fiir alle « gegen f, (z), und zwar ist %) der

|Fehler| <o fiir p41 > 3M .

o8in?é’
dabei bedeutet M das Maximum von |f, (z)|, also hier M =1; ferner ist &
eine solche Zahi, dafl

|fu(z — 20) + f, (v +20) — 2f, (2) | <o fir 0<v<d

1st. Da
[fi(x — 2v) + f, (x + 20) — 21, (@) |
4v

| ; ; 2v , 2
Sife+20) = (@) +h(e) = file—20)| < T+ T ="
ist, kann hier § =L yo gesetzt werden. Wir haben dann

3

ogin?iyo’

|Fehler | <6 fiir p-+1>
Wird nun o = n7-1 gewihlt, so folgt hieraus wegen (24)
(28) | Fehler | < n”™" fiir p=(102)"
Eine gleiche Abschatzung gilt fiir die arithmetischen Mittel der
Fourierentwicklung von f, ().

Wird nun fiir das in (28) festgelegte p

1

(29) ﬂ?(31+-'-+3p+1):9°1<x)

gesetzt und das entsprechende arithmetische Mittel fiir £, (2) mit ¢, (z)
bezeichnet, so folgt aus (26) und (28)

n 1
R >h2{9°1 (“h) —fﬂ (.’C)dx} —2n’,
=1 F
” 1 .
3 <}£{‘7’2(“};) —fﬁz(x)dw} +2n’.

% Z. B. vgl. G. Kowalewski, Grundziige der Differential- und Integralrechnung,
Leipzig u. Berlin 1909, S. 284285,
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Das konstante Glied in der trigonometrischen Summe ¢, () stimmt mit
dem konstanten Glied der Fourierentwicklung von £, (%) tiberein und ist

daher gerade f f.(z)dx; entsprechendes gilt fiir ¢, (x). Mithin ist, wenn

mit y, (z) bzw. y, () die durch Fortlassung des konstanten Gliedes aus
@, (x) bzw. @,(z) entstehende Funktion bezeichnet wird,

(30) RIES («h>l+;2% )|+ 2n”.

Dabei ist wegen (29) und (27)

n 4
‘2’/’1(%)' = IZZ&—% (@, cos 2m xa, + b, sin 2 nw/,,»'
k=1 k=1 =1 P

gg Hg cos 2m xe, ‘
» n
<4 jzl; Ze(mxh)l.
2=1 " h=1

Da sich eine gleiche Abschitzung fiir 3 y, («,) ergibt, ist mit (30) wegen
(25) die Behauptung bewiesen.

Aus dem eben bewiesenen Satz lassen sich unter Benutzung der Ab-
schitzungen der §§ 1 und 2 die beiden folgenden Sitze ableiten.

Satz 4. Es sei k> 2 und bei gegebenem q, P, (u)

8= (g, @, By_ys-es Oy),

und es ser a ern Intervall mit

(31) g i <L Ja| L g — gi-I®,

Dann gzbt es zu jedem e > 0 eine Zahl C,= C (&), so dafs
(32) iaH <0, kaL(k) 1-Lk)+e

ist.

Anmerkungen. 1. Die Abschitzung der Herren Hardy und
Littlewood fiir § (vgl. Einleitung) wiirde auf Grund des Satzes 3 ein
shnliches Resultat ergeben; jedoch wiirde an Stelle von C, % oT™® eine
Konstante stehen, die auBer von k& moch von (g, a,) abhinge, wihrend
hier z B. fiir alle Polynome P,(u) mit (a,,...,a,)=1 sich dieselbe
Abschitzung
. iqﬂ_tail,\/olkqhmmﬂ

ergibt.
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2. Aus dem Satz folgt insbesondere, daB bei gegebenem ¢ die Anzahl
der Losungen der Kongruenz
Plu)=¢ (modg)
bei passend gewihltem D = D (k, ¢) hochstens

Liky 1—L(k)++
Dé""gq

ist; denn man wiahle fiir a ein Intervall der Linge ¢'-X®, das ¢ im
Innern enthalt.

3. Wenn (31) nicht erfiillt ist, ist die Behauptung, wie leicht ein-
zusehen, zwar auch richtig, wird aber dadurch beeintrichtigt, dall das
Fehlerglied das Hauptglied iiberwiegt.

Beweis. WirwendenSatz3anauf n=g¢, y=1-—L(k), «, = -;—P(r —-1)
und verstehen unter i das Intervall, das durch Verkleinerung der Zahlen-

geraden im MafBistabe 1:¢ aus a entsteht. Dann ist wegen (31) die Be-
dingung (22) erfiillt, J(n)=gq_, n|i!=]a/, und (23) lautet

?
I Lo 1
!qa——}a‘,&‘SZZ
=1
Nach (5) folgt hieraus
(38) 9, af| <10k6" P H0T(g) 3,

g—1
Zeq(xP(u))’—}« 2q1-L0®
©=0

wo
14 »
Y s d !
X=X < 3T 38 < 3 (14 logp) = T{g) (1 + log )
% n=1 dlg 7=1 dlg
ist. Da p=(10g)’ ist, gibt es zu jedem &> 0 ein C, = C, (¢), 30 daB
107% (g) (14 logp) < Cyq*
ist. Dann ist aber mit (33) die Behauptung (32) bewiesen.
Satz 5. Es mdgen P(u,v) und 6 die in Satz 2 und Anmerkung
angegebene Bedeutung haben, und es sei a ein Intervall, das (81) erfiills;
ferner sei Q  die Anzahl der mod q¢ fir wu=0,1,...,9—1 und

v=0,1,..., ¢ —1 én a hineinfallenden Polynomwerte P(u,v). Dann
gibt es zu jedem e > 0 eine Zahl C,= C,(¢), so daf

‘Qa _ q‘al ’ < Ce(k!)?‘ aL(k)qg‘L(hH-S

Beweis. Wir wenden Satz 3 an auf n=g%py=1— sLk),
gey=P(0,0), ..., qe,= P(g—1,0); gogyy = P(0,1),..., qey, = P(g—1,1);
qezqr1=P(0,2),...,qu2=P(q —1, ¢ —1). Wir verstehen weiter unter i
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wieder das Intervall, das aus a durch Verkiirzung auf 1:g¢ hervorgeht.
Dann ist wieder (22) erfiilll, und (23) lautet wegen (10)

» g—1 g-1
’Q“—qlu])<82% ZZeq(xP(u, )|+ 2¢2-E®
x=1 " lu=0p=1

b4
<10 (’G')2 (SL(k,qﬂ_L(‘k) T(Q)Z (Q;x)’
x==1

woraus, wie vorhin, die Behauptung folgt.

§ 4.

Uber die Losungszahl von Kongruenzen k-ten Grades.
Satz 6. Es ses fiir das Polynom P,(u)
d=(q,a,...,a,).

Dann gili fir die Anzahl L, der inkongruenten Lésungen der Kongruenz

(34) P.(u)=0 (modgq)
die Abschdtzung
(35) L <™ T g)g

Anmerkungen. 1. Wegen T(q)=0(g*) ist dieses beziiglich der
Grofenordnung von ¢ eine erhebliche Verscharfung des in Anm. 2 zu Satz 4
‘gewonnenen Ergebnisses.

2. Die Kongruenz

x* = 0 (mod 2°),

die offenbar fiir jede natiirliche Zahl & genau 2*“~“— ¢*-1/F Losungen
hat, zeigt, daB bei jedem k in unendlich vielen Fallen L, > ¢*~'*, also
bei der fiir L, angegebenen Abschatzung der Exponent von ¢ fiir beliebige q
keiner betrichtlichen Verkleinerung fihig ist.

3. Die Abschatzung (35) laBt sich weder aus einem kiirzlich von
Herrn Nagel?) angegebenen Ergebnis, noch dieses aus obiger Ab-
schitzung (35) folgern.

Beweis. Fir £~=1 hat die Kongruenz

a,u+a,=0 (modgq)
héchstens (a,, ¢) = & Losungen; d. h. die Behauptung ist richtig.

Die Behauptung sei nunmehr richtig fir ¥ —1; wir zeigen dann
ihre Giiltigkeit fiir £. Wir konnen annehmen, daB (34) mindestens eine
Losung hat. Dann ist fiir jede Losung » (= oder == v) von (34)

au ... +au=ao" ... +a v (modg),

") Généralisation d'un théoreme de Tchebycheff, Journal de Mathématiques pures

et appliquées (8) 4 (1921), S. 343—356, vgl. S. 345 1.



Zur Arithmetik der Polynome. 261
also
k-1 ) B-2
(36) (u—v){a, Sutvk-~t4aq,_ Sutvt-*-24 . 4q}=0(modg).
A=0 =0

Es werde ‘
(u'—"’01Q):T3 qllT:S

gesetzt, so daB u = v + wr ist. Dann folgt aus (36) wegen (w,s)=1

B—-1
ZZW,“T#( )zvk-——,u—l
(87) =0 u=0
+a,_ 12 Zw"ﬂ‘( )vk""2+...+a150 (mod s).

=0 u=0

Bezeichnet L, _,(s) die Anzahl der mod s inkongruenten Losungen w
dieser Kongruenz, so ist offenbar
(38) L= 2L (o).
8¢
Um nun die Losungszahl von (87) abzuschitzen, bemerken wir, daf (37)
nur dann Losungen haben kann, wenn

(39) (50400 )|y

ist, daf wir also dem ¢ in (38) diese weitere Einschrinkung auferlegen
konnen. (387) 148t sich in der Form schreiben

1 E—lwy
wh~1rk-1q wk—zrk—zgakq’vl—v E (ki2>
»=0 A=k—2
2 E—i~v E—l-w 1
- - Demy ask—-1—v \ 7 —_— A\
k=3 gk 32’%_”,2 E (k 3) .1_2 a,_, vE-1- (0)20 (mod 5.
»=0 A=k-3 0
Nach der fiir £ — 1 als richtig angenommenen Abschitzung (35) ist daher
(40) L, y(8) S TF7 ()t 100,170,
wobei
1 k—1—v ; 2 }’s-l—? \
— - y 7 - " - 7 hatd A
53—‘(8,?" La,, ri2 Y, vt D) (k_2>’7°k 22 a0 E\k_s,’
r=0 A=k-3 »=0 A=k-3
k—1—» \

A
b2y
r S 3 (1)
A==1
ist. Hierin vergroBern wir héchstens den Wert der Klsmmer, indem wir

alle Potenzen von 7 durch r%-! ersetzen. Dann kann aber in jeder 3
<
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das Glied mit » = 0 fortgelassen werden, da es ein Vielfaches von r¥-1gq,
ist, und wir haben

B 3 k-2

Bt - - ket O -
6s§(s, rk-tq,, rk-tq, _,,r¥-1 3, 0B Nk 12}
y=1 ye=1 r=1

Hier kann in jedei > das Glied mit » =1 fortgelassen werden, da es

ein Vielfaches von r¥-1g,_, ist. Die Fortsetzung dieses Verfahrens fiithrt
schlieBlich zu

O, X (s, r¥ gy, r¥ e, .o, PNy,
Wegen (39) ist dieses
8, < (s, 0r%—1) < Min {s; r¥-1}.
Daher ist nach (38) und (40)
L. <T"(g) lZMin{s; oHE=Y p ge=2)) @11}
Lt

= T%%(¢) 3 Min{s; u},

slg

wobei wegen g ==rg stets u durch ust/E=1 == g §'/*=" bestimmt ist. Da
unter dieser Bedingung Min {s; u} am groBten fiir » = s wird, also stets
< 8% q1~1/k ist, ergibt sich

L, < T*2(q) X 6'*qi-k= T*(q) 6" g1 118,
sl

w.z. b.w.

§ 5.
Bedeutung der Abschitzung (6) fiir das Waringsehe Problem.

Es sei ¢ der grofte gemeinsame Teiler der Zahlen P(u)— a, fir
w=1,2,.... Herr Landau?®) hat kiirzlich mit der Hardy-Littlewood-
schen Methode folgenden Satz bewiesen, der die frither von mir®) nach
der Hilbertschen Methode gegebene Losung des allgemeinen Waringschen
Problems enthalt:

Es gibt ein s=s(k, a,), so daf fir jede durch 1 teilbare natirliche
Zahl n = n,(P) die diophantische Gleichung

n=28’P(u,,), P(u,) >0
»=1
losbar ist.

%) Zum Waringschen Problem, Math. Zeitschr. 12 (1922), 8. 219—247; Satz V.
%) Verallgemeinerungen des Waring- Hilbertschen Satzes, Math. Ann. 83 (1921)
S. 85—112; Géttinger Inaug.-Diss.
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Auf Herrn Landaus Mitteilung hiervon konnte ich mit der Hilbert-
schen Methode zeigen!?), daB in vorstehendem Satz bei'!) a,= 0 sogar
s unabhdngig von a, gewdhlt werden kann. Dieses Ergebnis 148t sich
auf Grund des § 1 nunmehr auch nach der Hardy-Littlewoodschen
Methode gewinnen. Offenbar kann dabei unbeschadet der Allgemeinheit
(@, ..., a,) =1 angenommen werden. Ferner kann angenommen werden,
da3 alle Koeffizienten von P(u) positiv sind'?), sc daB die bei Herrn
Landau vorkommende Voraussetzung, dal P(u) fiir %> 0 bestindig
wichst und > 0 ist, erfiillt ist. Eine Durchsicht des Beweises von Herrn
Landau zeigt, daB es nur darauf ankommt, anstatt des dortigen Hilfs-
satzes 7 den folgenden, nur wenig abweichenden zu beweisen:

Es seien a,, ..., a, simtlich > 0,a,=0,(a,,...,0,)=1, K= gk—1
und fiir jede primitive g-te Einheitswurzel g

S@ — 24701’(14) .
w=1
1. Dann ist die Reihe'®)

& = Z?(Se) e,

wo die tnnere Summe bei jedem g dber alle primitiven q-ten Einheils-
wurzeln zu erstrecken ist, fir s > 2K und jede natirliche Zahl n absolut
konvergent.
2. Ferner gibt es zu jedem & > 0 ein s*=s%(k,0)>2K, so dafs
fir s > s*, fir alle durch t teilbaren natirlichen Zahlen n und fir
=2o(q)

gt

die Ungleichung bestehi :
M—06<S <M+
Beweis. 1. Nach (6) ist, da ¢ =¢,(p) mit (p,q) =1 ist,

(41) 2?(-%9-) 2 lmzyeq(pp <qB8 —s/K-i-sa

—p<q
(?9)=

wo B = B(k,e) nicht von P abhingt. Hieraus folgt aber fiir jedes

8> 2K bei passend gewihltem ¢ die Behauptung 1.

19) Bemerkung zwm allgemeinen Waringschen Problem, Math. Zeitschr. 15 (1922),
S.188—194.

1) Diese Bedingung ist notwendig; vgl. die in FuBnote 19 zitierte Arbeit, Anm. 3.

¥) Vgl. die in FuBnote ¥°) zitierte Arbeit; Beweis des Satzes, Vorbemerkung c.

8) Die bei Herrn Landau stehende 2 hat die gleiche Bedeutung wie hier Z 2

Es bandelt sich also auch hier um a.bsolute Konvergenz in gleichem Sinne wie dort
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2. Es werde s=4—11—f gewihlt. Dann hingt B hochstens von k& ab.
Es werde

(42) v =v(k)=[B* ] +1

gesetzt. Dann ist fiir s > 4K

(43) =3+ 3+ 3 =+%+5%.
g=v+1 ij?fv 1;117

In 2| ist wegen (42)

1

(44) B < y1/4K'<: gl}?j
also wegen (41)

q=r+1 ¢
also fir s =o0,(k,d) >2K

(45) IZ'1|<~

2, enthalt, da wegen (41) und (44) fiir ¢ >»

2

s ow
< 2 gL-s/2K
g=vr+1

Se —575
p ] <g "“<«1
ist, also in 2 kein ¢|? enthalten ist, alle ¢|t, und es ist offenbar fiir £{n

(46) = 2ple) =M

In 2 ist jedes S, eine Summe von nicht samtlich gleichen Einheits-
wurzeln, da diese sonst simtlich gleich ¢P®@ =1 wiren, also g|¢ wilre.
Daher, und weil ¢ < » (k) in 2, ist, gibt es ein D (k)< 1, so daB

S| po
q

1st. Mithin st fir s > 0, (k, 9)

(42) PAES D a2s

Da & reell ist, ist aber mit (43), (45), (46) und (47) die Behauptung
bewiesen.

(Eingegangen am 27. September 1922).



