Quadratische Korper im Gebiete der hiherern
Kongruenzen. I

(Arithmetischer Teil.)

Von
K. Artin in Hamburg.

§ 1.
Einleitung.

Die Dedekindschen Untersuchungen iiher hohere Kongruenzen?)
legen folgende Erweiterung der Theorie nahe.

Es werde dem Korper K der rationalen Funktionen module p die
Funktion VD (t) adjungiert, wo D(t) eine ganze im Sinne Dedekinds
quadratfreie Funktion des Parameters ¢ ist. Der entstehende quadratische
Kérper K (VD (t)) weist dann dhnliche Eigenschaften auf wie ein quadra:
tischer Zahlkorper. ,

So gilt zum Beispiel der Satz iiber eindeutige Zerlegbarkeit der
Ideale in Primideale, der Satz von der Endlichkeit der Klassenzahl, die
Sgtze iiber die Einheiten.

Zur Klassenzahlformel gelangt man durch Einfiibrung der Zeta-
funktionen. Hier 148t sich die Frage nach der Richtigkeit der Riemann-
schen Vermutung in jedem speziellen Fall entscheiden. Eine Durch-
rechnung der ersten Fille -— es handelt sich um zirka vierzig Kérper —
ergab stets die Richtigkeit der Riemannschen Vermutung. Einem
allgemeinen Beweis ihrer Richtigkeit scheinen sich aber noch Schwierig-
keiten Zhnlicher Art wie beim Riemannschen ((s) entgegenzustellen,
doch liegen die Verhdltnisse hier insofern klarer und durchsichtiger, als
es sich (im wesentlichen) um ganze rationale Funktionen handelt. Auf
Fragen, die damit im Zusammenhang stehen, werde ich noch zuriickkommen.

Von den sonstigen Eigenschaften unserer Zetafunktionen sei noch
hervorgehoben: Sie besitzen eine einfache Funktionalgleichung, welche als

Y Journ, fir die r. u. a. Math, 54 (1857), 8, 1-28.
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Folge merkwiirdige Reziprozititsbeziehungen gewisser Charaktersummen
nach sich zieht. Ihre Nullstellen stehen in einfachem Zusammenhang
mit den Wurzeln einer algebraischen Gleichung wodurch eben die Ent-
scheidung iiber die Riemannsche Vermutung gefillt werden kann.

Setzt man die Richtigkeit der Riemannschen Vermutung fiir alle
Korper voraus, so liBt sich fiir alle p der Nachweis erbringen, dafl es
nur endlich viele imaginire Korper mit einklassigen Geschlechtern gibt.

Endlich sei auch noch auf den Zusammenhang mit einer Arbeit von
Kornblum?), der am Schlusse des zweiten Teils dieser Arbeit hergestellt
wird, hingewiesen. Es gelingt dabei, das Kornblumsche Resultat iiber
die Existenz unendlich vieler Primfunktionen in arithmetischen Pro-
gressionen wesentlich zu verschirfen.

Bemerkt sei noch, daB ich der kiirzeren Bezeichnung halber einige
im Gebiete der Zahlen verwendete Symbole sinngemiB auf die Funktionen
(mod p) iibertragen habe. Dies rechtfertigt sich auch schon dadurch, daB
dann die Analogie unserer Resultate mit den:n in Zahlkérpern deutlicher
zutage tritt. Eine Verwechslung ist dabei wohl nicht zu befiirchten, da
die Symbole nur gemiB unserer Definition verwendet werden.

§ 2

Erste Erweiterung des Rechengehietes.

Nach Dedeklnd heiBen zwei Funktionen F, (f)= Ea, und
F ()= 2_, b,t” kongruent modulo p, in Zeichen

F, () = F, (1) (mod p),
wenn fiir alle » gilt
a, =b, (mod p).
Dabei bedeutet p eine in den ganzen Entwicklungen festgehaltene

Primzahl.
Wir wollen in diesem Falle die Funktionen und Zahlen direkt ,,gleich¢¢

nennen und also einfach schreiben
F, (ty=F,(t), wenn a,=Db,.
Von Vielfachen von p ist hierbei eben abgesehen.
Ferner verstchen wir, wenn @< 0 (d. h. nach der vorigen Fest-
setzung a==0 (mod p)), unter Ib; eine Zahl z, fiir welche ax =18 ist
(d. h. wieder az =5 (mod p)). Zum Beispiel ist, wenn p ungerade, unter

der hiufig auftretenden Zahl % die ganze Zahl £~ + zu verstehen.

%) Mathem. Zeitschr. 5 (1919), S. 100.
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Nun lassen wir — und darin besteht unsere Erweiterung — auch
negative Potenzen von ¢ in endlicher oder unendlicher Anzahl zu. Wir
betrachten also Funktionen der Form

n
Fty=Na t =a,t" ~a,_ " +... (n20),

wobei wieder zwel Funktionen ,,gleich* sein sollen, wenn die Koeffizienten
entsprechender £-Potenzen ,,gleich® sind.

Man beachte, dal dem Buchstaben ¢ keinerlei numerische Bedeutung
zukommt, und er lediglich als Rechensymbol zu betrachten ist, so da
im Falle unendlich vieler negativer Potenzen von ¢ der Konvergenzirage
keinerlei Bedeutung zukommt. Da er ferner im allgemeinen derselbe
bleibt, unterdriicken wir kiinftighin seine Bezeichnung, schreiben also kurz

F statt  F(i).

Zahlen mogen stets mit kleinen lateinischen Buchstaben und den all-
gemein iiblichen Summationsbuchstaben p,» bezeichnet werden, alle
iibrigen Buchstaben seien den Funktionen vorbehalten.

a
Sei nun F = 3 q,¢’, wobei a, 4 0 vorausgesetzt sei.

L

F heile ganz, wenn die Koeffizienten aller negativen Potenzen von ¢
verschwinden, wenn es also eine Funktion im Dedekindschen Sinne ist.
Ferner heifle fiir ganzes und nicht ganzes F':

1. Wie bei Dedekind, n der Grad von F.

2. Die Zahl p" der ,Betrag |F|=p" von F. Diese Bezeichnung
wird sich in der Folge rechtfertigen. Fiir jetzt sei nur bemerkt, daB im
Falle eines ganzen F' die Zahl p" = |F| die Anzahl der Restklassen der
ganzen Funktionen module ¥ ist. In der Dedekindschen Bezeichnung
(modd p, F (¢)). Fiir von Null verschiedene Zahlen ¢ gilt dann |a|=1.
Ferner werde |0] =0 gesetzt.

3. Der Koeffizient @, der hochsten Potenz von ¢, der schon bei
Dedekind die Rolle des ,,Vorzeichens von F spielt, werde mit

a,=sgn F

bezeichnet. Diese Definition hat natiirlich nur einen Sinn, wenn F < ¢
186, d. h. wenn es nichtverschwindende Koeffizienten iiberhaupt gibt. Dann
ist sgn F <= 0.

4. Mit Dedekind nennen wir die von Null verschiedenen Zahlen

1,2,...,(p — 1) die rationalen Einheiten, da sie in unserem Sinne Tegler
der Eins sind.

5. Wenn sgn F =1 ist, heile F primir. (Es entspricht dies un-
gefihr den positiven Zahlen.)
11*
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Fiir unsere Symbole gelten nun ersichtlich die gewdhnlichen Rechen-
regeln:
|7 G|=|F| 6l
sgn (FG)=sgnF.sgn G.
Wir erwihnen noch die folgenden hiufig zur Verwendung gelangenden
Regeln:
1. Wenn | F| <|G]|, so ist
|F+@|=|@|
Hier hat ja F auf den Grad des Resultats keinen Einfluf. Ebenso
gilt unter der gleichen Voraussetzung
sgn(F - G)=sgn G.
2. Wenn | F|= |G| und sgn F + sgn G = 0 ist, gilt
F46]=Fi=|e]
und
sgn (B + G)=sgn F 4 sgn @G.
3. Wenn |F|= |G| und sgn F + sgn G = 0 ist, haben wir
|F+@|<|F|=|@|.
Der Beweis dieser Sitze folgt unmittelbar aus Gradbetrachtungen.
Das Rechnen mit Grenzwerten erhalten wir durch folgende Definition :

Eine Folge von Funktionen F,, F,, F,, ... konvergiert gegen einen
Grenzwert, in Zeichen F =lim F,, wenn sich nach Vorgabe eines be-

liebig kleinen positiven & ein » so finden 188t, dal fiir alle » > n gilt
|F, — F|<Le.

Das heillt ein beliebig gegebener Abschnitt von F kommt von einer
Stelle #» ab in allen F, vor.

Ersichtlich ist hierfiir notwendig und hinreichend, wenn eine Stelle
existiert, so dafl fiir pu,» > n gilt

|F, — F,

Aus dem Grenzwertbegriff folgt unmittelbar der Begriff der Kon-
vergenz und der Summe einer unendlichen Reihe

y=0

Le.

‘Sie konvergiert und hat die Summe S, wenn S = lim §, existiert, wo

n=ox

S - SF,

n
Lt ]
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Fir die Xonvergenz ist notwendig und hinreichend, daf} fiir alle ge-
niigend groflen x und v > u die Betrige der Ausschnitte #, - F, .+ ... + F,
beliebig klein werden.

Da nun einerseits die Betrige dieser Ausschnitte nach unseren Rechen-
regeln die der einzelnen Glieder nie iiberschreiten konnen und andererseits
als Ausschnitte fiir (-9 die einzelnen Glieder selbst auftreten, erhalten
wir das einfache Konvergenzkriterium :

Fir die Konvergenz der unendlichen Reihe {1) ist notwendig und

hinreichend, daf ‘
lim| F, |=0.

r=r

Insbesondere erhalten wir fiir ,, Potenzrethen ¢

®w

‘, ”
Ya, F’,
y =0

deren Koeffizienten Zahlen sind, dal sie sicher konvergieren fiir

| Fl<p-t.

Denn dann st

la, | <p-', also  lim|a, F'|=0.

KEbenso leicht erhalten wir die Resultate:

Jede konvergente Reihe konvergiert unbedingt, d. h. ihre Glieder
kounen beliebig vertauscht werden.

Fiir das Produkt zweier konvergenter Reihen gilt die Caunchysche
Produktregel.

Definition. Wenn G =0 ist, verstehen wir unter H—t—*f sine
Funktion, fiir welche HG = F ist.

Um die Existenz einer solchen Funktion nachzuweisen, sei

G=a,t"}-a, "'+ .. . =at"(1—-D),

wobel a, 4= (U vorausgesetzt wird. Hier ist

y -y ,~1 @y gy ~2 .
(fr oz n-ty¢ - 72 § -1
. e ..., also ﬁf)l <p-i.

Demnach konvergiert
-
v »
X7,
y=0
und es ist
r s x=
(I-PYNP'= NP"— VP =1,
re=0 =0 ye=1
Setzen wir also
x
H"“.‘.—' ”‘it—”.F. \7 (D'l
n oy

=0

b4
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so gilt HG =F. Also ist H eine Funktion der gesuchten Art. Aus
AB =0 und 4 <0 folgt aber durch Betrachtung der Betrige B = 0.

Wire also H, eine zweite Funktion, fiir die H,G = F ist, so wire

(H—H,)G=0. Wegen G0 folgt H=H, Also ist H=7% ein-

deutig bestimmt.

Aus
| F|=|H6| = a6l
folgt die Rechenregel

jfj_ﬂ.
, &l =@
und analog ist
son _sgnF
e G = gn G°

Endlich definieren wir:

Definition. Alle Funktionen, die sich als Quotient zweier ganzer
Funktionen darstellen lassen, heiBen rational, alle iibrigen irrational.

§ 3.
Quadratische Gleichungen und Imaginiire.

Fiir das Weitere beschriinken wir uns auf ungerade Primzahlmoduln p.
Wir untersuchen nun die quadratische Gleichung

X*= 4.

Wit erkennen leicht, daB diese Gleichung keine unserem bisherigen
Rechengebiete angehérige Losung haben kann, wenn

1. 1 ungeraden Grad hat, oder

2. sgn A quadratischer Nichtrest modulo p ist.

Wenn dagegen 4 von geradem Grade und sgn .4 =@ ein quadra-
tischer Rest ist, hat unsere Gleichung stets genau zwei nur durch das
Vorzeichen verschiedene Losungen. Denn dann hat 4 die Form

{=at"ta,, " . =at"" (14 D),
wobel
Gyp—1 ,— Tap—g ,—2 -
diz_ﬁg.g_lt 1—%—-;";—# +..., also [P|Zp~L.
Nun ist

(;.\ 3Gt (=118 (29 —8)

vl T »! - Qv »!
oder

CL (2 -2y CO (2
92v—1(y—1) » T g2v~1, r—1/"

—

2 e

e
f
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Aus der letzten Gleichheit geht, da (» —1) und » zueinander prim
sind, hervor, dafl im Nenner von (3) nur Potenzen von 2 aultreten konnen.

Da wir die Primzahl p als ungerade voraussetzen (der Grund dafiir ist

das soeben festgestelite Verhalten), kénnen wir } durch die ganze Zahl
Z ;‘rl ersetzen. Die so entstehende ganze Zahl (:) gehorcht dann den-
selben Gesetzen wie das gewdhnliche Symbol, falls nur die Gleichheits-

zeichen in unserem Sinne als Kongruenzen gelesen werden.

Demnach ist das Quadrat der nach dem Friiheren wegen I(PE L p-t
konvergenten Potenzreihe

e

(nach der Cauchyschen Regel berechnet) gleich 1@, da dies im ge-
wéhnlichen Zahlgebiet der Fall ist.

Die Funktion

X=at") (}) o
v =0
ist also eine Losung von X'==4. Wire noch X{= 4, so hitten wir
X'~ X{=10 oder (X+X,)(X — X,) =0, somit entweder X =X, oder
=X,

Wir schreiben_l/z = X, wo das Vorzeichen noch beliebig wahlbar
ist, und nennen V.4 in diesem Falle reell.

Um das Symbol V4 auch in den ansgeschlossenen, ,,imagindren
Fillen zu definieren, gehen wir so vor:

Sei g eine primitive Kongruenzwurzel module p, die im weiteren
Verlaufe festgehalten werde.

Wir fithren nun die beiden ,, Imaginiren Vg und V¢ ein und be-
trachten Funktionen der Art:

1. A BVy,
2. A--BVi,
3. 4+ BVgt.

Unter Aufrechterhaltung der formalen Rechenregeln fiir Addition und
Multiplikation setzen wir fest, daB 4 +~ BV#¢=C -+ DV¢ dann und nur
dann zutrifft, wenn A =C und B=D ist. Analog in den iibrigen
Fillen. Mit den drei Arten werde aber nicht simultan gerechnet. Man

iiberzeugt sich leicht, da die Aufrechterhaltung der Rechenregeln auf
keinen Widerspruch fiithrt, und dafl aus dem Verschwinden eines Produktes
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auf das Verschwinden eines der Faktoren geschlossen werden darf. In
der Tat, wird die Imaginire mit ¢ bezeichnet, so folgt aus
(A--iB)(C+1D)=0 auch (4-—¢B)(C—iD)=0,
also
(A4° —i*B*)(C*— "Dy =0.

Ist nun 4 - ¢B < 0, das heiit verschwinden 4 und B nicht gleich-
zeitig, so sind fir ¢= V¢ oder §= Vgt die Grade von 4° und ;°B’
sicher verschieden (gerade und ungerade), fiir ¢ = Vg sicher die ,,Signa.
Also ist auch A°— ¢*B*4=0. Somit C®—3i*D°=0. Nach dem eben
Gezeigten geht dies nur, ‘wenn O =D =0, also O -+4D =0 ist.

Von der Moglichkeit und Eindeutigkeit der Division iiberzeugt man
sich ebenfalls sofort durch ,, Rationalmachen des Nenners.

Fiir die beiden ausgeschlossenen Fille ergibt nun eine einfache Be-
trachtung folgende Moglichkeiten :

1. V;‘— ist reel] = VA,
2. V% ist reell =VZ-1,
3. Vg ist reell = V4,.

Es ist hier der Ort daranf hinzuweisen, daB es oft zweckmiBig ist,
den Parameter { einer linearen Transformation der Form ¢ =a¢-- b zu
unterwerfen. Durch diese wird offenbar keine zahlentheoretische Eigen-
schaft unserer Funktionen gedndert und doch manche Vereinfachung er-
zielt. So 1aBt sich zum Beispiel durch ¢, = g¢ Fall 3 auf Fall 2 zuriick-
filhren, so.daB es geniigte, die Diskussionen fiir die ersten beiden Fille
durchzufiihren. Wir werden gelegentlich von diesen Lineartransformationen
Gebrauch zu machen haben.

Die Losungen von X°= A lassen sich also in vier Klassen teilen
(¥4, bedeute eine reelle Wurzel):

1. V4 reell, 3. VZ:VE.\/Z;,
2. VA =Vyg-V4,, 4. V4 =Vgt-V4,,

wobei Fall 3 und 4 nicht wesentlich verschieden sind.
Fir die Losung der quadratischen Gleichung

AX* 4+ BX--C=0 (4 +0)

ergibt sich nun in bekannter Weise

x_ =B VB -44c —Biyl
=T 94 54
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§ 4.
Quadratische Kérper.
In der zuletzt aufgestellten quadratischen Gleichung mogen nun
A, B, C ganze Funktionen sein. Zerlegen wir 4 — B”— 4 AC in seine
Primfaktoren, so kénnen wir 4 in die Form setzen
A4=M*.D,

wo D quadratfrei ist und iiberdies entweder sgn D ==1 oder sgn D =g¢.
{Indem n&mlich ein quadratischer Rest zu M gezogen wird.)
Dann ist V4 = M.VD. Man erkennt leicht, daB VD nur im Falle
D =1, den wir weiterhin als trivial ausschliefen, reell und rational ist.
Die Losung unserer Gleichung hat dann die Form

Funktionen dieser Form nennen wir quadratische Irrationalititen und
zwar reell oder imaginir, je nachdem VD reell oder imaginir ist.

Die Gesamtheit aller rationalen Funktionen modulo p bildet nun
offenbar einen Koérper K.

Wir untersuchen nun den Koérper £, der durech Adjunktion einer
quadratischen Irrationalitit zu K entsteht. Diese Adjunktion kann offenbar
ersetzt werden durch Adjunktion von VD. Wir definieren also (Vor-
zeichen von VD beliebig fest gewihlt):

Ist D <1 eine ganze quadratfreie Funktion modp und sgnD =1
oder g, so entsteht der ,quadratische Kérper® Q== K{VD) durch Ad-
junktion von VD zum Korper K. Der Korper heiBt reell oder imaginir,
Je nachdem ob VD reell oder imaginir ist.

Die Funktionen des Kérpers K (VD) lassen sich darstellen in der
Form

«=A -+ BVD,
wo A und B rational sind.

Sie lassen sich anch nur auf eine Weise so darstellen, denn aus

A 4-BYD =C+ EVD wirde im Falle B+ g folgen VD = %E—g, s0
daB VD reell rational wire. Aus B — E folgt aber wieder 4 = C.
« geniigt der Gleichung
«®--24e+4 (4% — DB®) = 0.
Die zweite Wurzel dieser Gleichung

W' ==4 ~BYVD
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heift die zu « konjugierte Funktion. Endlich heifit ¢’ die Norm von «:
N(¢)==ae'=A"—B"D.

Definition. Eine Funktion « des Korpers Q = K (VD) heiBt ,,ganz*,

wenn sie einer Gleichung
wi Aya+ A= 0,
mit ganz rationalem 4, und A, geniigt.

Es gilt der Satz:

Wenn « ganz und rational ist, so ist es ganz rational. Denn aus
« :—g, wo F und G prim sind, folgt

F*4+ A GF-4,6"=0.

Also muB F® durch @ teilbar sein, was nur geht, wenn G eine
rationale Einheit ist. Dann ist aber ¢ ganz rational

Wenn aber ¢ ganz und nicht rational ist, kann es nur einer quadra-
tischen Gleichung der Form

e+ A et A4,=0
genligen. Denn aus
«*+ Bie+ B,=0
folgte
(4,— By)a+ (Ay— By =0,
was nur fiir 4, = B, richtig sein kann, da sonst « doch rational wire.
Aus 4,= B, folgt aber 4,=B,.

Gehen wir nun auf die Darstellung « = A B VD und die zugehorige

Gleichung
«*— 24¢+ (A~ DB*)=0
zuriick, so finden wir, wenn « rational ist, B=10, also 4 ganz.

Wenn aber « nicht rational ist, muBl die hingeschriebene Gleichung,
da es dann nur eine dieser Form gibt, ganze rationalenKoefﬁzie“nten haben.
Es ist also 24 und demnach 4 ganz. Ferner ist A° — D B", also auch
DB’ ganz.

~ Wire nun B nicht ganz, so bestiinde sein Nenner aus mindestens
einem Primfaktor, der im Nenner von B® quadratisch vorkime und sich
gegen D nicht oheben kénnte, da D nur einfache Primfaktoren besitzt.
Also wiire DB~ auch nicht ganz.

Ist umgekehrtt 4 und B ganz, so ist ersichtlich « =4 + BVD ganz.

Wir haben also:

Satz. Alle ganzen Funktionen des Korpers lassen sich in der Form
¢= X+ Y VD darstellen, wo X und ¥ ganz sind.
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Definition. Jedes Paar m,, w, von ganzen Funktionen des Korpers
heilt eine Basis, wenn sich alle ganzen Funktionen von £ in der Form
X w, 4 Y w, darstellen lassen.

Dann konnen wir also sagen:

Dae Funktionspaar 1, VD bildet eine Basis.
Durch ein gleiches Verfahren wie in Zahlkorpern beweist man:

Jede Basis des Korpers hat die Form:
A, 4,]

“)1=A1+A2‘/-—D—) WO 2
wQ:Bx+Be@i’ lBLBz
Dabei ist 4,, 4,, B,, B, ganz rational und a eine rationale Einheit.

Aus dem Multiplikationstheorem fiir Determinanten folgt sofort, wenn
m;, w, die Konjugierten der Basis w,, w, sind:

= q 1isb.

=a?D,, wo a, eine Einheit ist.

1

Wy Wy

L) w;

Man kann ersichtlich die Basis so wihlen, daB a2 ein beliebiger
Rest, zum Beispiel 1 wird.

Aus diesem Grunde heillt D die Diskriminante des Kérpers K (Vﬁ)

Aus der Basisdarstellung ergibt sich sofort, das Summe, Differenz
und Produkt ganzer Funktionen aus (2 wieder ganz sind, dafl mit & auch
o’ ganz ist, und daB N («) ganz rational ist.

Definition. Eine ganze Funktion « heilit teilbar durch die ganze
Funktion f, wenn sich ein y (ganz) finden liBt, so daf « =gy ist.
5 heit auch Teiler von .

Definition. Jeder Teiler der 1 heilit Einheit des Korpers.

Zu den Einheiten gehdren also z. B. die rationalen Kinheiten
1,2,8,....(p —1), die wir auch triviale Einheiten nennen wollen.

s gilt der Satz:

Kine ganze Funktion ¢ ist dann und nur dann Einheit, wenn N (&)
eine triviale Kinheit ist.

Beweis. Aus N(e)=a= ¢¢’ folgt ¢'= —?. Es ist a.lso% und somit
! . C
- ganz, d. h. ¢ eine Einheit.

Sei umgekehrt ¢ eine Finheit und ¢ = %, also sz, ==1. Dann ist
auch &¢'¢/= 1, also N(¢)-N(g)=1. Die ;inzigen ganzen rationalen
Teiler von 1 sind aber die trivialen Kinheiten, so daB N (&)= a ist.

Ferner gilt ersichtlich:

. . 1 . . .
Mit ¢ ist auch - e’ und;l-, eine Einheit.



164 E. Artin.

Das Produkt zweier Einheiten ist selbst eine Einheit.

Definition. Zwei wechselseitig durcheinander teilbare ganze Funk-
tionen « und f heiBen assoziiert.

Dann sind also die beiden Quotienten —;ﬁ und g
heiten. Alle zu e« assoziierten Funktionen sind also f = e¢, wo ¢ irgend-
eine Korpereinheit ist.

Insbesondere sind alle Einheiten untereinander und mit 1 assoziiert.

ganz, sind also Ein-

§ 5.
Dle» Ideale.

Definition. Ein System ganzer Funktionen von K (VD) heiBt ein
Ideal, wenn mit den Funktionen ¢, und «, auch p, &, + y,, zum Ideal
gehort, wobei p,,y, beliebige Funktionen des Kérpers sind.

Satz. In jedem Ideal a gibt es eine Basis. Darunter ist ein
Funktionspaar w,, w, zu verstehen, so daf man durch Xw, 4 Y w, alle
Funktionen des Ideals und nur diese erhilt, falls X und Y alle ganzen
rationalen Funktionen durchlaufen.

Beweis. Ist « eine Funktion aus a, so ist auch «¢'-«¢==N(«) eine
Funktion des Ideals. Im Ideal gibt es also ganze rationale Funktionen.
T sei der grofite gemeinsame Teiler aller ganz rationalen Funktionen
aus a. Da dieser durch passende lineare Zusammensetzung erhalten
werden kann, gehort er selbst dem Ideale an. Ebenso sei R--SVD
jene Idealfunktion, fiir die 8 der groBte gemeinsame Teiler der Koeffizienten
von VD in den Idealfunktionen ist. Dann ist

w, =T, w,=R-+8VD
eine Basis des Ideals. .
Denn wenn a¢==A 4+ BVD zu a gehort, ist jedenfalls B durch S
teilbar: B=Y 8. Mit « gehort auch « — Y w, =4 —Y R dem Ideale

an. Als ganze rationale Funktion von a ist sie durch 7' teilbar:
« —Yw,=XT. Demnach ist

¢=Xw, +Yaw,

Es ist also w,, w, eine Basis.

Gleichzeitig haben wir erkannt, daB die Basis stets in der speziellen
Form

w,=T. w,=R-+8VD

wihlbar ist.

Man erkennt auch leicht, daB | B| <7 |7'| angenommen werden darf.
Diese Form der Basis nennen wir die adaptierte. T und S sind in ihr
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bis auf triviale Einheiten als Faktor eindeutig bestimmt. Nimmt man
die Bedingung | B| < |7'| hinzu, so ist mit der Wahl von § auch R ein-
deutig festgelegt. Denn wenn R - S8VD und R, + SVD dem Ideal an-
gehoren mit [ R| < |T'| und |B, | <|T], so gehort auch B — B, dem
Jdeal an und ist durch T teilbar. Da |[R —R,|<|T| ist, muf
R =R, sein.

Wir beweiser nun den

Satz. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB
w=T, wy—R--8VD die Basis eines Ideals bildet, lautet: Es
mufl gelten
B*-D

T=2C8, R=BS, 20

=24,

wo A, B,C ganze rationale Funktionen sind. Die Basis hat also die Form
w, =208, w,=8B-+VD), wo D= B"—44C,

und umgekehrt ist dann w,, w, Basis eines Ideals.

Beweis: 1. Mit w, = 7" gehért auch w, VD —=TVD zum Idesl,
muf sich also durch die Basis darstellen lassen:

TVEzle—i—a).3Y=TX1'—RY+SYV:D.
Also:
T'=28Y oder, Y =2C gesetzt, T=2C8.

Nun muB sein
TX -RY =9,

oder nach dem eben gezeigten
8YX -RY=0.
Da 740, also ¥ =+ 0 ist, muB sein
R= —8X oder, X = — B gesetat, R = BS.

Mit w, = 8 (B + ¥D) gehért auch w,(B — VD)= 8(B* — D) mm
Ideal. Es mufl durch 7' = 2C 8 teilbar sein, also ist E%%—D— ganz. Unsere
Bedingungen sind also notwendig.

2. Daf} die Bedingungen hinreichen, zeigen wir so. Sei

w, =208, w,=8(B-+VD) und B’ - D=4A4C.

Die Menge der Funktionen y, @, +y,w,, wo y, und y, irgendwelche
ganze Funktionen aus K (VD) sind, bilden offenbar ein Ideal a. Jede
Zahl « aus o hat die Form
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¢=(X+YVD)o,+(X,+ Y, VD)o,
=8(2CX + BX,+ Y, D)+ 8(20Y + BY,+ X,)VD
=8(2CX + BX,+Y¥,D—2CBY — B’Y, — BX,)
+ 8(20Y ++ BY,+ X,)-(B+VD)
=208(X —24Y,— BY)+(20Y+ BY,+ X,)-8(B+ VD)
=X,0,4 Y, 0,
wo X, und Y, ganz rational sind. w,, w, sind also eine Basis von a.

Die Basis eines jeden Ideals hat also (wenn sie adaptiert ist) die
Form o, =2C8, w,=8-(B+VD), wo D=B*—4AC ist. C und 8
sind dabei bis auf triviale Einheitsfaktoren bestimmt. Nimmt man noch
| B| < |C] hinzu, so ist auch B vollkommen eindeutig festgelegt.

Satz. Die ganzen rationalen Funktionen 4, B, C haben keinen ge-
meinsamen Teiler.

Es folgt dies aus D = B® — £ AC und deraus, da8 D keinen quadra-
tischen Teiler hat. Denn einen solchen miilite es geben, wenn ein ge-
meinsamer Primfaktor von A und C auch in B aufginge. '

Wenn ein Ideal a aus den Funktionen e, ¢,, ..., «, so gebildet ist,
daB jede Funktion & aus a die Form

o=Aea 4 e, +...+2,a, (4 ganze Korperfunktionen)

hat, und umgekehrt jede Funktion dieser Form zu a gehort, so schreiben

wir:
a={a,0,...,¢,).

Ersichtlich gilt, wenn w,, w, eine Basis ist,
a={w,, w,).

Jedes Ideal 138t sich also durch héchstens zwei Funktionen aufbauen.

Aus jeder ganzen Funktion « bilden wir das Ideal («), bestehend
aus der Gesamtheit aller durch ¢ teilbaren Funktionen von K (V_Ij ). Diese
Ideale heifen Hauptideale.

Insbesondere ist das System aller ganzen Funktionen des Korpers
ein Hauptideal, das Hauptideal (1).

Wir erkennen wieder, dal assoziierte Funktionen und nur diese das-
selbe Hauptideal erzeugen. Aus diesem Grunde lassen wir oft bei Haupt-
idealen die Klammern weg und schreiben kurz « statt («).

Von den Basen eines Ideals zeigt man leicht:

Satz. 8Sind w,, w, und w}, w} zwei Basen des Ideals a, so ist

of=A,0,+ Ar_,w‘-.} mit ! 4,4,
wi =B, w, + B, ) B, B,

wo g eine Einheit ist.

=a’
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Wy W,

2
Dies hat zur Folge, daB bis auf einen quadratischen Rest

wy g
als Faktor von der Wahl der Basis unabhingig ist und nur vom Ideal
abhiingt. Die adaptierte Basis ergibt dafiit den Wert (408°)°D. Wir

kkdnnen also setzen
w, 0, |*

’ ’ =a2(Na)2"D’
W Wg

wo a? ein quadratischer Rest und Na ganz rational primér ist.
Na heift die Norm des Ideals a, ihr Betrag |Na! die absolute
Norm.
Fiir Na ergibt die adaptierte Basis den Wert
Na=a,-C8°,
Wwo a, eine passende rationale Einheit ist; und zwar wird, da sgn Na =1 ist,
o8’

Na=—"—s:.
sgn CS

Definition. Sind a und b zwei Ideale, so ist die Menge der Funk-
tionen J'y-«f, wo « und 8 Funkfionen von a baw. b, y aber beliebige
Korperfunktionen sind, ein Ideal ¢, welches das Produkt von g und b

genannt werde:
¢ = ab.

Es gilt, wie man leicht erkennt,
ab="Fba und (ab)c=a(bec).
Fiir Hauptideale findet man
() () = («p)
(@) (Bi> Bos o B) = (eBrs e s af).
a-(1)=a.
Endlich gilt, wenn a = (&,, «,) und b= (§,; §,) ist,
a-b={(e B,, « By t By, & Ba)-

Definition. Ersetzt man in einem Ideal a alle Funktionen durch
ihre Konjugierten, so entsteht wieder ein Ideal a’, welches das zu a kon-
jugierte Ideal genannt werde.

Ist w,, w, eine Basis von a, so ist w;, ws eine Basis von a’.

Das konjugierte Ideal zu ab ist a’b’.

Endlich: Ist a = (e, ), so ist a’=(a’, §).

Definition. Ein mit seinem konjugierten identisches Ideal, fiir
welches also a == a’ ist, heifit ambiges Ideal

und

Also ist
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Satz. BEs ist a-a’=(Na) also ein Hauptideal.
Beweis. Sei

0, =208, w,=8(B+VD), D=B'—4AC
die adaptierte Basis von aq. Dann ist:
a-a’=(208, 8(B+VD)-(208, 8(B— VD)
=(8%)(2C, B+ VD) (2C,B—VD)
—(8%)(4C*, 2CB+20VD,2CB—2C0VD, B*— D)
=(8%) (C* CB, AC,CVD)
= (C-8%)-(4, B, C, VD).
Da nun 4, B, C keinen gemeinsamen Teiler haben, kommt im letzten
Ideal (1) vor. Es ist also
a-a'=(C-8%)-(1)=(Na).
Hieraus folgern wir:
Satz. Die Norm des Produktes zweier Ideale ist gleich dem Produkt
ithrer Normen. Denn es ist
(N (ab)) = (ab)-(ab)' = aa’-bb' = (N (a)-N (b)).
Daher ist N (ab) assoziiert mit Na-Nb. Da beide rational und primar
sind, gilt also
N(ab)=Na-Nb.
Ebenso erhilt man:
Satz, Die Norm eines Hauptideals ist, bis auf eine triviale Einheit
als Faktor, gleich der Norm der zugehorigen Funktion.
Wie man sieht, laufen die Schliisse denen im Zahlkérper vollkommen

parallel. Es wird also geniigen, die weiteren Definitionen und S#tze an-
zufithren.

Definition. Ist ¢ eine Funktion des Ideals a, so schreiben wir
« = 0(mod a).
Ebenso besagt
o= f(moda)},
dal « — f eine Funktion aus a ist.
Satz I. Aus (y)-a=/{(y)-b folgt a=5.
Satz II. Aus a-c=Db-c folgt a=0b.

Definitionen. 1. Ist a="bc, so heiit a teilbar durch b und b
ein Teiler von a.

9. Ein Ideal, welches nur durch (1) und sich selbst teilbar ist, heiBt
Primideal. (Dabei soll es von (1) verschieden sein.)
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Weiter haben wir die Sitze:

III.  Ist b Teiler von a und « =0 {mod a ), so gilt auch &= 0 (mod b).

IV. Ein Ideal a hat nur endlich viele Teiler.

V. Wenn fiir jede Funktion f des Ideals b gilt § = 0 (moda), so ist b
durch a teilbar, und umgekehrt. Insbesondere heifit also « = 0(moda):
Das Hauptideal («) ist durch a teilbar.

VI. Sind a und b zwel Ideale, so hat das Ideal D, welches durch
Vereinigung der Funktionen von a und b gebildet ist, alle Eigenschaften
des groften gemeinsamen Teilers von a und b und ist durch diese ein-
deutig bestimmt. Es heilt deshalb auch der grofite gemeinsame Teiler
von a und b: b={a, D).

Wenn (a, b) = (1) ist, heiflen die Ideale a und b relativ prim. Dann
gibt es also aus g und b je eine Funktion ¢ und fso, dal e + g =1 ist.

VII. Wenn das Produkt ab zweier Ideale durch das Primideal p
teilbar ist, muB einer der Faktoren durch p teilbar sein.

Nunmehr kann der Hauptsatz iiber die Eindeutigkeit der Zerlegung
in Primideale leicht erschlossen werden.

Satz. Jedes Ideal a 1aBt sich auf eine, und bis auf die Anordnung
auch nur auf eine Weise in Primideale zerlegen.

Beweis. Wenn q nicht selbst Primideal ist, 148t es sich als Produkt
zweier Ideale darstellen. Auf diese werde die Betrachtung erneut ange-

wendet. Nach IV muf dies einmal abbrechen, wodurch man die ge-
wiinschte Zerlegung erhilt:

a;:pl’pﬁ""pfn'

Aus VII erschliefit man die Identitdt zweier gegebener Zerlegungen.

§ 6.

Primideale.

Satz. Jedes Primideal p geht in einer und nur einer rationalen
Primfunktion P auf. (Gemeint ist natiirlich das Hauptideal (P),)

Beweis. Da pp’= Np ist, erkennen wir, wenn Np=P, P, ... P,
die Zerlegung von Np in Primfunktionen ist, aus pp'=P, P,... P
da p in wenigstens einer der Primfunktionen rechterhand aufgeht.

Ist andrerseits P =0(modp) und @ =0(modp), wo P und @
verschiedene Primfunktionen sind, so ist auch 1 Funktion von p, da ja
P und @ relativ prim sind. Das geht nicht.

Um alle Primideale zu erbalten, geniigt es also alle primiren Prim-
funktionen P zu zerlegen.

Mathematische Zeitschrift. XIN. 12
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BEs gehe p anf in P:
P=p-a,
also
N(P)=P’=Np-Na.

Es kann also nur entweder Np = P oder Np = P® sein.

Sei nun w,=2C8, w,= S(B-4 VD) eine Basis von p, wobei C
und § primédr sind. Dann gilt

Np=0C8*~

1. Die Kongruenz X°= D (modP) sei unlésbar. Dann kann C
nicht den Wert P haben, da ja fiir alle B:(B” — D) durch P nicht teil-
bar ist. Wegen CS” = P oder P muBalso ¢ =1 und § = P sein, also
Np=P*. Da man |B|<|C| annehmen kann, ist B =0, also

p=(2P, PVD)=(P)-(1,VD)=(P).

P ist also unzerlegbar, somit selbst Primideal.

2. Es sei die Kongruenz X = D (mod P) lésbar.

a) P sei prim zu D; B eine Losung der Kongruenz. Dann ist auch
B prim zu P. Wir bilden das Ideal p mit der Basis w,= P, w,=B-LVD,

2 2
wo also § —1, 20 = P ist. Das geht, da 22 =B =L gy ist. s
ist dann
p—=(P,B+VD), p'=(P,B-VD), Np=P.

Wegen Np = P ist p sicher ein Primideal, und zwar ist Np =pp’'== P.
Ferner ist p und p’ verschieden, denn ihr groBiter gemeinsamer Teiler ist
(P,B4+VD,B—VD)=(P,B,VD)=(1).

P ist dann also das Produkt zweier verschiedener Primideale p und yp’,

deren Norm P ist.

b) P sei ein Teiler von D, also D =PD’, wo D' prim zu P ist,
da D keine quadratischen Teiler enthilt. Wir bilden das Ideal p mit
der Basis w, = P, w,=VD, so daB also S=1, 2C =P, B=10 ist.

2
Dann ist B—fo—gz ~ ‘%—; D' ganz. Wir haben
p=(P,VD)=y', Np=P=pp'=p"
Es ist also p ein Primideal und sein Quadrat gleich P.
Fithren wir mit Dedekind das Symbol [IF)} ein (analog zum

Legendreschen, welches (g) geschrieben werde), welches £ 1 sei, je

nachdem die Kongruenz X "= D(mod P) l6sbar oder unlésbar ist, und
wo D und P relativ prim seien, so haben wir bewiesen:
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Satz. 1. Ist P Teiler der Diskriminante D, so ist P das Quadrat

eines Primideals B
P=p?’, wo p=(P, VD)

die Basisdarstellung von p ist.

2. Ist P prim zu D und [—?,—] = 41, so zérféllt P in das Produks

sweier verschiedener konjugierter Primideale
P=yp.p’, wo p=(P,B+VD), p'=(P,B—VD).

ihre Basisdarstellung ist, und B eine Wurzel der Kongruenz

X*=D(mod P).
3. Ist P prim zu D und (%} = — 1, so ist P selbst Primideal und
P=(P,PVD)

seine Basisdarstellung.

Als ambig erkennt man also nur die Primideale der Fille 1 und 3.
Sei nun a ein ambiges Ideal g ==qa’. Mit jedem Primideal p geht also
auch p’ in a auf. Entweder also geht p-p’ in a auf (rationaler Teiler),
oder aber p ist selbst ambig p=yp’. Ziehen wir alle raticnalen Teiler
zusammen, so erhalten wir also

S a=(A) PP ps - by
wo A ganz rational ist, und P, Pp,,..., p, verschiedene Primideale des
Falles 1 sind, Denn Fall 3 liefert ja rationale Faktoren.
Wir erwihnen noch eine Reihe von Sitzen, deren Beweis man an
der Hand der iiblichen Beweise leicht konstruieren kann.

Werden nidmlich die Funktionen des Korpers in Klassen geteilt, so
daB in eine Restklasse alle modulo ¢ einander kongruenten Funktionen
zu liegen kommen, so gilt: ’

Satz. Die Anzahl der Restklassen modulo a, also die Anzah! der
einander inkongruenten Funktionen des Korpers, ist gleich der absoluten
Norm von a, also_gleich |N q].

Faflt man nur die primen Restklassen ins Auge (welche eine Gruppe
bilden), so gilt, wenn ihre Anzahl mit @p(a) bezeichnet wird :

I. Ist a prim zu b, so ist @p(ab)=DPp(a)-Pp(b).

I Ist a=pmprs ... pr» die Zerlegung von a in Primideale, so gilt

1 1 1
o (a) = !Na"(l_ INM)O* JNbgi>"’(1~"W5IF>’

fiir Primideale also speziell:
Pp(p) = !NM —L

12%
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Aus der Gruppeneigenschaft der primen Restklassen folgt der
Fermatsche Satz:

IIl. Ist « prim zu a, so gilt
«"?® = 1 (moda).

Ist also a=p ein Primideal, so gilt fiir jede nicht durch p teil-
bare Funktion «
o FP = 1(modyp).
IV. Eine Kongruenz nach einem Primideal als Modul kann nicht
mehr inkongruente Wurzeln haben, als ihr Grad betrigt.

V. Die Anzahl der zum Teiler d von (|Np|—1) als Exponent ge-
horigen primen Restklassen modyp ist ¢(d), wo ¢(d) die elementare
Eulersche Funktion ist.

VI. Die Anzahl der Primitivfunktionen nach einem Primideal p
betriigt
e([Np[—1).

§ 7.

Die Idealklassen des Korpers.

Definition. Zwei Ideale a und b heilen dquivalent, wenn es zwei
ganze Funktionen des Korpers, « und g, gibt, so daB

(8)-a = (@) b

a~D.

ist. Wir schreiben:

Die Aquivalenzbeziehung kénnen wir symbolisch auch so ausdriicken:
8%
- ’3 =0,

wo o eine, bis auf eine willkiirliche Kéorpereinheit feste (nicht notwendig
ganze) Funktion des Korpers ist. Denn aus (f,)a = («,)b folgt durch
Multiplikation mit (B), daB (B,)(«)=(«,)(B) oder apf, =« fie, wo ¢

eine Einheit ist. Also:
« “1

FTR"
Sofort erkennen wir die Richtigkeit folgender Behauptungen:
1. Aus a ~ b und b ~ ¢ folgt a ~ ¢.
2. Aus a ~ b und ¢ ~ D folgt ac ~ bd.
3. Aus ac~Dbd und a ~ b folgt ¢ ~b.
4. Aus a ~ b folgt a’ ~ .
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5. Mit (1) sind die Hauptideale und nur diese dquivalent.
6. Wenn 1;—:. o und w,, w, eine Basis von b ist, so ist ow,, pw,
eine Basis von a.

Beweis. Sei (f)a=(«)b und g =%. B, sei eine Funktion aus b,

g
also « 8, eine Funktion aus (f)a. Es ist also by ganz, so dafl ¢f, ganz

ist und zwar zu aq gehért. Also sind gw, und pw, ganz und Funktionen
von a. Also auch jedes X-(pw,)+ ¥ (¢0w,). Wenn nun « zu a gehdrt,

18t i:— ganz und zu b gehorig. Also gilt
§~=Xcul+Ya).z,

somit
¢=X gw,+ Y pw,.

Auf Grund von 1 kénnen wir sagen:

Alle unteremander &quivalenten Ideale liegen in einer Klasse, einer
Idealklasse & des Korpers.’

Nach & bilden insbesondere die Hauptideale eine Klasse, die Haupt-
klasse &,. In ihr liegt das Ideal (1).

Wegen 2 kénnen wir definieren:

Das Produkt ®, &, der beiden Idealklassen &, und &, ist jene Klasse,
weiche die Produkte der Ideale aus §, mit jener aus &, enthélt:
R, =8, 8,

Die Multiplikation der Idealklassen ist ersichtlich kommutativ und
assoziativ. Fiir die Hauptklasse §, gilt @ K,=R®, wenn & irgendeine
Klasse ist.

Aus 4 folgt, daBl die Ideale, welche zu jenen einer Idealklasse &
konjugiert sind, auch eine Idealklasse bilden, welche durch einen Alkzent
gekennzeichnet werde: §'.

Dann ergibt sich aus aa’=(Na), daB Q&' = &, wo ®, die Haupt-
klasse ist.

Punkt 3 kann so geschrieben werden: Aus £, ®,= ®, &, folgt &, = &,.

Endlich kénnen wir in der Gleichung ®, &, = R, irgend zwei Klassen
beliebig vorschreiben, wodurch dann die dritte eindeutig bestimmt ist.

In der Tat folgt, wenn etwa ®, und ®, gegeben sind, aus &, &, = &,
dureh Multiplikation mit §;:

R, =R 8,

und umgekehrt ist dann auch
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Aus dem Bisherigen folgt, da8 die Idealklassen eine Abelsche Gruppe
bilden.

Dabei ist ®, das Einheitselement und &' das zu & inverse: 8 '= Q.

Eine Idealklasse heiBt ambig, wenn & = &’ ist (oder & = & " oder
% = R,)-

Unser nichstes Ziel ist nun, die Endlichkeit der Anzahl der Ideal-
klassen, die wir mit 4 bezeichnen, nachzuweisen.

§ 8.
Aquivalente Funktionen.

Es sei w= X+ Y V4 (X, Y rational, 4 quadratfrei und sgn 4 =1
oder g) eine quadratische Irrationalitit. Dann geniigen & und seine Kon-
jugierte @’ = X — Y VA der Gleichung

o' —2Xo+ (X'~ 4Y")=0.
Setzen wir
2 z A B
wo A, B, C ganz und ohne gemeinsamen Teiler seien. Die drei Funk-
tionen sind dahn bis auf einen rationalen Einheitsfaktor eindeutig be-
stimmt. Die Gleichung fiir o lautet:

Cw>*4+ A= Bo.

Die Diskriminante B® —4A4C dieser G]éichung werde nun mit D
bezeichnet (D braucht also hier nicht gerade quadratfrei zu sein). D ist
dann bis auf einen quadratischen Rest als Faktor festgelegt.

Um nun die Einheitsfaktoren zu normieren, sei zunichst das Vor-

zeichen von VA4 so gewihlt, daB entweder VA selbst, oder 7]—.1/:/1—, —‘/I?VZ,
g

bzw. —I:VZI— primér ist.

Vgt

Nun findet man leicht D =40°Y"4.

Da A4 quadratfrei ist, mul wieder, wie schon friiher einmal, 4C°Y°,
also 2CY ganz sein.

Der 4, B, C gemeinsame willkiirliche Einheitsfaktor werde nun so
gewdhlt, daB sgn(2C Y) =~ 1 ist. Dann ist

sgn D =sgnd.

Nun setzen wir noch fest:

VD =2CY-V4, also YVZ;—%CIZ,—.
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Auf diese Art sind w und die Funktionen 4, B, C eindeutig auf-
einander bezogen. Wir schreiben:

w—{4,B,0) =212,

wobei zum Beispiel: .
w={—4,— B, —0} =212
Und zwar ist die Beziehung umkehrbar eindeutig.
Definition. Zwei Funktionen w == {4, B, C} und w, = {4, B, C,}
heiBen &dquivalent, wenn sie miteinander durch eine Beziehung der Form

verkniipft sind,
», —“Z;if mit }: }=a,
wo «, 8, y, & ganz rational sind, und @ eine triviale Einheit ist.
Obne weiteres zeigt man:

Aus w ~ w, und w;, ~ o, folgt w ~ w,.

Aus o ~ o, folgt w, ~ w.

Durch die Aquivalenzdefinition zerfallen also die Funktionen in Xlassen.

Wir haben nun die Transformation der Funktionen 4, B, ¢ her
zuleiten. Sei

w=X-+Y¥YV4, o,=X,+Y, V4.

Dann ist
X+p+a¥yd
X, Y, VA=t 2o Ve
- va »X 484 y¥ Y4’
also
w(aX~Lﬂ)rY+(yX+6)aY a¥
T (7X+8)°—y2¥%4 (X YEA) £ 2Ky 40

Nach Einfithrung von 4, B, C wird daraus
(1) aYC=(4y*+Bys+08")-7,.

Aus Cw?+ A= Bw erhidlt man fir w, wegen w=
Beziehung

Cdew, — :6)2+ A{—yo, + “)2 = B(dw, — ) {— yw, + «)
oder
(Ay*+ Byd+C8") w2+ (Ac? - Baf +Cp%)
=(24uy+-B(ad+ fy)+2Ch0)w,.
Vergleicht man dies mit C, w? -+ 4, = B, w,, so erhellt, da} sich die

Koeffizienten der beiden Gleichungen nur um einen Faktor unterscheiden
kénnen. Ieh behaupte, daB dieser Faktor a ist, daB also
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(1) ad,=A«*+ Baf+ Cp°, }
(2) aB, =240y + B(ad+yp)+ 2086,  «d—py=a.
(3) aC,=Ay*+ Bys+Cd°, j
Denn jedenfalls bestehen Gleichungen der Forjlx; (1), (2), {3), wo a eine
oaw - '

Funktion ist. Setzt man andererseits w, = ot in C,w;+ A4,= B, o,

ein, so erhilt man Formeln, die aus (1), (2), (3) jedenfalls hervorgehen,
indem 4, B, C mit 4,, B, C, vertauscht werden, « durch 8, 4 durch «
ersetzt werden, und 8, y das Vorzeichen wechseln. Etwa:

bd = A4,0"— B,pé+ C,8°,
bB=—~24,y0+ B,(¢d+fy)—2C,ef,
5C=A,y? — Bay+C,a?,
Das Einsetzen in (1) ergibt nach Multiplikation mit b
abA, = A,(ad— By)°, also ab=(aé—fy)",
so daB also a und b Einheiten sein miissen. (I) ergibt, wenn wir voriber-
gehend @0 — Sy mit a’ bezeichnen:
a'YC=aY,C,.
Da sgn(2YC)=sgn(2Y,0,) =1 ist, haben wir a’= g, also auch b =a.
Aufer (1), (2), (8) gelten also die Formeln:
(4) 2YC=2Y,0,,
(5) adAd=A4,0"—Bog+Cp",
(6) aB=—24,y6+ B,(«d+fy)—2C,ep,
(7) aC=A4,y*— Bay+0C,a?,
Sei nun D, die Diskriminante von w,~ X, - ¥,VA4. Dann ist
D, =(2C,7,)° 4.

wo b wieder eine
] ganze Funktion ist.

wd— By =a.

Also wegen (4)
D, =(20Y)*A=D=B"— 440 = B; —44,C,.
somit:

Satz. Aquivalente Funktionen haben die gleiche Diskriminante.

$ 9
Beziehung zwischen Funktionsklassen und Idealklassen — Identitit
der Klassenzahlen.

Wir betrachten jetzt nur Funktionen w mit quadratfreier Diskrimi-
nante D und fassen zugleich den Kérper K (VD) ins Auge.
Sei a ein Ideal des Korpers mit der Basis

w, =208, w,=—8(B+VD), D=B"—-44C.
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Wir setzen B
w, B+ V[D

W = 2 ==

w, 20

Dann ist @ wegen D=B°—4AC, da ja 4, B, C keinen gemein-

samen Teiler haben, eine quadratische Irrationalitit mit der Diskrimi-

nante D.

Jede andere Basis von a hat die Form

w! =dw, +yw, l

w¥=fw, +cw, f

wo e, f§, y, 6 ganz rational sind, und umgekehrt ist jedes Funktionspaar
dieser Form eine Basis von a. Wir bilden

. e B .
mit ;yai——a,

w*:@{ _eoth
1

= P+’
so dafl also w¥ ~ w. :

Ordnen wir also jedem Ideal seine Basisquotienten zu, so ist ersicht-
lich jedem Ideal genau eine Klasse dquivalenter Funktionen zugeordnet.
Sei nun b ein mit a dquivalentes Ideal: b =pa. Wenn w¥, w} eine

Basis von qa ist, ist o ), ow, eine Basis von b, und umgekehrt.
o wof
g 0y
Dem Ideal b ist also genau die gleiche Funktionsklasse zugeordnet. Es
kann ferner die Basis stets so gewidhlt werden, dal eine beliebige Funk-
tion der Funktionsklasse entsteht.

Es moége nun umgekehrt a und b der gleichen Funktiousklasse zu-
geordnet sein. Wir wihlen in a und b je eine Basis w,, w, bzw. wf, o}

derart, dall durch die Basisquotienten die gleiche Funktion entsteht: dies

== a8

Dem Ideal b sind also zuzuordnen seine Basisquotienten

*
geht nach dem eben Gesagten. Es ist also =2 — 2% Also gilt
w, wy
wf =0w;, wf=gw,.

Dann ist ersichtlich b=ga, da ¢ eine Funktion des Kérpers ist.
Es ist also jeder Idealklasse genau eine Funktionsklasse zugeordnet
und verschiedenen Idealklassen verschiedene Funltionsklassen.
" Es entsteht aber auch jede Funktionsklasse der Diskriminante D.

Denn gehort ihr etwa szg(}/—ﬁ mit D=B"—4AC an, so ist

w, = B+ VD, w, = 2C die Basis eines Ideals a, dem der Basisquotient Zj
zuzuordnen ist. '
Es ist also eine ein-eindeutige Zuordnung zwischen den Idealklassen
des Korpers K (VD) und den Funktionsklassen der Diskriminante D erreicht.
Ist also die Klassenzahl der Funktionsklassen der Diskriminante I end-
lich, so ist es auch die der Idealklassen, und ihre Anzahl stimmt itherein.
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Im weiteren Verlaufe wollen wir jedoch die Voraussetzung, daB D
quadratfrei ist, wieder fallen lassen, da dadurch keine Vereinfachung er-
reicht wird.

Die Theorie der Einheiten werden wir auf dieser Grundlage gleich-
zeitig miterledigen.

Wir beginnen mit dem einfacheren Fall des imaginéren Korpers.

§ 10.
Die Endlichkeit der Klassenzahl fiir imaginire Funktionen.

Wir fithren folgende Bezeichnung ein. Sei

X=at'"t+a, "'+ ... Fattata_ T Fa_ i+
‘und 7> 0. Damn schreiben wir

E(X)=dnt”+ a, 4"+t a.
Im Falle n << 0 dagegen sei
E(X)=0.

Das Symbol E(X } steht in Analogie zum Symbol ,nichst kleinere ganze
Zahl*.

Definition. Die imaginire quadratische Trrationalitit v = X+ Y V4
heifit reduziert, wenn sie folgenden Bedingungen geniigt:

(1) X<,
(2) wo’|21,
(3) sgn 2Y =1.
Bedingung (2) ist wegen (1) vollkommen gleichbedeutend mit
(4) |74 2 1.

Satz, Jede imaginiire quadratische Irrationalitit w = X 4- Y V4 ist
dquivalent mit einer Reduzierten.

Beweis. Die Funktion @ = w — E(X) geniigt ersichtlich der Be-
1
»

=X, +Y,V4, wo ®~w, o, ~ o ist, und bilden o, = w, — E(X,).

dingung (1). Geniigt sie der Bedingung (2) nicht, so setzen wir w, = —

@, geniigt wieder (1). Geniigb es (2) nicht, so sei wieder w,— - %
=X, + Y,V4 und &, = w, — E(X,). So fahren wir fort.
Ich behaupte: Die Funktionen @, = w, — £ (X,), wobei w, = — 51_1

ist, welche alle der Bedingung (1) geniigen und mit o &quivalent sind,
geniigen schlieBlich der Bedingung (2).
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Beweis. Wir setzen R, = w-w, (R, st also als Norm rationall).
Dann ist

/ 1 1 1 . 1
bl —_— — == ) d 'y e il
B, k “”’+1> ( w5+1> Wy 41 Oyg PR O Wy
Also: .
1
R, = = .
Xx2,-Y, . 4 Dy 41 Oy 41
Aus w, = — w,1+1 folgt w, =E(X,)— %ﬂ, also
X, + Y VA=E(X,)——22 _ — E(X,)— R, 0.,
3 i Wy3y Wy
omit:
Y,.VA=R,7Y, V4.
Wegen

Y,Vd= 32,

falls w, = {4,, B,, C,} gesetzt wird, und wobei D= B, — 44,0, ist
(da ja &quivalente Funktionen gleiche Diskriminante haben), finden wir:
Cy+1=R,C,.
Solange pun | R,| < 1 ist, finden wir
[Cyia] <O, ].

Da es aber nur endlich viele ganze rationale Funktionen abnehmen-
den Grades geben kann, und C, < 0 ist, muB schlieSlich einmal |RB,|>1
sein. Wegen R, =, w, bedeutet dies: w, geniigt der Bedingung (2).
Setzt man nun

w, = X,--¥,V4,
so geniigt die Funktion
* oo @7

o* = —
2 sgnY,

allen drei Bedingungen, und es ist w* ~ w.
Die Reduziertenbedingung fiir die Funktion 4, B, C finden wir, wenn

wir in (1), (2), (4) einsetzen X = ;21%, YVZ:‘i‘g,

|B|<|C|<VID] uwnd sgn C=1.
Gleichzeitig muB D= B* — 4AC sein, wegen |B*|<|D| also
AC|=1|D| gelten.

Daraus folgt unmittelbar, daB es zu gegebener Diskriminante nur
endlich viele reduzierte Funktionen geben kann, daB also die Klassenzahl
von Funktionen gegebener Diskriminante endlich ist.

Sie lauten:
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Fiir quadratische Korper, also quadratfreie Diskrimihanten folgt
speziell :

Satz. Die Anzahl der Idealklassen im imaginiren Korper K (VD) ist
endlich.

Wir fragen nun, wann zwei reduzierte Funktionen einander dquivalent
sind.

Seien w={4,B, C} und w,={4,,B,,0,} zwei iquivalente
reduzierte Funktionen:

__aw+ ﬂ
1 ywtd?
Dann folgt aus § 8, (3):

4aCC,= (206 + By)’ — Dy°.

Wenn nun der Betrag wenigstens einer der Funktionen ' und C,

kleiner ist als V|D]|, also |CC,| < |D] ist, so folgt:
|(2C0+ By)’ — Dy?| < |D].

Wire nun y 0, so konnten sich, da V' D imaginir ist, also D ent-
weder ungeraden Grad hat oder sgn D —g ist, die hochsten Potenzen
linker Hand nie heben, so daB der Betrag der linken Seite > |.D| wire.
Also ist y = 0. Dies hat @ = « 8 zur Folge, so daBl also « und J triviale
Einheiten sind. Aus § 8, (2), (3) folgt dann

aC,=Cd", aB, =Bad+2080,

[
w

wo |4 =a.

somit wegen sgn ¢ =sgn 0, = 1:
a=eab=24", also a=24.

Wire nun § == 0, so erhielte man wegen | B| < |C|, da aus der ersten
Gleichung |C|=1{C,| folgt, | B;| = |C|=|C,|, was nicht geht. Es ist
also f=y=10; «=9. Somit:

W, = w.

Ist nun der Grad von D ungerade, so ist stets |C| < |V|D|. Dann
sind also alle reduzierten Funktionen untereinander nicht iquivalent und
ihre Anzahl die Klassenzahl.

Falls aber der Grad von D gerade ist, kann es reduzierte Funktionen
mit |C|=V]|D| geben. Die Funktionen mit |C|< V|[D]| sind dann
sicher untereinander und zu denen mit |C|= V|D] nicht dquivalent.

Es bleibt also nur noch der Fall

|C | = ‘01 \ = VW
zu erledigen. Wegen |AC|=|D| ist dann
'Af:'lAﬂ:vTD_'
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Nun leitet man aus § 8, (1), (3) folgende vier Formeln ab;
1aAA,— (240 -+ Bp) — D§’,
4aC4,~=(2CB+ Ba), — D,
4aAC,=(24y+ Bs) - D&,
4aCC, = (2084 By)’ — Dy
Die Betrige der linken Seiten sind genau | D|. Wenn nun eine einzige
der Funktionen «, f, y, 6 keine Zahl wire, so wiirde dies in mindestens
einer Formel auf einen Widerspruch fithren. Wire z. B. [8| 2> p, so
wiirden sich rechterhand in der ersten Formel die héchsten Potenzen nicht

wegheben konnen, da ja VD imaginir ist. Der Betrag der rechten Seite
wire also mindestens | D" |, entgegen dem Betrag der linken Seite.

Die Funktionen «, 8, y,  miissen also Zahlen sein.

Nun gehen wir aus von den Relationen § 8, (1), (2),(8),(6). Wir
beachten:

|C]=10,|=|4]|=|4,|=V]D], |Bi<VI[D],
3Bxl<‘/|_D|’ sgnC’:sgnC'1=1,

sowie:

sgnD=g-=sgn (B — 4A4C0)=sgn(—4A4C)= —4sgn A4,
so daf} also:

sgnA:sgnA1:~7‘(’;~

1st. Wir vergleichen nun die hochsten Koeffizienten rechts und links.

In (2) und (6) miissen sich wegen |B| < |C| die hichsten Koeffizienten
rechts heben.

Wir erhalten so die Formeln

—%tz:w-‘i—u"—%ﬂ?
0= — %uy+,36
L{e0—fr=a=+0.
a=—Tyr 14"
41
0= —g—yﬁ—f—aﬁ

Wenn umgekehrt
wnd |[4]=|C|=VID|, |Bl<|C|, sgC=

sgn A = —fi- mit D=B°—1AC
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ist, und die angeschriebenen Relationen erfiillt sind, so folgt aus (1), (2), (8),
daB dann

|A1|=|01|=VTEI’ |‘BII<VTI)—|’ sgn €, =1 und SgnA1:=“%

ist. DaB also auch das transformierte w, reduziert ist. Unsere Relationen
sind also sowohl notwendig wie hinreichend.
l.e=0, also —fy=a: 40, y40; 6=0, also d=0.

Femera-—-——ﬁy=——‘i~y"; ,3=¢Z—y. Also ¢ =48=20, -=—i— 7,
. 1
somit w1=—i—-~(3.
2. 6=0, also —fy=a=0; ¢f=0, also a=0, d. h. Fall 1.
3. y=0, also ¢d=a=+0; f6=0; 6=0, «6—=24", somit &« =9,
somit w, = w.
4. =0; ed=a=0; ay =0, also y =0, also Fall 3.
Wenn also eine unserer Zahlen verschwindet, kann es sich nur ent-
weder um die triviale Aquivalenzbeziehung w = w,, oder um

1
| o=43
handeln.
Unsere vier Zahlen seien also alle von Null verschieden. Aus
4 ay=p6 und § y6=ap folgt durch Division a® = 4",

Wire nun « = — &, so hitte man ——i y=p. Also
a=ad—fy=—0"+5p

Da aber @ = 6" —%yﬁ ist, wirde a= — @, also a=0 folgen, was
nicht geht. .

Es ist also ¢ =4 und %y= p. Dann sind aber auch alle unsere
Relationen befriedigt und die zugehorige. mit w dquivalente Funktion w,,
da wie bereits gesagt, die Relationen notwendig und hinreichend sind, auch

reduziert. Da noch eine unserer Zahlen beliebig wihlbar ist, wihlen wir
y=4, so daB p =g wird. Die Aquivalenzbeziehung lautet dann:

> -+ .
w1=Z::+Z (“: 1,2,3,...,(2)-——1))_

Lassen wir auch noch & =— 0 zu, so kommen wir zur bereits gefundenen

Aquivalenzbeziehung w, = % . % .

Sei nun |[D{>1. (Der Fall D=g soll gleich erledigt werden.)
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Dann sind unsere #quivalenten Funktionen auch wirklich voneinander
verschieden. Denn

cwtg o,0+g

dot+ea 404 a,

hat zur Folge (¢ — «,)(4w® — g) = 0.
Somit, wenn « == e, ist, w =1Vg. Also der ausgeschlossene Fall
D=g. Aus

__awtg
W= 4dw4a

folgt auch 4 w®* =g, also D =g.

Zusammenfassung. Fir imaginire quadratische Irrationalititen
sind die reduzierten Funktionen:

1. Im Falle ungeraden Grades von D nie untereinander aquivalent.
Die Klassenzahl ist also gleich der Anzahl der reduzierten Funktionen.

2. Im Falle geraden Grades von D und D =+ g sind die Funktionen
mit {C| < V[D| weder untereinander noch zu demen mit [C'|=V|D]|
dquivalent. Thre Anzahl sei 7.

Die Funktionen mit | ¢'| = V[D]| zerfallen in Gruppen von je (p +4- 1)
untereinander dquivalenten Funktionen. Ist w eine Funktion dieser Gruppe,
so sind die p ibrigen gegeben durch

aw -~ .
wa=4w+z (e=0,1,2,...,p—1).

Funktionen aus verschiedenen Gruppen sind miteinander nicht
dquivalent.

Ist s die Anzahl der reduzierten Funktionen mit }Cl =VW, 80
ist s stets durch p | 1 teilbar, und die Klassenzahl ist

8
h=r+ T

3. Im Falle D =g muB|C| <1, alsoC =1 sein. Ferner |B| < |C],
also B =0. Dies liefert die einzige reduzierte Funktion o = %Vg. Die
Klassenzahl ist also eins.

Wenn D quadratfrei ist, ordnen wir den reduzierten Funktionen

53] o
w=ZYD Gos Tdeal a von K (VD) mit der Basisdarstellung

2C
a={(20, B+ VD) zu. Dieses Ideal nennen wir ein ,reduziertes Ideal*.
Dann gibt es in jeder Idealklasse reduzierte Ideale. Fiir sie gilt, da Na = C
ist, |[Na| < VD]

Da die adaptierte Basis, wenn sgn C' =1 vorgeschrieben ist, durch
das Ideal eindeutig bestimmt ist, sind verschiedenen reduzierten Funktionen
verschiedene reduzierte Ideale zugeordnet. Nach dem Friiheren entsprechen
ferner dquivalenten Idealen dquivalente Funktionen und umgekehrt.
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Beispiele. 1. D==¢. Hier haben wir nur das reduzierte Ideal.
a=(2,Vg)=(1). Die Klassenzahl ist also 2 =1.

2. D=1t+a. (DerFall D= gt - aist nicht wesentlich verschieden.)
Es muB [C|<1, also C=1, B=0 sein. Es gibt also nur die
reduzierte Funktion o = él/m, im Ké&rper nur das reduzierte Ideal
a=(2,VD)=(1). Wieder ist o = 1.

3. D sei quadratisch, sgn D =g; also [D|=p?% so daB} |C|<p
sein muB. Fir C =1, B =0 liefert dies wieder w = ;V_D‘

Hier haben wir aber noch das Vorkommen linearer C zu beriick-
sichtigen. Zu diesem Zwecke denken wir uns in D durch passende
Lineartransformation des Adjunktionsbuchstabens ¢ (dies fiihrt auf einen
isomorphen Korper) den Koeffizienten von ¢ zum Verschwinden gebracht.
Dann kann iiber die Transformation noch so verfiigt werden, dal nach
Hinzufiigung passend gewihlter quadratischer Reste als Faktoren D eine dex
Formen

D=gt2~g, ngtz——l, .ngt2

annimmt,
a) D—g(¢t*—1). Hier wihle man ¢ —=¢+4 1, B=0 und erhilt
. , . D
die reduzierte Funktion w, = (1)

by D =g(t2 —g¢~"). Es gibt nun sicher eine Zahl b so, daB b° 41
Nichtrest wird. (Denn andernfalls gibe es ja nur Reste.) Fiir dieses b
ist g7 (b° 1) sicher Rest, also b° — D= — g[t* — g~ (1 +b")] sicher
keihe Primfunktion. 5* — D hat also sicher einen Linearteiler ¢+ a.
Nun setzen wir C = ¢ -+ a, B=>5 und erhalten die reduzierte Funktion

b+yD *

T3t

¢) D=gt’ Hier ist D—b"=g(t" —¢g ") stets Primfunktion,
wenn b= 0 ist. Nun muB aber, wenn C linear ist, B eine Zahl sein.
Soll D — b° einen Linearteiler C haben, so muB also B = b — 0 sein und
C=1t 4= —A‘Z—t. Dann ist aber A, B, C nicht teilerfremd. Also
gibt es hier keine Reduzierten mit [C'|= p. Doch kommt dieser Fall fiir
Korper nicht in Betracht, da ja D durch ein Quadrat teilbar ist.

Wenn C linear ist, gibt es fir B nur die Moglichkeiten
B=0,1,2,...,p—1. Zu jedem B kann es nun hochstens zwei
reduzierte Funktionen geben, nédmlich die eventuell linearen Teiler von
B®— D. Tm ganzen gibt es also hochstens 2 p Funktionen unserer Art,
somit, da ihre Anzahl durch p | 1 teilbar sein soll, entweder gar keine
oder genau p -+ 1 dquivalente. In den beiden uns allein interessierenden
Fillen a) b) tritt, da wir die Existenz einer Reduzierten unserer Art
festgestellt haben, das letztere ein.
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Wir haben also:

Ist D quadratfrei und quadratisch, so ist die Klassenzahl des imagindren
Korpers K (Vﬁ) stets fo = 2.

Dann gibt es zwei Arten reduzierter Ideale:

I. Das Hauptideal a = (2, VD)= (1).

II. Nichthauptideale der Form a = (¢ 4@, b + VD), wo t--a ein
Teiler von b” — D ist (a, b Zahlen). Und zwar gibt es genau p -1
verschiedene miteinander &quivalente.

§ 11.
Die Anzahi der ambigen Kiassen.

Satz. Enthilt eine ambige Klasse ein ambiges Ideal, so enthdlt sie
auch ein ambiges reduziertes Ideal.

Beweis. Die Klasse & enthalte das ambige Ideal a mit der
Basisdarstellung a = (208,(B-+-VD)8)=(8)-(20,B+VD). Da
a’=(8)(2C, B — VD) ist, mud (2C,B+V D)= (2C,B — VD) sein
(da ja a = a’ ist). Nun ista ~ (2C, BV D), so daB wir vom ambigen
Ideal a==(2C, B 4V D) ausgehen. In ihm kénnen wir annehmen, es
sei sgn C=1. Dann ist die adaptierte Basis eindeutig bestimmt. Da
0'=(20,B—VD)=(20, —B+VD)=aq ist, muB also B= — B,
also B= 0 sein. Wegen D= — 4 AC ist also C ein Teiler von D. (Es
wurde natiirlich stillschweigend |B| < |C| vorausgesetzt, was wir an-
nehmen diirfen. Denn nur dann ist die adaptierte Basis eindeutig.) Es
ist also a=(2C,V D). Setzen wir D =CC'sgn D, so ist sgn C' =1
und O und O’ relativ prim. Demnach, wenn b = (20, V D) gesetst wird:

a-b=(2C,VD)(2C, VD)= (400, 20'VD,2CV D, D)
. =(D,VD)= (VD).
Also ist ab=(V D), somit, wegen a = qa':
(Na)-b=(VD)a oder b~ a.
Ist also |O] >V D] so ist |¢’'| <V D|. Eines der Ideale a und b

ist also reduziert. Da a ~ b ist, gibt es also in & ein ambiges reduziertes
Ideal, dessen Basisdarstellung dann lautet:

a=(2C,VD) mit |C¢{<V[D]|, wo C ein Teiler von D.

Durchlduft C diese Teiler, so erhilt man alle ambigen reduzierten
Ideale. Die mit |C'| < V|D| sind pach unseren Ergebnissen sicher unter-
einander und mit denen mit |C|=V|D] nicht dquivalent. Zwei ver-
schiedene Ideale a =(2C, VD), b= (20, VD), wo C und O zwei
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Funktionen des Betrags V|D| sind und zu den Teilern von D gehoren,
sind nach dem Friiheren dann und nur dann dquivalent, wenn die zu-
yo ., _VD
> 20° 20
Aquivalenzbeziehung die Form haben

geordneten Funktionen w = es sind. Ferner muB die

__aw+tyg
0y = 4w +a

| (€=0,1,2,...,p—1).
Dies liefert
D VD _ VD
ec T4 T a0 T
D=g0C, «=0.
Es sind also genan zwei reduzierte Ideale einander dquivalent.

Die Anzahl der einander nicht dquivalenten reduzierten Ideale ist also
genau die halbe Teilerzahl von D. Denn ist C ein Teiler, und setzen
wir D-’—“GC'_SE_D D, so ist jedem Teiler ¢ mit |C| < V|D| ein anderer
mit | €| > V][D]| zugeordnet. Die Teiler mit |C|==V|D]| liefern aber
nur halb so viel Klassen, wie eben gezeigt wurde.

Somit

Wenn also:

D=g"P,P,... P, die Zerlegang von D in Primfunktionen ist, so
ist die Anzahl der ambigen Idealklassen, welche ambige Ideale enthalten,
genau 2°7 .

Sei nun ® eine ambige Idealklasse ohne ambiges Ideal und a ein
reduziertes Ideal der Basisdarstellung a =(2C, B+ VD). Dann ist
B =0, da sonst a ambig wire. Es ist also, da die Basisdarstellung ein-
deutig ist, o’ =(2C, — B--V D) ein von a verschiedenes und zwar er-
sichtlich gleichfalls reduziertes Ideal. Nun soll a ~ a’ sein. Dies geht
nur, wenn |C|= V|[D] (nach dem vorigen Paragraphen) und somit der
Grad von D gerade ist. Ist der Grad von D ungerade, so gibt es also
keine ambigen Klassen ohne ambiges Ideal.

Wenn nun D geraden Grad hat, seien w = —15—2_}:—0@, . ——15%‘/—«—1)
die beiden ¢ und a’ zugeordneten Funktionen.
Damit die Klasse § ambig ohne ambiges Ideal sei, ist folgendes
notwendig und hinreichend: .
1. Es muB sein a ~ a’, also o ~ w,, somit
wlzz—%}% (¢=0,1,2,...,p—1),
was
bwo,+a(o,— o) =g
liefert, und schlieBlich
444 a«B+4gC=0,

wo |A]=|C|=V[D] und |B| < |[C|.
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3. Es darf die Idealklasse kein ambiges Ideal, also, da jede Klasse
mit ambigem Ideal ein ambiges reduziertes enthilt, kein ambiges redu-
ziertes Ideal enthalten, dessen Basis (2C,, V.D) lautet. Mit o sind aber
dquivalent nur die Reduzierten

+
s (B=0,1.2 .., p—1),

wo sich dann die Funktionen 4, B, C nach § 8,(1),(2),(3) transfor-
mieren. Dafiir ist notwendig und hinreichend, daB in § 8, (2) das
transformierte B, fiirr alle § von 0 verschieden ist, daB also

aB,=8A8-+ B(§*+4¢)+-2Cgf+0.
3. Mu D= B®—4AC sein.

Gibt es andrerseits drei Funktionen A, B, C mit sgn C =1, welche
1. 2. 3. befriedigen, so bilden sie ein Ideal, welches einer ambigen Ideal-
klasse ohne ambiges Ideal angehort. In

SAB+B(f +4g)+2Cgp+0 f{ir alle g

setzen wir nun ein 44 = — « B — g(C und erhalten

B(p*—2ap+4g)+0
B~ 2ef+4g+0
(B—a)'a*— 4g.

Dies muB fiir jedes § gelten. Dann kann also links jeder Rest
stehen, wie auch « gewdhlt sei. Damit die Relation befriedigt wird, muB
also o — 4 g Nichtrest werden,

Fiir wenigstens eines dieser e soll also

44=—aB—gC

oder, da B = 0 1st,

oder endlich

sugleich mit
D=B"—-440
bestehen. Also muf}
D= B*+aBC-+¢C"
sein oder

49D = (2g0+wB)2—~ (e®— 4g)-B*.

Setzt man D =gD,, so wird also die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, daB es eine ambige Idealklasse ohne ambiges Ideal
gibt, an die Existenz einer Zahl « gekniipft, fiir die («® — 4g) Nichtrest
wird und

D,=(c+ 2—“‘;3)1 (¢® — 4g) (%)"
wird.
13*
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Wegen |C| > |B| zeigt eine leichte Uberlegung, daB dazu notwendig
und hinreichend ist, daB D, eine Darstellung in der Form
D,=X"—gY® mit |X|>|Y|
gestattet. « kann dabei sogar beliebig gewahlt werden, nur muB «? — 44
Nichtrest werden, was stets geht.

Diese letzte Bedingung ist aber vollstindig dquivalent mit der, da8
es iiberhaupt eine Darstellung der Form

D,=c¢(X*—g¥")
gibt, wo ¢ irgendeine rationale Einheit ist. Denn aus ihr erhalten wir

sofort die neuen Darstellungen

e 2 2 2y ¢ 2 2
Dr—;—;_bzg(“z~b g) (X" —gY )“az_},‘%;(xi_gyl)’

X, =aX1{bgY, Y,=aY +bX

ist und @, b irgendwelche nicht gleichzeitig verschwindende Zahlen sind.
Wenn nun | X|<4{Y| ist, so wird, wenn g 4 0, b = 0 gewihlt wird,

WO

eine Darstellung mit | X, | = |Y,| erhalten. Wir konnen also voraussetzen,
es sei [ X|=|Y|.

Da sich dann des Faktors ¢ wegen die hichsten Potenzen sicher nicht
wegheben, muB |D|=|X*|=|Y"| sein, was wegen sgn.D =1 zu der

Relation fiihrt
=c((sgnX)*— g (sgn ¥)").

Nun setzen wir ¢ = ¢sgn X, b= — ¢sgn Y. Dann heben sich sicher
in ¥, rechterhand die hochsten Potenzen, in X, aber nicht; so daB
| X,|>1Y,| wird. Ferner ist

a?—b*g=c?((sgn X)* — g (sgn ) =ec.
Wir haben also wirklich eine Darstellung
D,=X{—g¥; mit |X,|> |7, |
erhalten. ‘

Da wir nun in § 15 sehen werden, da D, dann und nur dann eine
Darstellung der Form D, = ¢(X"—g¥") gestattet, wenn es durch keine
Primfunktion ungeraden Gerades teilbar ist, so konnen wir, wenn wir dies
hier vorwegnehmen wollen, unser Ergebnis so aussprechen (ist- D von
ungeradem Grade, so ist es ja sicher durch eine Primfunktion ungeraden
Grades teilbar): '

Im imaginiren Koérper K (VD) existiert dann und nur dann eine
ambige Idealklasse, welche kein ambiges Ideal enthilt, wenn D durch
keine Primfunktion ungeraden Grades teilbar ist.
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Unsere Entwicklungen gestatten auch die Représentanten dieser
Klassen zu berechnen.

Hilfssatz. Sei K (VD) ein beliebiger Kérper (imaginir oder reell),
« eine ganze oder gebrochnene Funktion des Korpers, fiir welche N (¢) = -1
ist. Dann gibt es eine ganze Funktion f des Kérpers, so daB

8

Q==
4

wird.

Beweis. Sei N(«)=«a’'=-+1. Wir wihlen 4 ganz rational so,
daB = A (1} «) ganz wird. Dann ist 8= 4 (14-«’) und somit

ld+e  e(ltea) oc(l+a)__“

£
ﬂ’__1+u’_a+aa’ a1

Sei jetzt § eine beliebige ambige Idealklasse ohne ambiges Ideal
und a ein Ideal aus & Da a ~ a’ ist, kénnen wir setzen a—a-=oc, WO o

eine bis auf eine Kdorpereinheit feste, ganze oder gebrochene Funktion
ist. .Durch Normenbildung geht hervor, daB N (¢)==a ist, wo a eine
rationale Einheit ist. Durch Hinzufiigung einer passenden rationalen
Einheit zu « kann erreicht werden, dal N («) =1 oder N («)==g wird.

Aus N(a)=1 wiirde folgen, dall ein ganzes § existiert, so daf (x=%—

ist. Dann wire (fa) = (fa)’, also fa ein ambiges Ideal. Da aber nun
a ~ fa ist, kann dies nicht zutreffen, da ® kein ambiges Ideal enthilt.
Es ist also N (&) =g.

Sei jetzt &, eine zweite ambige Klasse ohne ambiges Ideal, der das
Ideal a, angehort. Wieder ist:

und somit
o . [+4
L T o= WO jetas N(;l)—:l
ist. Es gibt also eine ganze Funktion g, so daf —3:-5, ist. Also ist’
1
aaf B

(aa{)':? oder aa;f' = (aa;p’).

Da nun a;~ a, also aa{f’~ aa, und somit aaB ein Ideal aus
KK, ist, enthilt die Klasse § K, ein ambiges Ideal und ist also eine
Klasse ®, mit ambigen Idealen. :

Aus 8, = R, folgt aber wegen §° = §,= Hauptklasse: ®, = ®K,,
wo ®, ambig und mit ambigem Ideal ist.

Ist andrerseits & ambig ohne ambiges Ideal, §, ambig mit ambigem
Ideal, so wegen ® = &, .= ®, auch (RR,)’ =R K,, also KK, ambig.
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Enthielte & &, ein ambiges Ideal a,, so wire, & &, = &, gesetzt, & = &, §,.
Ist nun a, ein ambiges Ideal von &,, so ist a, a, ein ambiges Ideal aus & .
Es mufl also &, = & &, ambig ohne ambiges Ideal sein. Aus der Gruppen-
eigenschaft erhellt noch, daB lanter verschiedene Klagsen erhalten werden,
wenn in & &, der zweite Faktor alle ambigen Klassen mit ambigem Ideal
durchlauft.

Alle ambigen Klassen ohne ambiges Ideal erhdlt man also aus einer
von ihnen etwa ® durch Bildung von §&,, wo &, alle ambigen Klassen
mit ambigem Ideal durchlauft.

Entweder gibt es also iiberhaupt keine ambigen Klassen ohne ambiges
Ideal, oder ihre Anzahl ist genan so groff wie die der Klassen, welche
ambige Ideale enthalten.

Darans folgt:

Satz. Wenn D=a-P, P, P,... P, die Zerlegung von D in
Primfunktionen ist, so ist die Anzahl der ambigen Klassen des imaginiren
Kérpers K (VD) gleich

28~'  oder 2°,
je nachdem D durch eine Primfunktion ungeraden Grades teilbar ist
oder nicht.

Dies ist dann fiir die Gruppe der Idealklassen die Anzahl der Ge-
schlechter. Fiir die Klassenzahl gilt in den beiden Fillen die Zerlegung
h=2°"'.f baw. h=2-f,

wo [ ganz ist.

Ungerade kann also die Klassenzahl nur sein, wenn D eine Prim-

funktion ungeraden Grades ist.

§ 12.
Kettenbriiche.
Sei F eine reelle Funktion, B (F) das in § 10 definierte Symbol.
Definition. Unter der Kettenbruchentwicklung einer Funktion F
verstehen wir folgenden Algorithmus:

Wir setzen sukzessive

F=EF) +5
F,=E(F)+5

1
szE(Fz)“?‘Fa
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Dabei soll der ProzeB abbrechen, wenn einmal F, ganz ist, also
F.=E(F,)

wird. Anderenfalls werde er beliebig weit fortgesetzt.

Aus "

Fv-—l*E(Fr I)TF

folgt fiir » > 1 wegen der Bedeutung des Symbols E (F), da}
1

F <p~t, alo |F,.|Z=p,

und demnach auch
|EF,) =2p
Bricht die Entwicklung mit ¥ ab, ist also ¥ = E (F,), so erkennen
wir sukzessive: F_ ist rational, also auch P usw. FHs ist also F
rational.

n—1i?

Sei umgekehrt F rational: F— 5, wo R und B, ganz rational
0

sind. Der Algorithmus ergibt:

F=B(% )4_1%, [R,| <R,
“l’%ﬂ:E(&\) - B .;‘R‘.!I<IR1¥’

B, ET’

RB,_ B_\ R
Rv E/—Tl) + R_:le ,Rarll < R1

Da die Grade stets abnehmen, und unsere Funktionen ganz rational
sind, mufl schlieBlich einmal R,.; = 0 sein, also unser Prozef abbrechen.

Die Kettenbruchentwicklung bricht also dann und nur dann nie ab,
wenn F irrational ist.

Wir wollen nun Weiterhin F als irrational voraussetzen. Im Algo-
rithmus F,-= B (F, )~|— -—— setzen wir zur Abkiirzung E(F,)= 4,.
Dann ist also i

;A"igp fiir Vgl:
und es ist

F— A+A+w

Die Funktion ¥, werde Schluifunktion genannt. Wie beim gewéhn-
lichen Kettenbrueh gilt die Formel

Py Kot Py

F = rrTon
Qn}?n ¥ Qn 1
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wobei P, und @, ganz rational sind und nach den Rekursionen

Pn+1=PnAn+Pn—1l it {Po=1§ P =4,

Qi1 =@,4,+@..,) Q=0 @ =1
berechnet werder. Es ist daher

Q= 4,, also |Q,|=Q,4,|2p,

Q,=@Q,4,+1, also ]Q3'=IQQ‘A2,>!Q9]’

Q=0:4;,+Q,, also |Q]=Q;4,;[>]Q.]
somit durch Induktien:

@] =@rdses|, also Q] =]41dys... 4,].
Wegen [A,.Ig p fir » >1 finden wir
|@Q, | = p~? fir »>1.
Ferner liefert das Rekursionssystem:
P, Qn—l - QnP'n—l = (— 1)11_

Dies zeigt, daB P, und @, prim sind.

H

Satz. Bei einem unendlichen Kettenbruch ist die Folge der Nihe-
P, P

rungsbriiche: —2, =L ... konvergent und es ist:
@’ G
li L F
im > = F.
P=@ QV
Beweis. Aus
F — 'PVF’V_I_P?"—I
QvFv—*_Qv—l
folgt
P’v Pv—lQV—P'rQV—l (_ l)v—l

P —

9, @QF ¥ ) @ @F+e_)’
Fir » >1 ist aber F,= 4,-+ R,, also, da [R,| < p~! ist,
IQvFv+ Qr—l I = leAvlz ‘Qv+1 F-

Also
AT S
Qv IQ‘IIQI'-{—l :

Daraus geht unsere Behauptung unmittelbar hervor.

§ 13.

Kettenbruchentwicklung quadratischer Irrationalititen — Endlichkeit
der Klassenzahl.

Definition. Eine reelle quadratische Irrationalitit w heit reduziert,
wenn ihr Betrag grofer als eins, der ihrer Konjugierten aber kleiner als

emns 1st: jw’|<1<"w[.



Quadratische Korper im Gebiete der hoheren Kongruenzen, I 183

Satz. Jede reelle quadratische Irrationalitit w ist dquivalent mit
einer Reduzierten.

Beweis, Wir entwickeln w in einen Kettenbruch, dessen Schluf-
zahlen w, seien. Da w, SchluBfunktion ist, gilt

w,] > 1.
Ferner ist ‘
_vav+Pv-1 . PvPv—l Y »
O = Oy mit 0 0y =(—1),
so dafl w ~ w,.
Durch Auflésung erhilt man
o Qr-xw—'.Pv—_;[_
1 Wy = va—Pv ’
also
Py
(0 — -
Setzen wir nun |@’ — w | = p7, so gilt sicher fiir » > ivr, 4+ 2
| 4 g =T
gw — g""‘l <p-er-a L p-elrivy,
y—31 " -
iw—-}i L p-@r-1 < p@iri+a,
i >

so dafl im zweiten Bruch rechterhand (1) Zshler und Nenner den gleichen
Betrag haben. Fiir » > |r| 4 2 gilt also

@r—1

Joy| = o

1 -
=E:1—|§P T,

was mit |w, | > 1 zusammen die Reduziertenbedingung ausmacht.
Satz. Ist w reduziert, und setzen wir w = E(w) -+ ai), 8o ist auch
1

w, reduziert. Wegen w, ~ @ hat w, die gleiche Diskriminante wie w.
Beweis. Wegen |w — B (w)| <1 gilt |w,|>1. Da nun|w|>1
ist, ist auch |E(w)|>>1. Wegen |w'| <1 ist also
. o' — B (w)|=|B(w)]>1,
somit

1

e —E@T < L

] =
Also ist w, auch reduziert.
Satz. In der Beziehung w = E’(m)—}-mil seien o und w, reduziert.
Dann ist nach Vorgabe von w, bereits w eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir haben w’:E(w)—{—;l)—,, wo |w'| <1 und wl,f >1 ist.
1 (et W
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Also ist

E(w)= — E(wl)
somit

o=—E(g)+a,

womit o bestimmt ist.
Daraus folgt: Die SchluBfunktionen w, in der Kettenbruchentwicklung

einer reellen quadratischen Irrationalitit w sind schlieBlich reduziert, und
mit einer von ihnen sind es auch alle folgenden.

Ist speziell w reduziert, so sind alle Schluffunktionen reduziert, und
mit einer von ihnen sind nicht nur alle folgenden, sondern auch alle
vorhergehenden eindeutig bestimmt.

Fiir die Funktionen 4, B, C lautet wegen

__B4+y\D , B—yD
Y

@ » O =50

die Reduziertenbedingung
|B—VD|<|C|{<|B+VD]|.

Wiire nun | B| < |VD|, so wire |B+VD|=|B— VD], so daB die
Ungleichheitszeichen nicht stehen konnten. Es ist also |B|=|VD].
Ferner miissen, da ja beide Ungleichheitszeichen gelten sollen, die Grade
von B — VD und B -+ VD sich also um mindestens zwei Einheiten untex-
scheiden miissen, die beiden hochsten Potenzen von B und VD iiberein-
stimmen. Dies gibt nar endlich viel Moglichkeiten fiir B, falls D vor-
gegeben ist, und unserer Ungleichung halber zu jedem B nur endlich
viele C, die noch durch die Bedingung D — B® — 4 AC eingeschrankt
werden.

Es gibt also zu gegebener Diskriminante D nur endlich viele
Reduzierte, also ist die Klassenanzahl der Funktionen der Diskriminante
D endlich.

Wenn D quadratfrei ist, folgt speziell:

Satz. Tm reellen quadratischen Korper K (VD) ist die Anzahl der
Idealklassen endlich.

Ferner allgemein:

Die Kettenbruchentwicklung einer reduzierten quadratischen Irrationa-
litdt und nur einer solchen, ist rein periodisch. Die der iibrigen (quadra-
tischen) Irrationalititen gemischt periodisch.

Beispiel. Der einfachste reelle Korper ist K (V® +a,t+ a,), wo
a, — a4 0 sein muB, da sonst D ein volles Quadrat ist. Wir ha.bell
VD=t+%a,+ .... Da die beiden ersten Potenzen von B und VD
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iibereinstimmen, ist B=1%-4-1a,, also D — B = a, — a4 0. Also
mufl C eine EKinheit b sein. Die reduzierten Funktionen sind also:
¢(t+La, + VD). Sie sind miteinander iquivalent, also ist die Klassen-
zahl unseres Korpers h =1.

Die Kettenbruchentwicklung der Reduzierten finden wir nach leichter
Rechnurg (E(VD)=1t-+1a,) zu:

o=c(2t+a)to(—t—ra,+VD)=c(2tta)+ 1,
t+§a1+v’D
1
e{a—7at)
1 5
t+7ﬁ_al+VD_‘ 2t+a‘ L _ 2t+(11 +l
1 N\ ‘ = 1
c(n-ga) ela-gat) eltrga+yD) ela-ja)
Also haben wir
il 4VR 1
c zv+§ 1 V.D =c(2t+al)+ Stia n 1
T i
c(ag——za;) c(2t+a)+ 5t

c ( a —-la?) i
\rog
Eine eingliedrige Periode gibt es unter den reduzierten Funktionen

1 N 1
also nur, wenn ¢= ——-— oder a, — 70l ==

( 1 0) 4
4 ae“zai‘

@, — ta} quadratischer Rest ist.

ist. Wenn also

0 = =t das ,,;reduzierte Ideal*
a=(2C, B+ VD)
zu. Dann gibt es in jeder Klasse reduzierte Ideale. KEs gilt wieder
|Na| <!VDI.
§ 14.
Die Einheiten des gquadratischen Korpers.

Die ganze Funktion &= U -+ L VYD ist dann und nur dann eine
Einheit, wenn N () =¢ 1sb, wo ¢ eine triviale Einheit ist.

Die Bestimmung aller Einheiten ist also dquivalent mit der Auf-
iosung der ,,Pellschen Gleichung®

U —V®D=c.
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I. Der Kérper K (VD) sei imaginir.
(1) D=y, U —V’g=c.

Da sich, wenn |V |>1 ist, die hochsten Potenzen nicht wegheben
kénnen, mull » eine Zahl b und demnach auch U eine Zahl ¢ sein
Alle Einheiten haben also die Form

e=a-+bVy,

wo @ und b zwei nicht gleichzeitig verschwindende Zahlen sind.

Thre Anzahl ist also w=p? —1.

Ferner ist N (¢) = a? — % g und kann ersichtlich jede triviale Einheit
sein. Die Anzahl der Einheiten gegebene Norm ist p 4 1.

(2) ID|>p, U'—V'D=c.

Wiare V &= 0, so konnten sich wieder die héchsten Potenzen nicht
heben. Aus V =0 folgt aber, daB U eine triviale Einheit ist. Die
trivialen Einheiten sind also hier die einzigen. Ihre Norm muf} quadra-
tischer Rest sein, und zu gegebener Norm gibt es zwei nur durch das
Vorzeichen verschiedene Einheiten. Die Anzahl der Einheiten ist hier
w=p—1.

II. Der Korper K (VD) sei reell.

Sei w eine zur Diskriminante D gehérige reduzierte Funktion. Wir
entwickeln w in einen Kettenbruch mit den SchluBfunktionen w,, w,, o, ... .
Da er rein periodisch ist, muB unter ihnen schlieBlich einmal w wieder
auftreten. Sei etwa w, = w. Dann ist

_ Poowt+P,_,
®= Qe @+ Qn—,

an2 - Pn—l = (Pn - Qn l)w'
Vergleichen wir dies mit

oder

Cw®+ A=Bow,
so erhellt, da A4, B, C ohne gemeinsamen Teiler sind, und w irrational
ist, daB die erste Gleichung aus der zweiten durch Multiplikation mit

einer ganzen Funktion 2V hervorgeht. Da n > 1, ist @, < 0, also auch
V= 0. Wir haben also:
Q,=2vC, P, ,=-—2VA4, P,—Q,,=2VB.
Setzen wir noch P, =V B+ U, so haben wir:
P, =VB+U, @,=2VC, P, ,=—2VA, Q,,=—VB-+U.
Der Identitit .
Pn Qn—-l —Qﬂpn—-l = (_ 1)
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entnehmen wir:
U= VB +4V°4C=(—1)", & h U —V'D=(—1)".

Es ist also

8=U+VVE

eine Einheit, und zwar wegen V =+ O sicher keine triviale. Die Existenz
nicht trivialer Einheiten im reellen Korper K (V.D) ist also erwiesen.

Wir fragen nun nach Einheiten &, deren Betrag =1 ist. Aus
je| =1 und [N (e)| =es’| =1 folgt |¢'| = 1. Nun kann, wenn V< 0
ist, ersichtlich nicht gleichzeitig |U -+ VVD|=1 und |U—VVD| =1
sein. Denn sonst konnen sich die hochsten Potenzen nicht wegheben. Es
ist also ¥V ==0 und demnach ¢ eine triviale Einheit.

Die nicht trivialen Einheiten haben also stets einen Betrag == 1.
Zwei Einheiten ¢,¢, von gleichem Betrage |e,|=|e,| sind durch eine
Relation ¢, = a ¢, verbunden, wo a eine triviale Einheit ist. In der Tat

3
ist & auch eine Einheit und

il:1, so daB 2 =g ist.
£ g, s,

2 2
Da mit £ auch % eine Einheit ist, gibt es sicher Einheiten, deren

Betrag > 1 ist. Von diesen seien die Kinheiten ae, jene mit dem
kleinsten Betrag > 1. Die triviale Einheit ¢ werde sc gewihlt, daB

N(ae,) =a’N(g)=1 oder ¢

wird. Das Vorzeichen von a ist dabei noch beliebig und werde irgendwie
fest gewdhlt. Die so normierte Einheit nennen wir die Grundeinheit des
Kérpers. Sie werde kiinftighin mit &, bezeichnet. Es ist also N (g) =1
oder g.

Mit &, sind auch alle Funktionen ¢ = a-¢* (a eine Einheit, % irgend-
eine positive oder negative Zahl) Einheiten.

Satz, Jede Einheit von K (VD) hat die Form
E
e=a-g.
Beweis. Wire ¢ nicht in dieser Form enthalten, so miiBte sich wegen
{&y| > 1 eine Zahl » so finden lassen, daB
leg | <le] <le™|.

Gleichheitszeichen konnten nicht stehen, da sich Einheiten gleichen

Betrages nur um triviale Einheiten als Faktor unterscheiden, und somit
¢ doch in die Form & =ae) zu setzen witre,

Aus unserer Ungleichung folgt

1<|eg” e <|g].
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Nun ist aber ¢ ¢ auch eine Einheit. Es gibe also, entgegen der
Definition der Grundeinheit, doch eine Einheit, deren Betrag zwischen 1
und |¢,| liegt. Widerspruch.

Fiir die Normen der Einheiten finden wir

N =a*@ (o) =

Wenn also N (g)=1 ist, sind die Normen quadratische Reste; fiir
N (&) = g konnen sie jede rationale Einheiten sein.

a?, wemn N(g)=1,
a®gt, wenn N (g)=g.

Satz. Ist K (VD) ein reeller quadratischer Korper, wo D eine
Primfunktion ist, und ist ¢, seine Grundeinheit, so haben wir

N(e)=g-

Beweis. Wire N (g) =1, so konnten wir nach dem Hilfssatz des

§ 11 eine ganze Funktion f§ des Korpers finden, so dafl &, = # ist. Dann

wire ' =¢,f, also § und g’ assoziiert. Ks wire also (B)={(B"), und
somit () ein ambiges Hauptideal. Nach § 6 hat also (8) die Gestalt

B=(A)p,p,...9,
wo die p, voneinander verschiedene Primideale sind, welche in der
Diskriminante aufgehen.. Da D Primfunktion ist, gibt es nur ein Prim-
ideal dieser Art:
p=(D,VD)= (VD).
A ist rational ganz. Also hat (8) eine der Formen

(B)=(4) oder p=AVD).

Es ist also _
ﬁ:AE oder (ﬂ):AV.DE,

wo ¢ eine Einheit ist, somit entweder

g():%—_—%:a-e"] oder so=:;“//__£'=——as"2,
&
so daB e, nicht die Grundeinheit ware. Also ist N (g,)=g.
Nehmen wir ein Resultat des néchsten Paragraphen zu Hilfe, so gilt der
Satz. Wenn im reellen Korper K (VD) die Diskriminante D durch

eine Primfunktion ungeraden Grades teilbar ist, gilt N (¢,)=1.

Beweis. Aus der Losbarkeit der Pellschen Gleichung
U—V’D=yg
wiirde, wenn P unser Primteiler ungeraden Grades ist, die Losbarkeit

der Kongruenz .
U’ =g (mod P)
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folgen. Unabhingig von diesem Satz werden wir aber in § 15 zeigen,
daBl sie nicht losbar ist. Also ist N(g) = 1.
Nun beweisen wir (unabhéngig von dem eben abgeleiteten Resultat) den

Satz. Die Klassenzahl des Koérpers K (VD), wo D eine Primfunk-
tion ist, ist ungerade, es sei denn, daB D einen geraden Grad hat, und
der Korper imaginir ist (dann ist sie bekanntlich gerade).

Beweis. Wire nimlich die Klassenzahl gerade, so miiite es min-
destens eine von der Hauptklasse verschiedene ambige Klasse § geben
(deren Quadrat eben die Hauptklasse ist).

Dann gibe es also ein Nichthauptideal a, fiir welches g ~ a’ ist, also

al .

— =g, WO « eine ganze oder gebrochene Funktion ist, deren Norm, wie

man sich durch Normenbildung iiberzeugt, eine triviale Einheit @ ist. Da-
bei ist « bis auf eine Korpereinheit festgelegt.

1. Grad von D ungerade. Wir setzen ¢ =X+ Y VD. Dann soll
X —Y®D =a sein, wo a eine triviale Einheit und X, ¥ rational ist.
Da nun Y®D auch ungeraden Grad hat, konnten sich, wenn 'Y'Di>p
wire, die héchsten Potenzen von X° und Y’D nicht heben. Es ist also
'\ Y°D| < p~1, und somit | X |=1. Daraus folgt

a=sgn (X' — Y’D)—=(sgn X)* =0".
a ist also quadratischer Rest. Hrsetzt man « durch das gleichwertige gzal,
so hat man

%‘2“1 mit N(“1)=1'

2. Grad von D gerade, Korper reell, also sgnD=1. 8ei ¢, die
Grundeinheit. Dann ist N (¢,)=g. Ware N («) Nichtrest, so kdnnten
wir o durch das gleichwertige ¢, & ersetzen, dessen Norm dann ein Rest ist.
Wir kénnen also voraussetzen, es sei N («)=5" Ersetzen wir « durch

das gleichwertige o, == %, so haben wir

a’__a
a 1

mit N (e )=1.
Es gilt also in beiden Fillen
%zwl mit N (e)=1.

Dann gibt es ein ganzes §, so dal «, :—g», ist, also

af=(af).
Das Ideal af wire also ambig. Da D eine Primfunktion ist, hat
also, wie schon einmal ausgefiihrt wurde, af entweder die Form (4 ) oder
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(AVD). Esistalso auf jeden Fall af ein Hauptideal, also wegen a ~ ap
unsere Klasse & die Hauptklasse, entgegen unserer Annahme.

Beispiel. Der reelle Korper K (VD) (D =t"+a,t+a,) hat die
Grundeinheit

1 —_
& :C<t+ Eal +V-D>,
wo ¢ passend gewihlt ist. Seine Norm ist

N (g)=¢c? (%af — a?).
Da nun

p(t+ha)'- (fai - a)

ist, ist also N (g)=g oder 1, je nachdem ob D Primfunktion ist oder
nicht. Wir bestdtigen also unsere Sitze.

§ 15.
Das’ Reziprozitiitsgesetz.
Wir wollen nun das von Dedekind ohne ausgefithrten Beweis an-
gegebene Reziprozititsgesetz herleiten.
I. Der Erginzungssatz.
Sei P eine primére Primfunktion geraden Grades. Dann hat der reelle
Korper K (VD) die Grundeinheit &, mit der Norm N (g)=g.
Die Pellsche Gleichung
X*—PY’=yg
ist also losbar und demnach erst recht die Kongruenz
X"=g (mod P).
. g _
Es ist also [-P—] = —+1.
Im Korper K(Vg) ist also die Primfunktion P zerlegbar in zwei

(konjugierte) Primideale. Dieser Korper hat aber die Klassenzahl 1, so
daB jedes Ideal em Hauptideal ist. Demnach besteht eine Zerlegung der Form

P =(a)-(¢),
‘Wwo &= X -} Vg eine ganze Funktion des Korpers K (Vg) ist. Demnach ist
P=c(X*—gY"%,

wo X, Y ganz rational sind, und ¢ eine triviale Einheit ist. P ist also
darstellbar in dieser Form.

Sei nun P primér von ungeradem Grade. Ware [1} = -1, so miifite

P
sich P darstellen lassen in der Form
P=c(X*—gY%).
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Da sich die hSchsten Potenzen der rechten Seite nicht heben kénnen, ist
der Grad der rechten Seite .gerade. P kann sich also nicht durch diese
Form darstellen lassen.

Es muB also, wenn P ungeraden Grad bat, (F%J = —1 sein; die
Kongruenz

X*= g (mod P)

ist also unlosbar. Dies ist die im vorigen Paragraphen verwendete Be-
hauptung.

Sei nun D, irgendeine ganze Funktion, @ einer ihrer Primteiler von
ungeradem Grade. Sei D, darstellbar in der Form

D, =c(X" —gY?).
Setzen wir « = X - Y Vg, so hat dies die Zerlegung

(Dy) = («)-(a")
zur Folge.

Im Korper K (Vg) ist nun wegen [%} = —1 der Primteiler @ selbst

Primideal und geht demnach in einem der Faktoren rechter Hand auf,
Da er ein ambiges Primideal ist, geht er in jedem der konjugierten
Ideale (&) und (e') gleich oft auf. In D, muB er demnach in gerader
Potenz aufgehen, Soll sich also D, durch unsere Form darstellen lassen,
so darf D, Primfunktionen ungeraden Grades nur in gerader Potenz ent-
halten. Ist dies aber der Fall, so konnen wir D, in die Form setzen

D,=aP,P,...P A",
wo a eine Einheit, P, Primfunktionen geraden Gerades und 4 eine ganze
rationale Funktion sind,

Sel nun 3

-Pv =G, (Xv + Yv‘/g) (X)' ~vag)-
Setzen wir
A (X1 + Yl V}) (Xe + Yz‘/g) oo (‘Xn + Yn‘/—é) = X+ YVE
und ¢ =a¢,¢,...c,, 50 ist
D, =c¢(X*—Y%).

Kine Funktion D, ist also dann und nur dann in unserer Form dar-

stellbar, wenn D, Primfaktoren ungeraden Grades nur in gerader Potenz
enthilt.

Ist D, speziell quadratfrei, so haben wir den in § 11 verwendeten

Satz iiber die Darstellbarkeit quadratfreier Funktionen durch unsere Form
bewiesen.

Mathematische Zeitschrift. XIX, 14
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Sei P eine beliebige primire Primfunktion. Da stets [%] = —'—l ist,
erhilt man den Erginzungssatz:

=G
wo (—Z—) das Legendresche Symbol ist.

IT. Das Reziprozitétsgesetz fiir primére Primfunktionen P und Q.

1. Wenigstens eine der beiden Primfunktionen hat geraden Grad.

Sei {2} == 41. Wir betrachten den Korper K (VP). Da sgnP =1

Q

ist, ist seine Klassenzahl sicher ungerade: hA==2k-+1. @ ist wegen

[f] =-+1 im Kﬁrper zerlegbar in zwei konjugierte Primideale: @ =qq’.

Q
Sei ® die Klasse, der g angehért. Nach dem Fermatschen Satze der

Gruppentheorie ist " die Hauptklasse, also q2¢+! ein Hauptideal (), wo
« =X +Y VP ganz ist. Somit q’°**' = («’). Dies liefert

QM =(a-¢)=(X"-Y"P),
also :
Q=0 (X*- Y P),
wo ¢ eine triviale Einheit.

a) Grad von P ungerade. Dann ist ¢ von geradem Grade, also
auch Q***'. Da nun rechter Hand ¥ P ungeraden, X~ aber geraden Grad
hat, ist [X°] > 1Y2Pl, und wegen

sgn@=1 mub sein 1=¢ (sgn X)

2
>

also ¢ quadratischer Rest: ¢ =a?* Schreiben wir %, —f{— an Stelle von X
und Y, so wird also

Q?k+1 — X‘.’.__ YE'P.
b) Grad von P gera&e. Sei ¢, — U -+ VVP die Grundeinheit von
K(‘/I—’) Dann ist N (g,)=g¢. Setzen wir
6 (X +YVP)=X +Y,VP,

so haben wir

Q= (X*-Y’P)= A—f——) (X} ~Y,P)= 5-.()(;’ —Y;P).

Nun ist eine der beiden Zahlen ¢ und 3 sicher Rest. Wir konnen also
annehmen, ¢ sei quadratischer Rest: ¢ = a® Ersetzen wir wieder X und ¥
durch {, Z, so wird

a a

Q2k+l — X2_ Y2 P.
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In beiden Fillen erkennen wir, wenn wir die Gleichungen als Xon-
gruenzen schreiben, dafl die Kongruenz
X* = Q%" (mod P)

2k+1
losbar ist. Es ist also (LQ 7 } = -1 und nach den Multiplikationsregeln,

die bei Dedekind angegeben sind,
Q 2k+1—~ —Q—‘ .
= [#=+1

Daraus folgt, daB mit {g} = —1 auch [%] = —1 sein muB, da sonst

riickschlieBend ein Widerspruch entstiinde. Es ist also [g] == (—%], wenn

wenigstens eine der Primfunktionen geraden Grad hat.
2. P und @ haben ungeraden Grad.

Wenn hierv[fg} = (—1)"ist (n=0 oder 1), so ist nach dem Er-

génzungssatz und den Multiplikationsregeln
9PV _[g1" (2] __qyr gy
=l g = =

Es ist also @ im Korper K (Vg™ P), dessen Klassenzahl des ungeraden
Grades von P wegen sicher ungerade = 2-k -1 ist, zerlegbar: @ —qq".
Wieder ist q®#*! ein Hauptideal («), wo e« =X Y Vg"P eine ganze
Funktion von K (Vg"P) ist. Man erhilt wieder

QM =c(X Y g"P).

Q°**! hat ungeraden, X° geraden Grad. Diesmal riihrt also der hichste
Koeffizient rechter Hand von Y“g"P her. Wegen

sgn P=sgn@ =1 ist also 1= —cg"(sgn¥)"
¢ hat also die Form ¢ = — g—7a>
Ersetzt man wieder X und ¥ durch f:f und %;, so wird

Q= — g (X ¥grP).
Dies zeigt also die Losbarkeit der Kongruenz

X? = e gnQ2k+1 (mOdP\),

(__yn?:k-}-l] ey also {%]2’6‘#1:— [:{].rﬂ:}.
Wir haben also

B == G o= (3212,

so daB
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Im ganzen ist also

P] [Q] — 1\
[’Q} g =1 oter (T)’
je nachdem wenigstens eine der Primfunktionen geraden Grad hat oder

beide ungeraden Grades sind.
Nennen wir also die Grade x4 und », so ist damit das Reziprozitits-

gesetz bewiesen:
—1\#”
ol =G

§ 16.
Verallgemeinerung.

Seien nun M und N zwei beliebige teilerfremde Funktionen, davon
N primir. N =0,Q, ... sei die Zerlegung von N in Primfunktionen.
Wir fithren nun das dem Jacobischen entsprechende Symbol ein:

M M
¥~ 1%
Das Symbol hat folgende Eigenschaften, die unmittelbar aus denen
M .
von [§:l folgen:

1[G ] =P v [ (R = 1405

2. Sei

M, =M, (mod N).
Dann ist erst recht
M, M,
M, =M, (mod@,;), also [-@] = [—Q_:] .

4] (4]

3. Es sel auch M =P, P, ... primér. u,,u,,... seien die Grade
von P,P,...., %,%,... dievon @,,@,,..., p sei der von M und »
der von N. Dann ist:

p= 2 p;, v=‘i\»_“v,‘, also [uv=‘2k',u‘.vk.
4 *

Ll =I %) V=113l

i,k i,k

Es 1st also

Wegen

BE-TE -6 e

ik
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Ferner ist
o]~ I~ -

Ist also M und N primér und teilerfremd, so gilt das Reziprozititsgesetz
iwenn p und » die Grade sind)

¥ &=
%= &)

Die Symbole [%} und BLH sind also dann und nur dann verschieden,
wenn gleichzeitig M und N ungeraden Grad haben und p = 3 (mod 4) ist.
Beachten wir
M —1 ‘u__ 1 a
pI—I "—"p__l :1+p+p‘+""+p“ I—ﬂ(modz\l
und analog

und der Ergénzungssatz

Il:'__ 1_ » (mod 2),

sowie
p—1 i

—1 1%1_ 'p%‘ 2 a2\ g
(»p—)z(—l) —(——1)( ) und (5> a
{Eulersches Kriterium), so kénnen wir dem Gesetz die Form geben:

. \M|-1 [N| -1 13 -1
wilrl=En e gfea e
in der die Analogie mit dem gewéhnlichen Reziprozititsgesetze am deut-
lichsten 1st.

Sei nun 4 eine primére Funktion, die nicht gerade ein volles Quadrat
ist. Dann enthdlt 4 mindestens eine Primfunktion P in ungerader Potenz.
Wir setzen 4 — P**** 4, wo 4, prim zu P ist. Nach Dedekind be-
sitzt P mindestens einen Nichtrest B. Wir bestimmen nun die zu A1
prime Funktion ¥ durch die Kongruenzen

F = B (mod P), F =1 (mod4,),
was immer geht. Dann ist

rFJ Vl}zkﬂ FF]
L4 P a
Nun betrachten wir die Summe
s= 331,
(6. 4)=1
erstreckt iiber ein Reprisentantensystem der primen Restklassen modulo 4.

2k-+1
H
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Mit @ durchliuft dann auch F @ ein solches Reprisentantensystem. KEs

ist also
FG F G
s= S E =15 - Y El--=
@ H=1 @ H=1
Daraus folgt
8§=0.
Wenn also 4 kein volles Quadrat ist, verschwindet Z [%] erstreckt

iiber ein Repréisentantensystem primer Restklassen.
Es sei nun K (V D) irgendein Kérper. Dann fithren wir die GroBen ein:

o= .

|P|=p"
wo die Summe iiber alle priméren, zu D primen Funktionen F' vom »-ten
Grad zu erstrecken: ist.

Satz. Ist D==g und D vom n-ten Grade, so gilt
o,=0 fir »=>n.

Beweis. Wirsetzen D ='ad,woa =sgnD ist. Dann ist 4 wegen
D =+ g quadratfrei und primir, also sicher kein volles Quadrat.
Nach dem Reziprozititsgesetze ist nun (» Grad von F)

F=EE-G-G

Setzen wir also b =a-(—1)", so wird

b\" [F
F =6l

Sei nun » > n. Dann hat F die Form F=K-4 4+ A4, wo |A| < |4
und K ganz, primir und von Null verschieden ist. F durchlduft nun
alle priméren zu A primen Funktionen des Grades », wenn 4 alle zu 4
primen (nicht nur priméiren) Funktionen niedrigeren Grades als 4 (also
ein Reprisentantensystem primer Restklassen) durchlduft, und gleichzeitig
unabhiingig K alle ganzen primiren Funktionen (» — n)-ten Grades. Fiir
v > n ist also

- SB35 E S 5
Fl=p" K|=p" ngﬁ,ﬁ%:; 4 K

Nach dem vorhin Gezeigten gilt also die Behauptung.

(Eingegangen am 14, Oktober 1921.)



