
• b e r  d i e  K l o o s t e r m a n s c h e n  S u m m e n  ~q(~t, v ;  q ) .  

Von 

Hans Sali~ in Leipzig. 

Sei q ___ 1 eine positive ganze Zshl mad 

(1) ~ = e ' 

q-re EinheitswurzeL Sei ferner (h, q) ~ 1, dann geh6rt zu jedem ganzen 
h ~ 1 eindeutig ein ganzes h, so dab 

(2) hh------1 (rood q), 0 < h ~ q  

ist. 
Bedeuten u, v beliebige ganze Zahlen, soist  nach Herrn Kloosterman 1) 

(3) Z 
o<h~q 
(h, q) = 1 

Da die Summen (3) in den Untersuchungen fiber die Absch~tztmgen 
yon Fourierkoeffizienten ganzer Modulformen mad deren Anwendungen auf 
die additive Zahlentheorie eine entscbeidende Rolle spielen ~), sei mir ges 
stattet, auf die Eigenschaften der E(u ,  v; q) zuriickzukommen. 

Es genfigt im folgenden, E ( u ,  v; q) ffir den Fall 

(4) q = p" ,  m ~ l ganz, p Primzahl 

zu untersuchen; denn fiir jedes 

(5) q = p;-~p,~,.., p?, ,  p, + p, §  + p, 

kann man E (u, v; q) multiplitrativ aus Summen (3) mit q ---- pr~ zusammen- 
setzen. Es lassen sich n~imlich ~) bei jedem ganzen u zu jeder ganzen Zahl v 

~) Acta math. 49 (1926), S.420. 
9) Kloosterman, I) Acta math. 49 (1926), S. 407--464; I1) Hamb.Abh. V (1927), 

S. 337--352. - -  Estermann, Hamb. Abh. VII (1929), S. 82--98 (kurz E. zitiert). 
s) E., s.91. 
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g&nze Zatden vz, vs, ". ' ,  v, finde~ so 
Y 

,(6) q) 
r = = l  

wit& 
Biaher ~hoint nieht bemerl~ worden ra sein, dal3 sieh fiir 

(7) g = p ' ~ ,  m > l  ganz, io Primzahl, (u, q) ---- (v, q) = l  

8(u,  ~; q) durch Gaui~che Summen ausdriicken lgl~t, woraus insbesondere 

folgt. 
Dutch Herrn Est~nnann') ist his jetzt flit alle q 

bekannt, wobei d(~) die Anzahl der positiven Teiler yon x bezeiclmet. 

In der vorh'egenden Arbeit werden (w 1 ) d i e  E(u, ~;q) nach dem 
quadratischen Restcharakter yon u und v eingeteilt. Die dadurch sich er- 
gebenden Snmmen f ( d )  und g(e ' ,  No) - -  N o ein Nichtrest mod q ~ er- 
weisen sich in  mauchen Yormeln zweckm~iger als die beziiglich u, v nicht 
getrennten S (u ,  v; q). Vor aUem tritt die Berechtigung der Aufspattung 
beim Beweise yon (7a) zutage (w 2, w 

Wenn q Primzahl ist (w167 4~ 5, 6), gelingt zwar eine explizite Aus- 
wertung,von f(e ' )  und g (,~) dutch Gauflsche Summen nicht, wie es tinter 
der Voraussetzung von (7) mSglich war. Doch lassen sich flit die f ( , ' )  
Formeln aufsteUen, die mit GauUschen Summen verkniipft und der Bauart 
nach verwandt erscheinen. 

Welter zeigt sich, daft f(e')  ~ und g (e') ~ linear darstellbar (mit Koeffi- 
zienten < 1 )  dutch die f(~')  und. ~ (~ )  sind. 

Schliel~lich geben die mit f(e')  und g(e') gebildeten Summen Zu- 
sammenhgnge mit Formeln, wie sie in der ~ Theorie der Verteilung der 
quadratischen Reste aufgestellt werden ~). 

4) E., [~.83. Vcxmutlich ist die Absch&tzung (7a) in der Form 

is(u,,,; g)l<eg�89189 , > 0  beliebig 
fur alle q gifting. Auf den Beweis dieser Abschttzung hofle ieh denm~hst zurlick- 
kommen zu k6nnen. Der H&uptaatz in K. H (siehe auoh E., S. 88) wrzrde dann 

o.  = +"  ) 
lautev~ 

6) E. Jacobsthal, J. g. d. r. v.  angew, Math. 182  (1907), S. 288--245. ~ H. Hopf, 
]~th. geit~hr. 82 (1930), S. 222~2Sl. 
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(o) 

w 1. 

Mle 8(u ,~; f )  sind l ~ w i e  SUe de~ DamtelJnn~ 

,s (,~, v;~g): 1 
: ( -  1)'+" m, 

:Z(e'*+,~ +,- , - , , - , )  ~ ,  

(k,r l 

f = l  
e l 2  

g ~ 8  

(k,~)--I 

hervorgeht, die fiberdiea 

(10) 8 ( - u ,  -v ;  e) ffi s(, , ,  ~,; e) 
zeigt. 

Unter den bekannten, flit alle e giiltigen~Eigensehafam de~ 8 ( u ,  v; q) 

hebe ieh herv0r: 
1. die Symmetrie-Eigeneehaft: 

(11) s(u, v; e) ffi ~(v, ,,;e) ' ) ;  

2. (u, e) ---- 1, ~ beliebig, 

(12) s(u, ,,; e ) :  8(1, uv; e) ' )  
und entsprevhend 

(v, e)----1, u beliebi~ 

(12a) 8(u, e;" f) : 8  (1, ue; q); 
3. tp--O (rood e) 

(,,, Z,,, 
q(w, e) 

4. (u ,e ) .= l ,  v - - o  (mode) 

0 3 a )  ,S(u, ,,; e) "=," (e) 
und  u ~- O, v ~ O (mode)  

(13b) B(u, v; f)== ~( f ) ,  

wobei p(r des MObimmehe Symbol und ~p(q) die lr l~,ktion be- 
zeiehnet. 

o) E., 8. 89. 
') L S. 87.1 
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Sei_ nunmehr 

(14) f(e) : ~ ,  eh+h, q ~_ 2, 
O < h < q  
(h, q ) : l  

und 

O< h <  g 
(h, q)= i 

mit (No, q ) =  1, N O quadratisoher Nichtrest rood q. 
Bildet man flit jedes zu q prime ~ f(e ~) und g(e',  No)unter Beriick- 

sichtigung yon (12), so folgt: 

(10) f(e') = ~ e "(a+~, = ~ e a+'~ = S (1, - ' ;  q), 
o < h < q  O < h < q  
(h, q )= l  (h, q)= l  

(17) g(~',No)= Z ~  "~§162 Z ~+:v~ No,,:q). 
0 <  h <  q O< h <  q 
(h, q ) : l  (h, q )= l  

Ee ist also: 

(u, q) = 1 ,  (v, q) •1 ,  

-----I f(e~)' v ~ -= uv (rood q) 
( 1 8 i  •(u,v;q) [iT(,,No), No~,O'--uv (modq), 
je nachdem sich ~ aus der ersten oder zweiten Kongruenz tinden l~l~ts). 

Offen~ :.rist  

(19) f ( e - ' )  = f(e ' ) ,  9 (~-', No) = g (e'; No). 
Die mater (12) bis (18) a u f g e ~ n  Gleiehungen set~en vorau~ daft 

mindestens eine der ZahIen u, v zu q teile~emd ist. Wenn u und v mit q 
einen Teiler gemdnsam haben, sind Reduktionen der 8 ( u , v ; q )  mSglich, 
die jedoch nut ff~ q ~ p",  m ~ 1 .durchgefiihxt werden sollen. 

w  

In diesem Absohnitt ist best~ndig 

('20) q = F ' ,  , .  ~ 2, 
Die Zahlen 

0 <h.~q,  v - -  

stimmen iiberein mit den Zahlen 

h : l + rp m-x, 

PrimzahL 

(h, q) = 1 

r = O ,  1 , 2 , , . , , p - - 1 ,  

~---- 1 , 2 , 3 ,  .... , p " - ! - - 1 ,  
~ o (mod~); 

8) Im allgemeinen nur b e i p ~ n d  gewLh]tem N u. 
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zu denen 
(modq), m > 2  

gehGren, wie man dutch h h ~= 1 (rood q) bestiitigt. 
Hierdurch 1/i~t sich (3) in der Form 

p-1  z~__j~ (u - ,s  
(21) ,s(,,,,,; q) = Z Z ,  

O<:~<p m - z  r----O 
l~O (mod p) 

schreiben. 
Die Summe fiber r 1st stets Null, wenn u-----0 (rood p) und v ~ 0 

(rood p) ist, also auch 

(22) S ( u , v ; q ) = 0  '), u = 0  (modio), v ~ 0  (modp),  

mad wegen (11) (oder direkt aus (21)) 

(22a) 8 ( u ' v ; q ) ' =  O, u ~ O  (modp) ,  v----O (modp).  

Sind u und v beide dutch iv teilbar, so ist nach Ol. (21) 

O<Z<p~-x 
l * 0  (rood ~) 

oder dutch wiederholte Anwendung dieser Beziehung: 

u -- 0 (rood pk), pk '  m - - i k  10), 
v ~ 0 (rood pk), 

l ~ _ k ~ m  
und 

(23a) S ( u , v ; q ) = p " - - p  .... 1, . u ~ - v ~ O  (modq). 

Es zerfallen die zu 

u * 0 ('rood lo), v * 0 (rood p) 

gehGrigen 8 (u ,  v; q) naeh (18). fiir p > 2' in ~o(q)  Funktionen f (e ' )  und 
~o (q) Fmaktionen g (d,  No), wobei 

~ 0  (modp),  l ~ < q - 1  2 

genommen werden kann, da (19) gilt. _N O sei ein fester Nichtrest -~ 0 
(rood p). Bei Ubergang zu einem anderen Nichtrest No~ 0 (rood p) er- 
geben sich dieselben Funktionen .q(e', No) abgesehen yon der Reihenfolge. 

Nach (21) ist 
~0--1 '~."r ~. r ( 1 _  H o i ,  ) .t. " 

g(,;No)= Z 
O< I <  il~ m - t  f - -O 
I ~ O  (moo p) 

o) E,, S. 89. 
to) E., S. 90. 
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und 

(25) fC"')ffi Z "'('+"2,'"" 
O ( l ( p  m - I  rmO 
l~O(mod~p) 

oder, nach Auswertung de~ Snmmen tiber r :  

(26) g ( , ;  No) =ffi 0. p > 2. m > 2. 

(27) f(e')=p 2 e'('+~' P >2' m~2. 
O < / < ~ - t  

Ira:t:  I {mmlp) 

(27) ist nut der Spezia~ll , = 1 der folgenden Gleichung 

(28) f(6")-~ p" 2 e'~+i~' m ~ 2,.  p > 2.. 
0 ~  A< ~ - T  

kin.4- l (mod#D 

die dutch Induktionsschlu~ yon ~ auf z + 1 flit alle z ak giiltig erwieeen 
wird. 

Wenn n~dieh m ~ 2z + 2 ~ dad man in (28) die duzeh 

o < h < l~" - ;  ~ - + 1 ( m o d f )  

geken~zeichneten Zahlen aUislmlten in: 

/ = 1 ,  , p m - ' - z - - 1 ,  
(29) h - - - l + r p  " - ' - 1 ,  "'" l ~  +1(mode ' )  ,=o, 1, 

und g in dot Form seh.-eiben: 

~m ~--rPp"-'-1. 

Dumb Einset~n von (29) in (28) entsteht: 
p--X 

(30) f ( e ' ) = p "  2 ,"( t+~.~, , ,a-I~, , ' -z- '% 
O < I < P  a - * - =  r=O 
/ m  d: t  (modp v ) 

odez unter ~~Be~tu~ V O l t .  

(31) 

m > 2 ( , + l )  

p--1 
e,(t_.r~f.._._i , = {  p , ' l  =. +1  (modp'+l),  

, I o  0 som~, 
I m  .v 1 (amdp~ 

f(e')=p'+a 2 ~'(#+~, m~2(,+1), p>2, 

w o d ~ h  (9.S) b e w i ~  i~, 
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m 

F ~  geradee m ergibt �9 ~- ] in (28)eingesetzt ,  wegen h = 1, ~,'~ - -  1 
m 

mit h ----- 1, --pu 
111 

(32) f(,") = :pu (e'"-I-- e-'") 
2 ]/q COS 4x~ 

q 

Entsprechend entsteht bei 

p > 2 ,  m - ~  0 ( m o d 2 )  

~ 0  (modp). 

ungeradem m fiir 
m--l ,  

h = - t - l + r p  ~ e n d  h = - - - l - l - - r p  g •  

Resteystem rood p -- 

f ( e " ) ----- ~, ' I " " , ~  e'-~- + e - f " ,~_.l' e - T r J . 
I -  r f f f iO I 'mO 

' p - - I  

= 1/( ,, (,,, + (_ ; - , . ) ,  

d.h. es ist flit m------1 (rood2),  p > 2  

(33) l ( 8 " ) - . -  
-~(~-)vq"-~4"--F, p--3(m~4). 

Zusammenf~qend ]~il3t sich sagen, daft im Falle 

q ---- p" ,  p ~ 3, Primzahl, m __~ 2 

nut die 8 ( u ,  v; q) yon Null verschieden sind, flit die entweder 

u ~ 0 (mod q), v -- 0 (modq) (vgl. (24a)), 

oder 
(u, q) = (~,, q) + p ' - ~  ",), 

'V (u uq) * 0  (rood (u~q)) ' (u, , ) * 0  (mod (v-"~q)) ' 

(u~, q) quactratischer Rest rood (u~q) 

ist. Hinsichtlich der Gr6l~enordnung gilt flit aUe E(u, v; q): 

Is(u, ,,; q) l < 2e�89 q)�89 ( , , ,  ,,, q) +pro- , .  

�9 ---- ~ mit 

- -  r --* voHe8 

~) Ftir ( u , q ) = ( v , q ) = p ' - t  ist E(u ,  v; q ) = p " - x  S ~ - . ~ ,  - - .  p . 
p ' 7 .  ~ ' 

~athemat ieche  ge i t echr i f t .  84. 7 
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w 

Der Fal l  q--~ 2 ~ erfordert beaondere Behandlung: 

~ - - 1  ~(~, ~; q)=(-1)~§ 
(34) 

m=2 E(u,v;q)=i"+"+i -('+~ 
Fiir m ~ 3 gibt es~ r (q) = 2 " - s  Fun~ionen f ( d )  und ~r  ----- 3 - 2 " ' s  

Funktionen g(d ,  No). Sobald m ~ 6 ist, sind auch bier aUe 

(35) g(~', ~o)-- o. 
Beweis.  Ist 

(36) h = k + 2 m- ~, m ~ 2 ~, ~ ~ 0 ganz, k ungerade, 

�9 so folgt 
-- ~ _  ~ 2 m - * ( m o d q ) ,  

oder, falls ~ = 1, 2, 3 genommen wird: 

= k -- 2 m-~ (modq) (4 = 1 ,  2, 3), 

da kg------ 1 (roodS) ist. 
Setzt man nun (36) mit 2----1 in 

(37) S(1,/~; 2 m) = ~ e h§ t* beliebig, ganz, 

h~----1 (rood2) 

ein, so entsteht 

(~8) s(1, ,"; 2") = (1+ ( -1 )  "§ Z 2~+"~ . , > 2 .  
h - ~ l ( m o d S )  

Fiir gemde /~ ist S(~,/~; 2 ~ ) - - 0 ,  m_~2,  was oben schon w 2 zu 
entnehmen ist. Sei nunmehr # ungerade. Wendet man (36) jetzt mit 
i = 2 auf (38) an, so wird: 

(39) S ( 1 , / ~ ; 2 ~ ) = 2 ( 1 + i ~ - , )  ~ h+~,~ m~_4, 
l ~ h < 2  m-~  
h - ~ l ( m o d 2 )  

woraus 

(39a) S(1,/~; 2~) ~-- 0, /~ = 3 (mod4), m ~ 4  

hervorgeht. 
Schliel~lich werde fiir / 2 =  4 a + 1  in (39) die Substitution (36) mit 

= 3 eingefiihrt, um 
B--1 

(40) S(1,/~;2")=4(1+(--1) " ) ~ e h+'~, m~O, / ~ i ( m o d 4 )  

h ~ 1 (rood 2) 
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zu erhalten, d. 1L 

(40a)  S(1,  ~; 2")  = O, 

(40b) 8(1, p ; 2 " ) = 8  ~ e h+"~, 
1 ~ b < 2  m - ~  
h ~ l ( m o d 2 )  

Dutch (39a) und (40a) ist (35) bewiesen. Aus (18)und (40b)folgt: 

(41) f(d)----8 ~ '  d '(h+~), m ~ 6 ,  v--l(mod2). 
O < h ~ 2 ~ - - s  
h~l(mod$) 

Fiit die weitere Berechnung yon f(e') brauche ich den folgenden 
Hilfssatz .  Ist 

m>2, ,  h = 2 " - ' - - k ,  k~----1 (rood 2"-x), (42) 
so ist 
(42a) 
wobei 

�9 ist. 

~0 k ~ -  

Beweis. Es ist 

----- - - 2  . . . .  - -  k +  e~2 " - t  (rood 2") ,  

1~ fiirsomtk'=l (rood2") 

/~ = 5 (mod8), m ~ 6 ,  

/~ =-- 1 (rood8), m > 6 .  

7* 

hh = --2~=-g" + 2 ~ - ' ( k  -- ~) + 1 +  pl, 2 ~ = - ' - 1 -  kQ~2 " -1  

~ 1 +  2 ~ - ' ( k  - k) -- ek.2 ~-~, 

da m >  2z und / r  (mod2) ist. 
Nun folgt aim b ~ --~ 1 (rood 2"- 1) 

b -  k -  Qk2 "-~ (rood 2"), 

so daft also h-h = 1 ( r o o d 2 " )  und damit der Ausdruck (42a) als richtig 
nachgewiesen ist. 

Wircl der obige Hilfssatz mit , = 3 flit alle ungeraden h 

2 ~-4 < h < 2 ~-8 

angewendet (0~ ist dann stets Null) und in (41) verwertst, so entsteht: 

(43) f(~") = 8 l ( , , ( , ,+ro+e- , (~+~)) ,  m ~ 6 
O ~ h < ~ m - 4  

h ~  1(rood4) 

oder, wenn jetzt �9 = 4 bedeutet: 

(44)  -= 2 m 2 ( 3 - 1 ) .  
O < h < 2  m - z  

h m-2:1 (mod~ r -  ~) 

Ich zeige dutch vollst~ndige Induktion, dal~ (44) fiir alle ",, 
~fb 

4 ~ z ~ + l  gilt. 
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In der zweiten Summe der aus (44) folgenden Gleichung 

(44a) f(e') ---- 2 ,-1 2 -  (e'r § e-'r163 
O < k _ < ~ - r - ~  

k~- t .  1 (rood9 r-~) 

j l~- l r - l<  h< ~m-r  
k ~  4- i (rood2 r -~)  

werde unter de r  Voraussetzung m ~ 2~ (42) eingefiihrt, so dab 

(45) f(e') ffi 2 "-1 Z [ e'(h+~) § e- ' ("+h)§ 
O < / a < ~ - - r - - t  

k ~ d = l  (mod@ r-~) 

+ (.~)..(~.,,+~-, + ~-.c~+~,)], ,,, > 2.  
wird, oder unter Benutzung der Bedeu~'~ng der Oi, 

(A6) -f.(e")---2" Z (e'(h+~-f-"-'(h+h)) ' m~_2, 
k~ :[:1 (modllr - D 

eine 01eichung, die aus (44) dutch Obergang yon ~ su:[ ~ § 1 zu ezhalten 
int. Die Ang~be der endgiiltigen Forme]n fiir f(e') aus (46) macht nun 
keine Schwierigkeiten mehr: 

a) m gerade, v : ~ -  es ist h-----1 und h = 2  z --1, wozu h - - 1  
fl$ 
- - - - 1  

bzw. h ---- --2 "-~ -- 2 ~ - -  1 geh6ren; 

(47) f ( e ' ) ~  2 ~ (e~" ~ e-t '-+- e~'+.~=-'" § e- ~" -~ ' - " )  

("~- ,.-~t 4 ~ v ~  m ~ 6 ,  v~- I  rood2, 
=2l /2-qc~ = §  T g / '  m------0mod2. 

m-1 
b) m ungerade; ~ - - - - -  T' m ~_ 9 

m--.~ m--8 m - 1  

h = l ,  2 - F - - 1 ,  2- / -~-1,  2 ~ --1 
m - 3  m - 3  

[~ -1 ,  - - 2 " - s - - 2 T - - 1 ,  2 m - s - - 2 T §  
m-1 

m-1 
- - 2 " - " - -  2 2 --1, 

(48) f ( e ' ) = 2  2 ( e g , § 2 4 7 2 4 7  

---- 2 } r ~ c o s ( ~  § ? ) ,  v----l(mod2), m----l(mod2/, m ~ 9  

~':--1 1'--1 

- § 
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Von den noch feldenden f (d)  stellt man leicht fest: 

m = 3 ,  f ( e  '~) = O. 
,,t--1 

in = 4 ,  f ( e ' )  = 4 ( ~-- 1) - y -  ]/2 

m = 5, f ( e ' )  = 0 

\ ,~ .ffi / 

Es ist stets 
(19) I f (d)  l < 2 ]/2-qq flit slle q = 2 " .  

101 

4. 

Es sei q ungerade primzshl, Zur Ubersicht werden die m/iglichen 
Werte der E (u, v; q) zussmmengesteUt: 

uf--O, v - O ,  ~q(u,v;q)=q-1; 
u=o,  v~O, S(u,v;q)= -1 ;  

(5oi ~ o , ~ - _ - o ,  s(~,~;q)= -1;  
t f(*~), , '  ---- uv (modq); u~o ,  , ,~o, s(.,~;q)=/g(~,~r 

Da im folgenden der einmal gewghlte Niohtrest N O beibehalten wird, 
soil g (d )  start g ( e ' , N o )  gesehrieben werden. 

Mit Hilfe des Legendreschen Symbols 

O, a ~ O ( m o d q ) ,  

(a, quadr. Rest t ~)---- 1 ,  a 
-- 1, a quadr. Niohtrest J rood q 

kann man (14) und (15) in die Form 
q--1 
yT(v-4)~.,,, (51) f(~") ~ N  ,--7-, 

q-1 

g 81'h 

h=0 q 

bringen, da fiir jede eindeutige Funktion F(x) mit der Periode q die Be- 
ziehung 1~) 

q - I  q-1  q - 1  

(53) ~ ~ O(modq), ~ , F ( h + Y ~ h ) = 2 " r F ( h ) - i - ~ , ( ~ . ~ ) F ( h )  
h~ l  h~O h----O 

,t) E.  Ja~obethal ,  a. a. O. s) S. 239. 
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gilt. F ~  ~, ----- 0 (rood q) sou 

(52a) f(e") =-fl(e') = --1, v -- 0 (modq) 

festgesetzt werden in T~bex~nstimmung mit 
q--1 q--1 .~(','-') = ~  c','-'-.~ = ~. ?- ./ - 1 .  

Die Beziehung (53) werde jet~ noch zweirngl'emgewendet: 
1. ~ ~ = 1 ,  F ( x ) =  e""" liefert sie 

" v " ( 5 3 . )  e"; ~ ,  e'('%~")= ( -~ ) ( - -  1)-~-q --{ - e""; 
4,=1 -- 

2. fiir ~ = No, g(x)  = e,~o~" liefert sie 

' - '  (~)V '-' ' - '  (5_3b) en',~e "(~oh'+"o~',= . ( - - 1 ) T q - t - ~ , (  -h' ~4"V~176 
4=1 hsO 

Wegen 
q--1 q--1 

-~ - )~ ,~ ' - s  ) 
4=0  q 

9--1 

k=O \ q / 

(~) l/c :- '  = 2e'" - -  1 ) T q  

(55) 

bZW. 

(56) f ( e ' ) =  'ql(~e'" (-~l)Tq-l-e-"1,~ffio ( ~ ) e  "~~ 

Ffzr g(e') bestehen keine genau entsprechenden Formeln: 
q--1 

(57) , ~  (~~ e(~,+_,vo~),, = 0" 
�9 \ q l  ' 

denn die Summe links nimmt ihren negativen Weft an, wenn h -  Nok 
eingefiihrt wird. Aus (57) folgt: 

q - 1  
(58) g(e') --=~'e "(lh~+~v~ 1 ~ 0  (modq). 

4=1  

erhiilt man dutch Su&tmktion und Addition von (53a) und (53b) 
q--1 

= 1).%'-g (era" -I'- ~--"), 
h = l  \ ~  

V h9--4 " - ( -  1)-'-, + . - ' - X ( - - ) ~ - '  f(e') 
�9 h u 0  q 



Uber die FAoosterman~hen Summon 8 ( u ,  v; q). 

Ist Z ein Chamk~r rood q, so let 

q - - l ,  
2:x( l~)  = 0 

WOI~US 

.lh ------ 1 (rood q), 
sonst 

q-1  
2 e '~2X (l) x(h) ----- (q -- 1)* "g 
/=:1 Z 

und 
q--1 q--1 

(59) = ( h ) :  
X h = l  h = l  
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folgt. Diese Form der Kloostennanschon Summen liefert flit u ~ v ~- v(mod q) 

I e-z  \~ 
1 1 2 ( Z % ( h ) , ' "  ) . ' - * 0  (modq). (59a) f ( e ' )  = q -  z \ h = l  - 

Hierin ist bekanntlich ~8) 

~-~X x (h) : .  <_ ~ .  

q-1 
l ~ q  in den verschiedenen Darstellungen 

legt die Bildung von f(e') ~ und 9(e ')  g nahe. 
Nach (58) ist: 

,,(Z+~o~ g (d )  _ ~ - i  __ _ - -  2 $~(1/~t+B~ lht+l+~V~ ' 
h=l 

q--1 q-- I  __ 
0 (d )  ~ ----.~ Z 8,(Zh'+~oth'+Z+~o]~, 

h = l  |----1 

und, wenn l-~/oh eingefiihrt wi~d, 
--~1 ~--1 _ _ 

g(d) ~= 2:~'~h+h~k+~'~, 
,~1  k~ffil 

if--1 

g(e')~= (1 + (-- 1) ~ )  q + ~ T g  (,"h+~'). 
h~ffil 

�9 q - - 1  

g(d')~ = ( I -  (--I)L~!) q +~,f(e,~h+~o~)), 
h = l  

(60) 

und 

(6Oa) 

�9 ~ 0 (mod a) 

~ 0  (modq) 

unter Beriickeichtigung der Festsetzung (52a). 

t~) E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie (Leipzig 1927), Bd. I, S. 189. 
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Schliei$1ich ist nach (53) 

q-l,- q-1 
h~O (~' -  4--~o e vh  (61) g(e~')'-~q'+'Z(he-4]9(e"a)---q'-F-a=o ~ q / ffi ~ ) f ' (  )' 

- ~ 0  (mod q), 
wenn man 

q--1 q-1 q-1 

(62) ~ f( e') = -- , ,~Yg ( e ')  = (-- 1)-i-q 
~'=~0 7,1=0 

beaehtet. 
.~hnlieh beweist man: 

(--1) - i - )  q + e-~') g (63) f ( . ' ) ' =  ( 1 +  '-~ - ' - ~  ' - ~  (-- 1)"V'q (e ' '  + , ~  f(e,(a+i)) 
h~=O 

q-1 q--1 
_= ( l _ ( _  l)e~l) q + ( _  l )Tq( , , , . .F  e-,,)*_F.~. 9(e,,(a+~o~) ) 

h==O 

und 
�9 q-1  '-' + 

(63a) f(e ')"-~q ( - -1)- i -q(e"+e - ' ' )  ~"L'~ ~ q ] 

q--1 q--1 _ 

: q  -F ( ,  1)'-Uq (e '" -{-e-")~-h=.~o ( ~ )  g (e" )  . 

A~ den gegebenen Darstellungen fiiz f(e ')  ~ mad g ( , ) t  ist bemerkens- 
weft, dal3 sie sich wieder in gewissen .f(e') und g(e') ausdriicken. 

w 
Da 14) 

~fq--1 
(64) Max ~0, ~; q)'-- 1~n I / Z  ~0, ~; q)'~ 

ft-t. co , ~-----0 

ist, kann die Ermittlung der genauen Gr6l~enoxdmmg dee S(u, v;q) in q, 
die ~ q eds ungerade Pri~,~h] noch aussteht, atd die Bestimmung der 
Potenmummen der E(u, v; q) zuriickgefiihrt werden. 

Um zu einem Ausdruck fdr 

1==0 ~----0 e~0 

l~) P61ya-Szeg~, Aufgaben und Lehrs&tze aus  der Analysis  (Berlin 1925), Bd. I ,  

S. 77, Nr. 195. 
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zu gehmge~ setze man in 

~-1 
~ , - s ' S ( 1 ,  ~; q) = qe ~, k ~ O  (mode)  
;t----0 

ein: 
k -- -_(kl~-  k, + . . .  + k,_x) (modq),  n ~ 2, 1 N k , N  q -- 1 

( v f  l, 2, ..., ~z--1), 

multipliziere mit e~+J, +...+~--, u n d  snmmjere iiber age k,. Es entsteht: 

q--l, 1,Z, ..,. g--1 

Z s ( 1 ,  ~; q)"= q Z ":'+"+"~+~'-"+"+'" +"-" 
~,=0 k~,k= . . . . .  ~.-~ 

g-1 
= ~ ~ s " " + / & + ' " + ~ - ' ' ~  

�9 - - 1  k l , J ~  . . . .  , / h~ - :  
s (rood g) 

q--1 

= q Z Z . ;~ ,+u  �9 +-~,-,,, 
r==l l ,  , l~ . . . . .  ~S~"z 

l~+~,+. , .+ |R -~ I  (mode/) 

Nach Ausfiihrung der Summation iiber v ergibt sich: 
q--1 

(65) .Z 8 (1, ~; O)" = q (q -- 1) M,-a -- q Mn*- ~, 
~=,0 

wobei M,_ a die Anzah] der I ~ u n g e n  1 _~ l , <  q --  1 ( r = l ,  2 , . . . ,  n - - l )  yon 

(66) I~l'+'"+l"-x=---l(modq)[~+. + Z . _ I ~  1 . 

trod ~r~_ 1 die Anzahl der L~sungen 1 ~ l r~q - -1  ( r = l ,  2, . , n - - l )  yon 

~ + ~, + . . .  + ~,_~ -= 1 [ 
(67) r,+ r.+.,. + r._,~x (modq) 
bezeiclmet. 

Dutch eine leichte Abz~hlung findet man, dab 

(68) M._I + M~*_~ ~ (g• ~)'-~-(-~)'-~ 

ist als Anradd der Zahlen l<~!,.~q 1 ( r=l ,  2, ..., n--1), die 

l, + l, + . . .  + l,,_, ----- 1 (mod q). 

,- '  g,~._, (~ -  1).-~+(_~)--~ (,, ~ ) .  (69) ~ B ( 1 ,  Z; q)" - - - - -  - -  

,t==O 
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Fiir n ----- 2, 3, 4 gelingt die Bestimmung yon M~_~ sehr leicht. Es ist 

~ , - -  1 +  , ~ > 3 ,  

denn ~ t + T , ~  l l l + t ' ~ l t i s t  ffirq>3nurimFalle(~ )=+1 16sbar. 

Bei festem l a ~  1 hat (66) flit n = 4 die L6sungen 

und 11 ~= 1, l~ ~ - -  I s (modq). 
1 i, =-- - -  l s , lg ------ 1 

D ie  beiden I~stmgapemre fallen nu t  f i ir  18 -=-- q - -  1 z u ~ m m e n .  Is t  I a ~ 1, 
so sind ( q -  1) L6mmgspe~re 

l 1 - - l ,  l, = - - l  ( 1 = 1 ,  2 , . . . ,  q - - l )  
vorhanden. Somit ist 

M d = 2 ( g - -  3) + 1  ~- ( g - -  1) = 3 ( g - - 2 )  
und i~) 

q--1 

~__~o8(1, 2; g ) '  = q ' - -  q .  

(70)  2os(1, q,§ 
q--t 
2 s ( 1 ,  a; q)' - -  2 q ~ -  3q, - 3q. 

~=0 

Der Limes' (64) ist hinsichtlich seines Verhaltens fiir grof~e q his jetzt 
nicht belrannt. ( 70 )  liefert jedoch, da 

1 

eine monoton  waohsende Funktion yon n ist16), 
$t 

~-~ - _ I ) " + L , , )  (71) 2 S(1, 2; q ) "  > 2 ~ (q 
~.*=0 

und au~erdem 
~ / e - ~  

(72) IS(l ,  a; g) l < V,~.  8(1' ,t; 'g)' < 2~g~, 

tb) Bei E., S. 89 findet eich nur o <~<_ffi ~[ B (1, w; q) t4 ~ 8 qs &bgeech~tzt. 
(te,~ml) 

m) a. a. O. '~) S. 54, Nr. 82. 

t~) V ~ m u t l i c h  je t  a u c h  .~ 8(1,~; q)gn<(Gq)B+x, wo C yon q unzbbhlta~ig ist .  
z--0 
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eine Abschiitzun~ die sich nur in der Konstanten yon der Abschtttzung (8) 
des Hen~n Esterm~nn unterscheidet. 

Zu einer ~weiten Darstellung der Summen (69) gelangt man, wenn 
man die Gleichungen 

q--1 

(73) Zf(e')"=q 2 ,'-~----/,~/ "(~) 
v=O Offi<b~,<q 

ht+...+A~--==O (modq) 

~i~ 0 (rood q), n ~ 1, gsnz 

(74) , ~  #, (e")" 
r ~ O  

=q Z 
b ~ + . . . + / ~ O  (modq) 

die sich nnmlttelbar aus (51) und (52) mit g = 2 ergeben --  o~enbar 
~.ber fiir age a ~ 0 (modq) gelten - - z u  

q-- 1 g - - 1  

~,mO " a - - 1  O--<k~<q 
hi+..  :+/ht wO(modq) 

zusammenzieht, n =  2 liefert in'(73) mid (74) 
q--1 
,~, f ( e " ) '  = q'~ - -  2q,  

~ 0  
~--1 

, 2  g ( . ' )  g = e 2, 

woraus herv.orgeht; dal~ in einer flit age v giiltigen asymptotischen Ab- 
sch~tzung 

o(#), 
�9 g ( ,  ) J  

p ~ -} sein mul3 (nach (72) ist p __< ~). 
Es sollen im folgenden noch einlge Summen, in denen f(e') und g(e') 

auitreten, gebildet werden, die wie (73) und (74) Zus~mmenhiinge mit 
Surnmen Legendrescher Symbole ergeben. 

Man stellt leicht feet, da6 z.B. 
g--1 ' ~--1 g--1 

h 
h,,..O 

@.1 ~-1 

(771 , ~ f ( e ' ) f ( e  ~" ) ~q.,__,~/~/',/-----/ ~-~/~',  4x (M-q 4~t'~/, 
r-----0 k--O 

(78) 
~-I ~-1 

�9 = .  : k q / 
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Die drei 8ummen, deren asymptotischea Verhalten in q bei Fragen 
der Verteilung der quadratisvhen Reste eine RoBe spielt ts), hrmgen unter- 
einander einfach ~,~mmen. Ihre wah~e Oz61$enozdnung ist im allgemeinen 
noch nicht bekannt, dagegen let sie im Spesialfall k----0 in (76) dutch 
Jaoobsthal 1,) 

57.(h+ h / 5 7 . ( h + ~ o A % / = ,  , q -  

bestimmt, die der Beziehung 

[ ~ [ 1 31 ~ r ,--1 i I  

,=.~O.(~)f(") j q'-L__Zo ('~)g('") j = 
0, q - 3 (rood 4) 
4q ~ q = l ( m o d 4 )  

entspricht. Auf weiteze (Gleichungen (76) his (78))'~hnllehe Formeln, d i e  
sich in grofler Zahl finden laseen, soil nicht eingegangen werde~ Vielleicht 
kann flit die Ermi'ttlung der, GzfiBenordnung der Snmmen Legendrescher 
Symbole die Kenntnis des Zusammenhangs mit den Kloostex~man~hen 
Snmmen yon Nutzen  sein. 

w 

Zum Schlufl eei noch darauf hingewiesen, daft f ( e ' )  und g (d )  primi~ 
rive Zalden des dutch Adjnnlrtion yon �9 + �9 -1 zum natiirlichen Rationa- 

!itAtsbereich ~ erweitex~en K6rpem vom Grade ~ eind, wp.-n q eine 

ungerade Pz~msald ist. Es geniigen also f(~') und g(e') je einex in 

irreduziblen Gleichung ~-~-ten Grades. 

Da nach einem bekannten Satz iiber zyklisehe Determinanten~~ 

a o - z  al . . -  %-1 
,-1 %_, a o - X . . ,  a,_, , (h,_4~_~/, 

~ o  (Z  - -  f ( e ' ) )  ffi - -  a h 

; a~ a 9 ... a o - - z  I 

ts) 1~. Hopt, a.a.O. 6). Der ~mmmtmhtmg mit dem dort~n Z(t) wkd etwa 
dutch die Formel 

,--1 ,--1 
/ tg+a  a A 

_ _  . . o , - , ,  

h t ~ e l l t ,  
to) ~t .O.~S)  S. ~ 9 - - ~ 0 .  
,o) O. Kowaleweki, Einflihrung m dieDetermi'mmtentheorie ( ~  i909"), 8.116. 
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oder unter beiderseitiger Abspsltung des Faktors 

x - -  f(e ~ --~x-F 1 ---- - - (% -I- a,--F . . . -Fa~_ 1 - - z ) :  

"(=)~ ~ L ~ ( x -  f(,'))J = 

:ist,~), st~llt 

1 a l . . .  ag-1 [ 

I a o - �9 ag_g 
�9 o , o 

7 ".: ".i. 
r ( ~ )  = o 

die irreduzible Gleiohung dar, der die f(e') geniigen. 

a h 
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Entsl)rechend findet man die irreduzible Gleichung fiir die g(e'), wenn 

---- ~ /  bedeutet. 

sz) Nach dem Hadamardschen Determinantensatz ist tibrigens 
q - - 1  

] ]  I f("")1 ~q4. 

(Eingegangen am 10. Januar 19310 


