Uber die Kloostermanschen Summen §(%, v; q).
Yon
Hans Salié in Leipzig.
Sei ¢ =1 eine positive ganze Zahl und

2ng

@ . e=e¥

g-te Einheitswurzel. Sei ferner (%, ¢) =1, dann gehért zu jedem ganzen
h >1 eindeutig ein ganzes %, so daB

(2) Rh=1 (modgq), 0<h<g
st
Bedeuten u, v beliebige ganze Zahlen, soist nach Herrn Kloosterman *)
(3) S(u, v;q) = D evhrok,
o<hZq
b, g)=1

Da die Summen (3) in den Untersuchungen iiber die Abschitzungen:
von Fourierkoeffizienten ganzer Modulformen und deren Anwendungen auf
die additive Zahlentheorie eine entscheidende Rolle spielen?), sei mir ge-
stattet, auf die Eigenschaften der S(w, v; ¢q) zuriickzukommen.

Es geniigt im folgenden, 8 (u, v; ¢) fiir den Fall

(4) g=2p" m21 ganz, p Primzahl
zu untersuchen; denn fiir jedes
(5) g=pMpM...pM Pt Dt +D,

kann man 8 (u, v; ¢) multiplikativ aus Summen (3) mit ¢ = pMr zusammen-
setzen. Es lassen sich nimlich”) bei jedem ganzen w zu jeder ganzen Zahl v

1) Acta math. 49 (1926), 8. 420. ,
_ ) Kloosterman, I) Acta math. 40 (1926), S.407—464; II). Hamb. Abh. V (1927),
8. 837—852. — Estermann, Hamb. Abh. VII (1929), S. 82—98 (kurz E. zitiert).

) E, 8.91.



92 H. Salié,
ganze Zahlen v,, vy, ..., v, finden, so daB
(6) 8(u, v;q) = I[8(x, v,; p;")

wird.
Bisher scheint nicht bemerkt worden zu sein, daB sich fiir

(1) g=p™ m>1gaz, p Primzahl, (u,¢)=(v,9)=1
8 (u,v; ¢) durch GauBsche Summen susdriicken liBt, woraus insbesondere

(7a) |8 (u,v;¢)] < OCVg, C unabhingig von u,v,q,
folgt.

Durch Herrn Estermann*) ist bis jetzt fiir alle ¢
(8) |8 (u, v )| <[ (5 q))] ot (u, )}

bekannt, wobei d(x) die Anzs.,hl. der positiven Teiler von « begeichnet.

In der vorliegenden Arbeit werden (§1) die S(u,v;q) nach dem
quadratischen Restcharakter von 4 und v eingeteilt. Die dadurch sich er-
gebenden Summen f(¢”) und g(¢”, N,) — N, ein Nichtrest modg — er-
weigen gich in manchen Formeln zweckméBiger als die beziiglich %, v nicht
getrennten S(u v;q). Vor allem tritt die Berechtigung der Aufspaltung
beim Beweise von (7a) zutage (§2, § 3).

Wenn ¢ Primzahl ist (§§ 4, 5, 6), gelingt zwar eine explizite Aus-
wertungvon f(¢”) und g(&”) durch GauBsche Summen nicht, wie es unter
der Voraussetzung von (7) moglich war. Doch lassen sich fiir die f(&")
Formeln aufstellen, die mit GauBschen Summen verkniipft und der Bauart
nach verwandt erscheinen.

Weiter zeigt sich, da8 f(¢”)® und g(e”)? linear darstellbar (mit Koeffi-
zienten <1) durch die f(2”) und g(¢”) sind.

SchlieBlich geben die mit f(e ) und g(e") gebildeten Summen Zu-
sammenhéinge mit Formeln, wie sie in der Theorie der Verteilung der
quadratischen Reste aufgestellt werden ®).

4 E., §.83, Vermutlich ist die Abschétzung (7a) in der Form
8wy 05 9)| <Cg¥**(u, ) ¢>0 belishig

fir alle ¢ giltig. Auf den Beweis dieser Abschitzung hoffe jch demnschst zuriick-
kommen zu kénuen. Der Haupteatz in K. II (siche auch E., 8.83) wiirde dann

L =0(n i)
lautern.,

.- %) E. Jacobsthal, J. £. d. r. u. angew. Math. 182. (1907), S. 288—245. — H Hopf,
‘Math, Zeltschr 82 (1930), S.222--231.
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§L
Alle‘ 8 (u, v;q) sind reell,_w.ie aus der Darstellang
(9) S(u,09)=1 = fir g=1
= (= fir =2
' .=Z'(8uh+ofb+£-(-h+§i)) fir g8
ochsd
Ak 2
=1
=22005%"(uh+’vl?)
. o<hs§"-
(th)-lv
hervorgeht, die fiberdies ,
(10) 8(—u, —v; ¢)=8(u,v;q)

zeigt. :
Unter den bekannten, fiir alle ¢ giiltigen Eigenschaften der S (v, v; ¢)
hebe ich hervor: '

- L. die Symmetrie-Eigenschaft:

(11) | 8(u, 9;9) =8(v, u; q) %)
2. (u,9) =1, v beliebig,
ag) 8(u,v;9)=8(1,uv;9) 7)
und entsprechend
(v, g) =1, u beliebig,
(12a) - 8(u,9,q)=8(1, uv; q);
3. v=-0 (mod q) '
(13) S(u,v39)= 3 tu(2).
i, @
4 (u,q)=1, v=0 (modg)
(138) S(u,v;,9)=p(g)
und =0, v=0 (mod g)
(13b) 8(u,v; ¢)=o(q),
- wobei u(gq) das Mdbiussche Symbol und ¢(g) die Eulersche Funktion be-
zeichnet.
* E., 8.89.

8.
D E, 8.87..
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Sel nunmehr

(14) fle)= D) et+h, g2,
‘ 0<h<q
&, g}=1
und
' (15) 9(5; No) = 2 8h+N°;s g=3,
O< k< g
(h, y=1

mit (N,, g) =1, N, quadratischer Nichtrest mod g.
Bildet man fiir jedes zu ¢ prime » f(¢") und g(¢’, N,) unter Beriick-
sichtigung von (12), so folgt:

(16) f(e)= D) evt+h = 3T gh+rth = (1, 4% ),
v<h<q 0<h<q
{h, @)=1 (h, gt=1

(A7) g(&, Ny = 2 evhtNoh) = Z ehtMarth — §(1, Ny»% q).

0<h<g O<hag
b, =1 (A, @)=1
Es ist also:
(u,9) =1, (v,¢) =1,
; NI § LGt »* = uv (mod g)
(18) Sl e “)’{‘gw, No), - Nov®=uv (mod g),

je nachdem sich » aus der ersten oder zweiten Kongruenz finden 138t°).
Offent wr ist )

(19) ™) =1(e"),  g(e7", Np) =g (e No)-
Die unter (12) bis (18) aufgefithrten Gleichungen setzen voraus, da8
mindestens eine der Zahlen %, » zu g teilerfremd ist. Wenn « und v mit ¢

einen Teiler gemeinsam haben, sind Reduktionen der S(u,v;g) méglich,
die jedoch nur fiir ¢ = p™, m =1 durchgefiihrt werden sollen.

§2
In diesem Abschnitt ist bestdndig :
'('2'0>) g=9", m2=2, p Primzabl

‘Die Zahlen

stimmen iiberein mit den Zahlen
r=0,1,2,...,p—1,

e T P P
TT oAy @y Uy eeey LT Ay

1% 0 (mod p);

®) Im allgemeinen nur bei pastend gewabltem N,.
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zu denen L »
h=T—r1"p""" (modg), m=2

gehoren, wie man durch Ak =1 (mod ¢) bestitigt.
Hierdurch 1a8t sich (3) in der Form

Lt LA YA )

(21) S(u,v;9) = ) evitel Ze
) o<l pm~1
1=£0 (mod p)
schreiben.

Die Summe iiber r ist stets Null, wenn % = 0 (mod p) und v == 0
(mod p) ist, also auch

(22) S(u,v;¢9)=07%, u=0 (modp), v»==0 (modyp),

und wegen (11) (oder direkt aus (21))

(22a) S(u,v;¢)=0, =0 (modp), v=0 (modp).
Sind % und v beide durch p teilbar, so ist nach Gl (21)

S(u,v;q)=p E' sul+ul~ps ¥ rv. g
O<lc<pm—? (p p 'p)
10 (mod p)

oder durch wiederholte Anwendung dieser Beziehung:
2 =0 (mod p*),

. m—k\ 10
(23) S(u v, 9)_1’ S(pk’ pk’ p ) )’ v = 0 (mod pk)’
1<k<m
und :
(23a) S(u,v;9)=p" —p" ™, . u=v=0 (mod q).

Es zerfallen die zu
uzk0 (mod ?), v£=0 (mod p)

gehorigen S (u, v; ¢) nach (18) fiir p > 2 in { ¢ (g) Funktionen f(e ) und
3@ (q) Funktionen g (¢, N,), wobei

y£0 (modp), 1<y

genommen werden kann, da (19) gilt. N, sei ein fester Nichtrest =0

(mod p). Bei Ubergang zu einem a.nderen Nichtrest Ny== 0 (mod p) er-

geben sich dieselben Funktionen g (e, N,) abgesehen von der Reihenfolge.
Nach (21) ist

o ra-min,
(24) g(er’ No) —_ 2 Pid @+N.h, 2 e
O<lcp™—?t r=0

10 {mod p)

"9 E, S.89.
1) E, 8.90.
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und
ik ’ﬂru-mv
(25) fe)= D eo+ide?
o<icpm— r=0

=0 (mod p)

oder, nach Auswertung der Summen iiber 7:

(26) 9(8’, No) = 0, p> 2; m g 2,
(27) f(e’) = Z’ ev(l+l-)’, p > 2, m ; 2.
<l<p""‘
{=m 1 (modp)

(27) ist nur der Spezialfall =1 der folgenden Gleichung

(28) f(e)=p" D el m>2:, p>2,
o<h<pm—¥
hwe 4 1 (modp®)
die durch InduktionsschluB von r auf -1 fiir alle = als giiltig erwieser
Wenn nimlich m > 272 ist, darf man in (28) die durch
0<h<p™", h=:+1(modp’)
gekennzeichneten Zahlen aufspalten in:

1=1,. ,p"‘"‘ -1,

(29) hA=Ii+rp™""? re0.12...,p_1, °»=%1(wmdp)
und A in der Form schreiben:
h=T—rPpm—2,
Durch Einsetzen von (29) in (28) entsteht: -
-1
(30) f(N)=p" D erth. Jlera-Tism-tlr 1y >a(z41])
Co<i<pn—T-1 =0
ime 31 (modpT)
-oder unter Beachtung von
-1 o .
’Z’ gr A~y —T=1yr p’tlsil (mod p +1)’
rm0 0 801181;,'
=i 1 (modp®)
(81)  f()=p"** 3 oth, m22(+1), p>2,
s l-il(a’;l-l)

- wodurch (28) bewiesen ist.
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Fiir gerades m ergibt t-—"—‘ in (28) eingesetzt, wegen h =1, p -1

(32) f(e)=p2(e"+) p>2 m=0(mod2)
_ 4nvy ‘V$0 (modp).
=27qcos P

Entsprechend entsteht bei ungeradem m fiir 2= m—1 mit

2
m—1 m-1
h=+1+4+rp? und h=%1—rp ¥ +7p™ *(modg) — r—volles
Resteystem modp —

-t . g B
fle)=p ["2“ et 35 ] |

r=0 r=0
=(3) T 0T p (o (- T ),
~d. h. es ist fiir m =1 (mod2), p>2
» 2(%)}’30055%?—, p=1(mod 4)
-

2(%)ygsin®2", p=3(mod4).

(33)

Zusammenfassend 148t sich sagen, daB im Falle
g=9p", p>8, Primzahl, m>2
nur die S(u, v;g) von Null verschieden sind, fiir die entweder

u=0(modg), v=0(modg) (vgl (24a)),
oder

(u, ¢} = (v, q) +:v’"”_1 ),
v 9 v q
pE0 (med L), Jasko (m°d<v 3)°

qusdratlschet Rest mod

%o
(w0, q) (u, q)
ist. Hinsichtlich der GroBenordnung gilt fiir alle S(u, »; ¢):

|8(u,v:0)| < 2¢¥(u, 9)t,  (u,0,9) +p™ 2.

1) Fir (u, q)—w, Q=p" "' ist S(u,v;q)=p "S<p.. ,»p.v.x:p)-

Mathemstische Zeitachrift. 34, 7
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§ 3.
Der Fall ¢ = 2™ erfordert besondere Behandlung:
m=1 8(u,v;q)=(—1)**",
(34) — e ) e g BTV c—(u+v)
m=2 S(u,v;q)=3"""}14 .

Fiir m > 3 gibtes 1 ¢ (q) = 2™~ * Funktionen f(¢*) und 2 (g) = 3.2™"2
Funktionen g(e”, N;). Sobald m 2 6 ist, sind auch hier alle

(85) g(e”, Ny)=0.

Beweis. Ist
(36) h=k+2™"*% m>21, 1>0 ganz, k ungerade,
so folgt

h=Fk—%"2"*(modg),
oder, falls 1=1, 2,3 genommen wird:

h=%—2"""{modg) - (A=1,2,3),
da %&*=1 (mod8) ist.
Setzt man nun (36) mit 1=1 in

(87 S, pu; 2™ = e"*#% 4 beliebig, ganz,
( P g
;;{'(fn%ds)

ein, so entsteht
(38)  SLw2™) =1+ (=D**Y D HreR m>a

1S hctm—1
h=1i{mod8)

Fir gerade o ist S(I, #;2™)=0, m > 2, was oben schon §2 zu
entnehmen ist. Sei nunmehr u ungerade. Wendet man (36) jetzt mit
A=2 auf (38) an, so wird:

(39) S 2™ =21+ 3 PR o m>4,

1Sh<oms
h=1(mod 2)
‘Woraus
(39a) " S(1,pu;2™)=0, pu=3(mod4), m=4
hervorgeht.

SchlieBlich werde fiir 4 =4« 41 in (39) die Substitution (36) mit
i =3 eingefiibrt, um
~1

u=t -
(40) S(1,,¢;2"‘)=4(1+,(—1) *) D &R m > 6, u=1(mod4)
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zu erhalten, d. h.

(40a) 81, u;2™)=0, 4 =>5(mod8), m=6,
(40b) 8L, p;2")=8 3 &% u=1(mod8), m> 6.
1S h<m—?
h==1(mod %)
Durch (39a) und (40a) ist (35) bewiesen. Aus (18) und (40Db) folgt:
(41) f(e")=8 2 P m26, »=1(mod2).
O AL IM—3 )
h=1(mods)

Fiir die weitere Berechnung von f(e”) brauche ich den folgenden
Hilfssatz. Ist

- (42) m=2t, h=2""T"—k, k=1 (mod2"Y),
so ist

(42a) h=—2""—F+g,2™ " (mod2™),
wobei

0 fiir k”sl(modZ’)
%=11 sonst
_ist.
Beweis. Es 1st

hﬁ_z__-z‘zm—31+ 2m—z(k_ 7;)_}_1_*_ kaﬂm—r—l__ kgkzm-l
=142"""(k—Fk)— g,-2™"%,

da m =27 und k=1 (mod 2) ist.
Nun folgt aus k*=1 (mod 2" %)

k—k=0,2"""(mod2"),
so daB also A-h=1(mod2™) und damit der Ausdruck (42a) als richtig

nachgewiesen ist.
Wird der obige Hilfssatz mit z = 3 fiir alle ungeraden %

2" < h<2™?
angewendet (o, ist dann stets Null) und in (41) verwertet, so entsteht:

(43) f(e") =8 2 (e"(h"'i) + e"’"'"'x’), m>6
O<hgam—9
A=< 1(mod4)
oder, wenn jetzt v = 4 bedeutet:
(44) f(b‘v) — 21—1 2 (sv(h-}—i)_i_e—v(h-ki)), m;2(r—~1).

O< h 2™~
A=+1(mode?—12)

Ich zeige durch vollstindige Induktion, daB (44) fiir alle <,
4 << T+ gilt,
7‘



100 H. Salié.

In der zweiten Summe der aus (44) folgenden Gleichung
(448) f(e’)=2'"1 2 (e"""’x)—{—e""("*i))

O<AG em—T—1
h=%1(mod2? 1)

+2t—1 2 (87(h+7|)_-._8—v(h+i))

I -T-le fg M ~T
A=+1 (modeT~?)

werde unter der Voraussetzung m > 27 (42) eingefiihrt, so daB
(45) Fery=2"t 3 [*R g R

O<h< W= —1
k=11 (mod ¥~

-I-(.—1)9"(6'(5"':’-}-e"("""_")], m> 21
wird, oder unter Benutzung der Bedeutung der g,
(46) ) f(e’)=2’ ‘ Z’ v (8r(§+5+8—v(h+l?)), m;2:
O<hcam—T—1
A== 1 (modg*—7)

eine Gleichung, die aus (44) durch Ubergang von r auf z 41 zu erhalten
ist. Die Angabe der endgiiltigen Formeln fiir f(z”) aus (46) macht nun
" keine Schwierigkeiten mehr:
. -1 -
a) m gerade, 1._%‘, es ist h=1 und h_z” —1, wozu h=1

-1
bzw. hE—2"""’---22 .—1 gehéren;

: (47) f(E') = 2?(627 + s_" -+ a"“'.’-"’ + 6-91'-—3"";:)

_ n !%14“ m=6, »=1mod2,
=2}/2qcos(‘—4—+(-—-1) T)’ m = 0 mod 2.
b) m ungerade; T = 2_1, m=>9
m-3 3‘ m-1
A=1 2% —1, 2% 41, 2% —1
"‘_-3 m-3 m-1
EEI, _2»!—8_2 2 _1’ 2m—8_22 +1’ .__2m-1_2£ __1’
m—1

(48) f(g’)= 2T(éiv+s«iv+ 28’37+8"“v+2£—27—5""r
+ £2r+'3"'—’9+8—3v—2"—11)
=272 qcos(‘t:"—f-%), vr=1(mod2), m=1(mod2), m=29

-1 r—1

=2(—1)" y2geos (§+(— 1)74;").
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Von den noch fehlenden f(s") stellt man leicht fest:
m=3, f(¢)=0 o
. fE) =42 2

m=4
m=25, f(e')=0
m=17, f()= ——32cos(%',1+’%).
Es ist stets
49) £ S2YFq fur alle g=2".

§4.

Es sei ¢ ungerade Primzahl. Zur Ubersicht werden die moglichen
Werte der S(u,v;¢) zusammengestellt:

u=0,vE0, 8S{u,v,9)= -—1;
u==0, v=0, S(u,v;9)= -—1;

N RGP v? = uv (mod g);
0, v==0, 'S(u’v'Q)__{g(s",No), v*=uv N, (modg).

Da im folgenden der einmal gewihlte' Nichtrest N, beibehalten wird,
soll (") statt g(e”, N,) geschrieben werden.
Mit Hilfe des Legendreschen Symbols

0, a=0(modg),

a\ o
(3)={ 1, aquadr.Rfast mod g
—1, a quadr. Nichtrest

kann man (14) und (15) in die Form

luéo, v=0, S(u,v;q)=¢g—1;

(50) ]

y Sh— vh
(51) (e >=;.=_50,’(‘ =)o,
(52) g(e") ==2 (Bt n

bringen, da fiir jede eindeutige Funktion F(z) mit der Periode ¢ die Be-
ziehung'?)
g-1

(89) a0 (modq) Y F(h+ih) = X F(h) +3 (M=) pa)

h=1 h==z 1

19 E. Jacobsthal, a. a. 0. %) S. 239.
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gilt. Fiir » = 0 (mod g) soll

(52a) f(e)=g(e")= —1, »=0(modg)
festgesetzt werden in Ubereinstimmung mit

S-S

h=0 h=0

Die Beziehung (53) werde jetzt noch zweimal -angewendet:
1. fiir A=1, F(2)=¢"*" liefert sie ‘

(53) e*-‘ge'""’+f’>—(—)l’( 1)"?1q+2( L PUS

2. fiir =N, F(a:)= g* oo liefert sie

(53b) asrg’ay(igh’uvoi’) _ — (___) v (— 1)";1q +Z( 4No) A

hA=1 h=0
Wegen ‘
R4\ e ST AN L k=4,
S o F O e =s S5,

~2e (Vi1

erhilt man durch S\ﬁtmktlon und Addition von (53a) und (53b)

(54) hé—:(_:_) bRy — (_;’_) (—-1)Tq(a”’+ 6—89)"
(55) f(e”) = ( )gs,]/(_ 1)g;_1q‘+s-‘9’§(m;4)s-h=
bzw. '

(56)  f(er) = ( )sgvl/ (— 1) 2 q+ 6—2'%'(_’{:-:;_1?9) A

Fiir g (") bestehen keine genau entsprechenden Formeln:

g—-1

(57) X (%) g+ Niy —

Re=1

denn die Summe links nimmt ihren negativen Wert an, wenn k= N,k
eingefithrt wird. Aus (57) folgt:

(58)  g(e) = 3 ertr+NiD, 1220 (modg).
AhA=1 :
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Ist y ein Charakter modg, so ist
—1, lh=1(modgq),

220w ={3

sonst
woraus
g-1 -~
Z e Ia0 (8 = (g~ Ve
und
1 g1 ¢~1
(59) 8w, vi @)= =7 > D (h)ew- Dy (h)e
x h=1 h=1
folgt. Diese Form der Kloostermanschen Summen liefert fiir « = v =1» (mod ¢)
1 o ’
(59a) &) =21 (Zx(h)e"'>, »==0 (modg).
. z h=1 .
Hierin ist bekanntlich!8)
g-—-1
| Sr®)er| <V

9-1 :
Das Auftreten von V{—— 1} 2 ¢ in den verschiedenen Darstellungen’
legt die Bildung von f(¢*)” und g(e")* nahe.
Nach (58) ist:

g—1 —-— .
g* I+ N0 g(e") = 3 e+ NoIR+1+NoD) |
h=1

g-1¢-1 <% b
g (e')’ = 28,(1h1+Nol_h=+l+N.,l),
k=1 =1

und, wenn ! =k} eingefiihrt wird,

Nt 05 S e e B
g(e") =3 Jerhih k+Nok),

also -

(60) 9(6')’=(1+(—1)q;21)q+§g(8""+7"); »==0 (modg)
und

(608) g(e7)’= (1- (—1)g:—1)q +§f(6”"'+”°i’)» »5=0 (modg)

unter Beriicksichtigung der Festsetzung (52a).

13) E. Landau, Vorlesungen iber Zahlentheorie (Leipzig 1927), Bd. I, S. 189.
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SchlieBlich ist nach (53)

(61) g(s)—q+2( )g(e“)—q+2( ““) £e™),
» %0 (modg),

wenn man
¢-1 11-,1 : g-1
(62) 2 1) ==Dg(e")=(-1)T ¢
y=0 r=0
beachtet.

Ahnlich Beweist man:

(63) f(")?= <1+(_1)q;) — (= 1) ¥ q(£2r+8-—27) +2f(ev(h+h))

h=0

= (1 — (- l)q; )q +(~ 1) 2 q(£2v +e20)® +Zg(€r(h+ﬂoh))

h=0
und

(638) £(e7)= g = (— 1T g (o8 6-47) 2( %) (e

gt (1) Pg(er g o) S A (o),

Ax den gegebenen Darstellungen fiir £(¢”)* und g(e*)* ist bemerkens-
wert, dal sie sich wieder in gewissen f(¢”) und g(e”) ausdriicken.

§ 5.

Dat4)
bid 1 X
(64) Max S (1, 4; q)’=”lim l/ S 8L, ;)™
. =44 A=0

ist, kann die Ermittlung der genauen GroBenordnung der S(w%, v; q) in g,
die fiir ¢ als ungerade Primzahl noch aussteht, auf die Bestimmung der
Potenzsummen der 8 (u, v; ¢) zuriickgefithrt werden.

. Um zu einem. Ausdruck fiir

281, 1:q)"= 2f< )"+2);’a<s )"

1=0 ) r=0

1) Pélya-Szegd, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis (Berlin 1925), Bd. ],
S. 77, Nr. 195.
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zn gelangeh, setze man in

e §(1,4:9) =gef, k=0 (modg)
ein: = v
k= — (ko kb +...+Fk_,)(modg), n>=2, 1Lk <qg—1
| (»=1,2,..,n—1),

multipliziere mit efstksto.thas’ und summiere iiber alle k,. Es entsteht:

a-1 1,2,..,.9—1
S8 aq) =g 3 “elthttha-ErEr o E)
i=0 Eirksserey Bna
g1 -_
=gq 2 Z’ ehitht . tlaa=7
yaxl Erskayoe.

13 ka—l
Rit+kyt...tkny=7 (Modg)

¢-1 : '
— qZ’ 2 erGtht A=)
= z,+l.+l.'.'.l1'-'z;l;’sl'f'(modq;
falls k = »}, (modg) (r=1,2,...,n —1) gesetst wird.

Nach Ausfilhrung der Summation iiber » ergibt sich:

g1 ‘

(65) S8 4a)"=a(q—1) Mn-1— g Mps,
wobei M, _, die Anzahl der Losungen 1< <g—1 (r=12,...,n—1) von
L+ +...41,_,=1
| L+ +I,_,=1
und M, , die Anzabl der Losungen 1<, <g—1 (r=1,2,...,n—1) von

N+t =1

(66) (modg)

(67) AT : (modyg)
L+t .+, _,=E=1
bezeichnet. T 5
Durch eine leichte Abziahlung findet man, da8
(68) TARRE A e e

ist als Anzahl der Zahlen 1<1, <g—1 (r=1,2,...,n— 1), fir die
L+l +...+1,_, =1 (mod g).
(65) geht durch (68) dber in:

) 80 EQ =M~ @D )T (a22)-
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Fiir n =2, 8, 4 gelingt die Bestimmung von M, , sehr leicht. Es ist
M =1,
qg= 3,

1’ .
n-{iiy, oo

L+hL=1 -
ii i _ 1} ist fiir ¢ > 3 nur im Falle (?3—)= +1 lésbar.
Bei festem [,==1 hat (66) fiir n =4 die Lésungen

lL,=1, l,=—

und- h (mod q).

=1, =1
Die beiden Losungspasre fallen nur fiir J, = ¢ — 1 zusammen. Ist I, =1,
so sind (g — 1) Losungspaare :
I, =1, l,=—1 (I=1,2,....¢—1)
vorhanden. Somit ist ' ' '

CMy=2(¢—8)+1+(g—1)=3(¢—2)

und %)
¢-1
2849 =g"—g.
<} RPAY N :_3 ]
(70) 280 49) =) +20,
. -1 '
ST8(1, 4;¢)* = 2¢° — 3¢° — 34.
A=

Der Limes (64) ist hinsichtlich seines Verhaltens fiir grofie ¢ bis jetzt
nicht bekannt. (70) liefert jedoch, da
. : 1

a-1 Y

< LR q)")

1 d=0 .
q

eine monoton wachsende Funktion von n ist1%),
: -1 i
(7) B L™ > 2 (- )
Axm0

und aunBerdem

Eyre i
(72)_ |81, 4; 9)| < '/‘gls(l’ L) < aiql,

1) Bei E, 8. 89 tindet sich nur z,; 18(1,w; g)|* < 84® abgeschitat.
0<wsEg

{s0,g=1)
) a.8.0. ) B. 54, Nr. 82.

. 1 ’
%) Vermutlich ist auch :g,“’ 8(1,4; 9)**<(Cq)**+*, wo C von ¢ unabhingig ist.
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eine Abschitzung, die sich nur in der Konstanten von der Abschétzung (8)
des Herrn Estermann unterscheidet.

Zu einer zweiten Darstellung der Summen (69) gelangt man, wenn
man die Gleichungen

g-1 | 2 __ 2 2 _ 2 8 __
) Frer=c X () EFT) (5
Ay+...+hy=0(mod @)

=0 (modg), n=>1,ganz

g-1

(74) Zg(ey "g Z . (hfquNo) (hf—a’No)..-(h:—a’N.,),

y==0 0Shy<g ? g g
hy+.. +h,=o(modq)

die sich unmittelbar aus (51) und (52) mit & =2 ergeben — offenbar
aber fiir alle « == 0(modg) gelten — zu
g1 q--l
g hi+a\ (hi+a he+a
(75 81, 4q)"=-1- 2 Sl B
\)é: )q_l;§ oghézq»(q)(q)(q)
At +ha=0(modg)

zusammenzieht. n = 2 liefert in'(73) und (74)

g-1
'é)'f(S’)’==qs—2q,

g-1
29(8')’ =gq°

woraus hervorgeht; daB in einer fiir alle » giiltigen asymptotischen Ab-
schitzung
f(e")

_g(s,)}=0(q”),

B3 sein mub (nach (72) st § < )

Es sollen im folgenden noch einige Summen, in denen f(e”) und g(¢")
auftreten, gebildet werden, die wie (73) und (74) Zusammenhinge ‘mit
Summen Legendrescher Symbole ergeben.

Man stellt leicht fest, da z. B.

(16) 2 e =V (- 1>— 2"“4 (£,

v'-O

(77) 2 f(e") f(e") =q Z_’ (L:i) (h—ip)

q

(78) 23“'/“(5) —-qZ(" —4) ((h A )

rm=0
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Die drei Summen, deren asymptotisches Verhalten in ¢ bei Fragen
der Verteilung der quadratischen Reste eine Rolle spielt!®), hingen unter-
einander einfach zusammen. Thre wahre Gré8enordnung ist im allgemeinen
noch nicht bekannt, dagegen ist sie im Spezialfall ¥ =0 in (76) durch
Jacobsthal 1?)

(S [ Femby_ o, 0= smols
o\ e fyef q 49, gq=1(mod4)

bestimmt, die der Beziechung

(S| +[ZEee]=fr, 12w

r=0 v=0

entspricht. Auf weitere (Gleichungen (76) bis (78)) dhnliche Formeln, die
sich in groSer Zahl finden lassen, soll nicht eingegangen werden. Vielleicht
kann fiir die Ermittlung der GréBenordnung der Summen Legendrescher
Symbole die Kenntnis des Zusammenhangs mit den Kloostermanschen
Summen von Nutzen sein.

§ 6.

Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, daB f(¢") und g(¢”) primi-
tive Zahlen des durch Adjunktion von ¢-}-¢~' zum natiirlichen Rationa-
litétsbersich R erweiterten Korpers vom ‘Grade g;;-_l gind, wenn ¢ eine
ungerade Primzahl ist. Es geniigen also f(¢”) und g(c”) je einer in R
irreduziblen Gleichung £>-ten Grades.

Da nach einem. hekannten Satz iiber zyklische Determinanten ®®)

Gy — % a, L. e, .,
¢-1 )
a ay,—2 ... QG 2
e -1 0 ‘g~ . th?-4
H(x—‘f(ﬁ'))—-— T ) a}.=( q,_)s
»=0

18 H. Hopf, 8.4.0. %). Der Zusammenhang mit dem dortigen y(c¢) wird etwa
durch die Formel

g(ﬁ;ﬁ) (’Lf_-qtff) =-1+ (%) g(%) (’%l) (h%é); ask 0 (mod g)
hergestellt,

19) a. a. 0. %) 8. 239—240. o
1) G, Kowalewski, Einfihrung in die Determinantentheorie ( Leipzig 1909), 8. 116
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oder unter beiderseitiger Abspaltung des Faktors
z—f(e®)=z2+1=—(a,+a,+...+a_,—2):

1 a ... @

ﬂ_;} 2 g1
. la,—a...
F(z)' = {]I(x—f‘(e'))} =. .a? : x . a.q—?.
r=1 e e e e e e e
1 a .Gy — X

ist?), stellt
F(z)=0
die irreduzible Gleichung dar, der die f(z") geniigen.
Entsprechend findet man die irreduzible Gleichung fiir die g(¢”), wenn

a, = (E’;;—%) bedeutet.

21) Nach dem Hadamardschen Determinantensatz ist iibrigens
. o

2

.
I sqt

r=1

(Eingegangen am 10. Januar 1931.)



