Bemerkungen zu einem Satze von S. Bernstein aus der
Theorie der elliptischen Differentialgleichungen.

Von
Eberhard Hopf in Berlin-Dahlem.

Man verdankt Herrn Serge Bernstein den folgenden bemerkenswert
allgemeinen

Satz!). Es ses
L(u)—A(x,y)azs—i-ZB(fc,y)azay-I-C'( ¥)5e=0

etne fir alle x, y elli ptz sche Differentialgleichung zweiter Ordnung;
A, B, C seien endliche Funkiionen von ., y, und die Form Ai*+2Biu+Cp°
ses stels elwa posiliv definit. Dann ist jede in der ganzen x-y-Ebene
beschrinkte zwesmal stetig differentiierbare Losung u(z,y) von L{u)=10
etne Konsianie.

Speziell fiir L (u)= + P “ enthalt dieser Satz das bekannte Theorem

von Liouville. Man kann versuchen den Bernsteinschen Satz nach ver-
schiedenen Richtungen in plausibler Weise zu veraligemeinern. Doch zeige
ich im folgenden durch Gegenbeispiele,

1. daB im Bernsteinschen Satze der Passus ,beschrinkte Losung* nicht
durch den Passus ,iiberall positive.Lésung“ ersetzt werden darf, mit an-
deren Worten, daB die entsprechende Verallgemeinerung des Theorems von
Harnack iiber in der ganzen Ebene positive harmonische Funktionen nicht -
richtig ist;

2. daB im Bernsteinschen Satze die Voraussetzung L{u)= 0 nicht
durch die schwichere Voraussetzung L (u) > 0 ersetzt werden kann?);

1) Vgl. 8. Bernstein, Uber ein geometrisches Theorem und seine Anwendung
auf die partiellen Differentialgleichungen vom elliptischen Typus. Math. Zeitschr. 26
(1927), 8. 551—558.
u  2%u

%) Im Spezialfalle L (u) = ot T I
leicht, daB eine in der ganzen Ebene beschrankte subharmonische Funktion eine Kon-

stante sein muB.

ist dies noch richtig. Man zeigt némlich
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3. daB der Bernsteinsche Satz fiir mehr als zwei unabhiingige Variable
nicht mehr gilt3). _
Zum Punkte 1. Wihlen wir speziell in L (u)
A(z,y)=1+ev, B(z,y)=1, OC(a, y)=ev,
so ist L(u)=0 elliptisch, da fiir 2>+ u® > 0 stets.

¥ EAY
Ai*+2Bip+ Ops;:lg-{—(le*—l—;ue ") >0
ist.
u(z,y) = e
ist eine iiberall positive Losung, da

L(u)=u{d—2Be? 4 C(e®*¥ —ev)} =0
ist. :
Zum Punkte 2. Unter Beibehaltung der eben gewihlten Bezeich-

nungen setzen wir
u(z,y)=e vy,

Dann ist stets 0 < # <1 und
L@ =u-{4(ZV+2B5 % +0(5)] >0,
da g% =y niemals Null ist.
Zum Punkte 3. Wir haben also
L(@)=u-p(zy), p(zy)>0.
~ Der Differentialausdruck in drei unabhingigen Variablen z, y, z

2%v

Alp) = 2%y 2% v
() =A(z. Y)5z +2B(%, 4) 75y +C (2, 9) s TP (2 9)5,
ist fiir alle Werte von z, y, z elliptisch, da fiir A*+ u”4-»*> 0 stets

AP+ 2Bip+ 0+ p¥*'>0
aunsfillt, Setzt man
v(z,y,2)=u(z,y)sinz,
so ist offenbar fiir alle z, y, z

A(v)=0, lv]< 1.
%) dedoch gilt bekanntlich der Satz von Liouville in beliebig viel Dimensionen.

(Eingegangen am 7. Juli 1928.)



