
Bemerkungen zu einem Satze von S. Bernstein aus der 
Theorie der elliptisehen Differentialgleiehungen. 

Von 

Eberhard Hopf in Berlin-Dahlem. 

Man verdankt Herrn Serge Bernstein den folgenden bemerkenswert 
allgemeinen 

Satzl). Es s~  

a~u ' 2 B ( x ,  ~"u C(x,  y ) ~  0 

eine ]iir alte x ,  y e l l ip t i s~he  Di//erentia~leichung zwdter Ordnun9; 
A,  B,  C seien endliche Funktionen yon x, y, und die Form A ;t ~ + 2 B ~ p + C t~" 
sei stets etwa positiv de/init. Dan~ ist ~ede in der ganzen x-y-Ebene 
beschrdnkte zweimal stetig diJferentiierbare Ldsung u ( x , y) yon L ( u ) ---- 0 
eine Konstante. 

Speziell fiir L (u) ~ ~ -t- ~ enthhlt dieser Satz das bekannte Theorem 

yon LiouviUe. Man kann versuehen, den Bernsteinschen Satz naeh ver- 
sehiedenen Riehtungen in ptausibler W~ise zu veraltgemeinern. Doeh zeige 
ieh im folgenden dutch Gegenbeispiele, 

1. daft im Bernsteinsehen Satze der Passus ,,besehriinkte LSsung" nicht 
dutch den Passus ,,iiberaU positive.L6sung" ersetzt werden daft, mit an- 
deren Worten, dail die entspreehende Verallgemeinemng des Theorems yon 
Harnaek fiber in der ganzen Ebene positive harmonische Funktionen n i e h t  
riehtig ist; 

2. dab im Bernsteinsehen Satze die Voraussetzung L(u)~---0 nicht 
dutch die schwiichere Voraussetzung L ( u ) ~  0 ersetzt werden karma); 

1) Vg]. S. Bernstein, Uber ein geometrisehes Theorem und seine Anwendung 
auf die partiellen Differentialgleichungen yore elliptischen Typus. Math. Zeitschr. 26 
(1927), S. 551--558. 

9) Im Spezialfalle L ( u ) ~ - - ~ - ~  ist dies noch riehtig. Man zeigt nttmlich 
]eicht, daft eine in der ganzen Ebene besehriinkte subharmonische Funktion eine Kon- 
stante sein muff. 
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3. daft der Bernsteinsche Satz fiir mehr als zwei unabhangige Variable 
nicht mehr giltS). 

Zum P u n k t e  1. Wiihlen wit speziell in L(u) 

A ( x , y ) = l + O ,  B ( z , y ) = l ,  C(x,y) f f ie-v ,  

so ist L ( u ) = O  eltiptisch, da fiir ~ + p ~ >  0 stets 

( " " ) '  

ist. 
u (x ,  y )  - -  e "- '~  

ist eine iiberall positive LSsung, da 

L(u) = ~ { a -  2Be,  + V ( e , , -  a)}  = o 
ist. 

Zum P u n k t e  2. Unter Beibehaltung der eben gewiihlten Bezeieh- 
mmgen setzen wir 

~ ( x ,  y )  = e - ' ( ' , ~ ) .  

Dann ist stets 0 < 6 < 1 und 

= . ( ~ ) ~ -  ~ +  , ~ j ,  
8u 

da ~-E----u niemals Null ist. 

Zum P u n k t e  3. Wir haben also 

L ( ~ ) =  ~.p(x,  y), p(x, y) > O. 

Der Differentialausdruck in drei unabh/ingigen Yariablen x, y, z 

a% , 2B(x,  " ~% ,O~v ,0% A(v)=A(x,y)-~-~--f- y)-gu y) ~-~ -4- P (x, Y) oZ' 

ist flit alle Werte von x, y, z eUiptisch, da .flit 2 s +  p~-4-vg> 0 stets 

A2~--t- 2 B~p + Cft~+ pv~> 0 
ausfiillt. Setzt man 

v(x,  y, z) = ~(x,  y).sin z, 

so ist offenbar fiir alle x, y, z 

A ( v ) = O ,  ] v [ < l .  

8) Jedoch gilt bekanntlich der Satz von Liouville in beliebig viel Dimensionen. 

(Eingegangen am 7. Juli 1928.) 


