Die Berechnung der Turnier- Ergebnisse
als ein Maximumproblem der
‘Wahrsecheinlichkeitsrechnung.

Von
E. Zermelo in Freiburg i B.

Schachturniere werden neuerdings immer in der Weise ausgefiihrt,
daB jeder Teilnehmer mit jedem anderen eine bestimmte Anzahl 4 von
Partien (gewdhnlich zwei mit wechselndem Anzuge) zu spielen hat und
dann die Reihenfolge der Sieger nach der Anzahl ihrer Gewinnpartien be-
stimmt wird, wobei eine unentschiedene (,Remis“-) Partie jedem der.
beiden Partner,immer als halbe Gewinnpartie angerechnei wird. Dieses -
Berechnungsverfahren, das alle gespielten Partien unabhingig von der
Reihenfolge gleichmifig beriicksichtigt und dadurch dem Zufall mdglichst
wenig Einfluf gestattet, hat sich in der Praxis anscheinend auch duarchaus
bewshrt, soweit eben nur die Refhenfolge in Betracht kommt, versagt
aber vollig bei abgebrochenen Turnieren (in welchen die Anzahl der ge-
spielten Partien nicht bei jedem Teilnehmer die gleiche ist) und liefert
auch bei durchgefithrten keine befriedigende gquantitative Bestimmung der
relativen Spielstirken, da es ganz. augenscheinlich der MittelmaBigkeit zu
gute kiime. So wiirde etwa bei k=1 ein Meister gegen n Stiimper dech

. . . . n(n—1 .
nur n Partien gewinnen, diese alle zusammen aber ‘( 5 .), jeder von
1

i’hner.l also. durchschnittlich i;——} und der Quotient der berechneten Werte

A = 52%1'1" wiirde sich mit wachsendem n der 2 néhern, der Sieger

=

“also nur etwa doppelt so hoch bewertet werden wie jeder andere. Zur
Behebung dieses Ubelstandes und zur quantitativen Verfeinerung des iib-
lichen Verfahrens sind in . der Schachliteratur verschiedene Vorschlige ge-
macht und diskutiert worden, u. a. von K. Landau!), die aber, so inter-

11914, 8. 192,
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essant sie auch in mathematischer Beziehung waren, gelegentlich zu para-
doxen Ergebnissen fihrten 'und bisher keine befriedigende Losung des
Problems ergaben. Im folgenden soll nun ein neues Verfahren der Turnier-
Befechnung entwickelt werden, das von den bisherigen Bedenken frei zu
sein scheint und namentlich auch. bei ,abgebrochenen“ und ,kombinier-
ten“ Turnieren zu' einem mathematisch bestimmten und allen verniinftigen
Anforderungen entsprechenden Ergebnisse fiihrt.

Unser Verfahren kommt darauf hinaus, da§ die relativen Spielstdrken
als Wahrscheinlichkeiten aufgefalt und so bestimmt werden, daB die
Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten des beobachteten Turnier-Ergebnisses
eine moglichst grofe wird.

§1.
Ansatz und Reduktion des Problems.

Jedem der » an einem Turnier teilnehmenden Spieler A, denken wir
uns eine positive Zahl u, als ,Spielstirke“ zugeordnet und nehmen- an,
daB diese Zahlen u,,u,, ..., u, sich wie jhre relativen Gewinnchancen ver-
halten. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB in einer bestimmten Partie A,
gegen A4, gewinnt, wird also gegeben durch den Bruch:

. Uy
(1) e = w v

Ist dann k,, die Anzahl der zwischen A, und A, gespielten Partien,
von denen wir hier?) annehmen wollen, da sie alle zur Entscheidung
kommen, g,, die dabei von 4, und g,, =k, —g,, die von 4, gewonnenen,
so wird, wenn wir die verschledenen Partien als ,,unabhanglge“ Ereignisse
betrachten, die kombinierte Wahrscheinlichkeit des auf A, und A, beziig-
lichen Teilergebnisses, daB nimlich 4, gerade g,, und 4, .entsprechend 9.,
Partien gegen den andern gewinnt, bis auf einen von u,, u, unabhiingigen
Zahlenfaktor o,, = (l;")v, auf den mich Herr Prof. Ostrowski freundlichst.

rs
aufmerksam machte,
g g
udrs u‘ r

e agOrs s r T
(2) Wyg == Upy” Usy —_(_———-—r,-l-u;)k”’

%) Bei allen praktischen Anwendungen beriicksichtigen wir die etwa vorkommen-
den unentschiedenen (,Remis“-) Partien durch die Fiktion, daB doppelt so viel Partien
gespielt seien, indem wir jedem Spieler jede tatsiichlich gewonnene Partie als doppel-
gen und jede uneéntschiedene als einfachen Gewinn anvechnen. Dies entspricht genau

- der im Eingang erwihnten herkdmmlichen Za.hlung der Remis-Partien als halbe Ge-
winnpartien.
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und somit die Wahrscheinlichkeit des durch die Matrix g,,. bestimmten
Gesamtresultates das Produkt aller dieser Wahrscheinlichkeiten

) 4,92 In
ul 'tl: -..un

(3) W = H'N, W— di(ul, “ray uﬁ),
WO

8kr |
(4) g = 2 9rs

immer die Gesamtzahl der von A, gewonnenen Partien bezeichnet und das
Produkt JI' iiber alle Kombmatlonen r,8 mib r s zu erstrecken ist.

Die (nicht negatlven) Zahlen u,, ..., u, sollen nun so bestimmt wer-
den, daB8 @ (u,, ..., u,) moglichst groB und damxt das beobachtete, durch
die Zahlen g,,..., g, bestimmte Turnier-Ergebnis méglichst wahrschein-
lich wird?). o

Da & in bezug auf die Variablen %, homogen von der nullten Di-

mension ist, also nur von ihren Verh&ltnissen abhiingt, so kdnnen wir
o. B. d. A. annehmen, dal

(5a)

D=
B
AN

I
e

r

ist, wihrend gleichzeitig fiir alle »
(5b) u, > (r=1,2,...,m)

o

vorausgesetzt wird.

Der durch (5a) und (5b) bestimmte Bereich % der %, ist endlich
und abgeschlossen; in ihm ist die durch (3) als Wahrscheinlichkeit defi-
nierte Funktion @ iiberall <1, besitzt also eine endliche obere Grenze
w<1; dabei muB

- 1\N
(6) w;@@“”1;6>>0
sein, wo
. 7 r=8
(7) N=3g =3k,
=1 7.

die Anzahl aller iiberhaupt gespielten Partien ist. Nach Weierstral gibt
es in B mindestens einen Punkt § mit den Koordinaten i, ..., #,, in
dessen Umgebung der Wert @ von @ approximiert wird.

n?

Wir miissen jetzt die beiden Fille unterscheiden, daf § im Innern
oder auf dem Rande von B liegt.

3) Dieser Ansatz ist einem insbesondere in der Gastheorie hiufig angewendeten
Verfahren analog. '
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Fall 1. § liege im Innern von 9B, d.h.
Zﬂ‘éi,<1 und %, >0 (r==1,2,...,n).
r=1

Dann ist @ stetig an der Stelle § und es wird
P?(q)=w
das Maximum von @ in B. Da @ dann in q zugleich auck nach allen

Variablen differentiierbar und von Null verschieden ist, so miissen auch
die partiellen logarithmischen Ableitungen simtlich in § verschwinden, d. h.

>ﬁ r 14

Up + % ur
oder

’ Uy . . -
(8) Zk”m:gr fiir 7‘———1,...,",

wobel die Summe 2’ iiber alle ¢ < zu nehmen ist. Wir erhalten also
ein System von n homogenen algebraischen Gleichungen zur Bestimmung
von @,,"..., %, oder vielmehr ihrer Verhiltnisse %, : %,.

Durch Addition der n Gleichungen (8) erhilt man wegen

u, +«Z+ur+u: =1

die Identitdt (7) als Ausdruck der zwischen den Gleichungen des Systems
bestehenden Abhéingigkeit ’

Da k,,u

nenen Partien darstellt so bedeutet das Glelchungssystem (8), da88 bei
der unserm Ansatze entsprechenden Bewertung der Spieler die wahrschein-
liche Anzahl der von einem Spieler gegen alle tibrigen Spieler zu gewin-
‘menden Partien gleich der Anzahl der wvon thm wirklich gewonnenen ist.

Fall 2. §q liege auf dem Rande von B derart, dafl alle
%, >0 (r=1,2,...,2),

— die ,,wahrscheinliche Anzahl“ der von 4, gegen 4, gewon-

“aber }
S =1
r

ist. Da nun aber die Funktion @ in u,, ..., w, homogen von 0-ter Di.
mension ist
(9) Dhuy, ..., 0u,)=D(u;, ..., u,),

s0 wird der Grenzwert w dann fiir 0 <1< 1 auch im JInanern von B
approximiert und damit der Fall 2 auf den Fall 1 zurijckgefiihrt.
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Fall 8. Der Punkt § liege auf dem Rande von 9B derart, daB
(10) e, =u6,...5,=0

wird, d. h. daB mindestens ein &, = 0 wird.

Ist z. B. &, =0, wihrend alle iibrigen #, > 0 sind, so ist der Nenner
der Funktion & an der Stelle § von Null verschieden. Also mufl auch
g, = 0 sein, da nach (3) sonst P eine Potenz ' von u, als Faktor enthielte
und daher w an der Stelle § anstatt des Wertes # > 0 die Null appro-
ximieren wiirde. Ist umgekehrt g, =0, so erscheint , in (3) nur im
Nenner, und zwar in allen Faktoren u, -+ u, als positiver Summand, der
den Quotienten verkleinert, muf sich also bei der Approximation der
oberen Grenze % seiner eigenen unteren Schranke 0 nihern, d. h.
%, = 0. Nach unserem Ansatz wird also ein einzelner Spieler mit der Spiel-
stirke 0 bewertet dann und nur dann, wenn er als einziger im Turnier
alle seine Partien verliert ¢).

Seien jetzt allgemein®) bei geeignet gewshlter Reihenfolge

M1=—2=...'=ﬂp=0; EP+1, ap+2""’ﬁn>0‘
Dann folgt wie im Spezialfall, daB @ in (3) keinen Faktor der Form
Uy

Yy = Uy + U
ihm @ bei der Approximation an die Grenzstelle § der Null nadhern miiBite,
was wegen (6) % > 0 unmoglich ist. In diesem Falle miissen also alle
g,,=0 sein fiir r < p < s, d. h. wir haben eine Einteilung aller Spieler
tn zwet Klassen derart, daf3 jeder Spieler A, der ersten Klasse gegen
keinen Spieler A, der zweiten Klasse in dem Turnier eine Partie gewinnt
(sondern alle etwa gespielten Partien verliert).

fiir r <p < s enthalten darf, weil sich sonst dieser und mit

Hat umgekehrt das Ergebnis des Turniers zu einer solchen Klassen-
bildung {A4,, 4,} mit g, =0 gefiihrt, so miissen bei der Approximation
von @ durch © alle u_, die den Spielern A, der Unierklasse zugeordnet
stnd und fiir wenigstens ein 8> p die Bedingung k., >0 erfillen
(d. h. sofern die A, iiberhaupt gegen die A, gespielt haben), sich der Null
ndhern: ¥, = 0.

Um dies zu beweisen, zerlegen wir die durch (3) definierte Funktion &
in drei Faktoren

(11) D(u)= @1(%)'45& (ua) ¢1,2 (u,,w,),

4} Dieses Ergebnis ist nur scheinbar paradox, da kein Spieler bei noch so ge-
ringer Spielstirke sohlechter absohneiden kénnte. Vgl E. Landau a.s. 0. 8. 201.

5 Der Fall, da8 alle %, =0 sind, kénnen wir wegen der Homogenitiit (9) von @
ausschliefen.
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wOo ) '
4:' uﬂr r” uﬂr'r 8:1;8 ugul uﬂ,t' F3
(el 8 3
o w)= [ ——%= )= [ ——,
1ZEnrsy (u, +up) p+1$s.a’$n(u-'—'"u*')

12(“#“)‘ _IZ ]I(ur+u, »

r=1 g=p+1
da nach der gemachten Annahme wegen g = 0 Faktoren u, , gar nicht
awftreten.
Ersetzen wir. jetzt alle », mit r <p durch du,, wo 0 <A< 1 ist,
so bleiben wegen der Homogenitit ¥, und &, ungeiindert, wihrend &, ,
iibergeht in

(12) ‘(lg'—]]‘ H (1u,+u,) —Ql,a(i'u,-; u3>-

r=1 g=p+1

Angenommen, an einer Approximationsstelle § von @ sei eine der
Grofen %, >0 (r < p) mit k., >0, dann wire wegen i >0

oA Uy -+, )k”
4)1 g (1 %y -+ Uy ? »
wo der Quotient rechts bei der Anpiherung an § sich wegen %, >0,
A<1, und k,,> 0 dem Werte:

( T+ % )""

AUy + Ty
-nihert; es wire also in §

(i.)
2> Dy o

und demnach
(13) lim ®(lu,, ..., u;

p’u

1 cees %) > lim D(uy, o, u,) =

im Widerspruch mit der Definition von .

Es folgt also, daB fir »r <p alle @, =0 sein miissen, fiir die
mindestens ein &, >.0 ist.

Bei der Approximation von § durch g strebt dann D, , gegen 1, da
hier nur solche w, mit k,, > 0, fiir die %, = 0 wird, wirklich auftreten.
Demnach wird #% von & dann und nur dann approximiert, wenn @, (u,)
und D, (u,) unabhingig voneinander moglichst grofi werden.

Um also die verhiltnismaBigen Spielstirken der Spieler einer Klasse
untereinander zu ermitteln, geniigt es, unseren Ansatz auf das Teilturnier
anzuwenden, welches aus dem Gesamtturnier durch Beschrinkung auf die
Spieler dieser einen Klasse entsteht.

Damit wird unser Problem auf solche mit kleinerer Spielerzahl zuriick-
gefiihrt, die wieder entsprechenden Rednktionen unterliegen, bis man schlie§3-
lich zu ,irreduziblen“ Problemen gelangt, fiir die dann alle #, >0 sind
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und daher die durch Gleichung (8) ausgedriickte Losung des Falles 1 Giiltig-
keit hat.

Wir zeigen zunichst, dal die Zerlegung des , Gesamtturniers® 7' in
irreduzible Teilturniere oder ,Primturniere” C,, C,, C;, ... eindeutig
ist. Die einem solchen ,Primturnier® angehtrende Spielergruppe C ist
nimlich charakterisiert durch die Eigenschaft, daB alle iibrigen zu T ge-
hérenden Spieler in zwei Gruppen P und @ zerfallen,

1) T—P+C+q,

wobei kein Spieler von P gegen einen von C oder § und kein Spieler
von ( gegen einen von @ eine Partie gewinnt, wihrend snnerhalb C keine
Einteilung in zwei Klassen ¢, 0" von der angegebenen Beschaffenheit méglich
ist. Ist nun

Tlf: TI ‘+_ TII

irgendeine Klasseneinteilung des Gesamtturniers, bei der kein Spieler
von T’ gegen einen von T" gewinnt, so zerfallen dabei auch P und @
in je zwei Klassen

P=P 4P, Q=@ +¢"

wo P'ond Q' zu 7', P und Q" zu T" gehbren, wihrend C ganz zu
T’ oder ganz zu T” gehort, da sonst

CZO’—*—C”

zerlegbar wire gegen die Annahme. Wird also bei fortgesetzter Zerlegung
des Turniers immer derjenige Bestandteil weiter zerlegt, der mit C auch
nur ein Element gemein hat, so muf der schlieBlich iibrigbleibende unzer-
legbare Rest O* das ganze C enthalten, und ebenso umgekehrt C wieder c*,
d. h. = C%, und die Zerlegung (in Primturniere) ist somit eindeutiy.

Ist C, irgendein von C verschiedenes Primturnier, so liegt es ent-
weder ganz in P oder ganz in @, da es sonst zerlegbar wire, oder beliebig
in einem von beiden, sofern nimlich C und.C, gar nicht miteinander ge-
spielt haben.

§ 2.

Die eindeutige Liosung des irreduziblen Problems.

Wir beschrinken uns zunichst auf den ,irreduziblen® KFall, setzen
also voraus, da8 eine Einteilung aller Spieler in zwei Klassen unmoglich
ist, bei der kein Spieler 4, der Unterklasse gegen einen 4, der Oberklasse
auch nur eine Partie gewinnt, bei der also fiir jede solche Kombination 7, s
immer g, — 0 wire. Dann kann, wie aus den Betrachtungen des §1
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hervorgeht, bei keiner Approximation der oberen Grenze i irgendeiner

e

der Quotienten ;4— sich der Null niherr (wobei einige, aber nicht alle
%, = 0 wiirden), gondern es kann nur einer der Fille 1 und 2 vorliegen,
wo i als das wahre Maximum der Funktion & fiir ein System positiver
Werte u, = %, > ( tatsichlich angenommen wird. Fiir solche Werte u,
gelten also auch die Gleichungen (8), die wir jetzt in der Form schreiben:
(8a) xzvlk,t,—"r—u_;E=g,_ fir r=1,2,...,n,

und die Existenz einer positiven Losung u, — u, > 0 ist fiir den ,irredu-
ziblen“ Fall damit bewiesen.

Um aber auch die Esndeutigkeit dieser Lésung zu zeigen, bedienen
wir uns einer leicht herleitbaren Hilfsformel. Durch Summation der
Gleichungen (8a) iiber r=1,2,...,p, wo 1 <p<n ist, erhalten wir
namlich unter Beriicksichtigung der Identitit

u U,
e LA . ° = =
- - L”’ur'i‘ u, 1 k!r %, + U, krt klr
die Formel
'1
(15) ) Zlk)fu J_ul—Zgl b}d l'? p_Kp:;’pZO’
,=:1 t=pt 18D

in der die rechte Seite den UberschuB 7 der von den Spielern 4,, 4,,..., 4
iiberhaupt erzielten Gewinne iiber die Anzahl K, der zwischen ihnen ge-
spielten Partien, also die Anzahl der von ihnen gegen die 4brigen Spieler 4,
gewonnenen Partien ausdriickt, die im ,irreduziblen“ Faile, wo eine
‘Klasseneinteilung mit g,, = 0 ausgeschlossen ist, immer positiv ausfillt.

Angenommen nun, es seien u, und wu; zwel wesentlich verschiedene
positive Losungen des homogenen Gleichungssystems (8a), d. h. solche, die
sich nicht nur durch einen gemeinsamen Multiplikator ¢ unterscheiden, so
konnen wir sie beide gleichzeitig auf die Summe 1 normiert denken

(16) Uy =

t=1 4

ok
Iba

ul =1

und die Reihenfolge der u, so wihlen, daB die ersten p dieser GréBen
kleiner, alle iibrigen aber groBer oder gleich den entsprechenden Werten u,/
ausfallen, also

(17) w,<w und w,=wu; fir 1<r<p<s<n
wird. Dann folgt fiir jede solche Kombination r, s

u, _w!
(17a) . < ur
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sowie

u, u!
(17b) w,+ u, < u!4+u!

und daher auch

(18} ‘S—.’ Z’k?su - 25 <2 Zktsu’iu'

r=1 s=p+1 r=1 g=p-+1
‘im Widerspruch mit (15), sofern auch nur eine der Zahlen k, > 0 ist,
d. h. sofern die Spieler 4 mit den andern A, iiberhaupt gespielt haben,
was wegen k, > g¢,, > 0 im irreduziblen Falle immer zuirifft.

Durch die Gleichungen (8a) sind also im betrachteten Falle die Ver-
héltnisse der (positiven) Grolen u, eindeutig bestimmt und jede positive
Losung des Gleichungssystems mufl als die einzige Losung des srreduziblen
Problems auch das Maximum @ der durch (3) definierten Funktlon D (u)
liefern.

Mit Hilfe der Formel (15) 1Bt sich aber noch eine wichtige Eigen-
schait unseres Losungssystems herleiten. Wir betrachten wieder zwei ver-
schiedene positive Losungen , und w, der Gleichungen (8a), die wir uns
gleichfalls gemiB (16) normiert denken, die aber zu zwei verschiedenen
Verteilungen der Gewinnzahlen g, und g/, d. h. zu verschiedenen Turnier-
Ergebnissen gehoren moégen. Auch hier denken wir uns wieder die Reihen-
‘folge so:gewihlt, daB fiir r < p <s die Beziechungen (17), (17a) und
(17b) gelten®). Dann erhalien wir, da nach unserer Annahme immer
fore = k;, die Anzahl der gespielten Partien beidemal die gleiche sein soll,
wieder die Ungleichheit (18) und somit auch wegen (15)

(19) =g+t - tHp<mtat.. +ep==0.

Es muB also bei jedem Ubergang von einem Turnier-Ergebnis g,, zum
andern g/, die Gesamtsumme aller Gewinne fiir diejenige Spielergruppe A,
wachsen, deren normierte Spielstirken u, zunehmen. Angenommen nun,
‘bei einem solchen Ubergange sei g, die einzige zunehmende g,< g,,
wihrend sonst immer g, >g, sein soll. Dann muB g notwendig in der
Teilsumme G, vorkommen, d. h. ¢ < p und %, < %, sein und die. relative
(normierte) Spielstirke eines Spielers A, wird dadurch notwendig ver-
grofert, dafl er bei sonst ungedinderten Ergebnissen eine einzelne Partie
gewinnt, ansialt sie zu verlieren ®).

8) Den Fall, wo alle u, =,/ sind, kdonnen wir a.usschheﬁen, wexl wegen (8a)
sonst auch alle g. =g, waren, gegen die Annahme.

) Die Wichtigkeit dieser an eine brauchbare Bewertungsmethode zu stellenden
Forderung betont E.Landau a.a. 0. § 3, wo er auch zeigt, daB sie in den von ihm be-
handelten bisherigen Losungsversuchen des Problems nicht durchweg erfiillt ist.
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§3.

Die Losung des allgemeinen Problems.

Nachdem fiir den ,irreduziblen® Fall die Existenz einer eindeutig
" bestimmten Losung erwiesen ist, handelt es sich nun um die Frage, was
sich daraus fiir den allgemeinen Fall ergibt. In § 1 haben wir gesehen,
wie das Gesamtturnier 7 esndeutsg in irreduzible Teilturniere C,, C,, ...
zerlegt werden kann. Fiir die Spieler jedes solchen ., Primturniers“ C sind
also. nach § 2 die gesuchten ,Spielstirken“ als Verhiltnisse positiver Zahlen
bestimmt. Es seien C,, C, zwei verschiedene irreduzible Teilturn ~re der-
art, daB kein Spieler von C, gegen einen von C, gewonnen, aber wenigstens
einer 4, von C, mit einem A, von C, gespielt {(und also verloren) hat.
Dann muB wie wir §1 gezelgt haben, die Spielstirke von 4, im Ver-
haltnis zu der von A4, verschwinden, und das gleiche muf auch fiir alle
Spieler von C, gegenuber allen von C, gelten, da die Quotienten der
Spielstirken in jedem irreduziblen Teilturnier endlich und von 0 verschieden
sind. Wir schreiben dann C, < C,.

Ist nun

{20) T=P‘}‘C1":_Q

die fiir das Primturnier C, charakteristisché Zerlegung des Gesamtturniers
von der Form (14), und ist C, < C,, wobei Spieler von ¢, mit solchen von
C, wirklich gespielt (und verloren) haben, so muB C, in @ enthalten sein,
da keiner von P gegen einen von O, gewonnen hat. Ist O, < C; im
Sinne unserer Definition, so kann C,; nicht in P enthalten sein, weil kein
Spieler von P gegen einen von @ = C, - Q' gewonnen hat und doch C,
gegen C, gewonnen haben soll. Vlelmehr liegt O, ganz in ', also in @,
und kein Spieler von C, kann gegen einen von C; gewonnen haben. Bildet
man weiter von C, ausgehend eine Kette von Primturnieren C,, C,, ..., C,,
fiir die sukzessive

01<C‘3’ Cs < 03’ Tt Ct—1<0t

sein moge, derart, daB jedes gegen das nachfolgende gespielt und ver-
loren hat, so ergibt sich durch vollstindige Induktion, daB alle auf C,
folgenden in @ enthalten sind, also kein Spieler von O, gegen einen von
C, gewonnen haben und mithin sicher nicht C,< O, sein kann. Da also
zyklische Ketten dieser Art ausgeschlossen sind, so kann man festsetzen,
da jedesmal, wo C; < C, und C, < C, ist, auch C; < C, sein soll, ohne
daB bei dieser erweiterten Deﬁmtlon jemals glezckzeztzg C;<C, und
C, < C; werden konnte. Durch diese Festsetzung wird also die Menge
der ,,primitiven Teilturniere“ oder ,Primturniere“ C; im Sinne von
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Hausdorft 5) .teilweise geordnet“, und jedesmal, wo C, < C, ist, mull bei
der Approximation der oberen Grenze i¢ jeder Quotient % [u , wo der
Spieler 4, zu C; und 4, zu O, gehort, nach Null konvergieren, d. h. alle
Spieler von C; sind unendlich gering zu bewerten gegen alle von C,.
,Vergleichbar“ in dem Sinne, daB entweder C; < C, oder C, < C; aus-
fallt, sind also zwei primitive Teilturniere C; und C, einmal dann, wenn
zwischen ihnen iiberhaupt Spiele stattgefunden haben, weiter aber auch
in dem Falle, wo zwischen ihnen eine liickenlose Kette von primitiven
Teilturnieren C,, C,,... eingeschaltet werden kann, in welcher je zwei
aufeinanderfolgende miteinander gespielt und jedes gegen das vorangehende
gewonnen haben:
C,< 0, <C<...<C,.
Als. ,unvergleichbar® gelten dagegen nur solche Paare von primitiven
Teilturnieren, fiir die eine solche Kette nicht existiert. So wiren z. B. im
Falle dreier Primturniere C,, C,, C, die beiden ersten miteinander wnver-
gleichbar, wenn sie beide gegen C, gespielt und gewonnen oder beide
gegen C, verloren, aber unter sich gar nicht gespielt haben sollten. Von
dem so charakterisierten Falle der ,Unvergleichbarkeit“ abgesehen, der
durch die Natur der Sache gegeben ist, liefert uns aber unser Wahr-
scheinlichkeitsansatz stets eine eindeutig bestimmte Losung.
Wir beweisen nimlich folgenden

Satz. Im allgemeinsten Falle eines tn die trreduziblen Teilturniere
C,, Gy, G, ..., C,, zerfallenden Turnieres T wird die obere Grenze i der
Turnier-Wahrscheinlichkeit @ (u) approximiert, indem man 1. die ver-
haltnismdfigen Spielstirken w,:u, der zu jedem Primturnier C; gehoren-
den Spieler so wihlt, daf die auf C, bezogene Teilfunktion ®;(u), also
die Wahrscheinlichkeit des auf C; beschrinkien Teilergebnisses, thren
Mazimalwert @; annimmt, und 2. fir je zwed Primiurniere C; und C;,
welche der Bedingung C; < C; geniigen, alle Quotienten u,u, der Spiel-
stirken eines Spielers A. aus C; und eines Spielers A, aus C; nach Null
abnehmen laft.

Zum Beweise benutzen wir die Tatsache, daBl jeder= Faktor des Pro-
duktes @ (%) von der Form ist:
o udreydsr
(2) T )
wobei die entsprechenden Spieler A, und A4, hichstens zwe: verschiedenen
Primturnieren C; und C; angehbren konnen. FaBt man nun alle diejenigen
Faktoren w,, za einem Teilprodukte &;(u) zusammen, fiir welche beide

%) F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Kap. VI, § 1.
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Spieler demselben Primturniere C; angehoren, so erhdlt man genau die
Wahrscheinlichkeit w, fiir das auf C; bezogene Teilergebnis, und diese
besitzt dann, weil O irreduzibel ist, bei geeigneter Wahl der in &, vor-
kommenden relativen Spielstirken u_:u, ein wahres Maximum &, (&) = r,.

AuBerdem enthélt aber & (%) noch solche Faktoren w, , fiir welche
die Spieler A  und A, zwei verschiedenen Primturnieren C und C; an-
gehdren. FaBt man also fir jede Kombination ¢, ; die entsprechenden
Faktoren w,, wieder zu einem Teilprodukte &, (%) zusammen, so ergibt
sich fiir die Gesamtfunktion folgende Zerlegung:

(21) @ ()= I 2,()- 1] 9, (u).

- Ist nun u, = @, irgendeine, etwa die anf die Summe 3,%,=1 der vor-
kommenden Variablen normierte Losung des auf das ¢-te Primturnier C,
reduzierten Maximumsproblems

@, (%) =, > By (u),

so entsteht die allgemeinste Losung desselben Teilproblems durch Hinzu-
_fugung eines beliebigen positiven Faktors o,, da auch ®,(%) in bezug auf

-~

'die vorkommenden %, wieder homogen von 0-ter Dimension ist:

Fiir ein beliebiges System der o; wird also das iiber ¢=1,2,...,m
gewonnene einfache Produkt in (21) durch den Ansatz u, = o,#, seinen
Maximalwert @, @, ... #%, erreichen:

wm
(22) II¢( w‘_"wm=w*2_—ﬂd?x(u)’
wihrend das iiber ¢, j genommene Doppelprodukt in (21) durch Wahl der
Multxphka,toren 0;, wie wir zeigen wollen, seiner operen Grenze 1 beliebig
gendhest werden kann. Ist namlich @, (u) ein Faktor dieses Produktec
so sind nur folgende drei Fille moghch

1. Zwischen C; und C; ist iiberhaupt nicht gespielt worden, alle
k.,=0, wenn 4, und 4, zu C; bzw. C; gehoren, dann sind auch die ent-
sprechenden g, und g, samthch =( und die Funktion @,;(u) reduziert
sich auf den konstanten Wert 1. Solche Faktoren &, konnen also ganz
auBer Betracht bleiben.

2. Mindestens ein Spieler 4, von C; hat gegen einen 4, von C; ge-
spielt und verloren. Dann muB in der durch C; gemiB ( 14) bestlmmten
Zerlegung

8 =P, i -+ 0,- + Qi
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C; notwendig in @, enthalten sein, d. h. alle g, = 0, sofern 4, zu C; und 4,
zu C; gehdrt, und C; < C; in der im Anfang des § eingefiihrten Schrelbwelse
Dann erscheinen aber alle Variablen u_, die zu C; gehdren, ausschlieBlich
im Nenner von @, (u), und der Ausdruck

adsr

(23) D, (1) = l[ s _ H (ur:,: u)kn

7,8 (ur+ ) Ers

wird nach der Substitution u, = o,%,, u, = o;#,, wo r alle auf C; und s
alle auf C; beziiglichen Indizes durchliuft,

krs = krs
(24) ¢f.i(“)=]]<ﬁjfiﬂ,> :I[( u;h_) ’

7,8 s \Us+. T a,
Y

gich seiner oberen Grenze 1 nidhern, wenn der Quotlent * der Grenze 0
zustrebt. b

8. Mindestens ein Spieler 4, von C; hat gegen einen A4, von C; ge-
wonnen, g,,> 0. Dann gehért C; notwendig zu P; und alle g, =0, so-

wie C; < C;. Hier gilt wieder das gleiche fiir C; und C; wie im Fall 2
fiir O’ und C;, und die Funktlon @;;(u)= D;;(4;@, 1,w) ndhert sich der

Eins, wenn der Quotlent 2 der Null zustrebt

Sind nun &@,; () und ¢' 1 () zwei (mcht konstante) Faktoren von P (u),

fiir welche glelchzeltxg C; < C; und C; < C, ausfillt, so dal Spieler von C;

gegen solche von (), sowie Spleler von C; gegen solche von C, gespielt

und verloren haben, so werden beide Funktionen ®,; und &;; sich der
Grenze 1 nihern, wenn gleichzeitig die beiden Quotienten

&

% &% uynd damit auch ibr Produkt L
Qj ot Ot

der Null zustrebt, und das Analoge gilt fiir jedev Kette von Primturnieren,
fiir welche der Reihe nach

C;<C<(<...<C,

ist und von denen je zwei aufeinanderfolgende gegeneinander gespielt
haben. Daraus ergibt sich aber, daB auch nach unserer allgemeinen Fest-

setzung jedesmal, wo C, < C; ist, auch der Quotient —Zi bei der betrach-
)

teten Approximation sich der Null nihert. Da nun diese ,teilweise Ord-
nung“ der Primturniere, wie wir S. 445— 446 geschen haben, widerspruchs-
frei moglich ist, so konnen wir durch Befolgung dieser Regel

lim £=0 fir €<,

27
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gleichzeitig alle in (21) vorkommenden Faktoren (%) und damit auch
ihr Produkt sich der Eins ndhern lassen und erhalten demgemiB

. =W,®,... #, lim [T D, (¢;8,, ¢;%,),
(25) lim @(g,%,) ij
= 0, W, ... W,, = ]IP;(u)=P(u),

-

d. h. es ist w* =4 in der Tat die obere Grenze von &(u), die wir auf
diese Weise approximieren.

§ 4.
Diskussion der Lisung fiir regulire Turniere.

In dem praktisch wichtigen Fall, den wir als den ,reguliren“ be-

zeichnen wollen, wo alle
krl = k

einander gleich sind, wo also jeder Spieler mit jedem die gleiche Anzahl
Partien gespielt hat, geht (8a) iiber in

(8b) =0y 3

fir r=1,...,n>2.

|

=1 Up+ U,
Sind in der Reihe u,,...,u, zwei Grofen einander gleich: u =u,, so
mul auch
. 9.=9,
Bein; ist aber
(26) u, < u,,
so ist auch
o1 1
(27) “r+1‘t>’“c+7-¢t
fur alle r 4+ ¢ 4 s und
Uy o,
(28) u,.—i—'ll-¢< w2’
also
gr < gs’
aber, sofern n > 2 ist,
gr Ys
"
oder -
) B 8
(29) < a<L

Umgekehrt folgt aus g, < g, wieder u, < u,.
Wir haben also den

Satz. Bei esnem Turnier, in welchem jeder Spieler mit jedem die
gleicke Anzahi Partien spielt, haben — im trreduziblen Falle — die be-
Mathemnﬂsche Zeitechrift. 29 29



450 E. Zermelo.

zeschneten Spielstirken u, dieselbe Reihenfolge wie die Gewinnzahlen g,,
aber fir n > 2 in quantitativ groferen Abstandsverhdltnissen.

In unserem Falle k,, = k wird, wenn man die g, (und damit zugleich
die u,) nach ansteigender GroBe ordmet,

129,205 54
jede p-te Teilsumme ' )
g+t (p=12,....,n—1)

wegen (15) grofler ausfallen als die entsprechende Teilsumme K,

, ’ _
(30) G, =9 +g+.. .+g,>K,= p k”=k_1’(1’2 )

1=r.tSp
und nur fiir p = n ergibt sich

(78) 91+99+---+9n=’“n(n2—1)=N-

Durch Zerlegung der ganzen Zahl N in n Summanden erhilt man
also alle im ‘betrachteten Falle moglichen durch die Gewinnzahlen g, aus-
driickbaren Turnier-Ergebnisse. /

So haben wir z. B. im Falle ¥ =1,n=2, N=1=0-41 nur eine
einzige mogliche Verteilung

9,=0, g,=1,

die dem ,reduziblen“ Falle angehort und der Bewertung %:- = 0 entspricht.
Fir k=2,n=2, N=2=0-+2=1+1 noch die irreduzible Ver-
teilung g, =g, =1, u, = 2,.
Fiir k=3, n=2, N=38 =1+ 2 ergibt sich die irreduzible Vertei-
lung g, =1, g, = 2 mit den zugehdrigen Bestimmungsgleichungen (8)

3u, Buy
u,+u,_ ’ Uy -+ Uy

und dem Ergebnis u,:u,=1:2.
Allgemein ist fir n =2, N=k=g¢,+ ¢,

%, U,y

gl:k“1+'“2’ 9s = y + Uy

also u, :u, =g, :g,, d h. die berechneten Spielstirken verhalten sich wie
die Gewinnzahlen, wihrend fiir » > 2 nach (29) fiir » < s immer
U, r
<<t
ausfallt.
Firn=3,k=1, N=383=g¢,+¢, +9,=1-+1-+1 haben wir nur
einen einzigen irreduziblen Typus

91=92=93;1, u1:u2=u3,
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wihrend dem Falle » =3, k=2, N= 6 die drei Zerlegungen
6=1414+4=14+24+8=24+22

und damit drei verschjedene Verteilungen und Bewertungen entsprechen.
Von diesen ist aber die erste reduzibel wegen g, g, =2 =2 (ﬂ%—i ent-
sprechend der Matrix g, =gy =1, g13=0s5 =0, ggy =0so =2, und
wiirde sich auch ergeben, wenn jeder mit jedem nur efne Partie gespielt
und dabei die beiden ersten- miteinander Remis gemacht und gegen den
dritten verloren hitten. Es bleibt also auler dem trivialen Typus
g1 = 0 = g3, U, = Uy = U, NUr noch ein irreduzibler iibrig g, =1, g, = 2,
gy = 3. Hier ergeben sich, wenn man

setzt, fiir # und y die Gleichungen

z x _l Y y
FERI S Skt D RS R

und hieraus weiter
z=y% 1=y+y*+3y%

Die kubische Gleichung hat als einzige positive Ldsung
y=0,46940, z=-y?=0,22034,

woraus sich, auf die Summe 1 normiert, als Spielstirken ergeben

u, =0,1304, g =1= 140 = 01,
uy=0,2778, g, =2=1 +1=2 40,
u; =0,56918, g,=3=2+41 =14 2.

Diese Verteilung ergibt sich insbesondere, wenn jeder der 3 Spieler mit
jedem anderen je e/ne Partie gespielt hat und dabei

1. A, gegen A, Remis gemacht und gegen A4, verloren, 4, gegen 4,
Remis gemacht,

oder

2. A4, gegen A, verloren und gegen 4; Remis gemacht, A4, gegen 4,
verloren hat.

Fiir n =4, k=1 haben wir wieder nur eine einzige ,irreduzible“
Verteilung entsprechend der Zerlegung

N=6=141+42+42
mit dem Ergebnis
Uy Uy iUy Uy =1:1:3:3.
29*
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Fir n=4, k=2 dagegen ergeben sich bereits 7 irreduzible Ver-
teilungen:
N=12=1+4+244+5
=14+3+3+4+5
=14+3+4-44
=24243+5
=24+244+4
==24+3+344
=3+4+8+3-43,

welche mit Ausnahme der letzten (mit der trivialen Losung u, = u,
= u, =u,) auf Gleichungen dritten und héheren Grades. fithren. Die
zweite z. B. liefert:

Uy 2 Uy

e D=y, Syt +yi+3y—1=0.

Uy Uy
Fiir n=>5, k=1 erhalten wir 3 irre_(iuzibie Zerlegungen

N=10=1+14+2+4+3+3
=1+2+24+243
=24+24+2+4+2+42,

von denen die beiden ersten wieder auf kubische Gleichungen fiihren.

Die Tatsache, daBl fiir k, = k die Spielstirken u, gleichgeordnet sind
den entsprechenden Gewinnzahlen g,, gilt aber auch im reduziblen Falle.
Haben wir nimlich eine Klasseneinteilung aller Spieler in solche A4,
und 4,, dab fir 1<r<p<s<r immer g, =0 wird, so gilt fiir
jedes g, und jedes g,

(31) 9. Sk(p-1)<kp<y,,

da ein Spieler 4, der ersten Klasse hichstens gegen p -- 1 Spieler der-
selben Klasse je k Partien und andererseits jeder Spieler 4, der zweiten
Klasse mindestens kp Partien gegen alle der ersten Klasse gewinnt. Jede
Gewinnzahl der unteren Klasse ist also kleiner als jede der oberen, wihrend
gleichzeitig jede zur unteren Klasse gehorende Spielstirke u, gegen jede
zur oberen gehérende u, verschwindet. In dem hier betrachteten Falle
crfolgt also, wenn man die g, nach aufsteigender Grofe ordnet, jede
Klassentrennung immer zwischen zwei aufeinanderfolgenden g,,¢g,,, und
zwar immer an der Stelle, wo

. ‘ p-1 . y
(32) G-y go g, = REET kg 2k s (L

ausfillt, wihrend wegen (30) sonst immer

' ' : ~ p(p—])
Gp =G Gy Yy, ’k"'_'z—
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sein muB. Es geniigt also, di¢ sukzessiven Teilsummen der nach der Grofle
geordneten Gewinnzahlen g, <g¢,<¢, < ... £ g, mit den entsprechenden
Teilsummen der Reihe 0, &, 2k, ..., (n — 1)k zu vergleichen, um sofort
die vollstindige Zerlegung in ,Primturniere“ zu erhalten.

§ 5.
Die numerische Auflosung der Gleichungen durch sukzessive
Approximation.

Fiir groBere Werte von n, wo die Berechnung durch algebraische
Elimination nicht mehr angingig ist, empfiehlt sich ein Approximations-
verfahren, das, wie wir zeigen wollen, im irreduziblen Falle stets zum
Ziele fiihrt.

" Da wir die Gleichungen (8) des Problems zur Berechnung der jetzt
einfach mit u, bezeichneten relativen Spielstirken @, in der Form
schreiben kdnnen

'k rt=1,2,...,n
8: &___ re s y =3 ] ),
(), u, T}—/,ur+'l¢l t=r

so liegt es nahe, gegebene (positive) Anndherungswerte z, der u, sukzessive
zu verbessern, indem wir setzen

(33) 9 NV ke 8 also z/= f,(x)
, w! ~ 2tz f(2)’ T
und so von einem System (z,) der Reihe nach iibergehen zu weiteren
Systemen (z/), (), ..., (), die im Falle der Konvergenz die ge-
suchte Losung liefern werden. Denn ist etwa
i,=limx$” (r=1,...,n),

i—»w

so ergibt sich aus (383) analog

gr 'k
(33); = 2 e
und durch Grenziibergang

9 NV k.
(34) .:r_— % B

d. h. die Grenzwerte Z, bilden ein Losungssystem von (8).

Um die tatsichliche Konvergenz im irreduziblen Falle unseres Problems
zu beweisen, behandeln wir ein allgemeineres Iterationsproblem, dessen
Voraussetzungen, wie leicht zu zeigen, in unserem Falle zutreffen.
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Theorem. Es sei gegeben eine Substitution von n Variablen z, in
der Form

(35 el =f{x)=f(2,,2,...,2,) (r=1,2,...,n),
wo die (reellen) Funktionen f, folgende Eigenschaften besitzen:
1. Die Funktionen f. sind homogen wvon der Dimension 1, d. k. es

?

ist fir jedes (positive) L stets
(36) f(iz) = A1, ().

9. Die Funktionen sind ,positiv beschrinkt“, d. h. thre Funktions-
werte liegen zwischen positiven (wvon 0 verschiedenen) endlicken Schranken
in jedem Variabilitdlsbereiche, in welchem die simitlichen Variablen z,
selbst zwischen positiven endlichen Schranken gelegen stnd.

3. Die Funklionen f, sind stetig differentiierbar und auch thre

samtlicken partiellen Ableitungen f,.,(z) =a%'f,.(z) sind ., positiv be-
schrinkte Funktionen, soweit die Variablen x, .,, wirklich vorkommen“,
d. h. die Ableitungen f,, nicht identisch verschwinden. Die Funktionen f,

sind also in den wirklich vorkommenden Variablen z, auck momnoton.
4. Jede der Funktionen f, enthdlt , eigentlich* die ihr entsprechende
Variable z,, so daf f,, = 0 ist in jedem positiven Bereiche der Verdnder-
lichen; und bei jeder Einteilung der Zahlen 1,2,...,n in zwei Klassen (1,8)
gibt es immer mindestens ein Zahlenpaar r, s, wo r der einen und s der
anderen angehort, fir welches f, 40 ist.
5. Die Gleschungen
(87) u, = f,(u) (r=1,2,...,m)

bestizen mindestens etne positive Lisung u, > 0.
Dann konvergieren fiir jedes positive System von Werten z, >0 die
sukzessive gebildeten Werte

(85), z = f,(z), ' =fz), ..., Y = £ (2™, ...

mit wachsendem i nach positiven Grenzwerten

(3%) 7, = limz," (r=1,2..,n),
i-ra

welche dem Gleichungssystem (37) gentigen und sich von den voraus-

geselzten Losungen u, hochstens durch eimen gemesnsamen positiven Faklor

unierscheiden

(39) z, =A%,

wodurch zugleich die Eindeutigkeit der positiven Losung gesichert ist.
Bevor wir dieses allgemeine Theorem beweisen, iiberzeugen wir uns

zunichst, daB die iiber die Funktionen f, gemachten Voraussetzungen fiir

den von uns behandelten speziellen Fall auch erfiillt sind.
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1. Die Homogeneitit erhellt unmlttelba.r aus der Form der Glei-
chungen (8).

2. Im ,irreduziblen* Falle sind nach §1 alle g, > 0 und fiir jedes r
mindestens ein k,>0, und die Funktionen f, sind also nicht ver-
schwindende rationale Funktionen mit lauter positiven Koeffizienten. Solche
Funktionen sind aber immer ,positiv beschrinkt“, weil, wie leicht er-
sichtlich, die Summe, das Produkt und der Quotient , positiv beschrinkter“
stets wieder die gleiche Eigenschaft begitzen. Allgemein sind weiter alle
positiv beschréinkten Funktionen von positiv beschrinkten Funktionen wieder
positiv beschrinkt.

3. Durch partielle Differentiation ergibt sich aus (33)

\ afy
(40) 0D (ay Z(xrq)
und
(41) g,,”f'(x) f.(= ) ) fir s 7;

also sind auch hier alle f,,(z), soweit sie niché identisch verschwinden,
stetige und ,positiv beschrinkte“ Funktionen.

4. Aus den letzten Formeln ergibt sich unmittelbar, daB stets £, (z) > 0
und f,,(2) =0 nur im Falle ¥, =0, wo der r-te Spieler mit dem s-ten
itberhaupt nicht gespielt hat. Gébe es nun eine Klasseneinteilung in
Spieler 4, und A4,, bei welcher alle %, =0 wiren, so wiren auch alle
g., =0, was im ,irreduziblen“ Falle ausgeschlossen ist.

5. Die Existenz einer positiven Losung des Gleichungssystems ist fiir
den irreduziblen Fall durch unsere Betrachtungen im § 1 mit der Existenz
des Maximums von @ nach dem WeierstraBschen Satze gesichert. Dagegen
braucht die Eindeutigkeit der Losung hier nicht vorausgesetzt zu werden,
sie wird vielmehr — unabhingig von unserem in § 2 gegebenen Beweise —
als spezielle Folgerung des allgemeinen Satzes gleichzeitig mitbewiesen.

Beweis des Konvergenztheorems. Fir t=1,2,..., n sei
xz, > 0 ein beliebiges positives Wertsystem und u, > 0 eine positive Lo-
sung der Gleichungen (37). Bezeichnen wir hier mit i den kleinsten und

mit ;¢ den groBten Quotienten aus der Reihe -Z’—,

(]

(42) Ay, <z, < pu, (t=1,2,...,n),
so folgt aus 3., da die Funktionen f, monoton sind,

(43) if,(w) K Ff, (&) < rf(w) (r=1,2,...,n)

und wegen (37) auch
Au, Ka' < pwy,
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sowie fiir alle folgenden Approximationen z.”

(42); lutéxzmgyug (t=1,2,...,n).

Ebenso ist aber auch fiir jedes ¢, wenn wieder ¢ ® den Kkleinsten und
@)
: . . x . .
1 den groBten Quotienten ¢ bezeichnet, -
e
@ ® 0]
Vluy L Spy
und
) §+1) )
v'lt'”'t=.<—x¢( <plu,
also
A’*.(t) é 1(%4—1) gﬂ(zﬁ-l) -S—_,u(”,

d.h. die Werte 1“ bilden eine niemals fallende, die u® eine niemals
steigende Reihe, wobei die Intervalle (1%, 4®) sukzessive ineinander liegen
und alle im Gesamtintervall (1, u) enthalten sind. Die 1" besitzen also
eine obere Grenze 1, die u® eine unfere Grenze u, und es ist

(43) I <LI<p<u?" < fir i=1,2,8,...
sowie
(44) A= lim 2%, po=lim u®,

> i>®

LaBt sich nun zeigen, daf beide Grenzwerte iibereinstimmen,

(45) Il=pu=p,

so wird auch

(46) lim 2/ = g u, (t=1,2,...,n),
I> > N

wie zu beweisen.

Um aber diesen Nachweis zu fiihren, miissen wir zwei Fille unter-
scheiden:

‘Fall I. Alle f,, >0, d. h. beim Turnierprcblem k,, > 0 fiir alle
r <+ s: jeder Spieler hat mit jedem andern gespielt. Dann sind nach
3. auch simtliche Ableitungen f., ,positiv beschrinkt“, und fiir alle den
Bedingungen
(42) lu, L2, < py, (t=1,2,...,n)
geniigenden Wertsysteme z,, zu denen nach (42), auch alle z,@ gehéren,
besitzen sie positive untere Schranken:

(47) frs(x)gyra>0'
Nach dem Mittelwertsatze ist aber wegen (37)

(48) x:i-{-l) . A(i)ur: f,-(x(i)) . f;.(z(i)u) :t_%;frt (5;)(xt(i) . l(i)ut)’
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wo . .
&, =(1—9,)1%,+ 9,2 (09, £1;t=1,2,...,7n)

einen Punkt auf der Verbindungsstrecke zwischen den Punkten (z¥) und
(™ u,) kennzeichnet, der gleichfalls den Beziehungen (42) geniigt. Daher
ist nach (47) fiir jedes s < n

(49) x}i+1) _ 1“’u,g 7”(:”?*) . 1‘“’%)-

Insbesondere gilt dies auch fiir die Maximal- bzw. Minimalwerte der
Quotienten, wo

:c,(”l) - /-_(i+1)u” x}i) — y(i)u,,
so daB wir erhalten }
(50) A2 2 g, 5 (00— 2%) 2 (w0 = 29),

wenn x den kleinsten der positiven Werte »,, = y

rs

11:1 bedeutet, woraus folgt:
@ @ _-1 .6+ ®
po—1V<L = (4 —2"%) und

(51) B —2=1lim (u®—29) =0,
. i->®
w.z.b.w.
Um nun auch den Grad der Konvergenz abzuschitzen, bedienen wir

uns noch einer zweiten, ganz analog wie (50) aus (47) abgeleiteten Formel:
Es ist :

e . 1 - L -~ » -
‘u(‘l) ur — x;l-'l-l) =.fr(ll‘”h) u) _— f; (:(t)) = t—Z;f;'t(x) (‘u(l) u‘ — xt(l))

27, (p9u, — ) fir beliebige 7, s,

also fir 28" =u“* "y, 2P =1"u, weiter
(52) :"'m _ “(H b4] _2- x (”(t) _ l(i)) .

Durch Addition von (50) und (52) erhélt man dann
LI LRy ) > 9 (@ — 30,

Also

(53) p =10 < (1 — 2) (0 — 1)
und somit

(54) p9— 19 < (u— 1) (1 — 2x)".

Die Approximationen konvergieren also mindestens wie eine geometrische
Reihe.

Fall II. Nicht, alle f,, sind = 0, nicht alle f. enthalten ,eigentlich“
simtliche Variablen, dagegen gilt die Eigenschaft 4. Dieser Fall 1aBt sich
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nun, wie wir zeigen wollen, auf den Fall I zuriickfiihren, indem man
die Substitutionen (85) iteriert und setzt: '

@) =) =L@, f@) ... f@)
(@) =)=, (7@ . f0)

.....................

f—r(ié'l}(x)Efr(f(‘i)):___’f;(f;(i){z) . f;,(i)(x))
 (r=1,2,..,m; 1=1,2,...).

(55)

Diese durch Iteration entstehenden Funktionen f,”(z) besitzen nimlich,
wie leicht ersichtlich, die gleichen Eigenschaften 1—3 wie die urspriing-
lichen f,(z), da sich diese Eigenschaften stets auf die zusammengesetzten
Funktionen iibertragen. Inshesondere ist auch fiir jede solche Funktion F
in jedem positiv beschréinkten Bereiche

l'\/

2 aF @
(56) P (ffe ) =255 L 2

wenn auch nur fiir esn s die nach f, genommene Ableitung von F sowie
die nach z, genommene von f, nicht verschwindet. Hieraus folgt zunéchst,
daB mit f,, 40 (vermége 4) auch

P (x) >0, fr‘f’(x.)>,'0, o I9(z)>0,

dad also samtliche £ monotone Funktionen von z, sind.

Angenommen nun, die der Reihe der Funktionen f, entnommene
Funktion F(x)= F(z,,x,,...,%,) enthalte ,eigentlich dxe mlt z, be-

z'eichnéten Variablen aus der Reihe 2, ... z,, so daB alle > 0 sind,

wihrend fiir alle iibrigen (hier mif z, bezeichnaten) immer gxz==0 sel,
so gibt es nach 4. ein Wertepaar r, s, fiir welches £, = 0 ist, und wir

haben wegen (56) einmal

(57) ——F(f)>0 fiir alle r, fiir die aF( )>O ist,
sowie

F aF af.
(58) N2 aﬁ >0,

d. h. die Funktion F/f)= F®(z) enthilt eigentlich alle =z,, welche
F(x) eigentlich enthilt, und auferdem noch mindestens eine weitere Va-
riable z,. Somit enthilt in der Reihe

F(x),_ F<1)(;,;)=F(f), F(e)(:v)=F(1)(f), e F(i+1)($)*=F("’(f)



Berechnung der Turnier-Ergebnisse. 459

bereits F"~V(z) simtliche n Variablen z,, ..., z,, und insbesondere gibt
es auch eine Zahl 2 < n —1 von der Beschaffenheit, dafl die n Funktionen

1P (@), "), o £7(2),

welche durch A-fache Iteration der Substitution (35) entstehen, die simt-
lichen Variablen z,,...,z, eigentlich enthalten. Diese Funktionen £
geniigen den simtlichen Bedingungen 1 bis 5, da ersichtlich auch fiir jedes
positive Losungssystern (u) von (37)

(37), u, = " (u)  (r=1,2,...,m)

ist, und damit sind alle Voraussetzungen der Konvergenz im Falle I ge-
geben. Es werden also fiir ein beliebiges positives System (z) von An-
fangswerten die Iterationswerte®)

*) » (e (2R @h ((h) ih)
g =102), 2 =f"), ..., £V =12

mit wachsendem ¢ einer Losung von (87) zustreben, indem die ent-
sprechenden Differenzen ,u(“”—— A% sich der 0 ndhern, und somit gilt
- auch allgemein ‘ '
pu—h=lim (u — l‘j)) =0,
Y=o

d. h. auch in dem durch die Bedingungen 1 bis 5 gegebenen allgemeinen
Falle fithrt unser Verfahren der sukzessiven Approximation zur numerischen
Losung des irreduziblen Problems. Der Unterschied der beiden’ Fille I
und IT macht sich -nur insofern geltend, daB im Falle IT in der Folge
der Approximationen ‘9 gelegentlich auch

‘ [t(1+1)~—-}.(1+1)= ‘(1)_ l(z) .

ausfallen kann, wihrend doch immer, wie aus unserer Reduktion vermoge
£ hervorgeht,

P Qe 6
sein muf.

Unsere Auflésungsmethode ist also, weit entfernt, nur auf ,regulire“.
Turniere (wo k,, = k konstant ist) beschrinkt zu sein, wie meines Wissens
“all¢ bisherigen Methoden der Turnierberechnung, im ,irreduziblen“ Falle
auch ohne weiteres auf ,abgebrochene” und auf ,kombinierte¥ Turniere
(die aus verschiedemen Einzelturnieren mit teilweise identischen Spielern
zusammengesetzt sind) anwendbar und liefert auch in ,reduziblen“ Fillen
stets eine das vorliegende Beobachtungsmaterial gleichmiBig beriicksichti-
gende und allen verniinftigen Forderungen geniigende vollstindige oder
teilweise Bestimmung der relativen Spielstirken.

”) Es wird hier von der Giiltigkeit des Assozmtxonsgesetzes fiir die .Zusammen-
setzung von Substitutionen Gebrauch gemacht.
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Bel der praktischen Ausfithrung der Rechnung wird wan in der Regel
mit dem Ansatz z, =z, =...= 2z, =1 beginnen und hieraus mit-Hilfe von
Reziprokentafeln gem#B (33) die sukzessiven Anndherungen z/,z/, ...
bestimmen und so lange damit fortfahren, bis je zwei aufeinanderfolgende
sich nicht mehr merklich unterscheiden, das Gleichungssystem (8) also
erfiillt ist. Vorher muB man sich aber erst von der ,Irreduzibilitat“ des
Turniers iiberzeugt bzw. die erforderliche Zerlegung in ,, Primturniere® vor-
genommen haben, was im ,reguliren“ Falle (k,,—=k) am bequemsten:
geschieht nach dem am SchluB von § 4 angegebenen Verfahren, d.h. durch
Anordnung der g, nach aufsteigender GroBe und Vergleichung ihrer Teil-
summen G, mit den entsprechenden Zahlen }kr(r —1) gemiB (32).

Als Beispiel fiir die Auswertung eines groBSeren (reguliren) Turniers
gebe ich zum Schluf eine kurze Tabelle, die nach dem New-Yorker Meister-
turnier von 1924 fir n =11 Teilnehmer (darunter E. Lasker als erster
Preistriger) nach dem angegebenen Verfahren berechnet wurde, wobei die
berechneten ,Spielstirken® u,_ anf die Summe 100 normiert sind und ¥,
wegen k = 2 die Differenz G, — r (r — 1) bedeutet.

r u, gr G, r(r—1) ¥,
1 2,43 5 5 0 5
2 3,44 6,5 1L,5 2 9,5
3 3,84 7 18,5 6 12,5
4 4,72 8 26,5 12 14,5
5 6,40 9.5 36 20 16
6 7,12 10 46 30 16
7 7,84 10,5 56,5 42 14,5
8 8,71 1 67,5 56 11,5
9 19,7 12 795 | 72 7.5
10 18,4 14,5 94 90 4
11 26,4 16 110 110 0

{Eingegangen am 28. Mai 1928.)



