
Die Bereehnung der Turnier-Ergebnisse 
als ein Maximumproblem der 
Wahrseheinliehkeitsreclmung. 

Von 

E. Zermelo in Freiburg i. B. 

Schachturniere werden- neuerdings immer in der Weise susgefiihrL 
da~ jeder Teilnehmer mit  jedem anderen eine bestimmte Anzshl k yon 
Partien (gewhhnlich zwei mit  wechselndem Anzuge) zu spielen hat und 
dann die Reihenfolge der Sieger nach' dot Anzahl ihrer Gewinnpartien be- 
st immt wird, wobei eine unentschiedene (,Remis"~ Pattie jedem der: 
beiden Partner,  immer als halbe Gewinnpsrtie angerechnet wird~ Dieses 
Berechnungsverfahren, d a s  alle gespielten Partien unabh~ingig yon der 
Reihenfolge gleichm~i~ig beriicksichtigt und dadureh dem Zufall mhglichst 
wenig Eirlflu~ gestattet, hat sich in tier Prsxis anscheinend such durchaus 
bew~ihrt, soweit eben nut die Reihen/olge in Betracht komm~, versagt 
abet v511ig bei abgebrochenen Turnieren (in welchen die Anzah! der ge- 
spielten Partien nieht bei jedem Teilnehmer die gleiche ist) und ]iefert 
auch bei durchgefiihrten keine befriedigende quantitat~'ve Bestimmung der 
�9 relativen Stgelst~rken, da es ganz augenscheinlich de r  Mittelm~il~igkeit zu 
gute k~me. So wiirde etwa bei k-----1 ein Meister gegen n S~iimper doch 

nur n Partien gewinneu diese slle zusammen aber ~ (n -1 )  jeder yon 
"It - -  ] 

iknen also durchsehnittlich --~=, und der Quotient der bereehneten Werte 

n :-  '~-,-~--I ~ n-12n wfirde sich mit waehsendem n d e r  2 n~hern, der Sieger 

also nut etwa doppelt so hoeh bewertet werden wie jeder andere. Zur 
Behebung dieses Uhelstandes und zur quantitativen Verfeinerung des iib- 
lichen ~r sind i n  de r  Schachliteratur verschiedene Vorschl~ge ge- 
mscht Und diskutiert women, u. s. von E. Landau1), die abet,  so inter- 

1) E. Landau, t['ber Preisverteilung bei sPielturnieren. Ztschr. f. Math: u: Phys. 63 
~1914}, S 1!D2. 
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essant sic auch in mathematischer Beziehung waxen, gelegentlich zu para- 
doxen Ergebnissen fiihrten 'und bisher keine befriedigende L~sung des 
Problems ergaben. Im folgenden s01l nun ein neues Verfahren der Turnier- 
Bel~echnung entwickelt werden, das yon den bisherigen Bedenken frei zu 
sein seheint und nament]ich auch bei ,abgebrochenen" und ,kombinier- 
ten" Turnieren zu' einem mathematisch bestimmten und allen vemiinftigen 
Anforderungen entsprechenden Ergebnisse fiihrt. 

Unser Veffahren kommt darauf hinaus, dal~ die relativen Spielstiirken 
als Wahrscheinliehkeiten auigefal~t und so bestimmt werden, dal3 die 
Wahrscheinlichkeit flit das Eintreten des beobachteten Turnier-Ergebnisses 
eine m~glichst grol~e wird. 

w 

Ansatz und Reduktion des Problems. 

Jedem der n an einem Turnier teilnehmenden Spieler Ar denken wit 
uns eine positive Zahl u~ als ,Spiclst~rke ~ zugeordnet und nehmen an, 
dal3 diese Zahlen ux, ue, . . . .  u ,  sich wie ihre relativen Gewinnchancen ver- 
halten. Die Wahrscheinlichkeit dafii L dal~ in einer bestimmten Paztie A~ 
gegen A 8 gewinnt, wird also gegeben dutch den Bruch: 

Ist dann k,.~ die Anzahl der zwischen A r u n d  A, gespielten Partien, 
yon denen wit "bier s) annehmen wollen, da~ sic alle zur Entscheidung 
kommen, gr8 die dabei yon A~ und gs, ~ tcrs --  grs die yon A s gewonnenen, 
so wixd, wenn wit die verschiedenen Partien als ,unabhiingige" Ereignisse 
betrachten, die kombinierte Wahrscheinlieh'keit des auf A~ und A, beziig- 
lichen Teiiergebnisses, dab niimlich A r gerade g,s und A s entsprechend gsr 
Partien gegen den andem gewinnt, b!S auf einen yon u,., u s unabh~ngigen 

(k,,~ auf den reich Herr Prof. Ostrowski freundliohst Zahlenfakt0r o~s ~g,,/, 

aufmerksam machte, 
~grs~g#r 

~ n g r s  ~n g s r  ~ - - f  -~ (2 )  w ~  = . . ~ ,  . . , ,  ( , ,~+,~ , ) t~ , ,  

e) Bei allen praktisehen Anwendungen beriioksiehtigen wit die etwa vorkommen- 
den unentschiedenen (nRemis~-) Partien dutch die Fik~ion, ~ doppelt so viel Partien 

gespielt eeien, indem wit jedem Spieler jede tste~hlieh gewonnene Pattie als doppe/. 
~en und jede unenteehiedene ale ein/ac~n Gewinn anreehnen. Dies entepriCht genau 
der im Eingang erw~hnten herkSmml!chen Z~hlung der Remis-Partien sis halbe Ge- 
winnpartien. 
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und somit die Wahrscheinlichkeit des dureh die Matrix g, , .  bestimmten 
Gesamtresultates das Produkt aller dieser Wahrscheinlichkeiten 

(3) 

WO 

(4) 

wg~ an.g2 wga 

w ----- ~ = / /"(~t, .  + u.;) k'~ 
r,s 

= u,), 

g, = Z g , . ,  
$ 

immer die Gesamtzahl der von A,. gewonnenen Partien bezeichnet und das 
PrdSukt IX' fiber alle Kombinationen r, s mit r + s zu erstrecken ist. 

Die (nicht negativen) Zahlen % .... , u, sollen nun so besfimmt wer- 
den, dab ~ (u~ ..... u,) m6glichst grog und damit das beobachtete, durch 
die Zahlen gt .... , g~ bestimrnte Turnier-Ergebnis m6glichst wahrschein- 

lich wird ~). 

Da ~ in bezug auf die Variablen u~ homogen yon der nullten Di- 
mension ist, also nur von ihren Verh~Itnissen abh~ingt, so kSnnen wit 
o. B. d. A. annehmen, dab 

(5a) 2 u ~ l  

ist, w~ihrend gleichzeitig fiir alle r 

(5b) u,._~ 0 (r ~-- 1, 2, . . . ,  n) 

vorausgesetzt wird. 

Der durch (5a)  und (5b) bestimmte Bereich ~ der u, ist endlich 
und abgeschtossen; in ihm ist die durch (3) als Wahrscheinlichkeit deft- 
nierte Funktion qo iiberall ~ 1, besitzt also eine endliche obere Grenze 

~ 1 ; dabei muff 

~ ~__ r  . . . ,  1) == (2) "v _ _  > 0  (6) 
seill:, WO 

n r ~ s  

N = Z g , = Z k , .  

die Anzahl aller iiberhaupt gespielten Partien ist. Nach WeierstraB gibt 
es in ~ mindestens einen Punkt ~ mit den Koordinaten ul,'", u,,, in 
dessen Umgebung der Weft ~ von �9 approximiert wird. 

Wir miissen jetzt die beiden F~ille unterscheiden, daft ~ im Innern 
oder auf dem Rande yon ~ liegt. 

~) Dieser Ansatz ist cinem insbesondere in der Gastheorie h~ufig angewendeten 
Vcrfahren analog. 
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Fa l l  1. ~ liege im Innern yon !D, d.h. 

_ ~ r  <: 1 und ~ , , > 0  ( r : :  l ,  2 , , : . ,  n). 
r = l  

Dann ist ~b stetig an der ~telle ~ und es wird 

= 

das Maximum yon ~5 in ~ .  Da �9 dann in ~ zugleieh aueh naeh alien 
Variablen differentiie~bar und yon Null verschieden ist, so miissen auch 
die partiellen logarithmischen Ableitungen s~imtlieh in ~ verschwinden, d. h. 

~____w~-~' k~, ~ 0  Ur ~Tr + ~t 
t oder 

(8) 
p 

Z ]c t ~" ~,.-+6 gr fiir r = l  . . . . .  n ,  
t 

wobei die Summe ,~ '  fiber alle t @ r zu nehmen ist. Wir erhalten also 
ein System yon n homogenen algebraischen Gleiehungen Zur Bestimmung 
von u~V-.., u~ oder vielmehr ihrer Verh~iltnisse Ur :Us. 

Dureh Addition der n Gleiehungen (8) erh~ilt man wegen 

die Identit/~t ( 7 ) a l s  Ausdmck der zwischen den Gleichungen des Systems 
bestehenden Abh~ingigkeit. 

~ r  Da ] c , . ~  die ,,wahrscheinliche Anzahl" der von A,. gegen A t gewon- 

nenen Partien darstellt, so bedeut~ dins Gleichungssystem (8), d~fi bei 
der unserm Ansatze entsprechenden Bewe~ung der Spieler die wahrschein- 
lithe Anzahl der yon einem Spieler gegen alle i~brigen @ieler zu gewin- 
~nenden Partien gleich der Anzahl der yon ihm wirklich gewannenen ist. 

Fal l  2. ~ liege auf dem Rande yon ~ derart, da~ alle 

~ r > O  (r ~- 1, 2, . . . ,  n), 
aber 

Z~AI 
f 

ist. Da nun ~ber die Funktion ~ in u~ . . . . .  u~ homogen von 0-ter Di- 
mension ist 

(9) ~(~Ul,..., ~.u~)= ~(Ul . . . .  :, u,,), 
so wird der Grenzwert ~ dann flit 0 ~ 2 < 1 aueh ira Innern yon 
approximiert und damit der Fall 2 auf den Fall l zttr~ekgefiihrt. 
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Fa l l  3, Der Punkt ~ liege auf dem Rande yon ~ derart ,  dab 

( l O )  = = o 

wird, d. h. dal~ mindestens ein gr = 0 wird. 

Ist  z.B. ul ----- 0, wghrend alle iibrigen ~, ~ 0 sind, so ist der Nenner 
der Funktion ~ an der Stelle ~ yon Null verschieden. Also mul~ auoh 

g~ gx ~-~ 0 sein, da nach (3) sonst ~/i eine Potenz u I yon u~ als Faktor en~hielte 
und daher w an  der Stelle ~ anstatt des Wertes ~ ~ 0 die Null appro- 
ximieren wiirde, Ist  umgekehrt g l ~ 0 ,  so erscheint u~ in (3) nur im 
Nenner, und zwar in allen Faktoren u,  q-u~ als positiver Summand, der 
den Quotienten verkleinert, muff sioh also bei der Approximation tier 
oberen Orenze ~ seiner eigenen unteren Sohranke 0 nghern, d . h .  
ut ~ 0. Nach tmserem Ansatz wird also ein einzelner Spieler mit der Spiel- 
stArke 0 bewertet dann und nur dann, wenn er als einziger im Tarnier 
alle seine Partien verliert '). 

Seien jetzt Mlgemein6) bei geeignet gew~hlter Reihenfolge 

gl ~g~. . . . .  = g ~ = 0 ;  g~.a ,  gp§ . . . ,  ~ , ~ 0 .  

Dann folgt wie im Spezialfall, daft ~i in (3) keinen Faktor der Form 

a" flit r <~ p < s enthalten daft, well sieh sonst dieser und mit  ~ rs  ~ urq_us 

i/am ~ bei der Approximation an die Orenzstelle ~ der Null nghern miiBte, 
was wegen (6) ~ ~ 0 unmSglich ist. In diesem Falls miissen also alle 
9~, = 0 sein fiir r---<1o < s, d. h. wir haben eine Eiraeilung agler ~pider 
in zwei Klassen derart, daft jeder Spieler A, dee ersten Klasse gegen 
keinen ~pieler A, der zweiten Klasse in dem Turnier eine Partie gewinnt 
(sondern alle etwa gespielten Partien verlier~). 

Hat umgekehrt das Ergebnis des Turniers zu einer solehen Klassen- 
bildung {A,, A,} m i t  g ~ =  0 gefiillrt, so miissen bei der Approximation 
yon ~ dutch �9 alle u,, die den Spielern Ar der Unterklasse zugeordnet 
sind und /iZr wenigstens ein s > 19 die Bedingung k~, .> 0 er/allen 
(d. h. sofern die A r iiberhaupt gegen die A, gespielt haben), sich derfICull 
ndhern: ~ =  0. 

Um dies zu beweisen, zerlegen wir die durch (3) definierte Funktion 
i n  drei Faktoren 

(11) r = Cx(u.)r (u.) r (u~, u.), 

~) Dieses grgebnis  ist n u t  seheinbar paradox, da kein Spieler bei noeh so ge- 
ringer Spielstgrke schlechter absehneiden k~nnte. VgL E. Landau ~. a. O. S. 201. 

a) Der Fall, dal~ alle ~r •0 sind, k6nnen wit wegen der Homogenitgt (9) yon 4~ 
ausschlieflen. 
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WO -:#r' ~grr, Ugr'r S----~' S' ..g*~, ~gr 

(u,+u~)k~/  ' . 
l ~ r , r ' < p  �9 p+l<s= . s '=n (  .~-7" ,,) 

o , , ~  , 
~'=1 s = p §  

da naeh der gemachten Annahme wegen g.. = 0 Faktoren u,.. gar nieht 
a ~ r ~ e n .  

Ersetzen wit jetzt alle u~ mit r ~  p dutch 2u~, wo 0 < 2 < 1 ist, 
so bleiben wegen der Homogenitiit ~1 mad ~ ungeiindert, w~hrend r  
iibergeht in 

(12) re(x)__ I T  ~ , ~ - ~ z / / ~ /  

Angenommen, an einer Approximationsstelle ~ von ~ sei eine der 
GrSilen ~ > 0 (r ~ p) mit k~. :> 0, dann wiire wcgen ). > 0 

�9 ~.~ > [ u,+~, ~,., 
~)~.~=\~u~-§ ' 

wo der Quotient rechts bei der Ann~iherung an ~ sich wegen .~ > 0, 
< 1, mad kr. > 0 dem Werte: 

niiJaer~; es wiire also in 
1,3 ~> ~ j , ~ ,  

und demnach 

(13) Iim ~ ( 2 u  1 . . . .  ,2u~;  up+l . . . . .  u . )  :> lira ~ ( u  1 . . . . .  %) = 

im Widerspruch mit der Definition yon /-0. 

Es folg~ also, dab fiir r ~ p  alle u r =  0 sein miissen, flit die 
mindestens ein kr, ~ 0  ist. 

Bei der Approximation yon ~ dutch q strebt dann q B  gegen 1, da 
bier nut solche u~ mit kr8 > 0, fiir die ur = 0 wird, wirklich auftreten. 
Demnach wird ~ yon q5 dann und nur dann approximiert, wenn ~l(u~)  
mad qS~(u,)~ unabhdngig voneinander m6glichst grofl werden. 

Um ais o die verh~ltnism~/3igen Spielst~irken der Spieler einer Klasse 
untereinander zu ermitteln, geniigt es, unscren Ansatz auf das Teilturnier 
an~.uwenden, welches ans dem Gesamttumier durch Beschr~nkung au[ die 
Spieler dieser einen Klasse entsteht. 

Damit wird unser Problem auf solche mit kleinerer Spielerzahl zuriick- 
gefiihrt, die wieder entsprechendcn Redl~ktionen unterliegen, his man schliefl- 
lich zu ,irreduziblen" Problemen gelangt, flit die dann alle i i  ~ 0 sind 
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und daher die dureh Gleichung (8) ausgedriickte L6sung des Falles 1 Giiltig- 
keit hat. 

Wir zeigen zun~chst, dab die Zerlegung des , Gesamtturniers" T in 
,,irreduzible" Teilturniere oder ,,Primturniere" C,, C~, C 3 . . . .  eindeutig 
ist. Die einem solchen ,,Primturnier" angehSrende Spielergruppe C ist 
n~mlich charakterisiert dutch die Eigensehaft, dab alle iibrigen zu T ge- 
hSrenden Spieler in zwei Gruppen P und Q zerfallen, 

14) T = P +  C+ Q, 

wobei kein Spieler yon P gegen einen yon C o d e r  Q und kein Spieler 
yon C gegen einen yon Q eine Pattie gewinnt, w~ihrend innerhalb C keine 
Einteilung in zwei Klassen C', C" voh der angegebenen Beschaffenheit mSglich 
ist. Ist ~ nun 

T =: T' + T" 

irgendeine Klasseneinteilung des Gesamtturniers, bei der kein Spieler 
von T' gegen einen yon T" gewinnt, so zerfallen dabei aueh P und Q 
in je zwei Klassen 

p- - -_p '+p" ,  Q = Q ' + Q "  

wo P' nnd Q' zu T', P"  und Q" zu T"  gehSren, wKhrend C ganz zu 
T' oder ganz zu T" gehS~, da sonst 

C = C' + C" 

zerlegbar w~ire gegen die Annahme. Wird also bei fortgesetzter Zerlegung 
des Turniers immer derjenige Bestandteil welter zerlegt, der mit C auch 
nut ein Element gemei~ hat, so mug der sehliet~lieh iibrigbleibende unzer- 
legbare Rest C* das ganze C enthalten, und ebenso umgekehrt C wieder C*, 
d.h.  C~--C*, und die Zerlegung (in Primturniere) ist somit eindeutig. 

Ist (71 irgendein yon C verschiedenes Primturnier, so liegt es ent- 
weder ganz in P oder ganz in Q, da es sonst zerlegbar wiire, oder beliebig 
in einem yon beiden, sofern n~imlich C und. C~ gar nicht miteinander ge- 
~pielt haben. 

w  

Die eindeutige L6sung des irreduziblen Problems. 

Wir beschr~nken uns zunii.ehst auf den ,,irreduziblen" Fall, setzen 
also voraus, daft eine Einteilung aller Spieler in zwei Klassen unmdglich 
ist, bei der kein Spieler A r der Unterklasse gegen einen A s der Oberklasse 
auch nur eine Partie gewinnt, bei der also fiir jede solehe Kombination r, s 
immer g~ = 0 w~ire. Dann kann, wie aus den Betrachtun~en des w 1 
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hervorgeht, bei keiner Approximation der oberen Grenze ~ irgendeiner 

der Quotienten -~('-" sich der Null n~ihern (wobei einige, aber nicht alle 

~,. ~ 0 wiirden), sondern es kann nur einer der F~lle 1 und 2 vorliegen, 
wor als das wahre M a x i m u m  der Funktion �9 ffir ein System positiver 
Werte u t ~ 'ut ~" 0 tats~iehlieh angenommen wird. Fiir solche Werte u s 
gelten also auch die Gleichungen (8), die wir jetzt in der Form sehreiben: 

(8a) ur --g,. !iir r - ~ - l , 2 , . . . , n ,  

und die Existenz einer positiven LSsung u,. = ~,. ~ 0 ist fiir den ,,irredu- 
ziblen" Fall damit bewiesen. 

Um abet aueh die Eindeutigkeit dieser LSsung zu zeigen, bedienen 
wir uns einer leieht herleitbaren Hilfsformel. Dureh Summation der 
Gleiehungen (Sa) fiber r ~  1, 2 . . . .  , p~ wo 1 ~ p  ~ n  ist, erhalten wit 
n~mlieh unter Beriicksiehtigung der Identit~t 

die Formel 

- Z g , . -  Z '  (15) Z Zk , . ,  . - = 
~ ' = t  t = # + l  r = l  l < r , t ~ p  

in der die reehte Seite den Ubersehul~ rv der von den Spielern A j, A~ . . . . .  Aj, 
iiberhaupt erzielten Gewinne fiber die Anzahl Kp der zwischen ihnen ge- 
spielten Partien, also die Anzahl der yon ihnen gegen die i~brigen Spieler A, 
gewonnenen Partien ausdriickt, die im ,irreduziblen" Falle, wo eine 

Klasseneinteilung mit g~----0 ausgeschlossen ist, immer poMtiv ausf~illt. 

Angenommen nun, es seien u s und u't zwei wesentlich verschiedene 
positive L5sungen des homogenen Gleichungssystems (Sa), d. h. solche, die 
sich nicht nur dutch einen gemeinsamen Multiplikator ~ unterseheiden, so 
k5nnen wir sie beide gleiehzeitig auf die Summe 1 normiert denken 

11 $1 

(16) Z u ~  = Z~; = I 
t = l  t ~ l  

und die Reihenfolge der u s so w'~hlen, dat~ die ersten p dieser GrSl~en 
kleiner, alle iibrigen aber grSl~er oder gleieh den entspreehenden Werten u t' 
ausfallen, also 

# ? 
(17) u~ <: u~ und us ~ us flit l < r ~ p < s ~ n 

wird. Dann folgt fiir jede solche Kombination r, s 

(17a) u~. < ~u' 
?t s ?1~ 
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sowie 

u, ~ u/+u-----~ (17b) u,+u~ 

und daher aueh 

Y? k - - '"  ": 
r~=l s=~+l r~ l  sffip+l 

i m  Widerspruch mit (15), sofern auch nut  eine der Zahlen k,.~ ~ O ist, 
d. h. sofern die Spieler A,. mit den andern A s iiberhaup~ gespielt habem 
was wegen k~ ~ g~, ~ 0 im irreduziblen Falle immer zutrifft. 

Dutch die Gleiohungen (8a) sind also im betrachteten Falle die Ver- 
hdltnisse der (positiven) GrSflen u~ eindeutig bestimmt und jede positive 
LSsung des Gleichungssystems muff als die einzige LSsung des irreduziblen 
Problems auch das Maximum ~ der dutch (3) definierten Funktion qS(u) 
liefern. 

Mit Hilfe der Formel (15) l~il~t sieh abet noeh eine wiehtige Eigen- 
schaft ur~eres LSsungssystems herleiten. Wit betrachten wieder zwei ver- 
sehiedene positive LSsungen u t und ut' der Gleiehungen (8a), die wit uns 
gleiehfalls gem~B (16) normiert denken, die abet zu zwei verschiedenen 
Vertei!ungen der Gewinnzahlen g~ und g[, d.h. zu versehiedenen Turnier- 
Ergebnissen gehSren mSgen. Aueh bier denken wir uns wieder die Reihen- 

folge so,gew~hlt, dai3 fiir r ~ p < s  die Beziehungen (17), (17a) und 
(17b) gelten6). Dann erhalten wit, da naeh unserer Annahme immer 
k~t----k~t die Anzahl der gespielten Partien beidemal die gleiche sein soll, 
wieder die Ungleiehheit (18) und somit aueh wegen (15) 

? I t ! (19)  G~----gl~g~% . ~ g ~ g l ~ g ~ % . . - ~ g ~ G ~ .  

Es mu~ also bei jedem Ubergang yon einem Turnier-Ergebnis g,.~ zum 
andem g't die Gesamtsumme aller Gewinne fiir diejenige Spie|ergruppe A,. 
wachsen, deren normierte Spielst~rken u~ zunehmen. Angenommen nun, 

�9 �9 t bei einem solchen Ubergange sei gq die einzige zunehmende g ~  gq, 
w~hrend sonst immer g~ :> gt t sein soll. Dann muff gq notwendig in der 
Teilsumme Gp vorkommen, d.h. q ~ p und u~ ~ u~ sein und die relative 
(normierte) ~pielstdrke eines Spielers A,. wird dadurch notwendig ver- 
gr6flert, daft er bei 8onst ungednderten Ergebnissen eine einzelne Partie 
gewinnt, anstatt sie zu verlieren 7). 

e) Den Fall, wo alle ut = u /  sind, kSnnen wir aussehlieBen, weil wegen (8a)  
sonst auch alle gt = g /  w~ren, gegen die Annalmm. 

~) Die Wichtigkeit dieser an eine brauehbare Bewertungsmethode zu stellendeu 
Forderung betont E. Landau a. a. O. w 3, Wo er auch zeigr da6 sie in den von ibm be- 
handelten bisherigen LSsungsversuchen des Problems nieht durchweg erffillt ist. 
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w 

Die Liisung des allgemeinen Problems. 

Naehdem fiir den ,,irreduziblen" Fall die Existenz einer eindeutig 
bestimmten L5sung erwiesen ist, handelt es sich nun urn die Frage, was 
sich daraus fiir den allgemeinen Fall ergibt. In w 1 haben wir gesehen, 
wie das Gesamtturnier 7 eindeutig in irreduzible Teilturniere C1, C~ . . . .  
zerlegt werden kann. Fiir die Spieler jedes solchen ,,Primturniers" C sind 
also naeh w 2 die gesuchten ,,Spielst~irken" als Verh~iltnisse t~ositiver Zahlen 
bestimmt. Es seien C1, C~ zwei verschiedene irreduzibIe Teilturv ^re tier- 
art, daf  kein Spieler yon C 1 gegen einen yon C.. gewonnen, aber wenigstens 
einer A,. yon C 1 mit einem A 8 yon Co. gespielt (und also verloren) hat. 
Dann mul3, wie wir w 1 gezeigt haben, die Spielst~irke yon A,. im Ver- 
h~iltnis zu der yon A~ versehwinden, und das gleiehe mu• auch fiir alle 
Spieler yon C1 gegeniiber allen von C~ gelten, da die ~ Quotienten der 
Spielst~rken in jedem irreduziblen Teilturnier endlich und yon 0 verschieden 
sin& Wit sehreiben dann C 1 < Co. 

Ist mm 

(,20) T • P - ~  C 1 ~ Q 

die fiir das Primturnier C~ charakteristisehe Zerlegung des Gesamtturniers 
yon der Form (14), und ist G 1 • C., wobei Spieler yon C~ mit solehen yon 
Co. wirklieh gespielt (und verloren) haben, so mug C,, in Q enthalten sein, 
da keiner yon P gegen einen yon C 1 gewonnen hat. Ist C g<  C 3 im 
Sinne unserer Definition, so kann C a nieht in P enthalten sein, well bein 
Spieler yon P gegen einen yon Q --- C~ ~,- Q' gewonnen hat und doch C a 
gegen C 9 gewonnea haben solh Vielmehr liegt Cs ganz in Q', also in Q, 
und kein Spieler yon C 1 kann gegen einen yon C a gewonnen haben. Bildet 
man welter yon C 1 ausgehend eine Kette yon Primturnieren C1, C~, . . . ,  C t, 
fiir die sukzesstve 

c,<c,, c , . <  c:,, . . . ,  c,_,<c, 

sein mSge, derart, daf  jedes gegen das naehfolgende gespielt und ver- 
loren hat, so ergibt sieh dureh vollst~indige Induktion, daft aUe auf C~ 
folgenden in Q enthalten sind, also kein Spieler yon C I gegen einen yon 
C t gewonnen haben und mithin sicher nicht C t ~ C, sein kann. Da also 
zyklische Ketten dieser Art ausgesehlossen sind, so kann man festsetzen, 
daf  jedesmal, we C~ -< C k und C~ < C l ist, auch C i < C l sein sell, ohne 
d a f  bei dieser erweiterten Definition jemals gleichzeitig C~ ~. C k und 
C k < C~ werden k5nnte. Dutch diese Festsetzung wird also die Menge 
der ,,primitiven Teilturniere" oder ,Primturniere" C i im Sinne yon 
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Hausdorff s) ,,teilweise geordnet", und jedesmal, wo C i ~ C k ist, mu~ bei 
der Approximation der oberen Grenze .~ jeder Quotient u,./u~, wo der 
Spieler A r zu C/ und A 8 zu C k gehSrt, nach Null konvergieren, d. h. alle 
Spieler yon C i sind unendlich gering zu bewerten gegen alle yon C k. 
,,Vergleichbar" in dem Sinne, da~ entweder C~ < C k oder C~, < C i aus- 
fiillt, sind also zwei primitive Teilturniere C t u n d  C~ einmal dann, wenn 
zwischen ihnen iiberhaupt Spiele stattgefunden haben, weiter aber auch 
in dem Falle, wo zwischen ihnen eine liickenlose Kette yon primitiven 
Teilturnieren C1,C~, . . .  eingeschaltet werden kann, in welcher je zwei 
aufeinanderfolgende miteinander gespielt und jedes gegen das vorangehende 
gewonnen haben : 

o 1 <  < . . .  < c , .  

Als ,,unvergleichbar" gelten dagegen nur solehe Paare von pri,nitiven 
Teilturnieren, fiir die eine solche Kette nicht existiert. So wiiren z. B. im 
Falle dreier Primturniere C,, C~, C:~ die beiden ersten miteinander mwer- 
gleiehbar, wenn sie beide gegen C a gespielt und gewonnen oder beide 
gegen C a verloren, aber unter sieh gar nieht gespielt haben sollten. Von 
dem so eharakterisierten Falle der ,Unvergleiehbarkeit" abgesehen, der 
dutch die Natur der Saehe gegeben ist, liefert uns abet unser Wahr- 
seheinliehkeitsansatz stets eine eindeutig bestimm~e Liisung. 

Wit beweisen niimlieh Iolgenden 

Satz. Im allgemeinsten Falle eines in die irreduziblen Teilturniere 
C a, C~., C a . . . . .  C,  zer/allenden Turnieres T wird die obere Grenze "~ der 
Turnier.Wahrscheinlichkeit ~ (u) approximiert, indem man 1. die ver- 
hdltnisradfligen Spielstdrken u, : u t der zu ]edem Primturnier C i gehSren- 
den Spieler so wdhlt, daft die au] C~ b&ogene Teil]unktion r also 
die Wahrscheinlichkeit des au/ C~ besehrdnkten Teilergebnisses, ihren 
Maximalwert ~ annimmt, und 2. /iir ]e zwei Primturniere C i u n d  Cj, 
welehe der Bedingung Q < C~ geniigen, alle Quotienten u,./u~ der Spiel- 
stdrken eines Spielers A.  aus Q und eines Spielers A.~ aus 6~ nach Null 
abnehmen ldflt. 

Zum Beweise benutzen wir die Tatsaehe, da~ jede~Faktor des Pro- 
duktes r  yon der Form ist: 

(12) wry-- 

wobei die entspreehenden Spieler A~ und A~ hSehstens zwei versehiedenen 
Primturnie~en C~ und C s. angehSren kbnnen. Fa6t man nun alle diejenigen 
Faktoren w,, a zu einem Teilprodukte qbi(u ) zusammen, fiir welehe beide 

~) F. Hausdorff, Grundziige der Mengenlehre, Ksp. VI, w 1. 
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Spieler derasdben Primturniere G~ angehSren, so erh/flt man genau die 
Wahrscheinlichkeit w i fiir das auf O~ bezogene Teilargebnis, und diese 
besitzt dann, wail O i irreduzibel ist, bei geeigneter Wahl der in qS~ vor- 
kommenden rela~iven Spielst~rken ur : u~ ein wahres Maximum ~i (~) ~--- wi- 

AuBerdem enth~lt aber ~5(u) noch solehe Faktoren u,~, ffir welche 
die Spieler A~ und `4~ zwei verschiedenen Primturnieren (7~ und Cj an- 
gehiiren. Fal3t man also fiir jade Kombination i, j die entsprechenden 
Faktoren w~ wieder zu einem Teilprodukte ~o . (u l  zusammen, so ergibt 
sich ffir die Gesamt.funktion folgende Zerlegung: 

m i:~j 
(21) �9 (~) = / / r  (u). / /~, j  (u). 

i----1 t , j  

I~t nun u~ = ~ irgendeine, etwa die auf die Summe 2:tiI ~ = 1 der vor- 
kommenden Variablen normierte LSsung des auf das i - te  Primturnier U~ 
reduzierten Maximumsproblems 

�9 ,(~)-= ~ ,~  ~(~), 

so entsteht die aUgemeinste LSsung desselben Teilproblems dutch Hinzu- 
ffigung eines beliebigen positiven Faktors .ol, da aueh ~ i (u )  in bezug auf 
~die vorkommenden ut wieder homogen yon 0-ter Dimension ist: 

Fib ein beliebiges Sys tem der ei wird also das fiber i----1, 2 . . . . .  ra 
gewonnene einfaehe Produkt in (21) dutch den Ansatz u~ = e i ~  seinen 
Maximalwert wi w~ . . -  w, erreiehen: 

(22) 1 [  ~ , ( o , ~ )  = w l ~ .  . . .  ~,,, = w* >= 1l  ~.i (~), 
i=l i = l  

o 

wihremd dss fiber i, j genommene Doppelprodukt in (21) durch Wahl der 
Multip!ii~at~ Oi, wie wir zeigen wollen, seiner ol~eren Grenze 1 beliebig 
geniihemt werden kann. Ist nimlich ~/iis(u ) ein Faktor dieses Produktes. 
so sind nur folgende drei Fille mSglich" 

1. Zwisehen C i und C s ist iiberhaupt nicht gespielt worden, alle 
kr~ = 0, wenn A,. und .4  zu U i bzw. Cj gehSren, dann sind auch die ent- 
sprechenden g,.~ und g,,. s~imtlich = 0 und die Funktion ~ii (u) reduziert 
sich attf den konstanten Wert 1. Solehe Faktoren ~ q  kSnnen also ganz 
aul~er Betracht bleiben. 

2. Mindestens ein Spieler A,. yon C~ hat gegen einen `4, yon C 3. ge- 
spielt und verl~en. Dann mull in der dureh C~ gemiil] (14) bestimmten 
Zertegung 

S = P ~ + C ~ + Q  i 
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Cj notwendig in Q~ enthalten sein, d. h. alle gr, = 0, sofern A,.zu C~ und A, 
zu Uj geh6rt, und C~ <: Uj in der im Anfang des w eingefiihrten Schreibweise. 
Dann erscheinen aber alle Variablen ur, die zu C~ gehSren, ausschliel31ieh 
im Nenner yon O~j(u), und der Ausdruck 

wird nach der Substitution u r - - ~  r, u s =  ~.~, ,  wo r alle auf C~ und s 
alle auf Cj beziiglichen Indizes durchl[iuft, 

(21) _ .  % -  

sich seiner oberen Grenze 1 nRhern, wenn der Quotient -~.j der Grenze O 
zustrebt. 

3. Mindestens ein Spieler Ar yon C~ hat gegen einen A s yon C~ ge- 
wonnen, grs > O. Dann gehSrt C~ notwendig zu Pi und alle gs~ = 0, so- 
wie C~ < C~. Hier gilt wieder das gleiche fiir Uj "und C~ wie im Fall 2 
fiir C~ und ~ ,  und die Funktion ~ ( u ) ~  ~ j ( 2 i ~ ,  ~j~) niihert sieh der 

der Quotient ~ der Null zustrebt. Eins, wenn 

Sind nun ~5~j (u) und q~jz (u) zwei (nicht konstante) Faktoren v o n � 9  (u), 
fiir welohe gleichzeitig C~ < C j  und Cj < C~ ausfiillt, so dal~ Spieler von C~ 
gegen solche yon C~, sowie Spieler yon C 5 gegen solche yon C~ gespielt 
und verloren haben, so werden beide Funktionen ~ und r sieh der 
Grenze I niihern, wenn gleichzeitig die beiden Quotienten 

o~ e~ und damit auch ihr Produkt ~'~- 

der Null zustrebt, und das Analoge gilt fiir jede Kette yon Primturnieren, 
fiir welche der Reihe nach 

ist und yon denen je zwei auleinanderfolgende gegeneinander gespielt 
haben. Daraus 'ergibt sich aber, daft aueh nach unserer allg6meinen Fest- 

setzung ~edesmal, wo C~ < C# ist, auch der Quotient ~_A bei der betracli- 

teten Approximation sieh der Null ns Da nun diese ,teilweise Ord- 
nung" der Primturniere, wie wir S. 445-446  gesehen haben, widerspruchs- 
frei m0glich ist, so k~nnen wir dureh Befolgung dieser Regel 

lim ~o~. = 0 fiir " C~ < C~. 
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gleiehzeitig a//e in (21) vorkommenden Faktoren ~ j ( u )  und damit aueh 
ihr Produkt sivh der Eins n~hern lassen und erbalten demgemii~ 

= to I w e . . .  ~ l i ra /T ~ j  (0iu~, 0i ~o), 
(25) lira 0(0~ ~t) 

. . .  
i 

i .  h. es ist W*----~ in der Tat die  obere Orenze yon O(u) ,  die wit auf 
diese Weise approximieren. 

w 

Diskussion dot L6sung ffir regufiire Turniere. 

In dem praktisch wichtigen Fall, den wir als den ,reguliiren" be- 
zeichnen wollen, wo alle 

krs = k 

einander gleich sind, wo also jeder Spieler mit jedem die gleiohe Anzahl 
Partien gespielt hat, geht (Sa) iiber in 

n 
fir Z '  1 (8 b) g~* ~ y = u, flit r = i, n ~ 2 

t = l  

Sind in der Reihe ul,  . . . ,  u ,  zwei GrSflen einander gleieh: Ur= Us, SO 
muff auch 

sein; ist aber 

(26) 

so ist auch 

(27) 

fiir alle r + t + s  und 

(28) 

a l s o  

aber, so fe rnn  ~ 2 ist, 

oder 

( 2 9 )  

gr----g, 

u r < u , ,  

1 1 

u~ + ut u, + ut 

u~ us 
u~ + ut us + ut ' 

g r < g ~ ,  

ur us 

u._r < g~ < 1. 
us gs 

Umgekehrt folgt aus g~ ~ g, wieder u~ ~ u.. 
Wir haben also den 

Satz.  Bei  einem Turnier, in welchem jeder Spieler mit  jedem die 
gleiche Anzahl  Partien apielt, haben ~ im  irreduziblen Falle ~ die be- 

Mathematlsche Zeltschrift. 29 29 
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zeichneten S p i e l s t d r k e n  u,  dieselbe Re ihen jo lge  w ie  die  G e w i n n z a h l e n  gt, 

abe t  /i~r n > 2 i n  quant iSat iv  grOfleren Abs tandsverhd l tn i s sen .  

In unserem Falle kr, ~ k wird, wenn man die gr (und damit zugleich 
die ur) nach ansteigender GrSl~e ordnet, 

1 g _< a,. _<_... _< a,,, 
jede p- te  Teilsumme 

g l ~ - g ~ - ~ . . . ~ g p  ( p - ~ l ,  2 . . . .  , n - - l )  

wegen (15) grSfler ausfallen als die entsprechende Teilsumme K~ 

(3o) +ap>K = kr ,=k  
" ' '  2 l_<r.t<-p 

und nut fiir p ~ n ergibt sich 

(7a) g~ + g2 + - "  + g , =  k ~ =  N. 

Dutch Zerlegtmg der ganzen Zahl N in n Summanden erh~ilt man 
also aUe im "betrachteten FaUe mSglichen dutch die Gewinnzahlen gt aus- 
driickbaren Turnier-Ergebnisse. 

So haben wir z .B .  im Falle k = l , n ~ 2 ,  N ~ I ~ - 0 ~ I  nur eine 
einzige mSgliche Verteilung 

g l =  0, g~ = 1 ,  

die dem ,reduziblen" Falle angeh~rt and der Bewertung _u~_ = 0 entspricht. 

Fiir 1r 2, n ~ 2, N = 2 ~ 0 ~ 2 = 1 ~ 1 noch die irreduzible Ver- 

teilung 91 ~ gg = 1, u 1 -~ u s �9 
Fiir k =  3, n = 2, N = 3 -~ 1 ~ 2 ergibt sich die irreduzible Vertei- 

lung g~ ~ 1, g~ = 2 mit den zugehSrigen Bestimmungsgleichungen (8) 

3ui ____1, 3u___~! =: 2 
u~ -t- us u~ -b % 

und dem Ergebnis ut : % = 1 : 2. 

Allgemein ist fiir n = 2 ,  h r = k ---- g~ -{- g2 

also u~ : % ~ 9~ : y~, d. h. die berechneten Spielst~rken verhalten sich wie 
die Gewinnzahlen, w~ihrend flit n ~ 2 nach (29) fiir r < s i m m e r  

u_~. ~ g, ~ 1  
U, if# 

ausfiillt. 
Fiir n ~ - 3 ,  k - ~ l ,  2 r  haben wit nut  

einen einzigen irreduziblen Typus 

gl = g2 ~- gs ~ ] , U l =" u., - -  u a, 
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w~arend dem F a l l e n  ~ 3, k = 2, N--= 6 die drei Zerlegungen 

6 = 1-~ 1 ~  4 = 1-~  2 ~  3 = 2 - ~  2 ~  2 

and damit  drei verschiedene Verteilungen und Bewertungen entsprechen. 

Von diesen ist abet die erste reduzibel wegen gl -~ g~ = 2 ~-- 2 2 ( ~  - -  ) ent- 

sprechend der Matr ix g12 = g~x = 1, ga3 = g~8 = 0, g81 = g3~ ~ 2, und 
wiirde sich auch ergeben, wenn jeder mit jedem nur d n e  Partie gespielt 
und dabei die beiden ersten" miteinander Remis  gemacht und gegen den 
drit ten verloren h~itten. Es bleibt also au•er dem trivialen Typus 
gx = g~. := gs, ux - -  u.. = u 8 nur noeh d n  irreduzibler iibrig ga ~ 1, g2 = 2, 

gs = 3. Hier  ergeben sieh, wenn man 

ul u s  - - - ~ X ,  --  - - y  
U3 ~3 

setzt, fiir x und y die Gleichungen 

x + y  x-t-1 2 '  x + y  yq-1 

und hieraus weiter 
x = y " ,  l = y ~ y ~ 3 y  3. 

Die kubische Gleichung hat als einzige positive LSsung 

y = 0,46940, x :-: y? ---- 0,22034, 

woraus sieh, auf die Summe 1 normiert,  als Spielst~irken ergeben 

u 1 = 0 , 1 3 0 4 ,  g ~ l - - - -  1 - ~ 0  : 0 ~ 1 ,  

u~ ~ 0,2778, g~ ~-- 2 = 1 ~ 1 - -  2 ~ 0,  

u s = 0,5918, g3 ---- 3 ---- 2-1- 1 : 1 q- 2. 

Diese Verteilung ergibt sieli insbesondere, wenn jeder der 3 Spieler mit  
jedem anderen je eine Partie gespielt hat und dabei 

1. A 1 gegen A~ Remis gemaeht und gegen A s verloren, A 9 gegen A s 
Remis gemaeht, 

oder 

2. A x gegen A. verloren und gegen A s Remis gemacht, A~ gegen A s 
verlorgn hat. 

Fiir n = 4, k-----1 haben wir wieder nur eine einzige ,.irreduzible" 
Verteilung entsprechend der Zerlegung 

_ N - - - - - 6 = l ~ l  ~ 2 ~ 2  
mit dem Ergebnis 

u a : u ~ : u  a : u  a-~- 1 : 1 : 3 : 3 .  
29* 
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Ffir n -  4, k = 2 dagegen e~eben sieh berei~ 7 irreduzible Ver- 
teilungen : 

N=12=I+2+4+5 
= 1 + 3 + 3 + 5  
.... 1 + 3 + 4 + 4  

= 2 + 2 + 3 + 5  
- = 2 + 2 + 4 + 4  
.... 2 + 3 + 3 + 4  
- 3 + 3 + 3 + 3 ,  

welehe mit Ausnahme der letzten (mit der trivialen LSs~g  u~ = u~ 
:= ua = u4) auf Gleiehungen dritten und hSheren Grad~. ffihren. Die 
zweite z.B. liefert : 

~1 o Uo ~3 
- -  x = y ' ,  . . . . . . .  y ,  

U4 ~4 U4 
5ya + y" + 3y--1--=-O. 

Fiir n = 5, k-= 1 erhalten wir 3 irreduzible Zerlegungen 

N : 1 0 = 1 + 1 + 2 + 3 + 3  
= 1 + 2 + 2 + 2 + 3  
- -  2 + 2 + 2 + 2 + 2, 

yon denen die beiden ersten wieder auf kubisehe Gleichungen 'fiihren. 

Die Tatsaehe, dal3 fiir k,..~ = k die Spielstiirken u t gleiehgeordnet sind 
den entsprechenden Gewinnzahlen gt, gilt aber aueh im reduziblen Falle. 
l-Iaben wir niimlich eine Klasseneinteilung aller Spieler in solche A, 
und A 8, dab fiir l g r _ < p < s < r  immer g , .~=0 wird, SO gilt fiir 
jedes g,. und jedes g.~ 

 31) g r < k ( v  - 1 ) <  

da ein Spieler A,. der ~rsten. Klasse hSchsterls gegen p - - 1  Spieler der- 
selben Klasse je k Partien und andererseits jeder Spieler A 8 der zweiten 
Klasse mindestens k p Partien gegen alle der ersten Klasse gewinnt. 3ede 
Gewinnzahl de r  unteren Klasse ist also kleiner als jede der oberen, W~ihrend 
gleichzeitig jede zur unteren Klasse gehSrende Spielst~rke u r gegen jede 
zur oberen gehSrende u., versehwindet. In dem bier betrachteten Falle 
erfolgt also, wenn man die g~ nach aufsteigender GrSBe ordnet, jede 
Klassentrennung immer zwischen zwei aufeinanderfolgenden gv' g~,+' und 
zwar immer an der Stello, wo 

(32) Gv~g~-~ go." - r -gv=kP~P--1)==k+2k- ' . - . . .  + - ( p - . 1 , k  

ausf/illt, w~hrend wegen (30) sonst immer 

Gl, ==gl ~- if'.' !- IY,, "'kp(p-1) . o  , 
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sein muff. Es geniigt also, die sukzessiven Teilsummen der naeh der GrSffe 
geordneten Gewinnzahlen g. "~ g~ ~ gs ~ . ' .  < g, mit den entsprechenden 
Teilsummen der Reihe 0, k, 2k . . . .  , (n -- 1)k  zu vergleichen, um sofort 
di s vollst~ndige Zerlegung in ,,Primturniere" zu erhalten. 

w 

Die numerische Aufl6sung der Gleichungen dureh sukzessive 
Approximation. 

Fiir grSBere Werte Yon n,  wo die Berechnung dureh algebraische 
Elimination nicht mehr ang~ngig ist, empfieh]t sich ein Approximations- 
verfahren, das, wie wir zeigen wollen, im irreduziblen Falle stets zum 
Ziele fiihrt. 

Da wir die Gleichungen (8) des Problems zur Berechnung der jetzt 
einfach mit  u r bezeichneten relativen Spielstiirken 'a,. in der Form 
schreiben kSnnen 

(8)' g , =  / ~ '  k~, ( r , t = l , 2  . . . .  ,n)  
u~ ~t u-f -+u, t + r ' 

so liegt es nahe, gegebene (positive) Ann/iherungswerte x,. der u,. sukzessive 
zu verbessern, indem wir setzen 

(33) g" Z '  t , ,  _ g~ also ' f , (x)  7,' - x~+~ f , - ~ '  x, : 
t 

und so von einem System (%) der Reihe nach iibergehen zu weiteren 
p . ( i )  Systemeu (=,),(=~) . . . . .  ( = , ) ,  die im Fane der'Kon~ergenz die ge- 

suchte LSsung liefern werden. 

so ergibt sieh aus (33) analog 

(33)~ 

und durch Grenziibergang 

(34) 

Denn ist etwa 

~, = lira x~ i~ 

~r ~r t xjmJ = ~'~(, )  + xl" 
t 

( r - 1 , . . . ,  n), 

t 

d.h .  die Grenzwerte ~. bilden ein LSsungssystem yon (8). 

Um die tatsiichliehe Konvergeuz im irreduziblen Falle unseres Problems 
zu beweisen, behandeln wir ein allgemeineres Iterationsproblem, dessen 
Voraussetzungen , wie leicht zu zeigen, in unserem Fal!e zutreffen. 
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T h e o r e m .  
der Form 

(35~ 

E. Zermelo. 

Es sei gegeben eine Substitution yon n Variablen z~ in 

x , ' =  f , ( x )  = f , ( x , ,  x i ,  . . . ,  x , )  ( r  = 1 , 2 , . . . ,  n) ,  

wo die (reellen ) Funktionen f,. /olgende Eigenschaflen beMtzen: 

1. Die Funktionen f,. sind homogen  van der Dimension 1, d. h. es 
ist /iir #des (positive) 2 stets 

(36) f,(;, ~) = ;~f,.(.~). 
2. Die Funktionen sind ,, positiv beschrdnkt", d. h. ihre Funktians- 

we rte liegen zwisehen p o s i t i v e n . ( yon 0 ver schi edenen ) endlich en Schranken 
in jedem Variabilitdtsbereiche, in welchem die sdmtlichen Variablen x,. 
selbst zwischen positiven endlichen Schranken gelegen sin& 

3. Die Funktionen f, sind s te t ig  d i / / e r e n t i i e r b a r  und auch ihre 
o 

sdmtlichen p a r t i e l l e n  A b l e i t u n g e n  f ~ ( x ) ~ - - ~ . f , . ( x )  sind ,,positiv be- 

schrdnkte " Funktionen, soweit die Variablen x ~ ,, w'irklich vorkommen ", 
d.h.  die Ableitungen fr, nicht identisch verschwinden. Die Funktianen f,. 
sind also in den wirklich vorkommenden Variablen x auch monoton .  

4. Jede der Funktionen f~ enthdlt ,, eigentlich" die ihr entsprechende 
Variable x,., so daft f** =~ 0 ist in jedem positiven Bereiche der Verdnder- 
lichen; und bei jeder  Einteilung der Zahlen 1, 2 . . . . .  n in zwei Klassen ( r,s ) 
gibt es immer mindestens ein Zahlenpaar r, 8, wo r der einen und s der 
anderen angehSrt, /iir welches f~.~ =4= 0 ist. 

5. Die Gleichungen 
(37) u, ----- f,.( u) (r = 1, 2 , .  .... n) 

besitzen mindestens eine p o s i t i v e  LSsung u~ ~ O. 
Dann konvergieren /fir #des positive System van Werten x,~ > 0 die 

sukzessive gebildeten Werte 

(35 ) ,  x , . ' =  f , ( x ) ,  x , 7 -  5 ( x ' )  . . . .  , xJ i+ ' )  - -  f , . ( x ( " ) ,  . . .  

mit wachsendem i nach positiven Grenzwerten 

($~) X~ = lira x,! ~) (r ~- 1, 2, . . . ,  n), 
i - * ~  

welche dem Gleichungssystem (37) geni~gen und sich van den voraus- 
gesetzten LSsungen u,. hgchstens durch einen gemeinsamen positiven Faktor 
unterscheiden 

(39) ~,. == ).* u,., 

wodurch zugleich die E i n d e u t i g k e i t  der positiven L6sung gesichert ist. 

Bevor wir dieses allgemeine Theorem beweisen, iiberzeugen wir uns 
zun~iehst, daft die tiber die i~unktionen f~ gemachten Voraussetzungen fiir 
den yon uns behandelten speziellen Fall auch erfiillt sin& 
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und 
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1. Die Homogeneitilt erhellt unmittelbar aus der Form der Glei- 
chungen (8). 

2.  I m ,  irreduziblen" Falle sind naeh w I alle g~ ~> 0 und fiir jedes r 
mindestens ein k~ ,>  0, und die Funktionen f~ sind also nicht ver- 
sehwindende rationale Funktionen mit  lauter positiven Koeffizienten. Solehe 
Funktionen sind aber immer ,positiv besehriinkt", weil, wie leicht er- 
siehtlich, die Summe, das Produkt und der Quotient ,positiv beschr~inkter" 
stets wieder die gleiche Eigenschaft besitzen. A1]gemein sind weiter alle 
positiv beschr~inkten Funktionen yon positiv besehr~inkten Funktionen wieder 
positiv besehriinkt. 

3. Durch partielle Differentiation ergibt sieh aus (33) 

_ ~f, ( x )  ~ ' = r , ( - )  k,, 
Y~ a z , '  t (x'+x') ~ 

(41) _ ~fi(x) k,, i~r s+r; Y,: ~ ,  = fr (x) s (x,+x,)~ 

also sind aueh bier alle f~S(x), soweit sie nichb identiseh vemehwinden, 
stetige und ,positiv beschriinkte" Funktionen. 

4. Aus den letzten Formeln ergibt sieh unmittelbar, dull stets f~,.(x) > 0 
und f r , ( x )=  0 nur im Falle kro-----0, wo der r- te  Spieler mit dem s - t e n  
iiberhaupt nicht gespielt hat. Giibe es nun eine Klasseneinteilang in 
Spieler A,. und A,, bei welchex alle /r = 0 w~ren, so w~iren auch alle 
if,., = 0, was im ,irreduziblen" Falle ausgeschlossen ist. 

5. Die Existenz einer positiven LSsung des Gleichungssystems ist fiir 
den irreduziblen Fall dureh unsere Betraehtungen i m w  1 mit der Existenz 
des Maximums von ~ nach dem Weierstral~schen Satze gesichert. Dagegen 
braucht die Eindeutigkeit der L6sung hier nicht vorausgesetzt zu werden, 
sie wird vielmehr - -  unabhiingig yon unserem in w 2 gegebenen Beweise - -  
als spezielle Folgerung des allgemeinen Satzes gleichzeitig mitbe~iesen. 

Beweis  des K o n v e r g e n z t h e o r e m s .  Fiir t ~  1, 2, . . . .  n sei 
x~ ~> 0 ein beliebiges positives Wertsystem und % > 0 eine positive L6- 
sung der Oleichungen (37). Bezeichnen wir hier mit  2 den kleinsten und 

mit /~ den grS~ten Quotienten aus der Reihe x( 

(42) ( t= 1,2, .. . ,n), 

so folgt aus 3., da die Funktionen f~ monoton sind, 

(43) 2f~(u) g f , . ( x )~ t~ f , . (u )  ( r = l , 2 ,  . . . .  n) 
und wegen (37) auch 

�9 ~u, <=z" "<l~u,, 
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sowie flit alle folgenden Approximationen x ~i~ 

~o ~ 1" ut (t  1,  2 . . . .  n ) .  (42)i hUt ~_~ xt ~- . 

Ebenso ist aber auch fiir jedes i, wenn wieder .~a) den kleinsten und 

I ~(il den gr6flt~n Quotienten zt(i} 
�9 __ bezeichnet, 

.ut 

und 
, 2 ( i ) u t  ~ Xt (i+1) ~_~ It{OUt, 

also 
2(r =< 2(i+, _</~(i+~ =< ,uli), 

d .h .  die Werte 2(i) bilden eine niemals fallende, die /~1i) eine niemals 
steigende Reihe, wobei die Intervalle (2 (i),/~(i)) sukzessive ineinander liegen 
und alle im Gesamtintervall (2, p) enthalten sind. Die 2 u) besitzen also 
eine obere Grenze :(, die ,u(i) eine untere  Grenze /~, u n d  es ist 

2 ___~_~ 21i) s ~. s )J _~_~ #{~ ==~ br fiir i : 1 , 2 ,  3 , . . .  (43) 
sowie 

(44) -- lim 2 (o , fi = lim/~1~). 
i--l, ~ i - -k~  

L/iflt sieh nun zeigen, daft beide Grenzwerte iibereinstimmen, 

(45) ). = ~ = 0, 

so wird aueh 

(46) lira x~l~) = Ou t ( t = 1, 2 . . . . .  n ) , 

wie zu beweisen. 
Um aber diesen Nachweis zu [iihren, miissen wir zwei F/iIle unter- 

seheiden: 

F a l l  I. Alle f.~ :> 0, d. h. beim Turnierprcblem k,, > 0 fiir alle 
r + s:  jeder Spieler hat mit jedem andem gespielt. Dann sind naeh 
3. auch sgmtliche Ableitungen f,. ,positiv beschrgnkt", und fiir alle den 
Bedingungen 

(42) 2, , ,  < ~, ~ /~u,  ( t  = 1,  2 . . . . .  n )  

geniigenden Wertsysteme x,, zu denen nach (42)~ auch alle xt ~} geh6ren, 
besitzen sie positive untere Schranken: 

(47) f , , ( x )  :> y , ,  > O. 

Naeh dem Mittelwertsatze ist aber wegen (37) 

(48) �9 , ~ u , = f . ( x  ) f , ( Z % )  ~ - 2  I') - - = ~ f~, ( ~ )  (~,") u,), 
t = !  
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WO 
xt --  (1 -- #r) 2(i)u, 4- "~ ~t ~-(~) (0 ~ #r < 1" . . . .  t = l , 2  . . . .  n )  

einen Punkt auf der Verbindungsstrecke zwhchen den Punkten (x,(i)) und 
(2[i)uz) kennzeichnet, der gleiehfalls den Beziehungen (42) geniigt. Daher 
ist nach (47) flit jedes s ~  n 

(49) x~ ' + ! ) -  ;~(~ ~ r , ,  (x~" -- ~(~ 

Insbesondere gilt dies auch flit die Maximal- bzw. Minimalwerte der 
Qaotient~n, wo 

z~'+~)_ i(i+~) u,, z(1)= i~(~ 

uo daft wir erhalten 
_ ~, (~,) ~(,)) ~_ ~ ( / , ~o  _ ~ i ) ) ,  

( 5 0 )  ~(~+~) ~) ~ r ~ ,  ~ - 

u,  bedeutet, woraus folgt: wenn u den kleinsten derpositivenWerte u~, ~- 7~, u--~ 

(51) /2 -- ~ = lim (/z ( i ) -  2 (~ = O, 
i - ~  

W.  Z. b .  w .  

Um nun such den Grad der Konverger~ abzusch~t~en, bedienen wit  
uns noch einer zweiten, ganz analog wie (50) aus (47) abgeleiteten Formel: 
Es ist 

�9 ~ "  / ~(0 Xt(1) ) /a(Ou,. - -  x(/+a)= f,(/a(Ou) - -  g.(z(1)) = 2 f,.,( ")k, " u , -  
t = l  

> y,.,(taa)% -- x~ ~)) iiir beliebige r, s ,  

( i + 1 )  . ( i . - t - i ) .  (i) " also fiir z, = , ~  ~r, x, ~(')u, weiter 

( 5 2 )  ~(o_ ~(,+~)_~ ~ (~(,) _ ~(,)). 

Dutch Addition yon (50) und (52) erh~lt man dann 

~('~- ~('~ - ( /~( '+~)  - ~('+~)) _~ 2 ~  ( / ;o_  ~ ) .  
Also 

(53) 
und somit  

(54) /~') - a'~_~ (/~ - ~.) (I - 2,~) ~. 

Die Approximationen konvergieren also mindestens wie eine geometrische 
Reihe. 

Fa l l  II .  Nich~ alle ft, sind "t" 0, nicht nile f, enthalten ,eigentlich" 
siimtliche Variablen, dagegen gilt die Eigenschaft 4. Dieser Fall l~Bt sich 
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nun, wie wir zeigen wollen, au[ den Fall I zuriickfiihren, indem man 
die  Subst i tut ionen ( 3 5 ) i t e r i e r t  und setzt: 

5('~(x) ~ f r ( f )  - f , . ( f , ( x ) ,  f~(~) . . .  f,,(~)) 

( 5 5 )  f,.(o'~(:r) ~ g ( f (1 , )_  fr(f(1)(:r), f c,)(x ) . . .  f(1)(:r) ) 
�9 o * o o �9 * * . �9 o . �9 ~ �9 �9 �9 ~ . �9 �9 

/;.:~+ l~(x) ~ f~(f(~) ~- f~ (fl~) (x) . . .  f,,r 

(r = 1, 2, . . . ,  n; i =  1, 2 , . . . ) .  

Diese dutch Iteration entstehenden Funktionen f,(~)(x) bgsitzen niimlich , 
wie leicht ersichtlich, die gleichen Eigensehaften 1--3 wie die urspriing- 
lichen fr(z), da sich diese Eigensc]laften stets auf die zusammengesetzten 
Funktionen iibertragen. Insbesondere ist auch fiir jede solche Funktion F 
in jedem positiv besehr~inkten Bereiche 

(50) ~x;F(f~,f~, )_~._i~ * aF ~f,.% aS af. "'" aft ax , - -  af, az~ > O, 

wenn auch nur iiir ein s die nach f, geriommene Ableitung yon F sowie 
die nach x~ genommene yon f, nicht verschwindet. Hieraus folgt zun~ichst, 
dab mit f,.~ ~= 0 (vermTge 4) auch 

f,J~l(~) > 0,  r > 0 . . . . .  f, 'j '(~) > o, 

da~ also siimtliche f y )  monotone Funktionen yon x~ sind: 

Angenommen nun, die der Reihe der Funktionen ft entnommene 
Funktion F(x)  ~ F(x~, x~, . . . .  x,,) enthalte ,,eigentlich" die mit z, be- 

0 

�9 ~F 
~eichneten Variablen aus der Reihe xx . . .  x~, so dab alle ~ > 0 sind, 

aF 
wiihrend fiir alle iibrigen (bier mit x~ bezeiehneten)immer ~-~x,---: 0 sei, 

so gibt es nach 4. ein Wertepaar r, a, flit welches f , . ,+  0 ist, und wir 
haben wegen (56) einmal 

~z--~ ~ F( f )  ~ 0 fiir a]le r, fiir die ~F(x),~____f_ ~ 0 is~, (57) 
sowie 

(50) F( f )  _~ ~-77 ~--; > o, 

d.h .  die Funktion F(f)-----F(1)(x) enth~ilt eigentlich aUe xr, welche 
F(x)  eigentlieh enthiilt, und auflerdem noch mindestens eine weitere Va- 
riable x~. Somit enth~ilt in der Reihe 

F(x) ,  F(~'(~) = ~v(f), Fc')(x) = ~,(1)(f), . . . ,  F~+I)(~)'= ~,(~'(f) 
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bereits  F ~-  1)(z) s~imtliche n Variablen xl, . . . ,  x , ,  und insbesondere gibt 
es auch eine Zahl h ~ n -- 1 yon der Beschailenheit, dab die n Funktionen 

r~ (x), ( x ) ,  

welche durch h-fache Iteration der Substitution (85) entstehen, die s~imt- 
lichen Variablen x x . . . .  , x, eigentlich enthalten. Diese Funktionen fr (h) 
geniigen den s~imtlichen Bedingungen 1 his 5, da ersiehtlich auch fiir jedes 
positive LSsungssystem (u) yon (37) 

(37)1, %---= fr(h'(u) . (r  = 1, 2 , . . . ,  n) 

ist, und damit sind alle Voraussetzungen der Konvergenz im Falle I ge- 
geben. Es werden also fiir ein beliebiges positives System (x) yon An- 
fangswerten die Iteratiofiswerte ~) 

(1,) _ / : . ~ h ) ( x ) ,  x/..,~ r~h)~x  ~ (~h) (ih) x 
x,.  . . . .  ,,. , j ,  . . . ,  x, .  = f , .  ( ) 

mit wachsendem i einer LSsung yon (37) zustreben, indem die ent- 
sprechenden Differenzen /a Iia)-  2 (r sich der 0 niihern, und somit gilt 
auch al]gemein 

~t ;. l im '  ~j) 2 (j) - -  = L,u - -  ) =  O ,  

d.h.  auch in dem dureh die Bedingtmgen 1 bis 5 gegebenen allgemeinen 
Falle fiihrt unser Veriahren der sukzessiven Approximation zur numerischen 
L6sung des irreduziblen Problems. Der Unterschied der beiden ~ F~ille I 
un~l II macht sich .nur insofern geltend, daB ira Falle II  in der Folge 
der Approximationen x ~1 gelegentlieh aueh 

t l ,  ( i ' l ' l )  ~ 2 ( i + 1 )  ~ / z  (i) _ 2(i) . 

ausfa]len kann, w~hrend doch immer, wie aus unserer Re duktion verm6ge 
f,(h) hervorgeht, 

,u( i+h)  _ )(~+h) < p(~) _ 2(i) 

sein muB. 
Unsere AuflSsufigsmethode ist also, welt entfernt, nur auf ,regul~ire" 

Turniere (wo k~t---~ k konstant ist) beschr~inkt zu sein, wie meines Wissens 
a l ld  bisherigen Methoden der Turnierbereehnung, im ,,lrre" duzlblen" " Falle 
auch ohne weiteres auf ,abgebroehene" und auf ,kombinierte" Turniere 
(die aus verschiedenen Einzelturnieren mit teilweise identischen Spielern 
zusammengesetzt sind) anwendbar und liefert aueh in ,reduziblen" F~illen 
stets eine das vorliegende Beobachtungsmaterial gleichmii~ig beriieksichti- 
gende und allen verniinftigen Forderungen geniigende vollstiindige oder 
teilweise Bestimmung der relativen Spielstiirken. 

o) Es wird hier yon der Giiltigkeit des Assoziationsgesetzes fiir die ..Zusammen- 
setzung yon Substitutionen Gebrauch gemacht. 
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Bei tier praktisclzen Ausfifln~ng der Rec]anung wird man in tier RegeI 
mit dem Ansatz ~a : z ,  . . . .  = z~ = 1 beginnen mad hieraus mit Hilfe yon 
Reziprokentafeln gem~l~ (33) die sukzessiven Ann~herungen z ' ,  ~" . . . .  
bestimmen und so lange damit fortfalaren, his je zwei aufeinanderfolgende 
sich nicht mehr merldich unterseheiden, das Gleiehungssystem (8) also 
erfiillt ist. Vorher mul~ man sieh abet erst yon der .Irreduzibilitiit" des 
Turniers iiberzeugt bzw. die efforderliche Zerlegung in .Primturniere" vor- 
genommen haben, was im .reguliiren" Falle ( k r t =  k) am bequemsten 
geschieht nach dem am 8ehlul) yon w 4 angegebenen Verfahren, d.h. dutch 
Anordnung tier gr nach aufsteigender GrSlle und Vergleiehung ihrer Teil- 
summen O r mit den entsprechenden Zahlen ~ k r ( r -  1) gem~il3 (32). 

Ale Beispiel flit die Auswertung eines gr61]eren (regul~en) Tttrniers 
gebe ie]a zum Selahfl) eine kurze Tabelle, die naeh dem New-Yorker bIeister- 
turnier yon 1924 fiir n--~ 11 Teilnehmer (darunter E. Lasker ale erster 
Preistriiger) naeh dem angegebenen Ver[ahren bereehnet wurde, wobei die 
~3ervehneten .8pie~stiirken" ~ anf die Summe 100 normiert sin~l und ?. 
wegen  k = 2 die Dif ferenz  G.  - r ( r  - -  1 )  bedeutet .  

4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 

8,43 
3,44 
8,B4 
4,7~ 
6,40 
7,19 
7,84 
8,71 
0,7 
8,4 
6,4 

gr 

5 
6,5 
7 
8 
9,5 

10 
10,5 
11 
12 
14,5 
16 

G~ 

5 
il,5 
18,5 
26,5 
36 
46 
56,5 
67,5 
79,5 
94 

110 

r ( , - l )  

0 
2 
6 

12 
20 
30 
42 
56 
72 
9O 

110 

~r 

5 
9,5 

12,5 
14,5 
16 
16 
14,5 
11,5 
7,5 
4 
0 

(Eingegangen am 28. Mai 1928.) 


