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Neue a-prioti-Abschitzungen fiir den Ottsvektor
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durch ihr Linienelement '

" Herrn EricH KAMKE zum 70. Geburtstag am 18. August 1960 gewidmet

Von
ERHARD HEINZY)

Problemstellung

Ein bekanntes Resultat von H. WEYL und H. LEwy?2) besagt, daB jede
auf der Einheitskugel X vorgegebene analytische Metrik ds? positiver GauB-
scher Kriimmung durch eine reguldre Eifliche € im dreidimensionalen Raume
verwirklicht werden kann. (Genauer: Es gibt eine auf 2 erklirte Vektor-
funktion g, die in den lokalen Koordinaten #, v von X' zweimal stetig diffe-
renzierbar ist und der Gleichung (dr)%*=ds? geniigt.)

In neuerer Zeit ist es L. NIRENBERG [23] und A. W. POGORELOW [24]
gelungen, dieses Theorem auf den Fall nichtanalytischer Metriken zu erweitern.
Wir wollen die Hauptpunkte der Beweise hier kurz hervorheben. Als wesent-
liches Hilfsmittel dienen beiden Autoren gewisse nichttriviale Ungleichungen
fiir die mittlere Kriimmung H von €, oder, was damit dquivalent ist, Ab-
schitzungen fiir die zweiten Ableitungen des Ortsvektors y. Die erste Un-
gleichung, die bei NIRENBERG [23] verwendet wird, rithrt von H. WEYL her?)
und lautet

(1) Hnggx(K—%K—AzK).

Dabei bedeutet K die GauBsche Kriimmung von €, und 4, ist der dem Linien-
element d's? zugeordnete Beltramische Differentialoperator zweiter Ordnung.
Die entsprechende Ungleichung von PocoreLow [24] geht insofern fiber (1)
hinaus, als sie sich auf berandete Flichen, ndmlich konvexe Miitzen € mit
ebenem Rand, bezieht. Sie lautet

M .
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1) Diese Arbeit wurde teilweise von einem Kontrakt des Office of Naval Research in-
Stanford University unterstiitzt.

2) Vgl. WEvL [25], LEwy [21], ferner NIRENBERG [23] und PocorELOW [24]. Zu-
sammenfassende Darstellungen-bei EFiMow [7] und Busemanw [2], vgl auch die Note
von A. WINTNER [26].

3 Vgl. WevL [25], § 6, ferner NIRENBERG [23], § 10, CHERN [5] und A. WINTNER [27].

4 Vgl. PocorsLow [24], S.74—79. Wegen einer Erweiterung dieser. Ungleichung
auf allgemeine Miitzen siehe [13], Theorem 5.-
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Hierbei ist % die Hohe der Miitze, ¢, der groBte Winkel zwischen der Tan-
gentialebene der Miitze und ihrer Basisebene, z der Abstand des Punktes von
der Basisebene, K,.das Minimum der GauBschen Kriimmung von € und M
eine Zahl, die vom Minimum der Diskriminante von 4s? sowie der oberen
Schranke der Ableitungen der Koeffizienten von ds? bis zur vierten Ordnung
abhingt. Aus diesen Abschitzungen, sowie aus einem von L. NIRENBERG [22]
herrithrenden allgemeinen Theorem iiber nichtlineare elliptische Differential-
gleichungen, ergibt sich die Losung des Weylschen Einbettungsproblems fiir
den Fall, daB die Koeffizienten von ds? viermal stetig differenzierbar sind?).
 Es erhebt sich nun die Frage, ob eine regulire Einbettung von ds? im
dreidimensionalen Raume auch im Falle einer dreimal stetig differenzierbaren
Metrik ds? méglich ist. Dazu wire es ausreichend, eine den Ungleichungen (1)
oder (2) analoge Abschitzung fiir H zu gewinnen, wo auf der rechten Seite
nur die Ableitungen der Koeffizienten von ds? bis zur dritfen Ordnung auf-
treten. Dies soll in der vorliegenden Arbeit ausgefiihrt werden. Dariiber
hinaus werden wir die Voraussetzung, daB € eine geschlossene Fliche oder
eine Miitze sein muB, fallen lassen und nur fordern, daB f [ |H| do< oo ausflit.

Unser Hauptresultat (Satz 3) 14Bt sich folgendermaﬁen aussprechen

VORAUSSETZUNGEN.,

(I) t=r(u, v)=(x(u,v), y(u,), 2(u,v)) ist eine in einem Gebiet Q der
uv-Ebene erklirte, reclle, zweimal stetig differenzierbare Vektorfunktion mit

(3) (@r)=ds*=Edu*-+2Fdudv 4 Gdi2

Dabes sind die Koeffizienten E(u,v), F(u,v) und G(u,v) in Q viermal stetig
differenzierbay und gensigen dort den Ungleichungen

— o —~

9 |E], F], 6] <a,
5 E), .o |G =a,
6) |EuulJ e levl ga’
7) 1Esuals-os|Govol <4
und

(8) EG—F2zq

mit einer festen positiven Zahl a.
(IT) Fiir die GauBsche Kriimmung K(u, v) von ds? gilt die Unglezchung

(9) K(u,v) Zb>0.
(ILI) Es ist

(10) ff|Hldo<c< o,
G ,

%) Dariiber hinaus beweist PocoreLow Differenzierbarkeitssitze fiir konvexe Flichen-
stiicke (vgl. [24], S. 86). Wegen einer Neudarstellung der Pogorelowschen Beweise, die
in ihrer urspriinglichen Form fiinfmal stetige Differenzierbarkeit der Metrik ds? voraus-
setzen, sei auf BusEmMaNN [2] verwiesen.
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wobei H die miltlere Kritmmung und do= VE G—F2dudv das Oberflichen-
element der Fliche 5: t=1(u, v) bedeuten.

 BEHAUPTUNG. Es sei 8, (0>0) dié Teilmenge aller Punkte von Q, deren
Abstand vom Rande von £2 grifer-als o ist, und v eine reelle Zahl mit 0<<v<<1.
Dann gelten Abschitzungen der Form

(11) Iz.uul:"':lgv.vl _S_To(a, b,C,Q)<°° ((u,v)E.Qg)
und

Iguu(yﬁﬂ UZ) - guu(uls vl):I

(12) < 7 ([ lug — )2+ (v — 0)?)
Iguv(u% 7)2) - Evv(ui: vl)l

(g, v1) €9y, (ug, v5) €£2,)
. mit
>T1= Tl(a) b: c, Q,’V) < 0.

Aus diesem Resultat ergibt sich dann in §4 dieser Arbeit die Losung
des Weylschen Einbettungsproblems fiir eine dreimal stetig differenzierbare
Metrik ds? (Satz 4)®2). '

Die Methoden, mit denen wir Satz 3 beweisen werden, sind mit den-
jenigen verwandt, die H.LEwy in seinen Untersuchungen iiber Monge-
Ampéresche Differentialgleichungen und das Weylsche Problem benutzt hat

([281, [19], [20] und [21]). Sie erdffnen auch den Zugang zu weiteren Pro-
blemen in der Differentialgeometrie im GroBen.

Zunichst betrachten wir in §1 und §2 eineindeutige Abbildungen
(%, v) = (%, v), die nichtlinearen Systemen elliptischer Differentialgleichungen
der Form

13) {Ax=h1(x,y> (% + 28) + Ao (%, 9) (% yu+ 2, 90) +
+ By (%, ) (V4 ¥2) F ha(%,9) (%, 95 — %, 9

und : ‘ )
(14) {Ay=7tl(3c,y:) (gt 2 +ha(x,y ¥} (% 9+ %, )+
o +hs(%, v) (yu+yv)+h( Y) (%4 Yo — %y Va)

geniigen. Solche Systeme spielen auch in den Arbeiten von H. LEWY eine
fundamentale Rolle®). Es wird uns gelingen, unter sehr schwachen Regu-
laritdtsvoraussetzungen hinsichtlich der Koeffizienten %,(x, y), ..., 7L4 (x, )
sowohl die ersten Ableitungen von x und ¥ nach oben als auch die Funktional-
determinante |x,y,— %,,| durch eine positive Zahl nach unten abzuschitzen
und so unsere fritheren Resultate”) zu verallgemeinern {Satz 2). Dabei liegen
in dem letzteren Problem die eigentlichen Schwierigkeiten. Indem wir Satz 2
auf die Darbouxschen Differentialgleichungen anwenden, denen die Variablen

5"‘) Zusatz bei der Kori'ektur-vor’n 13. 7. 60: Ein neuer Beweis von Satz 4, der sich
auf [13], Theorem 2, stiitzt, soll in_einer spéte'ren Arbeit’ gegeben werden., Dort wird
auch der Fall einer zweimal stetig differenzierbaren Metrik ds? behandelt.

%) Siehe insbesondere [19], S. 373, {20] und [21], S. 106.

%) Siehe [11], Satz 3, sowie [12], Theorem 10 und Theorem 11.
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u, v als Funktionen der konjugiert-isothermen Parameter o, § der Fliche §
geniigen, erhalten wirin § 3 die gesuchten a-priori-Abschétzungen (11) und (12)..

In der vorliegenden Arbeit wird von der Theorie der elliptischen Monge-
Ampéreschen Differentialgleichungen kein Gebrauch gemacht. Vielmehr
stiitzen sich alle Beweise auf Satz 2. Es sei bemerkt, daB sich dieses Theorem
auch auf die Gewinnung von a-priori-Abschédtzungen bei einer grofen Klasse
Monge-Ampeérescher Gleichungen anwenden 148t, was an anderer Stelle aus-
gefithrt werden soll.

§ 1. Lokales Verhalten

Haupt21e1 dieses Paragraphen ist die sinngemdBe Ubertragung des be-
kannten Satzes von HurwITz {iber Folgen analytischer Funktionen®) auf eine
Klasse von Abbildungen (%, v) —(x, ), die einem System elliptischer Diffe-
rentialgleichungen der Form (13) und (14) geniigen (Satz 1). Zum Beweis
werden die folgenden drei Hilfssdtze bendtigt:

HiLrssaTz 1. VORAUSSETZUNGEN: :

(I) Die Funktionen f* (w0)=f®(u,v) (k=1,2,...; w=u-iv) sind fir
|w| <R reell und zweimal stetig differenzierbar und gemiigen auPerdem fiir
|w| <R der Differentialungleichung

(1.1) |55 = M (D1 1%)

mit einer festen positiven, von k unabhingigen Zahi M.
(IT) Die Relationen

(1.2) fPw@)>fw) (k=)
und
(1.3) $ (@) >fo(w) (k> oo)

gelten gleichmiipig fiir | w| <R.
(IIT) Esist
(1.4) 1(0) =1,(0) =

BEHAUPTUNG. Entweder ist f(w) =0, oder es gibt eine positive ganze Zahl p mit

fw(w
(1.5) ieo +0.
. (w=0)
Bewels. Dieser Hilfssatz ist eine unmittelbare Folge eines Resultates

von P. HARTMAN und A. WINTNER?).

Hirrssatz 2. Es seien die Voraussetzumgen von Hilfssatz 4 erfiillt, und
auferdem sei

(1.6) $ (w) 0

fiir k=1,2,... und |w|<R. Dann verschwindet die Gremzfunktion f(w)=
hm 7® (w) z'dentisch fiir |w| <R.

8) Vgl‘z—% CARU:HLODORY {31, S. 65.

9) Siehe [10]; Theorem 1 und 2. Die Beweisidee geht auf CARLEMAN [4] zuriick.
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BEWwEIs. Angenommen, es sei f(w)==0. Dann gibt es nach Hilfssatz 1
eine positive ganze Zahl p mit

(1.7) ii_r)r}’f—"z’v(;,w—)zA =£0.
(w0 =0)

Man setze

(1.8) @ (w) = 4 w.

Wegen (1.3) und {(1.7) lassen sich dann eine positive Zahl » mit <R und
eine positive ganze Zahl &, so bestimmen, daB fiir |w|=7 die Ungleichung

1.9) @) — )] <|e)]

erfiillt ist. Daraus folgt aber %)

110) e =L Gaarl) =p>0.
|w]=r lw[ 14 :

Also gibt es ein w, mit |w,| <7 und 7% (19,) =0 im Widerspruch zu (1.6).
Damit ist gezeigt, daB die Funktion f(w) fiir |w| < R identisch verschwindet,
womit Hilfssatz 2 bewiesen ist.

Um. die nichsten Resultate iibersichtlich zu formulieren, bedienen wir uns
der folgenden .

DEeFINITION 1. [ (Mo, M,; D). ist die Menge aller komplexivertigen Funk-
tionen z(w)=2x(u,v)+iy(u,v) (w=u-1iv) mit den folgenden Eigenschaften:
x=2(u, v) und y="1(u, v) sind reelle, zweimal stetig differenzierbare Funkiionen
in einem Gebiet D der w-Ebene und genmsigen dort den Differentialgleichungen

Ax=a(x,y) (B + 22 + (%, ) (%, ¥u + %, ¥2) +

(11 { +o(m9) (6 98) + A (53) (1 — %,90)

und

(1.12) {Ay —(x,9) (R4 )+ 55 9) (570 + %090 +

+E(%,9) (i + 90 + A% 9) (% 70— %54 -

Dabei sind die Koeffizienten a(z)=a{x, ), o d(z)=d(x, y)‘ (z=2x-+41y) reell
und fiir |z| <oo defimiert. AuPerdem gelten die Abschitzungen

(1.13) e, ... [4(z)] = M,
fiir |z| < oo und
lﬁ( )| SMllzZ_zll
(114 (@ () — B (20)) — (a(2) Z 2))| = Mz — |
' I(b (22) — € (29)) — (b (7)) —C (2 ))l =M,|z,— 2|
‘ i (23) — )lSMllzzf‘zll

fir |2, < oo und |zy| << oo, wober My und M, zwef feste positive Zahlen bedeuten..

10) Zu den hier verwendeten Fundamentaleigenschaften der Umlaunfszahlen vgl. z.B.
FENCHEL [8].
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Hivrssatz 3. Die Funktion z(w)=x(u, v)+1iy(u, v) gehore zu Iy (M,, M, ; D)
und geniige in einer in D enthaltenen Kreisscheibe |w —wy| <o den Unglei-
chungen

(1.15) @) — | <5 (o= 0+i0)
und _
(1.16) . 2] +2,] £ K < o0.

Ferner set © eine belicbige reelle Zahl. Dann gibt es eine fiir |n] < —— 7 M

" zweimal stetig differenzierbare, veelle Funktion g(n) mit den folgenden Ezgen—
schaften: :

(I) Esist
1 g(0) =g(0) =0,
“und es gelten die Ungleichungen
(148) ClemI =1
und *
(1.19) |e" ()] = 72 M,

far || <— 72M
(II) Die Funktion
(1.20) {f(w) =cos O - (x(u,v) — %) +sin O - (y(u,v) — y,) — |
—g(cos O (y(,v) — yo) —sin O - (x{u, v) — %))
geniigt fitr |w —wy| <o der Differentialungleichung
(1.21) . | fuw| = (288K My + 24 K2 M) (|£,| + 7))
Bewsers. Man setze - _
(1.22) £(u,v) =cos O - (x(u,v) — %5) +sin @ - (y(u,v) — )
und
(123) - n(u,v)=cosO - (y(u,v) — ¥5) —sin O - (x(u,v) — x,).

Dann geniigen die Funktionen £=£ (%, v) und =1 (#, v) fir w€ D den lefe-
rentialgleichungen

(1.24) { A8 AEm) (4 8+ BEm) Eume+ £+
+CEn) ME+78) + D& ) (Eany— E,74)
und : : d
(1.25) { An =g m) €+ )+ BEn) Gumat £n) +
it +C(&n) ‘(ni +7%) + D&, ) (Euno— E,1,)
(1.26) { A(g,n) = “(x: y) cos? @ + (@ (x, ) + b(x, y)) cos?@sin @ 4
' + (b(%, y) + ¢(%, ¥)) cos Osin2O + & (x, ) sin? O,
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B(&,m) =b(x,y) cos® @ +
+(—2a(x, y) + b(x, y) + 2¢(x, ¥)) cos? @ sin O +

(1.27) + (— 28 (%, ) — b(x, y) + 28 (%, ) cos @sin? @ —
—b(x,9) sin:a@,
. C(&n) =c(x,y) cos* @ + (& (x,y) — b(x, ) cos? @sin € +
(1.28) { + (a(x,y) — bz, ¥)) cos @ sin? @ -+ G (x, y) sin3 @,

(1.29)  D(&n) =d(x,y) cos@ +d (x, y)sin O

und

(1.30) . { A(E,m) =a(x, y) cos’@ — (a(%,9) —b(%,)) cos?Osin @ —
— (b(x, ) —E(x,9)) cos Osin?O — ¢(x, ¥)sin® O,

B(&,m) =b(x,v) cos® —

(131) — (2a(x,v) + li(x, y) —28(x, ¥)) cos?@ sin O +
+(2a(x, y) — b(x, y) — 2¢(x, ¥)) cos @ sin? O +
+ b(x, y)sin® @,

(1.32) {6(5 N =& (x, %) cos? @ — (b(x, ) +¢(x, y)) cos?@sin O +
+ (@(x,9) + b(x,¥)) cos Osin* @ — a(x, y) sin® O,

{1.33) 5(!;',17) =—d(x,y)sin®+d (x,y) cos @,

wobei die GréBen x, y auf der rechten Seite von (1.26)—(1.33) durch die
Variabeln £, 9 vermége der Substitution . . :

{ xz—;xo+£c05@—nsin@'
y =194+ &sin @ + ncos O
—(1.33) folgt

(1.34)

auszudriicken sind. Aus (1.26

~

A(e,y) — B(&,y) = (alx,9) — b(x, 9)) cos?@ -+
(1.35) +(38(6,9) +2((5,5) — & (x,)) cos*Osin 6 +
+(2(6 (x y) —a(x, ) +3¢(x,y)) cosOsin?@ +
und _ +( —b(#,y)) sin*® ‘
B(&n) —C(¢& (b(x —&(x, 9)) cos® O +
(1.36) +( 2(0(x,9) —a(x,9)) +3¢(,y)) cos?@sin@ +
+ (2(E(x, ) — b(x,¥) — 3d(x,y)) cosOsin?@ +

+ (a(x, y) — &(x, v)) sin?@.
Setzt man {=§&-17, so ergeben sich fiir die Koefﬁmenten A=A, ), ...,
(Z) D(E, 7)) die folgenden Abschédtzungen:

(1.37) A5 - DOl 12M,  (|¢] <o)
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und | A — A = 12018 -4
(4 > B(y)) — (4 — B) = 12345, — &
(1:38) |(B) — C@)) — (B@) — C@)l S 1204 (8 — &
IC (o) ~ C&)| =122, — &
([G] < o0, L] < o). |
Man definiere nun die Funktion X=2X(7, g,, &) durch die Gleichung

(1.39) { X (1,80, &0) = — A(go, ) 2 + (A(go, ) ~ Bleo,m)) ¢ +
T+ (B(go:ﬂ) - C(g():’?)) _é1+ Clgo,n).

Wegen (1.38) geniigt X in jedem endlichen, abgeschlossenen Teilbereich von
(n, & &) einer Lipschitzbedingung, und aus (1.37) folgt die Abschétzung

(140) | X (7. 80, 0)] = 72 M,
fidr |7] <o, |g] <o und [g|=1.
Nach einem fundamentalen Existenzsatz gibt es eine fiir |5| < 721M zweimal
0
stetig differenzierbare, reelle Losung g=g(») der Differentialgleichung
(1.41) §"(m) =X, ¢ (n), &'(n)
mit
(1.42) g(0) = g’(O) =0
und
(1.43) lg'm]=1%).
Hieraus folgt insbesondere
r7 '1_
(1.44) "ol = 72Ms  (In] <557 )-

Wir betrachten nun die folgende reelle Funktion der Variablen #, v 12):
(1.45) f(w) =1 (%, v) = &(u,v) — g (n(w)).
Wegen (1.15) ist |5 (, v)| <

72M (|2 —wy| <p). Alsoist f(w) fiir |w —w,| <g

zweimal stetig differenzierbar, und es gilt
Af=A4&—¢g'(n) An —¢" () (i +u3)
=[4(7) — &) AE ] (B +8) +
(1.46) +BEn) — M) BEn] EanatEm) +
+[C (&) — &) C L&) — ") b+ ) +
+[D(§ n) — &'(n) D(E )] (Esmpo— E,7).

11) Siehe z.B. KAMKE [16], S. 124 —126.
12) Zu diesem Schritt vergleiche man LEwy [20], insbes. S. 691.
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Ersetzt man hierin die GréBeh &, und &, durch die Ausdriicke

(1.47) E=fu+&m) .
und ) y
(1.48) Ey="1o+g&mmn,

und beriicksichtigt (1. 39) und (1.41), so erhilt man fiir f(w») die Differential-
gleichung

(1.49) Af= Hh+m+9mm+nw+ﬁm%mb+ﬂnm~hw
mit :

(1.50) P=A(n) — ¢ &),

(1.51) Q=B +[24(En) — BE e — 247 ¢ )",

—ﬂ@m Algl),m)1g m)?+

1.52) +[(a %(n%% )~ } »kmw+
‘ +[(BEn) —CEm) — (B(g(n) n) —Cle),n)]eMm)
+C{ 5 n) — Clg(n),7)]
und N
(1.53) S=D(En) —¢ ) D&n:

Wir wollen nun die rechte Seite von (1.49) abschitzen. Zunachst erhdlt man
aus (1.16), (1.22), (1.23), (1.43), (1.47) und (1.48) die Ungleichungen

(154) |l oos |ml S B
und
(1.55) TARRTAESY:

fiir |w—wo| <o :
Ferner ergeben sich aus den Darstellungen (1.50)—(1.53) unter Bertick-

sichtigung der Ungleichungen (1.37), (1:38) und (1.43) die folgenden Ab-

schitzungen fiir die Koeffizienten P, ¢, R und S:

{ 1P], 19l. |3] <72M

1.56
(1:59) 18] < oo, |n] <

72M )
und

IRI<48M]§—8’ ()]
(1.57) {(|§| <o, ] < 72M )

Tr.‘atgt man dies in (1.49) ein und beachtet (1.45), so entsteht

|Af| = | Plu+ Qnu+ Sl | fu] +
(1.58) | PLAQn— Sl f] + i+ m) R
< 288K My (|1.| + 1)) + 96 K2 M, | f(w)|,
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also
(1:59) | /w5l = (288K My + 24K My) (|| + [£])
fiir |w—w,| <p, womit Hilfssatz 3 vbllstéindig bewiesen ist.
Jetzt sind wir in der Lage, das Hauptziel dieses Paragraphen zu beweisen,
nidmlich ‘
SaTz 1. Es sei z® (w)=x® (u, v)+1y® (u,v) (k=1,2,...) eine Folge von

Funktionen aus Iy(M,, M;; D) m mit —a—(%(z—)—y—))—zfzo (wED), die nebst thren

partiellen Ablmtungen erstey Ordnung gleichmapfig in jedem endlichen abge-
schlossenen Teilbereich von D gegen eine in D einmal sietig differenzierbare
Funktion z(w)=x(u, v)+1vy(u, v) konvergieren. Dann ist entweder

3 (x 2 y) ¥
{1.60) m#o (we D) v
oder
a(xy) _
(1.61) W—O. (weD).
- BEWEIS. Angenommen, die Funktionaldeterminante aa((z :}’; vefschwindet'

in einem Punkt wy€ D.- Dann gibt es eine reelle Zahl & mit

(1.62) %,0080 + y,sin 9 =0 (w = w,)
und
(1.63) 2,080+ v,sinO@=0"_ (w=uw,).

Ferner lassen sich auf Grund unserer Voraussetzungen zwei positive Zahlen g
und K so bestimmen, da8 die Kreisscheibe |w —w,| <o zu D gehort und fiir
| —w,| <o und alle k=1, 2,3, ... die Ungleichungen

(164 |2® (w) — 2P| < 7 ;ZM
und (2 = 2 (1) = AP+ i y§)
(1.65) |0 ()] + | ()| S K

erfillt sind. Nach »Hilfssatz 3 gibt es dann eine Folge reeller Funktionen

{&,(m)}, die fiir 5| < zweimal stetig differenzierbar sind und auBer-

2M
dem den folgenden Bedmgungen genugen
(I) Esist _
(1.66) &) =a(0)=0,
und es gelten die Ungleichungen .
(1.67) ‘ lex(m)] =1
und _
(1.68) e W =72,
Cfiir g <=

72 M,
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~ {II) Die reellen Funktionen

() = o5 0 - (4 (1,0) — 2f?) +sin @ (59 (w,9) — ') —
— gk_(cos . (y(k) (u, 1})' _ v(()k)) —sin@® - (x(k) (1) — x{,"))) .

(1.69) {

sind fiir |w —w,| <g erkldrt und geniigen dort der Differentialungleichung

(1.70) o |5 < M (| /8 +|f(k)|)'
mit v
(1.71) M =288K M, + 24K* M,.

o (x), y(&)
o(u,v) (k

Da die Funktionaldeterminanten
schwinden, so ist

(1.72) - P (w) F0

fiir [w—w,| <g und k=1,2,.... Ferner entnimmt man aus (1.66)—(1.68)
die Existenz einer Tellfolge {& } der nattirlichen Zahlen derart, daB die Funk~

tionen gy, () zusammen m1t ihren ersten Ableitungen gleichmaBigin |#| <

=1,2,...). in D -nicht ver-

2M

gegen eine fiir Inl < ——12— einmal stetig differenzierbare Grenzfunktion g(n)
(]

konvergieren, fir die
(1.73) g(0) =g'(0) =0
ausfillt. Setzt man also ko=x(uo, Vo), Yo="9(4y, vp) und

f(w) —cos®- (% (%, v) — %) +sin @ - (y(u,v) — ) —

wr | |
—g(cos @ - (y(u,v) — yo) —sin O (x(u,v) — xy)),

so ist f(w) fiir | —wy| <g einmal stetig differenzierbar, und die Relationen

(1.75) o9 ) > 1) (o)
und
(1.76) 57 () > fu(w) (v —o0)
gelten gleichmiBig fiir [w —wy| <p. Aus (1.62), (1.63) und (1.73) folgt
(1.77) f(wg) = foo (o) = 0.
Hilfssatz 2 wird also anwendbar und liefert
1.78) fw)=0 (jw—w|=g).
Daraus, -sowie aus (1.74), folgt aber

7
(1.79) rel =0 (jw—uw| <o)
und somit 2¥:¥) = 0'in D, somit Satz 1 bewiesen ist.

9(u, v)

Mathematische Zeitschrift. Bd. 74 . . 10
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§ 2. Abschitzung der Funktionaldeterminante

Wir stellen uns ]etzt das Problem, unter geeigneten Normierungsbedin-
o(x, 9)
7} (u, )
nach unten abzuschatzen falls % und y einem System elliptischer Differential-
- gleichungen der Form (13) und (14) geniigen. Die Uberlegungen beruhen
einerseits auf Satz 1 und andererseits auf der Kenntnis der a-priori-Schranken
fiir die ersten Ableitungen von x und y, fiber die .die nichsten beiden Hilfs-
sitze Auskunft geben.’

HivrssaTz 4. Die komplexwertige Funktion z=z(w)= x(u, v) -1y (u, v) ses
fiir |w—w,| <o aweimal stetig differenzierbar und gemsige der Differential-
ungleichung

gungen die Funktlonaldetermmante } einer Abblldung (#, v) (%, ¥)

(2.1) : Az S a(lz,|2 4|73
mit 0= o<<1. AuPerdem sei
(2.2) J2(w)] <1

fiir |w—wo| <o. Dann gibt es eine feste positive, nur von o abhingige Zahi
k=F(a) mit ,
k
@3 (12l + [z, = 22
Fiir den Beweis dieses Hilfssatzes sei auf [12], Theorem 2, verwiesen 13).

HiLrssatz 5. Es sei I'* eine Menge von komplexwertigen Funktionen
z=2z(w) = x(u,v) +1y(u, v), dic in der Kreisscheibe |w| <1 zweimal stetig
differenzierbar und auferdem fiir |w| <1 gleichgradig stetig sind. Ferner gelte
fiir alle Funktionen z(w) € I'™* die Differentialungleichung

(2.4) IRV E YA

mit einer positiven Zahl B. Dann hat man fir 0=r<<1 und 0<<v<<1 die
Abschitzungen -

(2.5) Obere Grenze (|z,| 4+ |2,]) < oo

| o) £

und

(2.6) Obere Grenze 2 (ws) — 2 ()| + |20 (105) — 2, (wy)] < 00.

lwy], lwg] 7, w = w, Iwz - wllv
#(w) €I'*

Bewels. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit der Funktionenmenge I¥*
gibt es eine positive, nur von § und » abhiingige Zahl (B, 7) mit 6(8, 7)<1—7,
so daB die Ungleichung

(2.7) [#ws) — 2()| < 55

13) Der Satz verliert seine Giiltigkeit fiir «=1 (vgl. [12], S.230). Fiir den Beweis
des folgenden Hilfssatzes reicht die weniger tiefliegende Behauptung aus, da8 (2.3) fiir
o= a<oy gilt, wobei «, eine feste positive Zahl bedeutet (vgl. [11], §2).
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fiir |w,— wll <6(B,7) (|, |we] =1) und alle Funktionen z(w w) E1™* erfiillt
ist. Es sei nun wo eme beliebige komplexe Zahl mit |w0| <7, und man setze
(2.8) Z(w) = 28 (z(w) — 2(wy)).

Offenbar ist die Funktion Z (w) fiir |w —wy| <d(B,7) zweimal stetig diffe-
renzierbar und erfiillt die leferentlalunglelchung

(2:9) 42| <3 (122 +|2.]%).
- Ferner ist
(2.10) Z@Ig1  (lw—w]| <5(6.7).
Durch Anwendung von Hilfssatz 4 (mit a=3%, 0=06(8,7)) ergibt sich
(2',11) (]Zu] + lZva:=w.,= a(ﬂ’ 1’) H
also
’ : k(@)
(2.12) (Izul +120])0- T T

womit die Ungleichung (2.5) bewiesen ist. Um (2.6) zu beweisen, setze man
(2.13) - Z(@)=2() ~2(0).
Wegen (2. 4) und (2 12) hat man fiir Tw] <3(1+7) die Abschatzungen

|42 <B(Jzl* + =19

(2.14) <8 ( k(%) )2
26-0(p, 1)
und ,
(2.15) Z(w)] = —28
25-6(;3,“; )

Daraus folgt (2.6) nach einem bekannten potentialtheoretischen Satz 14).

DEFINITION 2. I (M,, My) ist die Menge aller fiir |w| <1 zweimal stetig
differenzierbaven Funktionen z(w)=x(u, v)+1y(u, v) mit den folgenden Eigen-
schaften: _

(I) z=2(w) bildet die Kreisscheibe |w| <1 eineindentig und stetig auf die
Kreisscheibe |2] <1 (z=x+1Y) ab, und es ist
(2.16) xu%—xv%ﬁko
fiir |w] <1.

(II) Die Funktiovien x=x(u,v) und y=1y(u,v) geniigen fir |w|<<1 den
partiellen Differentialgleichungen:

o h(x9) i ¥0) (% ) (5 Yo — % 9)

14} Siehe z. B. [12], Lemma 1.

(2.17)

10*
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und . )
(2.18) { Ay = Tu(%,9) (& + 28) + 7 (5,9) (5,7, + 7 3) +
+ by (%, ¥) (Vi 4+ V) + by (%, 9) (%, ¥ — %, 9,,) -

Dabet sind die Koefﬁzienten hx, ), . h4(x y) fir |z| <1 einmal stetig
differenzierbare, reelle Funktionen, und es gelten fitr 2| <1 die Abschitzungen

(2.49) 21 (17 (5, )] =+ [T (2, 9)]) < My < 0
und

4 W, Wy
= B+ i) <<
mit .
(2.21) wy (%, ) =h (%, 9),
(2.22) (%, ) = (%, 5) Iy (%, ),
(2'23) ws(x: y>=h2(x: y) ;ﬁs(x: y) )
und
(2.24) w4(x: y) = k3 (x’ y) .

Es gilt nun der folgende

HirLrssaTz 6. -Es sei I1* eine Teilmenge von Funktionen z(w) aus I] (M,, M,),
die fiir |w| 1 gleichgradig stetig sind. Dann gelten fiir 0=v <1 und 0<v<1
die folgenden Abschitzungen

‘ (2.25) Obere (irenze (l2a] + |25]) < oo,
s() T ‘
(2.26) Obere Grenze 1722 = ()] + 12 (g) — 2o () < oo
ol [, ot o |y — "
z{w) EI*
und _
(2.27) Unterfs lgrenze | %, Vo — %, 94| > 0.
w=r
swyenr

BewEeis. Wegen (2.19) genugt jede Funktion z(w)€&I;* der Differential-
ungleichung ‘

(228) sl S 2y () (] <1).
Hilfssatz § wird also anwendbar und liefert die AbSLhiitzungen (2.25) und
(2.26). Die Ungleichung (2.27) beweisen wir durch eine reductio ad absurdum.

Angenommen, (2. 27) sei falsch. Dann gibt es eine Punktfolge {w;} m1t |wy] <7
und eine Funktionenfolge {z® (w)} € I* mit

(2:29) dim (x Py — 2 94 = 0.

Wegen (2.25), (2.26) und |z(w)| <1 (|w|=1) gibt es eine Tellfolge {£,} der
natiirlichen Zahlen, so daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind:
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(I) Esist
(2.30) y1_1+n°1° Wy, = w*
mit |w¥| Sr<d.

(I1) Die Funktionen z®)(w) (v=1,2,...) konvergieren zusammen mit
ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung gleichmiBig in jeder abgeschlos-
senen Kreisscheibe [w] < R<1 gegen eine fiir |w| <1 einmal stetig differen-
zierbare Grenzfunktion z(w)==x(u, v)+4y(u,v). Daraus, sowie aus (2.29),
entnimmt man die Gleichung

(231) ' (x Yo V vyu)w o= 0.

Offenbar ist- F(Mo, M)(F(M(,, M,; D) mit D= {|w] <1}'). Also ist Satz 1
auf die Funktionenfolge {z*(w)} anwendbar und liefert wegen (2. 31) die
Gleichung

(2.32)- Xy Vo= % ¥, =0  (Jw]<1).
Wir wollen zeigen, daB dies unmoglich ist. Zunichst gibt es wegen
(2.33) o ®w@l=1 (el=1)

und der gleichgradigen Stetigkeit der Funktionenmenge Ii* eine positive
Zahl ¢ mit p<<4 und
(2:34) W@ >3 (elzev=12..).

* Also bilden die Funktionen z=z% (w) die Kreisscheibe |w|< ¢ auf Gebiete 4,

ab, die die Kreisscheibe |z} < 1 im Innern enthalten. Daraus, sowie aus (2.16),
folgt aber

(2.35) ff| ), y ) | udv-—ffdxdy>ffdxd y="1

lwl<e ldl=4
fiir v==1, 2, .... Durch Grenziibergang {(v—> o) entsteht
(2.36) ffl dudv>%
lwl<e

im Widerspruch zu (2.32). Damit ist Hilfssatz 6 in allen Teilen bewiesen.

DEeFINITION 3. I} (M, M, P) ist die Teilmenge aller komplexwertigen Funk-
tionen z(w). aus Ij(My, M,), fir die

(2.37) 2(0)=0
und _
(2.38) Iff (J2,2+ |2,|?) dudv < P < o
lw] <1
ausfdlls.

15) Man braucht ﬁur ) 5 ‘

ald) = {J;I(z) CEDE {,:M (5= 1)
ki (1/2) (e} > 1) hy (1/2) (J2] > 1)

zu setzen.
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Nunmehr kénnen wir das Hauptresultat dieses Paragraphen in folgender
- Form aussprechen:
SaTz 218). Es sei 0=r<<1 und 0<<v<<1. Damn gibt es drei feste positive
Zahlen =724(My, M,, P, 1), Aa=2,(My, M, P,v,v) und Ag=24,(M,, M,, P, 7)
_derart, daf fir jede Funktion z(w)=x(u,v)+iy(u,v)€l(My, My, P) die
Ungleichungen '
(239) lzul']'lzvlézl(MO’Ml:Plr) (1'&’)|§7’),

(2.40) {.lzu(wi) - zu(wl)i + ]zv(w2) - zv(wl)‘ S (Mg, My, P,v,v) lwz — |
(len] =7, [wo| <7)

und

(2'41) Ixuyv—xvyulg}'S(MO:MI:Plr) (leér)

erfillt sind 7). '

Bewets.  Fiir jede Funktion z=z (w0} € I, (M,, M, P) gilt die auf LEBESGUE
[17] zuriickgehende Abschitzung 18)

(2.42) |2 (wa) — z(0y)] §‘4V—% (| w, = w|<1;

 Daraus folgt die gleichgradige Stetigkeit der Funktionenmenge I5(M,, M,, P).
Anwendung von Hilfssatz 6 (mit I7* = I} (M,, M,, P)) liefert die Behauptung. -

w|, |w,| =1).

§ 3. Differentialgeometrische Anwendungen (berandete Flidchen)

Hauptziel dieses Paragraphen ist die Herleitung neuer a-priori-Abschit-
zungen fiir die zweiteri Ableitungen des Ortsvektors einer Fliche positiver
GauBscher Kriimmung durch ihr Linienelement. Fiir unsere Untersuchungen
bendtigen wir einige Grundformeln der Differentialgeometrie, die wir hier zur
Bequemlichkeit des Lesers noch einmal anfithren®). Dabei verwenden wir
die in der Vektoralgebra iiblichen Bezeichnungen?).

Unter einem reguliren Flichenstiick § verstehen wir eine in einem Gebiet
£2 der nv-Ebene definierte Vektorfunktion

(3-1) £ (w,0) = (x(u,v), ¥ (u, ), 2(w, v))
mit den folgenden Eigenschaften:

(I) x(u,v), y(u,v) und z(u, v) sind reelle, zweimal stetig differenzierbare
Funktionen in £2. -

(IT) Fir (u, v) £ Qist
(3.2) [x, %z, >0.

16) Dieses Theorem enthilt Satz 3 aus [11], sowie Theorem 10 und Theorem 11 aus [12].

17) Auf Grund von Hilfssatz 5 und (2.28) sind die GréBen A; und 4, in Wahrheit von
M, unabhingig.

18) Vgl. z.B. [12], Lemma 16. .

19). Wegen ausfiihirlicher Beweise sei z. B. anf BLascHKE [1] verwiesen.

20) Vgl. z.B. BrascHKE [1], § 1—2. '
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Unter diesen Voraussetzungen ist die Flichennormale %= (u, v) durch-
die Gleichung
. N = LuX Ty
(33) 1Zu X 2]

erklirt und stellt eine in £ einmal stetig differenzierbare Vektorfunktion dar.
Auf § betrachten wir die beiden quadratischen Differentialformen

(3.4) ds?=(dr) =Edu*+2Fdudv+ Gdv?
(erste Fundamentalform) und
(3.5) | —dpdR=Ldw+2M dudy + N do?

{zweite Fundamentalform). Aus (3.2)—(3.5) folgt

3.6 E=y, F=pn, G=1z,
(3.7) ' EG—F2=I£‘“XE”12>O

und

(38) Lz%guu’ M=m§uv, N=§Rgvv‘

Das Oberflichenelement von § ist
(3.9) do=]/EG—F2dud'v,
und die mittlere Krﬁmmung H sowie die Gauflsche Kriimmung K von §

sind durch die Ausdriicke
_ EN-2FM+GL

(3.10) H= FEC 5
bzw. v

. LN-— M2
(3-11) K=Frm
erklirt

Fir die zweiten Ableifungen des Ortsvektors g (%, v) und die ersten Ab-
leitungen des Normalenvektors % (#, v) hat man die GauB-Weingartenschen
Ableitungsgleichungen:

Luuw= {111} L.+ {121}gv+ L%
3.12) reo={'fret {17} + 200

_j22 22

und
FM—~GL FL—EM
’ M=ZFe—m bt Fem b
G43) o FN—-GM FM —EN
= Ee—m W Eeom b
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Dabei sind {1 11}, . {222} d1e Chrlstoffelschen Symbole

11| _ GE,+FE,—2FE,
1 2(EG— F)
(11) _ 2EE —EE, — FE,
| 2 ‘ 2(EG—FY)
{1 2}_ GE,~ FG,
1 [ Z(EG=F%
(3.14) '
12 EG,—FE,
{2} (EG—F%
22) . 26F,— -GG, —FG,
q 2(EG— F?)
22| _ EG,—2FFE+ FG,
2 2(EG — F?)

Wir, setzen jetzt voraus, daB der Ortsvektor r=g(%, v) der Fliche §§ in £
dreimal stetig differenzierbar ist. Dann lauten die Integrabilitdtsbedingungen
fiir das System (3.12)—(3.13), also die GauB-Codazzischen Gleichungen,
folgendermaBen:

LN — M2

Feom =K
E F F,—}G,
—(EG—FY2| F G 16, _

(3.15) E, F,~}E, F,,—}E,,—}G,,

E F 1LE,
—|F ¢ 16,

YE, 3G, o |

und ) ‘

e {7 2] -2
(3.16) ' ’

' 22, (f22) _ 12\a 12
Mo m= P () - {5
(3.15) ist das Theorema Egregium von Gauss, welches besagt, daB K durch
die Funktionen E, F und G eindeutig bestimmt ist. Auch wenn keine Reali-
sierung des Linienelements ds? durch eine reguldre Fliche § im dreidimensio-

nalen Raume vorliegt, bezeichnen wir den Ausdruck auf der rechten Seite
von (3. 15) als GauBlsche Kriitmmung der Differentialform ds2.

Es sei nun ¥ ein reguldres Flichenstiick positiver GauBscher Kriimmung.
Wegen LN — M?>>0 lassen sich dann unter geeigneten Regularititsvoraus-
setzungen an Stelle von (w,v) neue Variable («,f) (isotherm-konjugierte
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Parameter) so einfithren, daB stets

(3.17) —drdNt = A{do? +dp% (A=£0)

ausfillt. ‘Wie DARBOUX zuerst erkannt hat, geniligen die Funktionen # (x, 8)
und (e, f) einem eigentiimlichen System partieller Differentialgleichungen
der Form (13) und (14) mit Koeffizienten 4, ..., 714, die nur von der ersten
" Fundamentalform der Fliche § abhingen®). Dies ist der Ausgangspunkt
unserer weiteren Uberlegungen.w Fiir unsere Zwecke ist es erforderlich, die
Parameter («, B) im Groflen einzufithren, was im néchsten Hilfssatz geschehen
soll.

HiLrssatz 7. Es sei y=g(u,v) ((u,v)€Q) ein reguliives Flichenstick
positiver Gaufischer Kriimmung K(u,v).  AuPerdem seien die Koeffizienten
E(u, v), F(u, v) und G(u,v) des Linienclementes ds® von § fiir (4, v) € Q viermal
stetig differenzierbar. Dann gibt es zu jeder in Q enthaltenen Kreisscheibe
(1 —ug)2 4 (v — vp)2 < 0? ein Paay reeller Funktionen u=u (o, f) und v=1(x, f)
mit folgenden Eigenschaften: ‘ :

(I) u=u(x,B) und v=v(a, B) sind fir «>+p*<<1 zweimal stetig differen-
zierbar und bilden die Kreisscheibe 024821 eineindeutig und stetig auf die
Kreisscheibe (4 — ug)2+ (v —1vg)2< o ab. Auperdem ist 1 (0, 0)=u,, v(0, 0) =1y,
und '

(3.18) ' Uy Vg — Ug Uy 0
fiir o2+ f2<1. o

(IT) w=u(x, B) und v=v(x, B) geniigen fiir a®-+p2<<1 den partiellen Diffe-

rentialgleichungen k '

dut ({1 + B+ +

2K )" |
Z:ig) - (2 {112} + 2%’) (t4, vav+ g Ug) + {.212} (v 4 52) -0
(3.20) Av+ {421} (u; +up) + (2 {122} + ZK—I';) (4 v + 145 05) +

+ ({222} + ffg) (vi+v3) =0.

(II1) Fir o+ p2<<1 gelten die Darstellungen

2 2

. — VK 2. YaTY%
6.21) L=VRVEC I
— EC 2. YaVat 4sUp
522 M= R

' O w2 L gl
(3.23) N=)RJEG—F. "'
Uy Vg — Ug Uy v
2) Siehe [6], § 725. Diese fundamentale Tatsache wurde bereits von H. LEwY bei
der Losung des Weylschen Problems fiir den Fall einer analytischen Metrik benutzt
(s. [21], insbes. S. 106).
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Beweis. Nach einem Theorem von L. NIRENBERG ([23], S. 349) ist der
Ortsvektor g(#, v) von § dreimal stetig differenzierbar, und die dritten Ab-
leitungen von g(#,v) geniigen in jedem endlichen, abgeschlossenen Teil-
bereich £ von £ einer Holder-Bedingung. Somit sind auch die zweiten Funda-
mentalgroBen L, M und N von § in £ stetig differenzierbar und besitzen
in Q ‘holderstetige erste Ableitungen. Daraus, sowie aus LN — M2>0, folgt
die Existenz zweier reeller Funktionen u=1#(x, f) und v=v(x, §), die

1. die Eigenschaften (I) besitzen,

2, fiir a4 2<C1 den partiellen Differentialgleichungen

(3.24) Aﬂ=hgt—il—)—gﬂﬁiieﬂym%—%m>

JLN =2 VLN — M2
und -

(3.25) Ah%(ﬁ:ﬁ—;ﬁ)”%(ﬁv%ﬂ (4099 — )

geniigen und
3. die Gleichungen

2 2

(326) _L7 - v¢+1"ﬁ'
]/LN——M2 g Vg — Ug Uy
M Uy Vg, +. Ug Vg

.2 e oY
(-27) VLN =2 Uq Vg — Ug Uy
und
2 2
5.2 S

VLN_Mz T uyvg— ugvy

erfiilllen®). Wendet man jetzt die GauB8-Codazzischen .G_ln; (3.15)—(3.16) an,
so erhilt man aus (3.24)—(3.28) die Behauptungen (II) und (III) unseres
Hilfssatzes®). Damit ist Hilfssatz 7 vollstindig bewiesen.

Unser nichstes Ziel besteht darin, das Dirichletsche Integral
If (24 o2+ 4 1) dudp
ot i<l
nach oben abzuschétzen. Es gilt der folgende

Hivr¥ssatz 8. Es seien die Voraussetzungen von Hilfssalz 7 erfiillt. AufBer-
dem sei ' ‘

(3.29) |EJ, |Fl, |G| <n*<eo,
(3.30) EG—-Fizy >0
und '

(3.31) K=zx%>0

2"’).Siehe [13], Lemima 2.
23) Zu diesem letzten Schritt des Beweises vgl. [13], S. 39—42.
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fiir (w,v) €Q. Dann gilt fiir die in Hilfssatz 7 erklirten Abbzldungsfunktwnen
cu=uo, B) und v=v(a, B) dic Ungleichung .

(3.32) [f u+ ot +uﬂ+vﬁ dadps T 4’7 [f|H;do

i+ Bl

Beweis. Zunichst entnimmt man aus (3.10) und aus den Darstellungen
(3.21)—(3.23) fiir die mittlere Kriimmung H von § den Ausdruck

23 E (uf + uf) + 2F(uy vy -+ ugvg) + G (v + v3)
2JEG - F? Ug Vg — Up Uy ’
Es sei nun R eine beliebige positive Zahl mit R<1, und ® sei das bei der

Abbildung («, 8) — (4, v) entstehende Bildgebiet der Kreisscheibe a®+ 82 < R2
Dann erhilt man aus (3.33) die Gleichung .

(3.33) H=

(3.34) éf’Hldo:%’ [ VR (EeA-s) +2F (vt )+ G e 0] dc .

Ferner gilt wegen (3.29)~(3.3_1)' fiir 4 p%<<1 die Abschitzung

VK [E(42 + uf) + 2F (u, v, + 15 05) + G (05 + v3)]

35
635) >77 V” (43 + v2 + uf + vp).

Trigt man diese in (3.34) ein, so entsteht

(g + 0% + g + v) do df
(336) o+ pE< RE

= 25 [ o S [ 140- 5 e

Durch Grenziibergang (R —1) ergibt sich schllethh (3 32), womit unser Hilfs-
satz bewiesen ist.

Aus den letzten beiden Hilfssdtzen und den Resultaten von § 2 erhilt man
die gesuchten a-priori-Abschitzungen fiir die zweiten Ableitungen des Orts-
vektors r=g(u, v) einer Fliche durch ihre erste Fundamentalform. Dabei
ziehen wir beliebige reguldre Flichenstiicke ¥ in Betracht, deren GauBsche
Kriimmung positiv ist und fiir die f [ |H| do<oco ausfillt. Unser Resultat

148t sich folgendermaBen aussprechen
5ATZ 3. VORAUSSETZUNGEN:

(I) =1 (u, v) ((u, ) €L) ist der Orisvekior eines reguliiven Flachenstuckes
mit dem Linienelement

(3.37) ds?=(dy)*=Edu? -+ 2Fdudv -+ Gdv®.
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Dabei sind’ die Funktionen E(u,v), F(u,v) und G(u,v) in-Q viermal stetig
differenzierbar und geniigen dort den Ungleichungen '

(3.38) E|, |F], |G] =a,
(3.39) B, -0 |G Za,
(3.40) NEyuls -0 [Go| S a,
(3.41) IEuuul,'--,lelﬂ
und .

(3.42) EG—F2=q?

mit einer festen positiven Konstanten a.
(II) Fiir die Gaufsche Kriimmung K(u, v) von ds® gilt die Ungleichung

(3.43) Ku,v)2b>0  ((u,2)€90).
(ITI) Es st .
(3.44) éf|H|d0§c<oo,

wobei H die mittlere Kriimmung von § bedeutet.
BEHAUPTUNG. Fiir 9>0 und 0<<v<1 gelten Abschitzungen der Form

(3.45) lguu|,..-.,[gvv|§_’ro(a, b,¢c,0) <o ((u, v)_E‘Qa) ;

und
l guu(uz: ‘02) _ zuu('ul: vl)l

(3.46) : =1 (V(“z — oy)® + (vy— ”1)2)'{
! lgvv(ub "')2) _guv.(ulwvl)l .
(1, 91) €9y, (1, v,) €2,
mit T,=1,(a, b, c, p,v)<oe.
BeEwEIs. Es sei (4, v,) ein beliebiger Punkt in £,, und es sei («, §) — (%, v)
die in Hilfssatz 7 erklirte Abbildung. Die Funktionen

(.47)  tap=tRAon
und ' :
(3.49 Nl f) =220 =2

fihren dann die Kreisscheibe a®+f2<1 eineindeutig und stet1g in die Kreis- -
scheibe £2+4-#2<1 iiber, und es gilt £(0,0)=%(0,0)=0 sowie ok Lo

(. B)
(«24f2<<1). AuBerdem gelten auf Grund von (3.19) und (3. 2()) die Differen- -

tialgleichungen

(3.49) { A& =1 (&) (82 + &) + ko (&, 1) (a7 + Ep7p) +
und + g (&) (5 05) + g (6, m) (&5~ Ep o)
(3.50) { dn=1 (&) (E2+ &) + o (&,7) (St + Epmg) +

+ hs (§,1) (0l +738) + ha (£, ) (Eamp — Ea7a)




mit

(3.51)

und

(3.52)
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Aus (3.51) und (3.52) folgt

(3-53)

Berticksichtigt man die Gln. (3.14)—

o) =T =—e{',]

w3 (E,1) = hy (&) — Iy (£,7) =

wu(tn) =Ha(en) == 37} ).

(3.38)—(3.43) Gebrauch, so erhdlt man aus (3.51)—
Ungleichungen

4 ~
(354 ZABE D+ ) < Mo = M,
und .
(3.55) P (S S+ 15

Ferner hat man wegen Hilfssatz 8 die Abschitzung

(3.50).

24} In den Ausdriicken auf den rechten Seiten von (3.51)—

[ &tk & tp) dudp
at4-fi<1 )
[(u3+v§+u§+v§) dodf
-‘a’+ﬁ;<1

< 4 ff[H[do<

T o?)b

=z

4ac

Wy (&,1) = (&, m) = ho{f,m) = 9(2{1 2}—{1 1}>

o[} =17}

161

(&, 7) = (L} )
e =-of2 {7+ %)
e == o7}
(6m)=0

e =—e{')}

2(E) =—¢ (2 {122} + f%“)
o6 =—e({7} + 2t)
hy(§,m) =

-(3.15) und macht von den Abschétzungen

(3.53) fur £24-42<1 die

(a,d,0) <

)<M1=M1(“»Q) < o0,

=Pla, b,c,g) < oo

{3.53) sind die GroBen u, v

durch die Variablen £, 7 mit Hilfe der Substitution u = 1y 4 p&, v = v, + p# auszudriicken.
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Hieraus schlieBt man, daB die Funktion

(3.57) () =¢@p)+in(epf) (=c+1p)
zur Klasse I (M,, My, P) gehort (vgl. Definition 3). Ferner gelten wegen
(3.21)—(3.23) fiir |y| <1 die Darstellungen

Z+,’72 ‘
58 L=VRVEG_F:. "
(35 ) ) Wl’ fanﬂ—‘fﬁnx ’
Eanat épmp
X EG_Fz.
Sn(sig) fV &y na—fﬂm
— e 2L

= . 2 __ ., % 8
(3.60) N=|K-JEGF 7 Femer Tl

und aus (3. 38) (3.42) entnimmt man eine Ungleichung der Farm
(3.61) : Ku,v)<k(@) <o  ((u,v)€0).

Setzt man =0 und wendet Satz 2 auf die Abbildung y—{(y) an, so erhilt
man aus (3.58)—(3.60) fiir (»,v) €2, die Abschitzungen

(3.62) IL|,....|N] < 7(a,b,¢,0)
mit,
(3.63) (a.5,¢,0) = k(@) -a. 2o M BOR o

% (M,, M, P, 0)

Jetzt sei {#y, v,) ein beliebiger Punkt in £, mit (ul——uo)Z—l—(vl—vo)ngTz,
und es sei y,=a, +4f; derjenige Punkt der Kreisscheibe |y| <1, der durch
die Abbildung («, B) —(#, v) in den Punkt (s, v;) iibergefithrt wird. Wendet
man Satz 2 an und beriicksichtigt die Tatsache, daB die Funktionenmenge
L(M,, M, P) fir lyl <1 gleichgradig stetig ist, so erhilt man Ungleichunger.
der Form

. (364) Iyll é R d{ b’ c, 9)

‘und
(3.65)- [y1] SR (a,b, ¢, 0) - |/ (wr — u6)® + (01— v,)?
mit
(3.66) R(a,b,c, ) <oo.

_ Aus den Darstellungen (3.58)-—(3.60) sowie den Abschitzungen (3.38) —(3.42)
und (3.64) —(3.66) ergeben sich dann durch abermalige Anwendung von Satz 2
die Ungleichungen

|L(uy, vq) — L(uty, vo)]

(3.67) : <7 ()l — mg) + (2, —v)?)
| N (uy, v1) — N(ug, v)|

mit
0<wv<<1
und

(3.68) - m=1(a,b,c,pv)< oo
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Wendet .sizan jetzt die GauBschen Ableitungsgleichungen (3.12) an, so erhilt
man aus (3.62) und (3.67) die gesuchten Abschdtzungen (3.45) und (3.46),
womit Satz 3 vollstindig bewiesen ist.

§ 4. Differentialgeometrische Anwendungen (geschlossene Flichen)

. In diesem Paragraphen losen wir das Weylsche Einbettungsproblem fiir
den Fall einer dreimal stetig differenzierbaren Metrik ds?* (Satz 4). Wir
beginnen zunichst mit einigen allgememen Bemerkungen iiber geschlossene
Flachern®3).

Es sei X eine kompakte, zweidimensionale, analytische Mannigfaltigkeit.
Dann verstehen wir unter einer reguliren geschlossenen Fliche € eine reelle,
auf X erklirte Vektorfunktion r=(x, ¥, z), die in den lokalen Koordinaten
(u, v) von X zweimal stetig differenzierbar ist und auBerdem der Bedingung
|t, X1£,| >0 geniigt. Im folgenden setzen wir stets 2 als orientierbar voraus.
Dann sind der Normalenvektor ®t von € und folglich auch die Kriimmungs-
groBen K und H eindeutig durch die Gln. (3.3) bzw. (3.10)—(3.11) definiert.

Fiir unsere spiateren Uberlegungen bendtigen wir eine auf MINKOWSKI
zuriickgehende Integralformel, die wir zur Bequemlichkeit des Lesers hier
noch einmal beweisen.

HiLrssatz 9. Fiir jede regulive, geschlossene, orientierbare Fliche G gilt
die Gleichung

(4.4) éfHd():—-—(fsf(g&)l)Kdo.

BEwEis?). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf man annehmen,
daB der Ortsvektor ¢ von € auf X' dreimal stetig differenzierbar ist. Dann
stellt

(4.2) ENAR) = xNN,) du+ T NR,) dv

ein invariantes Differential anf 2 dar, und es gilt die Gleichung
(#3) o @RI — - ERI) =2 R R) — {2 T T) — (5, R T}
Durch Anwéndung der Weingartenschen Ableitungsgleichungen félgt
W Lenm) - 2 nn)—2KEW B nxxl.

Integriert man (4.4) iiber 2, so erhilt man die gesuchte Integralformel (4.1),
womit der Hilfssatz bewiesen ist. '
Von nun an setzen wir stets voraus, daB X der Einheitskugel 27?2 —i—C 2—1
“homdomorph ist und daB die GauBsche Kriimmung K von € iiberall positiv
ausfillt. Dann gilt bekanntlich die Gleichung ‘

(4.5) | ngq= 47z,

25) Vgl. dazu H. Hopr [15], Kap. I1.
26) Vgl. dazu HercLoOTZ [14].
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und nach einem Theorem von HADAMARD [9]%7) ist € eine Eifliche, d.h. K
ist positiv, und & ist Rand eines konvexen Korpers. Unser nidchstes Ziel
besteht darin, den Ortsvektor ¢ von € durch das Linienelement 4s? abzuschit-
zen. Zu diesem Zweck iiberdecken wir 2" durch ein zuldssiges System von
Parameterumgebungen 2, (k=1, ..., N), die jeweils den Kreisscheiben

Qi={lw| <1} (=1 +1iv)

homoomorph sind. In jedem Parametergebiet £, erscheint dann der Orts-
vektor ¢ von € als eine gewthnliche Vektorfunktion g (w,) =1 (%, v;), und
fiir zwei Variable w,€£2, und w,€£,, die denselben Punkt auf X reprisen-
tieren, gelten die Gleichungen

(4.6) T (e, V) = L (%3, 0))

und ‘

(4.7) { ds? = (d1y)? = Ey (uy, vy) Aok + 2F, (wy,, vy) duay dvy + Gy (wy, v) A0}
. = (du)? =E; (w, v;) duj 4 2F; (w;, v) dw, dv, 4 G, (wy, v) dv.

Um unsere Resultate iibersichtlich zu formulieren, bedienen wir uns der in
der Funktionalanalysis tiblichen Bezeichnungen. Wir sagen, der Vektor g
bzw. die Metrik 4s? seil auf X' p-mal stetig differenzierbar, wenn die Funktionen
1, (1, v) (B=1, ..., N) bzw. die Koeffizienten E, (#, v), ..., G, (», v) (k=1,...,N)
fiir |w]<1 p-mal stetig differenzierbar sind. In diesem Fall erkliren wir die
Normen |[z]l5, ||2]|=» (0<¥<1) und ||ds?||, durch die Gleichungen

N

Riasd’y
4.8 = Obere Gren |
( ) HEHP k; Z o<1 ze Frxrra
2 )

ou™ o™ @) — ou™duv" @)

4.9)  |lellp+s=llzlls + Z Z Obere Grenze

= R N ! o —wl”
il
und v
: FHE, GmnGy
(4.10) HdsZHP—Z Z Obere Grenze( s | T T Twmaen )

|w]<1

Mit diesen so erklirten Normen bilden die auf X' definierten Vektoren ¢ und
Metriken ds% Banachsche Raume. Nunmehr kénnen wir unsere a-priori-
Abschitzungen folgendermaBen formulieren:

HivLrssatz 10. Es sei € eine regulive Eifliche mit eiwer viermal stetig
differenzierbaren Metrik ds®=(dr)®. Auferdem gelten die Abschitzungen

{411 . |[ds2|l3§ «,
(4.12) E,G,—Fzat (k=1,...,N)
und
(4.13) Kzut

27} Weitere Beweise bei Hopr [15], Kap. Iv. -
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mit einer festen positiven Zahl a. Dann gibt es einen konstanten Vekior vy devart,
daf fitr 0<<v<<1 die Ungleichung

(4.14) e = 9llas, £ Plo,¥) < o0
erfillt ist.

BewErs. Zunichst folgt aus (4.11) die Existenz eines konstanten Vektors
ty mit
(4.15) e — 9]l = co o) < oo
Ferner 148t sich eine positive Zahl R<C1 so bestimmen, daB3 die Parameter-
umgebungen Xy (k=1, ..., N), die den Kreisscheiben 2,={|w,| <R} (k=1,

.., N} entsprechen, X vollstandlg iiberdecken. Die Behauptung (4.14) ist
bewiesen, wenn es gelingt, Abschitzungen der Form

(4.16) [D2r, (w)| £ @pla) <oo  (k=1,...,N; |w|<R)

und

(4.17) { 1D (") — DP iy (w)] < g (o, 9) [ — @]
: (k=1,...,N; |w'| |0’ | <R; 0<v<1)

mit ¢y (x, ¥)<<oo herzuleiten. Dabei bedeutet D? g, die Gesamtheit aller par-
tiellen Ableitungen zweiter Ordnung von g,. Es seien €, (k=1, ..., N} die den
Parameterumgebungen 2, entsprechenden Fliachenstiicke auf €. Wegen Hilfs-
satz 9 ist dann

fleldo<ffIHldo—JffHd01~\ff L

(4.18) gé”g_ml{doéMZaXIX—‘Ql'{:de"'

Daraus, sowie aus (4.5) und (4.15), folgt
(4.19) Jf|H|do< 4mcy(e) <oo  (k=1,...,N).
Gk

Wendet manh jetzt auf die Vektorfunktionen r,(u,v) (k=1,..., N) Satz3}
mit a=w, b=a"l, c=4mcy(a) und p=1—R an, so erhdlt man die gesuchten
Abschitzungen (4.16) und (4.17), womit unser Hilfssatz vollstindig bewiesen
ist. ‘ ’

Wir sind jetzt in der Lage, das Hauptziel dieses Paragraphen zu beweisen,
nimlich

SaTz 4. Es sei ds® ein auf der Einheitskugel X vorgegebenes, dreimal stetig
differenzierbares Linienelement, welches dibevall positiv-definit ist und positive
Gaufische Kriimmung besitzt. Dann gibt es eine vegulire Eifliche € mit (dyg)?=d s2.
Auperdem 15t || g|] 24, << o0 fiir 0<v<1.

Bewgis. Da ds? auf X' dreimal stetig differenzierbar ist, so gibt es eine
Folge analytischer Metriken ds %) mit

(4.20) ) || ds2— dst|js—>0 - (> o00).

28) D, h. Metriken déﬁmit_KoeffiiientenE}a”) (u, v), Fk(”) (u, v) und Gg‘) (. 9) (R=1,.... N),
die fiir »? - v2< 1 analytisch sind.
Mathematische ¥eitschrift. Bd. 74 11
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Dann lassen sich zwei positive Zahlen #, und « so bestimmen, da8 fiir n=#,
die Ungleichungen

(4.21) l|dsalls = «,

(4.22) EPGH—FMzal  (k=1,...,N)
,und :

(4.23) . EPzal

erfiillt sind?®). Nach dem Theorem von WEYL-LEWY30). existiert dann eine
Folge reguldrer Eiflichen {€,} mit
(4.24) | (At =dsk.

Wendet man jetzt Hilfssatz 10 an, so entnimmt man aus (4.21)—(4.24) die
Existenz einer Folge konstanter Vektoren {y*}, so daB fiir n = #, und 0<v <1
die Ungleichung

(4.25) g — t)(”)H2+,, = dj(ﬁ, y) < 00
erfiillt ist. Man setze 3 =™ —y. Dann wird

(4.26) (g2 =ds:
und ‘
(4.27) 3240 < Dlet, %) .

Wegen (4.27) gibt es eine Teilfolge {#;} der natiirlichen Zahlen und eine auf
2 zweimal stetig differenzierbare Vektorfunktion 3 mit

(4.28) ; |lg,(”f)——-5“2—>0 (f - 00).
. Daraus, sowie aus (4.27), folgt
(4.29) [3l]a+, < Pla,p) < o0

- fiir 0<<v<<1. Setzt man nun n=n; in (4.26) und geht zur Grenze (j— co)
itber, so entsteht

(4.30) C (dy)r=ds?,

womit Satz 4 vollstindig bewiesen ist.
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