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V o n  

ERHARD HEINZ I) 

Problemste l lung 

Ein bekanntes Resultat yon H. WEYL und H. LEWY z) besagt, dab jede 
auf der Einheitskugel 27 vorgegebene analytische Metfik ds * positiver GauB- 
scher Krfimmung durch eine regul~ire Eifl~iche ~ im dreidimensionalen Raume 
verwirklicht werden kann. (Genauer: Es gibt eine auf 2: erkl~rte Vektor- 
funktion ~, die in den lokalen Koordinaten u, v yon 27 zweimal stetig diffe- 
renzierbar ist und der Gleichung (d~)2= ds ~ geniigt.) 

I n  neuerer Zeit ist es L. NIRENBERG [23] und A. W. POGORELOW [24] 
gelungen, dieses Theorem auf den Fall nichtanalytischer Metriken zu erweitern. 
Wir wollen die Hauptpunkte  der Beweise hier kurz hervorheben. Als wesent- 
liches Hilfsmittel dienen beiden Autoren gewisse nichttriviale Ungleichungen 
ffir die mi t t le re  Krfimmung H von ~, oder, was damit ~iquiyalent ist, Ab-  
sch~itzungen ffir die zweiten Ableitungen des Ortsvektors ~. Die erste Un- 
gleichung, die bei N1RENBERG [23] verwendet wird, rfihrt von H. WEYL her a) 
und lautet 

t K .  . /  ) 
Dabei bedeutet K die GauBsche Krfimmung von ~, und A~ist der dem Linien, 
element ds* zugeordnete Beltramische Differentialopemtor zweiter Ordnung. 
Die  entsprechende Ungleichung v0n POGORELOW [2d] geht insofern fiber (t) 
hinaus, als sie sich auf berandete Fl~ichen, n~imlich konvexe Mtitzen ~ mit 
ebenem Rand, bezieht. Sie lautet 

2 ]/~-M (1 +h) 

(2) IH I <__ , ~ o  % 
Z COS ~0 0 

1) Diese Arbeit Wurde teilweise yon einem Kontrakt des Office of. Naval Research in. 
Stanford University unterstfitzt. 

~) Vgl. WEYL [22;], LEWY [213, ferner NIRENBERG [23] und POGORELOW [2r Zu- 
sammenfassende Darstellungen hei EFIMO'vV [7] und ]~USEMANN [2], vgl: auch die Note 
v o n  A.  WINTNER [Z6].  

s) Vgl. WEYL [22;], w 6, ferner NIRENBERG [23], w t0, CHERN [2;] und A. WINTNER [27]. 
a) Vgl. POGORELOW [24], S. 74--79. Wegen einer Erweiterung dieser Ungleichung 

auf allgemeine Mfitzen siehe [13], Theorem 5. 
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Hierbei ist h die HShe der Mfitze, ~o der grSl3te Winkel zwischen der Tan- 
gentialebene der Mfitze und ihrer Basisebene, z der Abstand des Punktes vor~ 
der Basisebene, K0,das Minimum der Gaul3schen Krtimmung von ~ und M 
eine Zahl, die vom Minimum der Diskriminante von ds 2 sowie der oberen 
Schranke der Ableitungen der Koeffizienten yon ds ~ his zur vierten Ordnung 
abh~ingt. Aus diesen Abschiitzungen, sowie aus einem yon L. NIRENBEI~G [22] 
herrfihrenden allgemeinen Theorem fiber nichtlineare elliptische Differential- 
gleichungen, ergibt sich die LSsung des Weylschen Einbettungsproblems ffir 
den Fall, dab die Koeffizienten ,con ds 2 viermal stetig differenzierbar sindS). 

Es erhebt sich nun die Frage, ob eine regul~ire Einbettung von ds ~ im 
dreidimensionalen Raume auch im Falle einer dreimal stetig differenzierbaren 
Metrik ds 2 m6glich ist. Dazu ware es ausreichend, eine den Ungleichungen (t) 
oder (2) analoge Abschi~tzung Ifir H zu gewinnen, wo auf der rechten Seite 
nur die Ableitungen der Koeffizienten yon ds ~ his zur dritten Ordnung auf- 
treten. Dies soll in der vorliegenden Arbeit ausgeftihrt werden. Dariiber 
hinaus werden wir die Voraussetzung, dab ~ eine geschlossene Fliiche oder 
eine Mfitze sein mul3, fallen lassen und nur fordern, dab f f  IH[ do < oo ausf~illt. 

Unser Hauptresultat (Satz 3) l~13t sich folgendermaBen aussprechen: 

VORAUSSETZUNGEN. 

(I) ~=~(u, v )=(x (u ,  v), y(u, v), z(u, v)) ist eine in einem Gebiet ~ der 
uv-Ebene erkldrte, reelle, zweimal stetig di/#renzierbare Vektor]unktion mit 

(3) (d~) ~ = ds~ = E du ~ + 2F du dv + G dv ~. 

Dabei sind die Koe//izienten E(u, v), F(u, v) und G(u, v) in Q viermal stetig 
di//erenzierbar und geniigen dort den Ungteichungen 

IEI, l l, Icl 
IE.I . . . . .  lc [ 

I E , , , I ,  . . . ,  =<a, 

E G -- FZ > a-1 

mit einer #sten posiliven Zahl a. 

(II) Fiir die Gauflsche Kriimmung K(u, v) yon ds 2 gilt die Ungleichung 

(9) K(u, v) ~ b > O. 
(III) Es ist 

(t0) fr IHI ao =< c < 
19 

5) Dariiber hinaus beweist POGORELOW Differenzierbarkeitssgtze ftir konvexe Fliichen- 
Stiicke (vgl. [24], S. 85). Wegen einer Neudarstellung der Pogorelowschen Beweise, die 
in ihrer urspriinglichen Form fiinfmal stetige Difierenzierbarkeit  der Metrik d s  2 voraus- 
setzen, sei auf BUSEMANN [2] verwiesen. 
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wobei H die mittlere Kri~mmung und d o = V ~ d u d v  das Oberfliichen- 
element tier Fl~che ~: ~= ~ (u, v) bedeuten. 

BEItAUPTUNG. Es Sei ~2~ (Q>0) die Teilmenge aller Punkte yon Q, deren 
Abstand vom Rande yon ~2 gr6fler.als ~ ist, and v eine reelle Zahl mit 0 < v <  1. 
Dann gelten Absch~tzungen der Form 

(aa) I~..l,---, l~ool < ~ o ( a , b , c , o ) < ~ 1 7 6  ((", v) ~ o )  
und 

" ((Ul, Vl) ~,-('~q, (~2, 'V,~) 6 ,-('~q) 
mit 

.rl = zx (a, b, e, o, v ) < oo. 

Aus diesem Resultat ergibt sich dana in w 4 dieser Arbeit die L6sung 
des Weylschen Einbettungsproblems ftir eine dreimal stetig differenzierbare 
Metrik ds ~ (Satz 4) 5a). 

Die Methoden, mit denen wir Satz 3 beweisen werden, sind mit den- 
j enigen verwandt, die H. LEWY in seinen UntersuCh~ngen fiber Monge- 
Amp~resche Differentialgleichungen und das Weylsche Problem benutzt hat 
(V18J, ~19], [20J und ~21]). Sie erSffnen auch den Zugang zu weiteren Pro- 
blemen in der Differentialgeometrie im GroBen. 

Zun~chst betrachten wir in w t und w 2 eineindeutige Abbildungen 
(u, v) ---> (x, y), die nichtlinearen Systemen elliptischer Differentialgleichungen 
der Form 

A x = h~ (x, y) (x,~, + h2(~, y) (x~ y~ + xv y,,) + x~) + 
(13) + h3(x. y) (y~ + y~) + h,(x, y)(x~ yo -- xo y.) 
und 

(t4) { A y = ~ l ( x ' y ) ( x ~ " +  x~) + h 2 ( x ' y ; ( x ~ y " +  x~Y~)+ 
+ ~3 (x, y) (y~ + y~) + ~, (~, y) (~  y~ - ~v y~) 

geniigen. Solche Systeme spielen auch in den Arbeiten :von H. LEwY eine 
fundamentale Rolle6). Es wird uns gelingen, unter sehr schwachen Regu- 
larit~itsvoraussetzungen hinsichtlich der Koeffizienten lh (x, y) . . . . .  h4 (x, y )  
sowohl die ersten Ableitungen yon x und y nach oben als auch die Funktional- 
determinante [x~y~--x~y~[ durch eine positive Zahl nach unten abzusch/itzen 
und so unsere frtiheren Resultate 7) zu verallgemeinern (Satz 2). Dabei liegen 
in dem letzteren Problem die eigentlichen Schwierigkeiten. I.ndem wir Satz 2 
auf die Darbouxschen Differentialgleichungen anwenden, denen die Variablen 

~ )  Zusatz bei der Kox:rektur .vom t3. 7.60:  Ein  r/euer Beweis yon Satz 4, d e r  s ich  
auf [13j, Theorem 2, sttitzt, soil i n  elner sp~teren A r b e i t  gegeben werden. Dor t  wird 
auch der Fall.eirier zweimal s te t ig  differenzierbaren Metrik ds 2 behandelt .  

6) Siehe insbesondere [!9J, S. 373, [20] und [21]~ S. 106. 
~) Siehe [11], Satz3,  s0wie [12], Theorem 10 und Theorem 1t. 
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u, v als Funktionen der konjugiert-isothermen Parameter 0c,/5 der Fl~che 
geniigen, erhaiten wit in w 3 die gesuchten a-priori-Absch~tzungen (11) und (12).- 

In der vorliegenden Arbeit wird yon der Theorie der elliptischen Monge- 
Amp~reschen Differentialgleichungen kein Gebrauch gemacht. Vielmehr 
sttitzen sich alle Beweise auf Satz 2. ES sei bemerkt, dab sich dieses Theorem 
auch auf die Gewinnung von a-priori-AbschAtzungen bei einer groi3en Klasse 
Monge-Amp~rescher Gleichungen anwenden l~Bt, was an  anderer Stelle aus- 
geffihrt werden soll. 

w 1. Lokales Verhalten 
Hauptziel dieses Paragraphen ist die sinngem~Be ~3bertragung des be- 

kannten Satzes yon HlmWlTZ tiber Folgen analytischer Funktionen s) auf eine 
Klasse von Abbildungen (u, v)--~(x, y), die eineln System elliptischer Diffe- 
rentialgleichungen der Form (t3) und (t4) genfigen (Satz 1). Zum Beweis 
werden die folgenden drei Hilfss~tze benStigt: 

HILFSSATZ 1. VORAUSSETZUNGEN: 

(I) Die Funktionen fk)(W)=/r V) (k= l ,  2, . . . ;  w = u + i v )  sind /i~r 
I w] <R reell und zweimal stetig differemierbar und geni~gen auflerdem ]i~r 
I w ] < R der Di]]erentialungleichung 

_-< I .+  

mit einer /esten positiven, yon k unabh~ngigen Zahl M. 
(II) Die Relationen 

(t.2) /r (~) ~ / (w) (k ~ oo) 
r 
(t .3) /~1 (w) _+ s (w) (k --~ oo) 

gelten gleichm~flig liar ] w [ < R. 
(III) Es ist 

0.4) /(o) = / ~ ( o )  = o. 

BEHAUPTU~IG. Entweder ist ] (W) -~ O, oder es gibt eine positive ganze Zahl p mit 

lim l~(w) (~ 5) ~-~0 ~-- 4: o. 
Cw4=0) 

BEWEIS. Dieser Hilfssatz ist eine unmittelbare Folge eines Resultates 
v o n  P.  HARTMAN u n d  A. V~INTNERg). 

I-hLFSSATZ 2. Es seien die Voraussetzungen yon Hil/ssatz I er/iillt, und 
auflerdem sei 

(1.6) 1~ (~) ~ o 

/~ k= i. 2 .... ~,,,d I~I <R. D~n~ ~rs~h~i,,d~t ,~i~ Gr~,,~/,,~ktio,, /(~)= 
]im ]r (w) identisch /i~r [ w ] < R. 

k .-r oo 

8) Vgl. z.B. CARATHgODOR~ ~$], S. 65. 
~) Siehe [ 1 0 ] ,  Theorem I u n d  2. Die Beweisidee geht auf CARLEMAN [~ zurfick. 
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BEWEIS. Angenommen, es sei /(w)~O. Dann gibt es nach Hilfssatz t 
eine positive ganze Zahl p mit 

(t.7) lira t~(w) A ~ O. 
w - +  O w P  - -  
(w # o.) 

Man setze 
(~.8) ~ (w) = A w p. 

Wegen (1.3) und (t.7) lassen sich dann eine positive Zahl r mi t  r < R  u n d  
eine positive ganze Zahl k o so bestimmen, dab ftir I w[=r die Ungleichung 

0.9)  I1~')(~) - ~(~)l < I ~(~)l 
erftillt ist. Daraus folgt aber lo) 

(1.t0) ~ '  ~ d arg l~ 0) (w) = ~ t  ~ d arg ~o (w) = p > 0. 
I ' l l=" lwl =r 

Also gibt es ein w o mit [Wol < r  und /~'l(.wo)=o im Widerspruch zu (1.6). 
Damit ist gezeigt, dab die Funktion /(w) ftir I w ] < R identisch verschwindet, 
womit Hilfssatz 2 bewiesen ist. 

Um die n~chsten Resultate tibersichtlich zu formulieren, bedienen wir uns 
der folgenden 

DEFINITION t. l"o(M o, M1; D). ist die Menge alIer kompiexwertigen Funk- 
tionen z(w)-=x(u, v)+iy(u,  v) (w----u+iv) mit den ]olgenden Eigenscha]ten: 
x = x (u, v) und y = y (u, v)sind reelle, zweimat stetig differenzierbare Funktionen 
in einem Gebiet D der w-Ebene und geniigen dort den Differentialgleichungen 

+ + + 

+ c(x, y) (y~ + y~) + d(x, y) (x~ y~-- x~ y,) 

(1.t2) I A y = ~ t ( x ' y I ( x ~ + x ~ ) + ~ ( x ' y ) ( x ' y " + x v y ~ ) +  
( + ~ (x, y) (y~ + y~) + ~ (~, y) ( ~  yv -- ~ y~). 

Dabei sind die Koeffizienten a (z) = a (x, y) . . . . .  Zl (z) = ~t (x, y )  (z = x + i y) reell 
und ]iir lz[ < o o  dejiniert. Auflerdem gelten die AbSchgtzungen 

(1.t3) I a(~)l . . . .  ; l~(z)l  _-< M o 
[iir I zl < oo und 

( [ ~(~) - ~(~)l -<- Mll~  -- ~11 

lo) Zu den hier verwendeten Fundamentaleigenschaften der Umlaufszahlen vgl. z.:t3. 
F~scH~T. [8L 
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HILFSSATZ 3. Die Funkt ion z (w) = x (u, v) + i y (u, v) geh6re zu I" o (Mo, M 1 ; D) 
und geni~ge in einer in D enthaltenen Kreisscheibe [ w -  wo[ =< ~ den Unglei- 
chungen 

(zo = Xo + i yo) I~ (w)  - ~ol < 7--2M--~ 0.15i 
und 

(t.16) I ~ l  + I~l ~ K < oo. 
1 Ferner sei 0 eine beliebige reelle Zahl. Dann gibt es eine fiir IFI < 72Mo 

zwdmal  stetig differenzierbare, redle Funkt ion g (2/) mit  den ]olgenden Eigen- 
Schaflen : 

(I) Es ist 

(1.17) g (0) = g'(O) = O, 
und es gelten die Ungleichungen 

(1.t8) [ g'(2/)l < 1 
r 

(t.t9) Ig"(2/)l------ 72Mo 
1 

lar 12/I < 72--~o: 
(II) Die Funkt ion 

J/(w) = cos6)- (x(u,  v) --  Xo) + s inO.  (y(u,  v) --  Yo) - -  
(t.20) 

- -  g (cos O.  (y (u, v) -- Yo) -- sin O.  (x iu, v) -- %)) 

geni~gt liar ] w -- wol < e der Differentialungleichung 

(1.21) [ ] ~ l  ~ (288KMo + 24K~Ma)(I]~l + I/i)" 

BEWEIS. Man se tze  

(t.22) ~ ( , ,  v) = cos 6). (x (u, v) - ,Co) + sin 6). (y (~, ~) - yo) 
und 

(1.23) 2/(u,v) -= cosO.  (y (u ,v )  --  Yo) -- s inO.  (x (u ,v )  --  xo). 

Dann gentigen die Funktionen 8 = 8 ( u ,  v) und 2/=~ (u, v) ffir w C D den Diffe- 
rentialgleichungen 

A ~ = A (8, 2/) (~  + ~:~) + B (8, 2/) (~, ~/u + 

+ C (s e, 2/) (2/~ + r/~) + D (~:, 2/) (~:,, 2/~ 
(t .24) 

und 

(t.25) 

mit 

~% 2/~) + 
- ~:~ r/.) 

~ o ~ )  + 

A (8, ~ / ) =  a (x, y) cos 3 0  + (~ (x' Y) + b (x, y))  cos 2 6) sin 6) + 

+ (~ (x, y) + c (x, y)) cos 6) s in 'O + e (~, y) sin8 o ,  

~ = Y(r (r + ~ )  + ~7(r ~) (r + 

+ ~(~, 2/) (~ + 2/~) + z3 (r ~) (~. ~o 

(t .26) 
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(~.27) 

(~ ,28) 

(t.29) 
und  

(~.3o) 

B (& 7) = b (x, y) cos 8 0  + 

+ (-- 2a(x,  y) + b(x, y) + 2c(x, y)) cos* O sin 6 ) +  

+ ( - -  2~(x,  y) b ( x , y ) + 2 g ( x , y ) ) c o s O s i n * O - -  

--  b (x, y) sin a (9, 

C (~, 7) = c ( x, y) cos a 6) + (g (x, y) - -  b ( x, y)) cos * 61 sin 6) + 

+ (a ( x, y) - b ( x, y)) cos 6) sin S 6) + ~ (x, y) sin a O,  

D (~, 7) --  d (x, y) cos O + a~ (x, y) sin 6) 

{ A(~,7) = 8 ( x ,  y) cos3 O --  (a(x, y) -- b(x, y)) cos~ O sin O -- 

-- (b (x, y) -- ~ (x, y)) cos O sin 2 6) c (x, y) sin a 6), 

'/~(8, 7) - ~(x, y) cosSO - 

(2fi (x, y) + bix, y) -- 2~'(x, y)) cos20  sin 6) + 
( l .3t)  

+ (2a (x ,  y) 7 b(x, y) - -  2c(x,  y)) cos 6) sin~ 6) 

+ b (x, y) sin a 6), 

J 8(8,  ~/) - -~ (x ,  y) cosa 6) (b(x, y) + c(x, y)) cos~ 6) sin 6) + 
(t.32) ( (~ (x, y) + b (x, y)) cos 6) sin 2 6) - -  a (x, y) sin a 6), 

(1-33) D ( ~ , , l ) = - - d ( x ,  y ) s i n 6 ) + ~ ( x , y ) c o s 6 ) ,  

wobei die Gr61?en x, y auf der rechten Seite yon (t .26)--( t .33) durch die 
Variabeln 8, 7 verm6ge der Subst i tu t ion 

{ X -- Xo + ~ COS 6) --  ~ sin 6) 

(1.34) Y = Y0 + ~ sin 6) + 7 cos 6) 

auszudfi icken sind. Aus (1.26) --  (t.33) folgt 

A (~, 7) -- ~ (~, ~) = (a (x, y) --  b (x, y)) cos 3 6) + 

+ (3 ~ (x, y) + 2 (b (~, yi - ~ (~, y))) ~os~6) sin o + 
(~.35) 

+ (2 (b (x, y) --  a (x, y)) + 3 d(x, y)) cos6) sin~O + 

und  +-(8  (x, y) b (x, y)) sin ~ 6) 

B i~, ~) - ~ (~ ,  7) - (b (x, y) - ~ (x, y)) cos~ 6) + 

+ (2 (b (x, y) --  a (x, y)) + 3 c (x, y)) eos~6) sin6) + 
(t.36) 

+ (2(~ (x, y) -- b(x, y)) 3g(x ,y ) )  cosOsin~6) + 

+ (a(x, y) -- b(x, y)) SinsO. 

Setzt  man  ~-----~+i7, so ergeben sich Ifir die I~oeffizienten A(r  ~) . . . . .  
/~ (~) -----/~ (8, 7) die folgenden Abschiitzungen: 

(t"37) IA(r . . . . .  ID (~)1 < t23/'0 (Ir < oo) 
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IX(c,) - X(r < 12MI[~=- ~iI 

(t.38) I (B(~=) C($2)) -- (B($,) -- C(r ~ 12M,1r r 

[c(~=) c($~)l <<_ 12MI IG- ; I I  
(1~11 < oo, I~~I < oo). 

Man definiere nun die Funktion X =  X (~/, go, g~) dutch die Gleichung 

X(n, go, g*) = X(go,~l) g~-/ (A(go,~) - B(go,~l)) g~-L 
(t.39) l (B(go,~l) C(go,rl)) gl-l-C(go,fl). 

Wegen (t.38) gentigt X in jedem endlichen, abgeschlossenen Teilbereich yon 
(~/, go, g~) einer Lipschitzbedingung, und aus (t.37) folgt die Absch~ttzung 

(t.40) I X(~, go, gl)l--< 72Mo 
ffir I~/] < oo, go] < o~ und lg~[ ~ t .  

Nach einem fundamentalen Existenzsatz gibt es eine ftir [~/I < ~M-~ zweimal 

stetig differenzierbare, reelle L6sung g--g(~) der Differentialgleichung 

g ' : (~ ) -  X(n, g (fl), g'(n)) (i .41) 
mit 
(1.42) 
und 

(1.43) 
Hieraus folg t insbesondere 

g(o) = g'(o) = o 

Ir --< t 11). 

(,.44) < 

Wir betrachten nun die folgende reelle Funktion der Variablen u, v 12): 

(~.45) I (w) = I (u, v ) =  (: (u, v) -- g (n (u,v)) �9 

I Wegen (t.t 5) ist In (u, v) l < ~ (I ~ - -  Wol < e). Al=o i=t/(~) f~r [ ~ - -  ~oI < e 
zweimal stetig differenzierbar, undes  gilt 

A I = A ~ --g'(n) "4?/-- g"(n) (~I + nl) 

= [A (~, n) --  g'(n) X(~, n)] ( ~  + ~)  + 

(~.46) + [B (~, n) "g ' (~)~(~ ,  ~)3 (~n~ + ~n~) + 
+ [c(~,,7) - g'(n) ,5(~-; n) g"(n)] (nl + nl) + 

n)  Siehe z. t3. KAMKE [163, S. 124--126.  
22) Zu d iesem Schr i t t  verg.leiche m a n  LEwY [20], insbes.  S. 691. 
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Ersetzt man ~ierin die Gr6Ben & und.~  dutch die Ausdrficke 

(1.47) & =  1~ + g'(7) 7~ 
und 

(t.48) ~ = 1~ + g'(*/) 7~ 

und berticksichtigt (t.39) und (t.4t), so erh~tlt mari fiir/(w) die Differential- 
gleichung 

A I = P(s  + 11) + O (L 7~ + L 7~) + R (7~. + ~)  + S (t. 7~ - -  iv 7.) (I .49) 
mit 
(t.50) 

(1.51) 

P = A(;, 7) - g'(7) Y(;, 7), 

O = B(L7) + [2A(L 7) --/~(L 7)] g:(7) -- 2-d(se, 7) g'(7) 2, 

.52) / [ R = -- [~(~, 7) -- s 7)] g'(7) 3 + (1 + [ (A (~:, 7) - ~ (& r/)) - - ( A  (g (7), 7) --  f f(g (7), 7))] g'(7) ~ + 
-t-[(B (~','r/) - -  ~'(~, r/)) --  (B(g(7),7) .-  C(g(7), 7))] g'(rt) + 

+ [c (~,,7) -: c(g (7), 7)] 
und 
(1.53) S = D (~', 7) - -  g' (7) -~ (~e, 7): 

Wir wollen nun die rechte Seite von (t.49) absch/itzen. Zun~chst erh~ilt man 
aus (t.t6), (1.22), (1.23), (1.43), (t.47) und (1.48) die Ungleichungen 

(t .56) 

und  

(t.54) I&l . . . . .  17=1 ~ K 
und 

0,55) ILl, ILl = 2 K  
ffir Iw-wol  <e .  

Ferner ergeben sich aus den Darstellungen (t.50)--(t.53) unter ]3ertick- 
sichtigung der Ungleichungen (1.37), (t,38) und (t.43) die folgenden Ab- 
sch~itzungen ftir die Koeffizienten P, Q, R und S: 

(IPI, IQI, Isl<--72Mo) 
t 

!~1 < ~ ,  171 < 7-~;-0 

l R] ~ 4 8 M l l S - g ( 7 ) I  
(1.57) 

�9 (1~1 < ~ ,  I71 < 1~/72Mo ]. 

Tr/igt man dies in (1.49) ein und beachtet (1.45), so entsteht 

IA/I--< I P L +  QT~+ s7~1 ILl + 
{a.58) +lP/~ +QTv- sw.l I/vl + (7~. +7~)IRI 

=< 288KMo(11,1 + ILl) + 96KZMxl/(w)l, 
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also 

(t.59) I / ~ l  ~ (288KMo + 24KiM1)(I/~I + I/I) 
fiir I w -- wol < 0., womit Hillssatz 3 v011sffindig bewiesen ist. 

Jetzt  sind wir in der Lage, das Hauptziel dieses Paragraphen zu beweisen, 
n/imlich 

SATZ 1. Es sei z(k)(w)=x(~)(u, v)+iy(~i(u, v) ( k = l ,  2 . . . .  ) due Folge yon 
.a(x(~), y(~)) 

Funktionen aus Fo(Mo,M~; D) mit ~ -~-~,~ 4:0 (w'CD), die nebst ihren 

partiellen Ableitungen erster Ordnung gleichm~flig in iedem endlichen abge- 
schlossenen Teilbereich yon D gegen eine in D einmal stetig di//erenzierbare 
Funktion z (w) = x (u, v) + i y (u, v) konvergieren. Dann ist entweder 

(i .6o) a (x, y) a(u,.) 4:0 (wCD) 

oder 

(1.6t) o(,, y) = 0 (wED).  
0 (u, v) 

a(x, y) verschWindet BEWEIS. Angenommen, die Funktionaldeterminante 

in einem Punkt woED. Dann gibt es eine reelle Zahl (9 mit 

(t.62) x~ cos (9 + Yu sin 0 = 0 (w = Wo) 

und 

(t 163) x v cos 6): + Yv sin 6) = 0 (w = %).  

Ferner lassen sich auf Grund unserer Voraussetzungen zwei positive Zahlen Q 
und K so bestimmen, dab die Kreisscheibe [w %] __< ~ zu D geh6rt und ftir 
l w --wol ----< e und atle k = t, 2, 3 . . . . .  die Ungleiehungen 

{ ' I =-:1+ 7 2 ~  
(t..64) (z(o*) = z ~*) (%) = xCo k) + i y(o k)) 
und 

(~.65) Iz~ ) (w)[ -~ Iz(~ k) (w)[ ~ K 

Nach Hilfssatz 3 gibt es dann eine Folge reeller i~Unktionen erftillt sind. 
t {g~ (r/)}, die f.tir [~[ <-7-~oo zweimal stetig differenzierbar sind und' auBer- 

dem den folgenden Bedingungen gentigen: 
(I) Es ist 

(-1.66) gk (0) = g~ (0) = 0, 

und es gelten die Ungleichungen 

(t.67) ] g~ (~7)[ < t 
und 

(1.68) I g~'(7)[ ~ 72 M o 
fiir [ r / I<  1 

72M o 



Neue a-priori-Abschiitzungen fiir den 0rtsvektor einer Fl~che 139 

.(II) Die reellen Funktionen 

{/ 1'~ (~1 = cos o .  (xc,~ (~, ~ / -  r + sin o .  (~c~ (~, ~/ yC:) _ 
(t.69) gk (cos (9. (y~l (u, v) -- yCo~) ) sin (9. (x Ck~ (u, ~) -- x~okl)) 

sind ftir l w Wo[ <O erkl~irt und gentigen dort der Differentialungleichung 

#~ < M([/~r] + [l(k~[ (r I , ~  ) 
mit 

(1.7t) M = 2 8 8 K M  o + 24K~M~. 

Da die Funktionaldeterminanten O(x(kl' y(~l) ( k = t ,  2 . . . .  ) in D nicht ver- (u, v) 
schwinden, so ist 

(1.72) 1~ ) (w) + 0 

fiir [w Wo[ < ~  und k - - t ,  2 . . . . .  Ferner entnimmt man aus (t.66) (t.68) 
die Existenz einer Teilfolge {k,} der nattirlichen Zahlen derart, dab die Funk- 

tionen gk, (~) zusammen mit ihren ersten Ableitungen gleichm/iBig in ~ < 1 
- 7 2 M o  

eine fiir t~ [ < i _ ~ ,  einmal stetig differenzierbare Grenzfunktion g(~) gegen 

konvergieren, for die 

(t.73) g (o) =g'(o) = o 

ausf~tllt. Setzt man also x o = x (Uo, Vo), Yo--- Y (Uo, %) und 

.~ / ( W ) -  cos(9-(x(u ,v)  Xo) + sin(9. (y(u,v)  -- Yo) 
(1.74) 

-- g(cos(9- (y(u,v) -- Yo) sin (9- (x(u,v) -- Xo) ), 

so i s t / (w)  fiir w Wol < Q einmal stetig differenzierbar, und die Relationen 

(1.75) 1(,,I (w) ~ 1  (w) (v ~ ~)  

und 

(t.76) l~'l(w) ~ l w ( w )  ( v ~ c ~ )  

gelten gleichm~tBig fiir [w--wo[ < e .  Aus (t.62), (1.63) und (1.73) folgt 

(~.77) /(Wo) = / ~  (Wo) -- O.  

Hilfssatz 2 wird also anwendbar und liefert 

.0.78) /(w)----0 (Iw wol--<e). 

Daraus,-sowie aus (t.74), folgt aber 

(t.79) a(x, y) ~(~,~) - o  (t~ ~ o 1 ~ )  

und somit a(x, y) - -o ' ih  D, sornit Satz 1 bewiesen ist. 
(u, v) 

Mathematische Zeitschrift. Bd. 74, 10 
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w 2. AbschAtzung der Funk t iona lde t e rminan t e  

Wir stellen uns jetzt  das Problem, unter  geeigneten Normierungsbedin- 

gungen die Funktionaldeterminante" 0(x, y) I einer Abbildung (u, v)-+(x, y) I a(~,~) I 
nach unten  abzusch~tzen, fa.lls x und y einem System elliptischer Differential- 

�9 gleichungen der Form (13) und  (t4) genfigen. Die ~berlegungen beruhen 
einerseits auf Satz t und  andererseits auf ffer Kenntnis  der a-priori-Schranken 
ftir die ersten Ableitungen yon x und y, ~iber die.die n~ehsten beiden Hilfs- 
s~tze Auskunft  geben.  

HILFSSATZ 4. Die kOmplexwertige Funktion z - -  z (w) = x (u, v) + i y (u, v) sei 
/i~r [w wol < 9  zweimal stetig di//erenzierbar und geni~ge der Di/]erentiai- 
ungleichung 

(2.t) ta~! < ~(Iz~l=+ I~oI ~) 
mit 0<_~<1.  Auflerdem sei 

(2.2) [z(W)] < t 

Dann gibt es eine /este positive, nur yon ~ abhdngige Zahl l~rlw wol<q. 
k = k  (~) mit 

(2.3) (1~1 +1~1)~=~~ - ~(~/ 

Ftir den Beweis dieses Hilfssatzes sei auf [12J, Theorem 2, verwiesen la). 

HILFSSATZ 5. Es sei I '* eine Menge von komplexwertigen Funktionen 
z = z {w) = x (u, v) + i y (u, v), die in der Kreisscheibe ]w] < t  zweimal stetig 
di/ferenzierbar und auflerdem /i~r ] w ] < 1 gleichgradig stetig sind. Ferner gette 
ii~r alle Funktionen z (w)" C I '* die Differentialungleichung 

(2.4) ~ ~l < ~(Iz.I ~ + Iz~l *) 

mit einer positiven Zahl 3. Dann hat man /ii, r 0 < r < l  und 0 < v < l  die 
A bsch~tzungen 

(2.5) Obere Grenze (lz, 7-[z~]) < oo 
Iwl __6 r 

z(~v) E/'* 
und 

(2.6) Obere Grenze ]z~ (w~) - z, (%)1 + Iz~ (w2) - z~ (%)1 < o~. 

,(w) E_r* 

BEWEIS. Wegen der g!eichgradigen Stetigkeit der Funkt ionenmenge F*  
gibt es eine positive, nur  yon fl und r abh~tngige Zahl ~ (fl, r) mit  ~ (fl, r) < 1 -- r, 
so dab die Ungleichung 

1 (2.7) lz(w~) - z(wl)l ~ ~-~ 

18) Der  Satz  ver l ier t  seine Gii l t igkei t  ffir ~_> l (vgl. [121, S. 230). Ffir den  Beweis 
des folgenden Hilfssatzes re ich t  die weniger  t iefl iegende B e h a u p t u n g  aus, dab  (2.3) ffir 
0_~--<~<c~ o gilt, wobe i  ~o eine feste posi t ive  Zahl  bedeu t e t  (vgl. [113, w 2). 
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fiir I wz--w~[ =< 6(fi, r) (I w~l'lw2[ '~  t) ,trod alle Funkt ionen  z(w) E'F* erf~llt 
ist. Es se i  nun wo ejne beliebige komplexe Zahl mi t  ]w ol =< r, u n d  man setze 

(2.8) z(~) = 2~ (z(w) - =(~o)). 
Offenbar ist die Funkt ion Z(w) fiir I w '-- w o < ~ (fl, r) zwe imal s t e t ig  diffe- 
renzierbar und  erfiillt die Differentialungleichung �9 

(2.9), IAZl <= �89 (l&l ~+ IZd~). 
�9 Ferner  ist  

(2.t0) Z(w)l =< 1 (I ~ --wol < ~(~, r))- 

Durch Anwendung von Hilfssatz 4 (mit ~ - - !  = ~, ~ = 6 (fl, r)) ergibt sich 

(2.~) (tz.i +Iz~176 k(~) (/L ~) ' 
a!s0 

(2.12) (izu ] +fzvl)  _ 0 ~ k({) 
28" ~ (tk ~) ' 

womit  die ungle ichung (2.5) bewiesen ist. Um (2.6) zu beweisen, setze man  

(2.13) 2 (w) = z (w) - = (o). 

Wegen (2.4) und  (2A2) hat  man f i r  ] w t _--<�89 (I + r )  die Absch~tzungen 

1,~2t <p( l=. l  = + 1.~ =) 

(2.14) = ~, (.2ft. t ~)t +2 r).)' 

und  

(2.'15) 12(w)[ _<_ k(~) 
2~.~(~, ~+~) 

Darat~s f01gt (216) nach einem bekannten potential theoretischen Satz 14). 
DEFINITION 2. ~ ( M  o, M1) ist die Menge aller ]i,'r [w] < t zweimal stetig 

differenzierbaren Funktionen z (w) ---- x (u, v) + i y (u, v) mit den/olgenden Eigen- 
schaflen : 

( I )  z=z(w)  bedet die Kreisscheibe I w[ _< I eineindeutig und stetig au] die 
Kreisscheibe lz[ _~ t ( z = x + i y )  ab, und es ist 

(2.t6) x= y9 --  x v y~ =4= 0 

(II) Die Funktiomn x = x ( u ,  v) und y = y ( u ,  v) geniigen ]iZr w I < t  den 
partiellen Differentialgleichungen : 

{ A x = h l ( x ' Y l ( x l + x l l + h ~ ( x ' y ) ( x = y ~ + x ~ Y ~ ) +  
(2.~ 7) + h~'(x, y) (yl + y,=) + hk(x, y) (x= y~-- x~ y~) 

14) Siehe'z.]3. [12], L e m m a  1. 
10" 
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und 
Ay ?,~(x,y) (x~ + x~) + ?~(x, y) (x. y. + x~yo) + 

/ + ~(~, y) (y~ + y~) + ?~,(x, y) (~. y~ ~ y.). 

Dabei sind die Koe[/izienten h~(x, y) . . . . .  h4(x, y) fiir [z] <__t einmal stet~g 
di/[erenzierbare, redle Funktionen, und es gelten liar ]z I <= t ~ie Absch~tzungen 

4 

E (1 h,(x, y)l + l~,(x, y)l) < M o <  (2.t9) 

und 

(2.20) 

mit 
(2.21) 

(2..22) 

(2.23) 
und 

(2.24) 

Es gilt nun der tolgende 

4 ( OO)v O('Ov / < ] ~ / 1 <  O0 

oh(x, y) - /~l  (x, y), 

o)~ (x, y) = h~(x, y) ~ (x, y), 

m~ (x, y) - h~ (x, y) -- ;~ (x, y) 

~ ,  (x, y) - h, (x, y). 

(2.25) 

(2.26) 

und 
(2.27) 

HILFSSATZ 6. Es sei ~*  dne Teilmenge von Funktionen z (@ aus ~ (Mo, M1), 
die [i2r [w] <_ t gleichgradig stetig sin& Dann gelten .tar 0 < r < l  und 0 < v <  ! 
die/olgenden Abschtitzungen 

Obere Grenze (l~.l T Iz~l) < oo, 
[~l<r z(~) E PF 

Obere Grenze I z~(w2) - z~(w~)[ + Iz~(w~) - z~(wa) I < oo 

,(w) Er* 

Untere Grenze IX, Yv -- xv y, 1 > 0. 
~(w) EG* 

BEWEIS. Wegen (2.t9) gentigt jede Funktion z (w) C~* der Differential- 
ungleichung 

(2.28) I~zl <2Mo(Iz.I~+WI ~) (twl <a) .  
Hilfssatz 5 wird also anwendbar und liefert d~e Absch~itzungen (2.25) und 
(2.26): Die Ungleichung (2.27) beweisen wit durch eine reductio ad absurdum. 
Angenommen, (2,27)sei falsch. Dann gibt es eine Punktfolge {wk} mit [ wk ] ~  r 
und eine Funktionenfolge {z(~)(w)} C ~*  mit 

(2.29) lh~,  (x ~)y~) -- x~ k) Y~!)~=~k = O. 

Wegen (2.25)., (2.26) una  Iz(w)l < 1  (lw[ < a ) g i b t  es eine Teilfolge {k~} der 
natiirlichen Zahlen, so dab  die folgenden Bedingungen erftillt sind: 
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(I) Es ist 

(2.30) lim wk, - -  w* 
V ---> OO 

mi t  Iw*l < r < t .  

(II) Die Funkt ionen  zCk'l(w) (v - - l ,  2 . . . .  ) konvergieren zusammen mit  
ihren partiellen Ableitungen erster  Ordnung gleichm~il3ig in jeder abgeschlos- 
senen Kreisscheibe I wI < R < a  gegen eine fiir l wl < a  einmal stetig differen- 
zierbare Grenzfunkt ion z (w)- -x (u ,  v ) + i y ( u ,  v). Daraus,  sowie aus (2.29), 
en tn immt  man  die Gleichung 

(2.31) (x,y~ x~ y , )~=~. - -  0. 

Offenbar i s t  ~ (M o , M,) ( 11o (M o, 3/I1; D) mit O --- {] w ] < t} 15). Also ist Satz t 
auf die Funktionenfolge {z(k~)(w)} anwendbar  und liefert wegen (2.3t) die 
Gleichung 

(2.32)" x.y~ x~y~-O (IwI<')- 
Wir wollen zeigen, dab dies unm6glich ist. ZunSchst gibt es wegen 

(2.33) Iz ~ ( w )  = 1 (I ~ --  t) 

und der gleichgradigen Stetigkeit  der Funkt ionenmenge ~ *  eine positive 
Zahl Q mit ~ < t u n d  

(2.34) I z(~v) (w)l > �89 (I w I > e; v = 1, 2 . . . .  ). 

Also bilden die Funkt ionen  z = z Ck') (w) die Kreisscheibe I w t < p auf Gebiete A 
ab, die die Kreisseheibe Izt < �89 im Innern enthalten.  Daraus, sowie aus (2:t6), 
folgt aber  

(2.35) /'/" I O(*'k'"_ y`k',, ffd.ey>ffdxdy_= 3 3 I  O(u,v) d u d v - -  ~ 4 
[~l<o & lzI<�89 

ffir v - - t ,  2 . . . . .  Durch Grenztibergang (v-->of) ents teht  

f ~  O(x,y) d u d v >  z~ (2.36) 
3 3  O(u, v) 4 ' 

Iwl<o 

im Widerspruch zu (2.32). Damit  ist Hilfssatz 6 in allen Teilen bewiesen. 

DEFINITION 3. ~ (Mo, M1, P) ist die Teilmenge aller komplexwertigen Funk- 
tionen z (w) aus ~ (M o, M1), /i~r die 

(2.37) z (0) - -  0 

und 

(2.38) ff  (l~.l' + Izol ~) a~dv  < p < 
I~1<1 

aus/iillt. 

I5) Man braucht nut 

zu setzen. 

= ) (M 

/hlO/~) (1*t > , ) " :  lh,(,/~) (1"1 > 0 
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Nunmehr k6nnen wir das Hauptresultat  dieses Paragraphen in folgender 
�9 Form aussprechen : 

SATZ 216).  ES sei 0 < _ r < l  und 0 < v < l .  Dann gibt es drei [este positive 
Zahlen 21-- 21 (Mo, M1, P, r), ~2-- 22 (Mo, M1, P, r, v) und 23-- 28 (Mo, M1, P, r) 
derart, daft /i~r ~ede Funktion z (w) -- x (u, v) + i y (u, v) E ~ (Mo, M1, P) die 
Ungleichungen 

(2.39) I~,l + I~ol <,~I(Mo,M1, P,,') (Iwl < r ) ,  

J]z,(w,)--z,,(wl)]+lz~(w~) z~(wx)l<,~z(Mo,M1,P,r,v ) ]w~ wj_[" 
(2.40) ( (1~11 < r, lw21 _< r) 
und 
(2.4a) Ix~y~ x~y~l>&~(Mo,M~,P,r ) (Iwl ___ r) 
erfi~llt sind 17). 

BEWEIS. Fiir jede Funktion z = z (w) C ~ (M0, M1, P) gilt die auf LEBESGI~E 
[17] zurtickgehende Absch~ttzung is) 

(2.42) Iz(w2) -- z(wt) ] < 4 ~  n P -  _log~w~-_wl I (1~ ~1f<1" ~11,1w,1<t). 

Daraus folgt die gleichgradige Stetigkeit der Funktionenmenge F 2 (Mo,/I//1, P). 
Anwendung yon Hilfssatz 6 (mit F~* ----- ~ (Mo, M1, P)) liefert die Behauptung. ' 

w 3. Differentialgeometrische Anwendungen (berandete Fl~ichen) 
Hauptziel dieses Paragraphen ist die tterleitung neuer a-priori-Absch~t- 

zungen fiir die zweiteri Ableitungen des Ortsvektors einer Fl~iche positiver 
Gau~scher Kfiimmung durch ihr Linienelement. F(ir unsere Untersuchungen 
ben6tigen wir einlge Grundformeln der Differentialgeometrie, die wir hier zur 
Bequemlichkeit des Lesers noch einmal anfiihren 19). Dabei verwenden wir 
die in der Vektoralgebra i~blichen Bezeichnungen 20). 

Unter  einem regul~iren Fl~chenstiick ~ verstehen wit eine in einem Gebiet 
~2 der uv-Ebene definierte Vektorfunktion 

(3.1) ~(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z ( , ,  v)) 

mit den folgenden Eigenschaften: 

(I) x (u, v), y (u, v) und z (u, v) sind reelle, zweimal stetig differenzierbare 
Funktionen in s 

(II) Ftir (u, v) .of2 ist 

(3.2) I~.x~,,I > o .  

16) Dieses Theorem en th$ l t  Satz  3 aus [11], sowie Theorem t0  und  Theorem t I aus [12]. 
1~) Auf  Grund  yon  Hilfssatk 5 und  (2.28) s ind die Gr6f3en ~1 und  ~.z in  W a h r h e i t  von  

Mx unabhi ingig.  
is) Vgl. z.B. [ le] ,  L e m m a  t6. 
1~) Wegen  ausf i ihr l icher  Beweise sei z .B.  auf BLASCI-IKE [I] verwiesen. 
20) Vgl. z.B. ]~LASCHKE [1], w ~--2.  
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Unter diesen Voraussetzungen ist die F1/ichennormale ~ = ~ ( u , v )  durch: 
die Gleichung 

(3.3) ~ _  ~,,x ~ 
I~;,,xt'~l 

erkl~rt und s.tellt eine in ~ einmal stetig differenzierbare Vektorfunktion dar. 
Auf ~ betrachten wir die beiden quadratischen Differentialformen 

(3.4) d s  ~ = (d~) ~ = E d u  ~ + 2 F  d u  d v  + G d v  2 

(erste Fundamentalform) und 

(3.5) - -  d~ d ~  = L d u  ~ + 2 M  du dv +_ N dv ~ 

(zweite Fundamentalform). Aus (3.2)--(3.5) fo!gt 

(3.6) E = ~ ,  F ~ ,  G--  2 

(3.7) 
und 
(3.8) L - - - - ~ , , ,  M =  9 2 ~ ,  N =  ~ . ~ .  

Das Oberfl~chenelement von ~ ist 

(3.9) d o  ---- V E  G - -  F~ d u  d v  , 

und die mittlere Krtimmung H sowie die GauBsche Krtimmung K yon 
sind dutch die Ausdriicke 

E N - - 2 F M + G L  
(3.t0) H - -  

2 ( E  G - -  F 2) 
bzw. 
(3.1t) K - -  L N - -  M '  

E G  --  F ~ 
erkl/irt 

Fiir die zweiten Ableitungen des Ortsvektors 
leitungen des Normalenvektors ~(u, v) hat man 
Ableitungsgleichungen i 

(3.i2) 

(u, v) und die ersten Ab- 
die Gaul3-Weingartenschen 

und 
F M - -  GL F L  - - . E M  

(3A3)  
~J~v-- F N - -  G M  F M - -  E N  

~--G Z ~ ~" + E G -- F~ ~ "  
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(3.t4) 

ttt = G E u +  F E v - -  2 F F  u 
2 (E  G - -  F*) 

[ 2 !  2 (E  G - -  F 2 )  

~ ( E G  - -  F ~) 

= 2 (EG--F  z) -- 

t t J  2 (E a - FZ) 

{22} = E G , , - - 2 F F ~ + F G u  

2 l E G  --  F*) 

Wir setzen jetzt voraus, dab der Ortsvektor ~=g(u,  v) der F1/iche ~ in [2 
dreimal stetig differenzierbar ist. 
ftir das System (3.t2)--(3.t3), 
folgenderrnagen: 

L N  - -  M ~ 

(3.~5) 

un4 

E G  - -  F z 
= K  

Dann lauten die Integrabilit~tsbedingungen 
also die GauB-Codazzischen Gleichungen, 

(3.t6) 

FE ~ F,,- �89 [ 
= (E G --  F ~) -* F G �89 G v - -  

�89 F.--�89 F,,v--�89189 

- -  F G � 8 9  

�89 �89 0 J 

(3.t5) ist das Theorema Egregium von GAUSS, welches besagt, dab K durch 
die Funktionen E, F u n d  G eindeutig bestimmt ist. Auch wenn keine Reali- 
sierung des Linienelements d s  ~ dutch eine regul~re Fl~tche ~ im dreidimensio- 
nalen Raume 7r bezeichnen wir den Ausdruck auf der rechten Seite 
von (%(5) als GauBsche Krtimmung der Differentialform d s  ~. 

Es sei nun ~ ein regul~res Fl~chensttick positiver GauBscher Krtimmung. 
Wegen L N - - M ~ > o  lassen sich dann-unter  geeigneten Regularit~ttsvoraus- 
setzungen an Stelle von (u, v) neue Variable (~,fl) (isotherm-konjugierte 
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Parameter) so einffihren, dab stets 

(3.17) - -  d~ d ~ = 2 (d c~ 2 + dfl ~) (4 ~ O) 
auSf~llt. "Wie DARBOOX zuerst erkannt hat, gent~gen die Funktionen u (c~, fl) 
und v(~, fl) einem eigentt~mlichen System partieller Differentialgleichungen 

der Form (t3) und (14) mit Koeffizienten h 1 . . . . .  h4, die nur v o n d e r  ersten 
Fundamentalform der F1/iche ~ abh/ingen~l). Dies ist der Ausga.ngspunkt 
unserer weiteren (3berlegungen.. Ffir unsere Zwecke ist es erfordeflich, die 
Parameter (~, fi) im Groflen einzuffihren, was im n/~chsten Hilfssatz gesehehen 
soll. 

HILFSSATZ 7. Es sei ~=~(u,  v) ((u, v)~ [2) ein regut~res Fldchensti~ck 
positiver Gauflscher Kri~mmung K(u,  v). "Auflerdem seien die Koe/[izienten 
E(u, v), F(u,  v) und G(u, v) des Linienelementes ds 2 von ~ /i~r (u, v)E[2 viermal 
stetig di//erenzierbar. Dann gibt es zu l"eder in f2 enthaltenen Kreisscheibe 
(u --  %) ~ + (v --  Vo) 2 <= 0~ ein Paar reeller Funktionen u = u (~, fl) u n s  v = v (o~, fl) 
mit /olgenden Eigenschaflen" 

(I) u = u (o~, fl) und v = v (o~, fl) sind [iir o~ ~ + f12 < ! zweimal stetig di//eren- 
zierbar und bilden die Kreisscheibe o~:+fl2<=t eineindeutig und stetig au[ die 
Kreisscheibe (u --  %)2 + (v - -  vo)2 < 03 ab. A u/3erdem ist ~ (0, O) = u o , v (0, O) = v o 
und 

(3.18) u~ v a -  ua v~ ~ o 

liar o~ 2 + f12 < t.  

(I I) u = u (~, $) und v = v (o~, fi) geni~gen /iir ~ + fl* < t den partielle~i Di//e- 
rentialgleichungen 

.  +el+ 

(3.t9) 

und 

(3.2o) K ~  ~ 

(III) Far ~ + f l ~ <  t gelten die Darsgellungen 

(%21) L = V ~  V - ~  - ~ .  ~ + ~ 
uot v B - -  u~ vet ~ 

(3.22) M = --  V ~ V ~ -  F ~. uetv~ + uav r 
uet v~ - -  u~ V~ 

und 

(~.2~) ~v = V ~ V ~ ~ - ~ .  ~ + ~a uet v~ -- u~ vet 

2~) Siehe [6~, w 725. Diese fundamenta le  Ta tsache  wurde  berei ts  yon H. L E w y  bei 
der  L 6sung  des ~Veylschen ~roblelns  ftir den Fal l  einer  ana ly t i schen  Metr ik  benutz~ 
(s. [gl],  insbes. S. 106). 
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(3.24) 

und 

(3.25) �9 

genfigen und 

% die Gleichungen 

(3.26) 

BEWEIS. Nach einem Theorem yon L. NIRENBERG ( [23 ] ,  S. 349) ist der 
Ortsvektor ~ (u, v) yon ~ dreimal stetig differenzierbar, und die dfitten Ab- 
leitungen von ~(u,.v) gentigen in j e d e m  endlichen, abgesehlossenen Teil- 

bereieh ~ von $2 einer H61der-Bedingung. S0mit sind auch die zweiten Funda- 
mentalgr613en L, M und N yon ~ i n  s stetig differenzierbar und besitzen 

in ~ h61derstetige erste Ableitungen. Daraus, sowie aus L N - - M * > O ,  folgt 
die Existenz zweier reeller Funktionen u = u ( a ,  fl) und v = v  (~, fl), die 

t. die Eigensehaften (I) besitzen, 

2. ftir ~2 +f12~ t den partiellen Differelitialgleichungen 

u~ v~,) 

A v = ~ -  .V- ~ ~ :._ M2- - -  Ouu VL N -- M z ("~ ~ - -  U# re,). 

V L N - M  ~ u~vfl--u#v~ ' 

M __ u~ v~ +, u~ v a 
E L N - -  M ~ u~v#-- uflv~ 

N 

V L N -- M 2 u~v#-- u~v~ 

(3.27) 

und 

(3.28) 

erffillen 2~). Wendet man jetzt die GauB-Codazzischen Glnl (3.t 5) -- (3.i 6) an, 
so erh~ilt man aus (3.24)-(3.28) die Behauptungen ili)und (III) unseres 
Hilfssatzes~3). Damit ist Hilfssatz 7 voUst~tndig bewiesen. 

Unser n~tchstes Ziel besteht darin, das Dirichletsche Integral 

cd+B~<l 

nach oben abzusch~tzen. Es gilt der folgend e 

HILFSSATZ 8. Es seien die Voraussetzungen yon Hil[ssatz 7 er]allt. Aufler- 
dem sei 

(3S29) IEi, IFl, I 
(3.30) E G -- F * >_ ~/- > 0 
und 

(3.3t) K _ > ~ > 0  

23) Siehe [13~, L e m m a  2. 
2a) Zu diesem le tz ten  Schr i t t  des Beweises vgl. [18], S. 39--42.  
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/i~r (u, v)~ g2. Dann gilt fiir die in Hil/ssatz 7 erklgrten A bbildungs/unktionen 
u-----u(o~, fl) und v=v(o~, fl) die Ungleichung 

(3.32 ) % (u~ + v~ Jmu~ +v~) do~dfl < 4rl* . % ]H] do. 

BEWEIS. Zun~ichst entnimmt man  aus (3.t0) und aus den Darstellungen 
(3.2t) (3.23) fiir die mittlere Krtimmung H von ~ den Ausdruck 

(3.33) H = VK E (u~ + u~) + 2F(u~, v,, + ua va) + G (v~ + v~) 
2 ~ -- FZ u~ v~ -- ufl va 

Es sei nun R eine beliebige positive Zahl mit R <  t, und @ sei das bei der 
Abbildung (a, fl)--~ (u, v) entstehende Bildgebiet der Kreisscheibe o~g+fl g < R  ~. 
Dann erh~lt man aus (3.33) die Gleichung 

lti ~+B <R t 

Ferner gilt wegen (3.29) -- (3.3Q fiir ~g +fig < t die Absch/itzung 

(3.35) { V g [E(,,~' + ,,~) + 2r(,,~ ~ + . a  ~a) + r (~ + ~)] 
" _> ~-v___~ (,,~ + v~' + ~,~ + ~). 

- -  2 ~ +  

Triigt mall diese in (3-34) ein, so entsteht 

(3.36) 
< fflMlao<- 4~+ fflHlao- 4rl* I'l'lH]do. 
= n- V ~ - ,l- W J J ,~- V~ J J 

l)urch Grenztibergang (R-+ 1) ergibt sich schlieBlich (3.32), womit unser Hilfs- 
satz bewiesen ist. 

Aus den letzten beiden Hilfss~ttzen undden  Resultaten von w 2 erh~tlt man 
die gesuchten a-priori-Absch~tzungen ftir die zweiten Ableitungen des Orts- 
vektors g=g(u,  v) einer F1/iche durch ihre erste Fundamentalform. Dabei 
ziehen wir beliebige regul/ire F1/ichenstticke ~ in Betracht, deren GauBsche 
Krtimmung positiv ist und  ftir die f f  ]H I do<oo ausf/illt. Unser Resultat 

1/iBt sich folgendermaBen aussprechen: 

SATZ 3" VORAUSSETZUNGEN: 

(I) ~ = ~ (u, v) ( (u, v)CO) ist der Ortsvektor eines reguldren Fliichenstiickes 
mit dem Linienelement 

(3.37) ~ ds g = (d~) g = E du g + 2F du dv + G dv g. 
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Dabei sind die Funktionen E(u, v), F(u, v) und G(u, v) 
differenzierbar und geniAgen dort den Ungleichungen 

(3.38) 

(3.39) 

(3.40) 

(3.41) 
und 

(3.42) E G -- F ~ >-- a -~ 

IEI, IFI, IGI ~ ,  

lEvi, ..., 1 G~I ~ ~, 
IE,~I . . . . .  I G~I ~ ~, 

IE.~I . . . . .  IG~o~l=<a 

in f2 viermal stetig 

mit einer ]esten positiven Konstanten a. 

(II) Fiir die Gauflsche Kriimmung K(u, v) yon ds 2 gilt die Ungleichung 

(3.43) K(u, v) >= b > 0 ((u, v) @Q). 
(III) Es ist 

(3.44) f f IHI do <= c < oo, 

wobei H die mittlere Kri~mmung yon ~ bedeutet. 

BEHAUPTUNG. Far ~> 0 und 0 < v <  1 gelten A bsch4tzungen der Form 

(3.45) [~[,...,[~vd<~o(a,b,c,e)<oo ((u,v)Ct2~) 
und 

V.,. ) ~ , ( u l ,  

(3.46) I~o(*'~, "~) ~o,;(*'1, "1)1J " 
((u~, ~ )CG;  (u~, ~ ) C ~ )  

mit ~:l='q (a, b, c, ~,v)<oo. 

BEWEIS. Es sei (u0, %) ein beliebiger Punkt in s und es sei (a, 6) -+ (u, v) 
die in Hilfssatz 7 erkl~rte Abbildung. Die Funktionen 

(3.47) ~(c~, fl) -- u(~,fl) - u o 
und q 
(3.48) ,/(oc, fl) -- v (a, fl) - v o 

Q 
fiihren dann die Kreisscheibe m~+fl*_< 1 eineindeutig und stetig in die Kreis,-  

~ 4:0 scheibe ~ 2 + ~ f  iiber, und es gilt s e (0 ,0 )=~(0 ,0 )=0  sowie ~ 

( ~ + f l z <  t). AuBerdem gelten auf Grund yon (3A9) und (3.20) die Differen-  
tialg!eichungen 
(3.49) { A ~ = h~ (~, r/) (~  + ~)  + hz (~e, rj) (G rh, + ~ r/a) + 

+ h~ (~, ~) (~ + ~) + ~, (~, ~) G ~ - ~ ~) 
und 

(~.5o) J ~ = ~(~ '~) (~  + ~) + g~ (~ '~ )G~  + ~ )  + / + h~ (~, n) (~ + n~) + h, (8, ,~) G na - 8a n~) 
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h~(~,~) = o  
und 

a, (8, 7) = - q 2 

0.52) 

a4 (~, rj) = o .  

Aus (3.51) und (3.52) folgt 

(3.53) 

Befftcksichtigt man die Gln. (3-t 4) -= (3, t 5) und macht yon den Absch~tzungen 
(3.38)--(3.43) Gebrauch, so erhatt man aus (3.5t)--(3.53) f~r 8=+~2=<t die 
Ungleichungen 

4 
(3.54) X(lh~(#,~)l+lh,(r 
lind 

(3.55) \l a~ + -O-~- <M*=MI(a'~)<~176 

Ferner hat man wegen Hilfssatz 8 die Absch~itzung 

~I f .~ 2 9a (3.56) = ~ {~ + ~  + ~  +~)  d~a~- 

4a2 f f 4a2 c 

~4) ~n den Ausdrticken auf  den rechten Seiten yon  (3.5t)- - (3 .53)  sind die Gr6Ben u, v 
durcb die Variablen ~, r / m i t  Hilfe der Subs t i tu t ion  u = u o q- 0~, v = v o q- or /auszudr t icken.  
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Hieraus schlieBt man, dab die Funktion 

(3.57) C(~) = ~(a, f l )+ i~(~ , f l )  (y=~-+-ifl) 
zur Klasse ~ ( M  o, M1, P) geh6rt (vgl. Definition 3). Ferner gelten wegen 
(3.2t)--(3.23) fiir I~1 < a die Darstellungen 

~ + ,~ 
(3.58) L =  ~ l , e ~ - r 2 .  r  ~ ,  

(3.59) M . . . .  l ~ l / ~ - r  2. ~ +  ~ 
und G ~q~ - ~ ~ 

, i  + ~ 
(3.60) N =  V ~ .  v E GF ~ -  . 

und aus (3.38)--(3.42) entnimmt man eine Ungleichung der Form 

(3.6t) K(u, v) __< k (a) < ~ ((u, v) < O). 

Setzt man 7 ~ 0 und wendet Satz 2 auf die Abbildung y-+  ~ (7) an, so erh~ilt 
man aus (3.58)-  (3.60) fiir (u, v) E g2e die Absch~tzungen 

(3.62) [Z I . . . . .  INI < ,o(a, b, c, o) 
mit 

, 21(M O, M1, P, O) 2 
(3.63) zo(a,b,c,p)= V~(a).a 2~(Mo, M~,P,O) < oo. 

Jetzt sei (ua, vl) ein beliebiger Punkt  in/2~ mit (ul--Uo)~+(va,vo)2G~, 

und es sei ~1 = 0~1 -~ ifl~ derj enige P u n k t  der Kreisseheibe [ Y [ =< l, der dureh 
die Abbildung (~, fl)-+(u, v) in den Punkt (u 1, vl) tibergeftihrt wird. Wendet  
man Satz 2 an und berficksichtigt die Tatsache, dab die Funktionenmenge 

(Mo, M1, P) ftir [7[ ----< t gieichgradig stetig ist, so erMlt man Ungleichungen 
der Form 

(3.64) [Yl[ G R+(a, b, c, ~) < t 
und 

(3.65) Ir~l __< R=(~, b, c, ~), V(~ - %p + (v~ - v o p  
mit  

(3.66) R-(a, b,c,o) < oo. 

Aus den Darstenungen (3.58)--(3.60) sowie den AbscMtzungen (3.38)--(3.42) 
und (3.64)--(3.66) ergeben sich dann durch abermalige Anwendung yon Satz 2 
die Ungleichungen { vo,} 

, <__ ~;. ( V ( u ~  - ~,o)~ + (~,, - Vo)~) ~ 
IN(.~, v~) -- N(%, vo) I 

0 < v < i  

(3.67) 

mit 

und 

(3.68) 
! r 

T1 = T1 (a, b, c, 0, v) < o~. 
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Wendet.~man jetzt die Gaul3schen Ableitungsgleichungen (3.t2) an, so erh~tlt 
man aus (3.62) und (3.67) die gesuchten Absch~ttzungen (3.45) und (3.46), 
womit Satz 3 vollst~indig bewiesen ist. 

w 4. Differentialgeometrische Anwendungen (geschlossene Fl~chen) 
In diesem Paragraphen 15sen wir das Weylsche Einbettungsproblem ffir 

den Fall einer dreimal stetig differenzierbaren Metrik ds ~ (Satz4). Wir 
beginnen zun~chst mit einigen allgemeinen Bemerkungen fiber geschlossene 
Fl~ichen~5). 

Es sei • eine kompakte, zweidimensi0nale, analytische Mannigfaltigkeit, 
Dann verstehen wit unter einer regul~iren geschlossenen Fl~che ~ eine reeUe, 
a u f •  erkl~rte Vektorfunktion ~ =  (x, y, z), die in den lokalen Koord ina t en  
(u, v) yon 27 zweimal stetig differenzierbar ist und auBerdem der Be.dingung 
I~  •  > 0  genfigt. Im folgenden setzen wir stets 27 als orientierbar voraus. 
Dann sind der Normalenvekt0r ~ yon ~ und folglich auch die Krfimmungs- 
gr6t3en K und H eindeutig durch die Gln. (3.3) bzw. (3A0)--(3At) definiert. 

Fiir unsere sp~iteren I]berlegungen ben6tigen wir eine auf MIN~OWSKI 
zurfickgehende Integralformel, die wir zur Bequemlichkeit des Lesers bier 
noch einmal beweisen. 

HILFSSATZ 9. Fi~r fede reguldre, geschlossene, o rientierbare Fl&he ~ gilt 
die Gleichung 

(4A) f f  Hdo  = -- f f  ( ~ )  K d o .  

BEWEIS=S). Ohne Beschr~nkung der AUgemeinheit darf man annehmen, 
dab der Ortsvektor ~ von ~ auf 27 dreimal stetig differenzierbar ist. Dann 
stellt 
(4.2) (~. !l~ d~) = (~ ~ ~.)  du + (~ !~ ~ )  dv 

ein invariantes Differential auf 27 dar, und es grit die Gleichung 

a ~ ~ ~ )  2 (~ ~ .  ~ )  {(~ ~V ~) - - ( ~  ~ .  ~)} (4.3) ~u- (~ ~ 910) --  -~-v ( = -- 

Durch Anwendung der Weingartenschen Ableitungsgleichungen folgt 

~ - ( ~  = 2{K(~ + H} [g,,• (4.4) 0-u (~ 9~ ~v) -- ~,) ~) �9 

Integriert man (4.41 fiber 27, so erh~ilt man die gesuchte Integralformel (4.t), 
womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Von nun an setzen wir stets voraus, dab 27 der Einheitskllgel ~=+~=+.r 1 
hom60morph ist und dab die GauBsche Krfimmung K yon ~ fiberaU positiv 
ausffillt. Dann gilt bekanntlich'die Gleichung 

(4.5) f f  K do = 4~,  
2? 

�9 s) Vgl. dazu H. Home [15], Kap. II. 
=*) Vgl. dazu HERGLO:rZ [14]. 
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und nach einem Theorem von HADAMARD [93 37) ist ~ eine Eifl~iche, d.h. K 
ist positiv, und ~ ist Rand eines konvexen K6rpers. U n s e r  n/ichstes Ziel 
besteht darin, den Ortsvektor ~ yon @ dutch das Linieneiement ds ~ abzusch~it- 
zen. Zu diesem Zweck fiberdecken wit 27 dutch ein zul/issiges System yon 
Parameterumgebungen 2J~ (k= 1 . . . . .  N), die jeweils den Kreisscheiben 

= {1 < t}  = + 

hom6omorph sind. In jedem Parametergebiet Y2~ ersckeint dann der Orts- 
vektor ~ von@ als eine gew6hnliche Vektorfunktion ~ (w~)=~ (u~, v~), und 
fiir zwei Variable w~D~ und wz~Q~, die denselben Punkt auf 27 repr~isen- 
tieren, gelten die Gleichungen 

(4.6) gk (uk, vk) = gl (ul, %) 

und 

(4.7) = (dg~) 2 = Ez (ui, vz) du~ + 2F~ (u Z, %) du I d% + G z (u I, vt) dv~. 

Um unsere Resultate tibersichtlich zu formulieren, bedienen wir uns der in 
der Funktionalanalysis tiblichen Bezeichnungen. Wir  sagen, der Vektor 
bzw. die Metrik d s 2 sei auf 2: p-mal stetig differenzierbar, wenn die Funktionen 
~ (u, v) (k = 1 . . . . .  N) bzw. die Koeffizienten E k (u, v) . . . . .  G k (u, v) (k = t . . . . .  37) 
ftir [w[< 1 p-mal stetig differenzierbar sind. In diesem Fall erkl~iren wir die 
Normen ][~][p, I] ~]]p+~ ( 0 < v <  1) und 11 ~s~llp durch die Gleichungen 

N am+ n ~k 
(4.8) II~l]p=-- ~ ~, Obere Grenze au,~Ov. , 

k=l  m+nNp [w[<l 

N 

(4.9) ll IIp§ E O b e r e G r e n z e / ~ < w " )  OumOv"(w') 
= m + , * = p  1~'I, I~"[< 1 Iw"--  w'[~ 

und w'.~'" 
N [t ~ Om+nGk I (4.1o) Ila *ll =   )_2 Obese Grenzek[~T~-v~ I + . . .  + ~ ]- 

m+n~p [~o[<1 

Mit diesen so erkl/irten Normen bilden die auf 27 definierten Vektoren g und 
Metriken ds ~, Banachsche R~tume. Nunmehr k6nnen wit unsere a-priori- 
Absch~itzungen folgendermagen formulieren: 

HILFSSATZ t0. Es sei ~ eine regul~re Ei/l~che mit einer viermal stetig 
differenzierbaren Metrik ds2= (d~) 2. Auflerdem gelte n die Abschiitzungen 

(4.1t) Ilds ll _-< 

(4.t2) E~ G k -- Fk ~ _--__ ~-1 (k ---- a . . . . .  N) 
und 

(4.t3) K ___ ~-~ 
2~) Wei te re  Beweise  bei  HoPF [15], Nap .  IV. 
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mit einer /esten positiven Zahl cr Dann gibt es einen konstanten Vektor 9 derart, 
daft/iir 0 < v < t die Ungleiehung 

I I ~ -  ~ll~§ < ~(~, v ) <  ~ (4.t4) 
er/iillt ist. 

BEWEIS. 
t) mit 
(4".t5) 

Zun~chst folgt aus (4.tt) die Existenz eines konstanten Vektors 

fl~ - ~I11- -< c0(s) < ~ .  

Femer 1N3t sich eine positive Zahl R <  t so bestimmen, dab die Parameter- 
umgebungen X~ (k = 1 . . . . .  N), die den Kreisscheiben ~ ;  = {1 w~ I < R} (k = !, 
. . . .  N) entsprechen, 27 vo!lst~indig fiberdecken. Die Behauptung (4.14) ist 
bewiesen, wenn es gelingt, Absch~ttzungen der Form 

und 
(w")- =<,, w'l 

(4.!7) 
t (k=a  . . . . .  N;Iwl, lw l < R ; o < v < l )  

mit 91(~, v) < oo herzuleiten. Dabei bedeutet D 2 gk die Gesamtheit aller par- 
tiellen Ableitungen zweiter Ordnung von tk. Es seien ~k (k = t . . . . .  N) die den 
Parameterumgebungen Z' k entsprechenden Fl~chenstfieke auf @. Wegen Hilfs- 
satz 9 ist dann 

I fflH]do<__fflH[do= ]Hdo = f f ( g - - t ) , ~ ) K d o  
(4.18) ~k �9 

�9 - -< f f  1 ~ -  ~f Kdo=< ~ x I ~ -  ~1 . ff~ Kdo.  

Daraus, sowie aus (4.5)und (4.15), folgt 

(4.t9) f f f H l d o g 4 z c o ( O C ) < o o  (k----t . . . . .  N). 

Wendet man jetzt auf die Vektorfunktionen gk(u,v) ( k = t ,  . . . ,N)  Satz 3 
mit a=cr b=cr -1, c=4~co(0 0 und ~----t--R an, so erh~lt man die gesuchten 
Absch/itzungen (4A6) ulld (4.17), womit unser Hilfssatz vollst/indig bewiesen 
ist. 

Wir sind jetzt in der Lage, das Hauptziel dieses Paragraphen zu beweisen, 
n~imlich 

SATZ4. Es sei ds ~ ein au/ der Einheitskugel ~ vorgegebenes, dreimal stetig 
di//erenzierbares Linienelement, welches iiberall ~?ositiv-de/init ist und positive 
Gauflsche Kriimmung besitzt. Dann gibt es eine regulSre Ei/ldche 4~ mit (dg) ~ = ds 2. 
Auflerdem ist ]l ~II2+,< ~ fiir 0 < v <  t. 

BEwEIS. Da ds  ~ auf 2: dreimal stetig differenzierbar ist, so gibt es eine 
Folge analytischer Metriken ds~ ~s) mit 

es) D.h. Metriken'ds~mit KoeffizientenE(kn) (u, v), Fk(n) (u, v)und G (n) iu, v)(k = t . . . . .  g)', 
die flit uZ+ v~< 1 anMytisch sind. 

Mathematische ~geitschrilt. Bd. 74 1 t 
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D a n n  ]assen sich zwei pos i t ive  Zahlen  n o u n d  ~ so be s t immen ,  dab  ffir n ~ n  o 
die Ung le i chungen  

(4.2a) llds .ll _<_ 
(4.22) E(kn) G(n) _ F~(n) ~ >= ~-1 (k = t . . . . .  N) 

u n d  

(4.23) K(") >= cr 1 

erfiillt sind29). N a c h  d e m  T h e o r e m  v o n  W E Y L - L E w u  8~ exis t ier t  d a n n  eine 
Folge  regul~rer  Eif l~chen { ~ )  m i t  

(4.24) (d~(~)) ~ = ds~. 

W e n d e t  m a n  je tz t  Hi l fssa tz  10 an, so e n t n i m m t  m a n  aus  (4~.2t)--(4.24) die 
Ex i s t enz  einer F o l g e ' k o n s t a n t e r  Vek to ren  {t)(')}, so dab  ffir n>= n 0 u n d  0 < v < t 
die Ung le i chung  

(4.25) l i t  (n) - t)(n)]l~+, <_-- ~ (x ,v )  < oo 

erfiillt ist. Man  setze , (n )=~(n)_  t~('). D a n n  w i r d  

(4.26) (d,(")) ~ = ds~ 

u n d  

(4.27) 1t *(')II 2+~ < ~(~r v). 

Wegen  (4.27) gibt  es eine Teilfolge {hi} der  nat i i r l ichen Zahlen  u n d  eine auf  
27 zweimal  s te t ig  d i f ferenzierbare  V e k t o r f u n k t i o n  ~ m i t  

(4.28) ~ 

Daraus ,  sowie aus (4.27), folgt  

(4.29) o o  

fiir 0 < v < t .  Setzt  m a n  n u n  n = n  i in (4.26) u n d  geht  zu r  Grenze  (j--~oo) 
fiber, so en t s t eh t  

(4.30) (d~) ~ = ds 2, 

w o m i t  Sa tz  4 vollst~indig bewiesen ist. 
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