
Uber die dichteste Kugellagerung. 
Von 

L. Fejes in Kolozsvkr. 

1. Wir betra~hten einen hinreichend grollen Wiiffel des gewShnlichen 
euklidisehen Raumes und legen in denselben in ein~r gewissen Anordnung 
eine knzahl gleichgrol~er Kugeln, etwa yore Halbmesser 1. Als Mall fiir die 
Diehte dieser Kugellagemng erkliiren wir den Gesamtinhalt tier eingelagerCen 
Kugeln geteilt durch den Inhalt des gegebenen Wiiffels. Weiter betraehten 
wir nun eine Folge yon Wiiffeln W1, W2 . . . .  , W, . . . . .  4eren Inhalte un- 
begrenzt znnehmen, und zugleieh mit jedem Wiiffel W, den Maximalwerr D, 
der Dichten aUer mSglichen Kugellagerungen. Die Zahlenfolge D 1, D. z . . . . .  
D~. . . . .  strebt dann einem Grenzwert zu: D, -+ D. Wit wollen uns in diesem 
Aufsatz einer Abschiitzung dieser Grenzdichte D zuwenden. 

In dem Werke yon HIrB~,R~-COH~-Vossr~: Anschauliehe Geometrie, 
w 7 (Berlin, Springer, 1932) wird das Problem der dichtesten gitterfSrmigen 
Kugellagerung behandelt. Es werden hier also nut derarCige Kugelanord- 
nnngen znm Vergleich zugelassen, deren Mittelptmlae ein riiumliehes Gitter 
bilden. Als LSsung ergibt sich die ,,rhomboedrisehe Kugellagerung" mit einer 
Dichte 

Do = ~ -  = 0,7405. 

~ber 4as Problem der diehtesten Kugellagernng bei einer beliebigen 
Kugelanordnung steht don S. 46: . . . . .  Andersartige Untersuehungen werden 
nStig, wenn man die Forderung nach regelmiifliger Anordnnng tier Kreise 
oder Kugeln fallen li~f~t un4 z. B. nut verlangt, daft mSgliehst vide gleiehgrolle 
Kreise (Kugeh) in je4em hinreichend groBen Gebiet 4er Ebene (des Raumes) 
enthalten sind. Fiir den Fall tier Ebene ist bewiesen worden, 4a13 die Kreise 
dann yon selbst gitterfSrmig angeordnet sein miissen. Im drei- nnd mehr- 
dimensionalen Raum ist die Frage noch nieht gekli~rt." 

Die Frage, ob es eine Kugellagerung mit einer Dichte D > Do gibt, ist 
daher noch nicht gelSst. Wir wollen jedoch zeigen, da$ die Dichte einer be- 
liebifenl ) Ku~jellayerun ff stets kleiner ist als der I~halt einer Kuqel geteilt dutch 
den Inhalt des umbeschriebenen rexjul6zen Dodekaeders: 

(1) D < ~ :  10 ~/2 (65--29)/5) ~-- 0,7546. 

Die reehtsstehende Konstante liege nut weniger als 2 % oberhalb Do. 

1) In dem Beweis haben wir uns teilweise lediglieh auf die Anschauung gestiitzt. 
Der Beweis bezieht sich dahor ganz strenggenommen nur auf derartige Kugellagerungen, 
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Wit k6nnen unser Ergebnis auch etwas antlers aussprechen: Ein r~um- 
liches Gebiet mit einem hinreichend gro~en Inhalt J enth~lt angeniihert 

h~chstens 3 ~ j  _--0,1802 J Einheitskugeln. Wit wissen dabei bereits, dal3 

diese Konstante nicht unter ~ -  =- 0,1768 gedriickt werden kann. 

2. Vor s Beweis wenclen wit uns zun~ichst dem entsprechenden Problem 
in clef Ebene zu 2): E,~ seien demnach in einem Quadrat yore F]Kcheninhalt ~' 

Kreise mit dem gemeinsamen Halbmesser 1 vorhanden, die sich teilweise 
beriihren kSnnen, abet nie iiberdecken. Bezeichnen wit die Kieismittelpunkte 
mit P1, P2 . . . . .  P~, so gilt fiir ein be]iebiges Punk~aar  P~ Pk -~ 2 (i ~ 1, 2, 
. . . .  n, k : 1 , 2  . . . . .  n; i ~: ]~). 

Wir greifen einen beliebigen Punkt, etwa P~, heraas Und errichten auf 
siimtlichen Strecken P~ P1, P~ P2 . . . . .  P~ P~ in ihren Mittelpun~en die Lore. 
Wit betrachten ferner yon den Halbebenen, die durch diese Lore bestimmt 
werden, diejenigen, die Pi enthalten, fassen die Darchschnittsmenge 2'~ dieser 
Halbebenen ins Auge uncl bezeichnen den Fl~cheninhalt yon T~, falls er endlich 
ist, ebenfails mit T~. Wir behaupten, daft 

T i ~ 2 ]/3 

ausf~llt und claB das Gleichheitszeichen nut in dem Falle gelten kann, wenn T~ 
ein d e m u m  P~ geschlagenen Einheitskreis b~ umbeschriebenes regulates 
Sechseck ist. 

Zum Beweis bstrachten wir den um P~ mit dem Halbmesser ~ - g e -  

schlagenen Kxeis Ki, d. h. clen Umkreis des erwiitmten Sechsecks. Wit zeigen, 
daft unsere Ungleichung schon fiir den Inhalt des in K~ liegenden Teiles yon 
T~ gilt. 

Wit stehen daher folgender Aufgabe gegeniiber: Wir betrach~en eine 
Anzahl you Punkten Q~, Q~ . . . . .  Q~, die in dem yon b~ und K~ begrenzten 
Kreisring liegen uncl voneinander einen Abstand ~ 1 besitzen. Wir zeichnen 
die s gelegten, auf P~Q~ (3" -~ 1, 2 . . . . .  m) senkrechten Sekantenvon K~ 
un~l betrachten den Gesamtinhalt t~ tier yon diesen Sekanten best~mmten 
Kreisabschni~te. Dann haben wit zu zeigen, dal~ t~ sein Maximum im FaUe 
eines regul~ren Sechsecks erreicht. 

bei denen eine, mit einer beliebigen Einheitskugel konzentrische Kugel eines Halb- 
messers yon etwa 2,5 yon den iibrigen Kugelmittelpunkten hSchstens zwSlf enth~lt. 
Wir erhalten sicherlieh eine derartige Kugellagerung, falls jede Kugel yon zwSlf anderen 
bert~hrt wird. 

2) Der Grundgedanke des hier folgenden Beweises stimmt mit demjenigen, den ich 
in meinem Aufsatz: Ober einen Geometrischen Satz. Math. Zeitschr. 46 (1940), S. 83 

85 mitgeteilt habe, iiberein. Einige ~uderungen im Beweis werden uns die Betrachtung 
des r~umlichen Problems erleichtern. 
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Wir bcmorken vet allem, dab in unserem Kreisring hSehstens 7 Punkte 
veto kiirze~ten Abstand > 1 liegen kSnnen. Man rechnet aber Ieieht nach, 
dat~ ill 4iesem Fall s~mtliche Punkte sehr nahe an K~ liegen miissen; die Se- 
kanten schneiden mithin nut einen iiberaus kleinen Tell von Ki ab. 

Zur Untersuchung verbleibt daher nur noeh der Fall ~n "~ 6. In diesem 
ist aber unsere Behauptung tIivial! 

Weiterhiu behte~ken wit, daJ] die soeben bewiesene Ungleichurg noch 
riehtig bleibt, wenn wit Ti dureh den ins Quadrat T fallendcn Tell T~ yon T, 
ersei~zen. Um dies in Evidenz zu setzen, geniigt es, s~mtliche Kreise an den 
Quadratseiten zu spiegeln und im Beweis aueh diese Spiegelbilder in Betracht 
zu ziehen. 

Addieren wit die Ungleichungen T~ > 2~/3, so erhalten wit auf der 

linken Seite den Quadratinhalt T > 2 ]/3 n, 

n <ggT. =-~ 

Damit haben wir aber die zu beweisende Abschs der Anzahl der 
Einheitskreise, die in einem QuadIat veto Inhalt T eingelageIt weIden kSnnen, 
mit dem genauen Wert der Konstanten bestimmt. Die bestmSgliehe Kreis- 
lagerung wird verwiIklicht, wenn wir die Ebene mit reguls Scehsecken 
auspflastern und die Kreise in diese legen. Diese Kreislagerur~g ist gitter- 
fSrmi',' : die Kreismittelpunkte gehSren dem,,gleiehseitigen I)reieckEgittei" an. 

3. Im Raume l~i~t sich die angedeutete Absch~tzung (1) analog zum 
Vorigen auf folgende Extremalaufgabc zmiickfiihren: Wit betiachten eine 
endliche Anzahl von Punkten P0, P1 . . . . .  P,,, deien Abstand voneina; 
::: ] i s t ,  errichten im Punl~t P~ d_ie auf PoPi senkrechte Ebene e~ ned be- 
trachten wm den dmch e~ bestimmten br Halbliiumen der~jerSgen, de1 Po 
enth~lt. Wit fassen den I)ulchschnitt S diesei I-talbr~ume (i -- 1, 2 . . . . .  n) 
ins Auge und wollen das Minimum des Inhalts v0n S bestimmen. 

Hinsichtli,~h der LSsung dieser Aufgabe e~gibt sich nun gegeniiber der 
LSsung in der Ebene ein wesentlicher Unteischkd. Bei der diehtesten gittel- 
fSrmigon Kugellagerung wird jedcKugel yon zwSlf anderen bcIfihlt. Yen den 
Beiiihrnngspunkten liegen scchs auf einem Grcl~kreis, je dIei auf den ver- 
schiedenea Seiten desselben Grollkreises (Hn.~m~'r, Anschauliche Geometrie, 
S. 41, Abb. 47e). Der Inhalt von S erreicht jedoch sein Minimum nicht fiir 
diese Punktekonfiguration. Bei der extremalen Anordnung liegen yon den 
Pnnkten P1, P2 . . . . .  P~ ebenfalls zw61f auf der um Po gesehlagenen Einheits- 
kugel k, aber in den Eckpunkten eines regulKren Ikosaeders. In diesem l~a]le 
ist also S ein regut/~.res Dodekaeder. 

Liege sich de r Raum dureh regul~re Dodekaeder auspflastern, so wiire 
das Problem der dichtesten Kugellagerung vSl']g gelSst. Dies triff~ abet, wit 
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bekannt, nicht zu! Wir kSanen uns dariiber z. B. sehon dadnrch iiberzeugen, 
dab der Fi~chenwinkel des Dodekaeders co = 116o34 ' kein Teiler yon 360 o ist. 
In (1) mu~ daher tats~iehlich das <-Zeichen stehen. 

Zum Beweis d~r Ex~remaleigensehaft des Dodekaeders umschreiben wir 
ibm eine Kugel K. Wir zeigen analog zum Problem in der Ebene, da~ schon 
der Inhalt des in K liegenden Teiles yon S sein Minimum im Falle eines regu- 
l~iren Dodekaeders erreieht. 

Wir habea verschiedene F~lle zu unterscheiden je nach der Anzahl m 
der Punkte, die in der yon/~ und K begrenzten Kugelschale enth'alten sin& 
Wir b~ginnen mit dem anziehendsten Fall m = 12. 

Wir nehmen zungchst an, da~ s~imtliche Punkte P1, P2 . . . . .  P12 auf/~ 
liegen. Um tiber das Problem, welchem wir gegeniiberstehen, gr6Bere Klarheit 
zu gewinnen, schieken wit eine Bemerkung voraus. 

In der Ebane gehSren sechs Punkte mit dem kiirzesten Abstand ~ 1, die 
auf einem Einheitskreis liegen, den Eeken eines regul~ren Sechsecks an. Auf 
einer Einheitskugel k6nnen h6chstens zwSlf Punkte mit dem kiirzesten Ab- 
stand ~ 1 liegen. Dieselb3n sind aber durch diese Bedingungen noch keines- 
wegs b3stimmt: sie kSanen vielmehr ganz verschiedenartig verteilt sein. 
Aui~r d~n b~id3n Verteilungen, die in HILBERT, Anschauliche Geometrie, S. 41, 
Abb. 47a, c veranschaulicht sind, ist un~ b~reits die ikosaedrische bek~nnt. 
Da ab~r die Kantenl~nge d~s der Einheitskugel einbesehriebenen Ikosaeders 

(2) a =  ~ 1 o ~  = 1,0515, 

also grSl]er als 1 ist, so haben die Punkte bei dieser Verteilung noch einen 
kleinen Spielraum. All dies zeigt schon die Mannigfaltigkeit, die nns bei dem 
r~umlichen Problem begegnet. 

Bztrachten wir nach dieser Bemerkung den Kugelabschnitt v~, den e i 

yon K absehneidet ! Den Inhalt yon v~ bezeichnen wir ndt v. Die zu v~ gehSrige 
Kugelkalotte sei t~; ihr Fl~icheniI)halt t. 

Es seien ti und t~ zwei Kugelkalotten, die sich teilweise tiberdecken; 
bezeichnen wir mit tik ihren Durchschnitt sowie den Fl~cheninhalt derselben. 
Wir bezeiehnen ferner mit v( t~l , )  den Inhalt des Dnrchsehnitts yon v~ undv~. 

Nun k5nnen sich aber auch drei Kugelkalotten t~, 4,  t~ teilweise iiber- 
decken. Ihr Durchschnitt sei t ~ ;  der Inhalt des Durchschnitts yon v~ v~, v~ 
sei ~ (tr ~). Letztere h~ingt n icht nur vom InhaltsmaI~ t ~  ab, son dern auch 
you der G~stalt des G~bietes t~ ~ ~. Sie ist eine Funktionale ! Dagegen ist v (t~ ~) 
eine gewShnliche Funktion des Inhaltsmal~es t~.  

Bezeichnen wir den Halbmesser yon K mit R, so wird der Inhalt V des 
in K liegenden Teiles yon S: 

(3)  v - + ( t ,  - 
3 

44* 
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wobei die Summation auf samtliche Zahlenpaare bzw. ZaMentripel (i ~ 12, 
h ~ 12, l ~ 12; i ~= k, k ~= l, 1 ~= i) zu erstrecken ist. 

Bei der ikosaedrischen Anordnung verschwinden siizntliche t~ ~ ~, un4 die t~ 
besitzen einen gemeinsamen Wert T. Der Dodekaede~inhalt ist daher 

(4) g~ - 4 ~  R~ ~2 ~ + 30 v (7). 

Wit miissen zeigen, dal] V _ V~, d.h.  

(5) 2: vCt,~) 2: ~(t, ~) > 30 ~ (r) 

ausf i i l l t .  

E s  se i  zun~ichs t  f e s t g e s t e l l t ,  4 a $  

(6) S t,~ - Z t ,~  >= 30T 

ist, Der yon den Kugelkalotten t~ bedeckte Teil 4er Kugelobeffl~tche K ist 
n~mlich 12 t --  2: t i ~ q- ~ t~ ~ ~. Im ikosaedrischen Fall wird abet K yon den 
Kugelkalotten vSllig bedeckt. Es gilt folglich 

w o m i t  (6) b e w i e s e n  i s t .  

E s  l~il]t s i ch  f e r f f e r  l e i c h t  ze igen ,  daf t  v(t) f i i r  0 ~ t =< t e i ne  m o n o t o n  

z u n e h m e n d e ,  y o n  u n t e n  k o n v e x e  F u n k t i o n  y o n  t i s t a ) :  W i t  k S n n e n  d a h e r  die  

8) Legen wir durch  den Kuge lmi t t e lpunk t  Po eine Ebeno e, die yon der  ~orgegobenen 
Kugelkalot te  ~t einen Tell s abschneidet,. Die Zent ra lpro jek t ion  yon  s auf  e~ sei s*. 
Die behaup te to  K o n v e x i t ~  yon v (0 is t  mi~ der  B e h a u p t u n g  gleichwertig, dab  der  

7 
Fl~chen inha l t  s fiir s ~_ ~ eine yon u n t e n  konvexe Funk t ion  des I nha l t s  s* ist.  U m  diese 

Behaup tung  einzusehen,  bezeichnen wit  die Schn i t t punk te  yon e m i t  dem Begrenzungs- 
kreis yon t i mi t  A und  B ;  der  Mi t te lpunkt  yon ti sei P~. I m  sph~rischen Dreieck zlP~AB 
sei z~ AP;.B = 2 ~f, , ~P '~A B  ---- ,~ P'iBA -~ ~p l ind schlieBlich ~ P} PoA 
--~ ,~ PiPoB ~ c. ] ) a n n  gilt  cotg u = cos c .  tg r und  demzufolge 

s = R ~ (1 - -  cos c) ~ --  _~2 (2 ~ + 2 ~ --  ~) = R ~ [n --  2 arc cotg (cos c- tg  ~) --  2 ~ cos c], 

8" = �89 R ~ sin ~ c (2r  - -  sin 2r 

Es ergibt  sieh daraus  

d s 2 R "2 cos c. sin~ c. sin S ~ d s* 
= l - - s i n 2 c . s i n 2 q ~  ' d---~ ~--- 2 2 ~ s i n ~ e ' s i n ~ '  

d s cos c 
d s* --  1 -  sin'~ c.  sin~ ~0 

Y l ;  . 

Letztere  is t  fiir 0 ~ ~ --<__ ~ -  eme mono ton  zunehmende  F u n k t i o n  yon ~0 und  folglich 

auch yon ~*, womit  alles bewiesen ist. 
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J~acs~.~sche Ungleichung4) anwenden. Dazu sei nur noch bemerkt, dall ein 
beliebiges konvexes ZwSlfflach hfchstens 3 �9 12 -- 6 : 30 Kanten hat. 
Die Anzahl der t~ ~ betriigt daher ebenfalls hSchstens 30. Wit erhalten mithin: 

Alles ist daher auf dem Beweis der Ungleiehung 

(8) v' (T) 2 t,~z > z ,~(t,~) 

zurtiekgefiihrt. Dieser Beweis gelingt aber sehon dureh eine ganz grobe Ab- 
sehiitzung. Es geniigt zu zeigen, dall fiir jedes t~z 

(9) ,, (t, kt) ~ ~ t_~ ) 
t~kt t 

gilt. Die reehtsstehende Konstante ist niimlieh wegen der Konvexiti~t yon 
v(t)kleineralsv'(~). In (9) lassen sieh aber die auf beiden Seiten vorkommen'den 

GrSl~en leieht absehiitzen bzw. bereetmen. Betrachten wir zuniiehst v (t~kt) tik~ " 
Vor allem bemerken wir, dab der Durchsctmitt yon v,, vk, v~ sich in erster 

Ann~herung als ein Tetraeder mit cler Grundflttehe t, ~z auffassen liidlt. Ist h 
die zur Grundfliiehe h kz gehSrige HShe dieses Tetraeders, so gilt 

(i0) I) (tikt) 1 
tikz , ~  -g- h. 

Wir miissen do, her h abschiitzen. Die Hfhe h erreieht ihr Maximum, falls 
A P ,P~Pt  in ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenl~tnge 1 iibergeht. In 
diesem Fall wird das ,,Dreieek" t~z ebenfalls gleichseitig. Wit bestimmen den 
Halbmesser Q seines ]nlrreises. 

Es sei AP~P~Pz eine Fl~iehe des k einbeschriebenen Ikosaeders 
(P~ P~ -- P~ Pt = P~ P~ = a) ;  d e r  M i t t e l p n n k t  d i e s e r  F l ~ e h e  se i  Q. W i r  

projizieren Q vom Kuge]mittelpunk~ P0 auf die KugeloberfIiiehe K; die Pro- 
jektion sei Q'. Der sphiirisehe Abstand zwischen Q' und P, ist 

(11) Q' P"-'~ = tt(a) = R are sin V~a 
3 

Dies ist genau der sph~irische Radius des Begrenzungskreises der betrachteten 
Kugelkalotten h. Mit Riicksieht auf den Weft 

(12) R = r - 2 = 25s  

4) I s t  ~ (~) eine in (a, b) yon unten konvexe ~unkt ion,  so gilt fa r  die in (a, b) liegen- 
I i  

,(@/ 
1 Z /  

den Grbllen xx, x~ . . . . .  zn: -~- (z~) ___~ . J~.NSEI~: Stir les fonctions 

eonvexes et  les in6galit~s entre les valem's moyennes. Aeta  Math. 30 (1906), S. 1'/5--193. 
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gilt  nun  

(13) e = u(a) --  u (1) ~-- u ' (1)  (a - -  1) V2 R ( a  --  1) = 0,046. ----.W 

1 
Fiir  den auf  ti ~ z ruhenden  Flgchenwinkel  ~ des Te t raede i s  gil t :  cos ~ = ~-. 

Die H6he h des Te t raeders  be t l gg t  daher  

(14) h ~-~ ~ tg  ~ = ~ ~ / ~  - -  1 ~-~ 0,035. 

Mithin bleibt  der  Quot ient  v (tikl) un te r  einer Schranke.  dessen Ngherungs-  
ti 1.-i 

1 
wef t  -~ h .~  0,012 betriigt.  

. v  ('.) 
~lun is t  noca  _ abzuschii tzen.  Dieser  Quot ien t  lgllt sich aber  leieht 

t 
genau  bereclmen. Es  gilt  zungchst  

(15) ~ = 3 (R --  1)~(2R q- 1) = 0,2460, ~ = 2 ~ R ( R  - -  1) : 2,0431, 

v o  : 1 0 1 / 2 ( 6 5 -  29 = 5,550s. 

Mit Riicksicht  auf  diese Zahlenwerte  ergibt  sich aus ( 4 ) 3 0 v ( ~ )  : 0,16. Es  
gilt ferner  12 t- - -  30 t =: 4 ~ R  z, woraus  wit  30T : 4,62 erhal ten.  Folglich gilt  

v ( t )  _ 0,032 > ~ (t~ ~,___~) 
T ti::z ' 

womit  alles bewiesen istS). 
J e t z t  kSnnen wit  uns  v o n d e r  Annahme,  dal3 die P u n k t e  P 1 ,  Pe  . . . . .  P ig  

auf  k liegen, f re imachen.  Nehmen  wir an, dal~ ein P u n k t  v o m  Mi t t e lpunk t  Po 
der  Kuge l  K den Abs t and  r bes i tz t  (1 < r < R). Der  I nha l t  des zugehSrigen 

7~ 
Kugelabschni t t s  ist  ~-  (R - r)2(2 R + r). Bei einer ex t remalen  AnoIdnung  

ist abe t  sicherlich 

~ ( R - - r i g ( 2 R + r ) ~ - l l v >  4~R~  VD. 
3 3 

Es ergibt  sich daraus ,  4al~ r nicht  e twa  die G~SBe 1,1 i iberschrei ten kann.  
D a m i t  is t  der  Fal l  m < 12 ebenfalls mi t  erledigt!  

Wi t  wollen j e tz t  eine untere  Seh~anke ftir den Winkel  ~ P~PoP~ be- 

s t immen.  I m  A P o P ~ P ~  sei PoP~ = 1, PoP~ = 1,1, P~Pk = 1. D a n n  is t  
~-~ P~PoP~ = fl = arc cos0,55 = 56o38'  und dies is t  die gesuchte  untere  

5) Damit wurdc z.B. bewiesen, dab unter denjenigen Zw61fflachen, die einer 
gegebenen Kugel umbeschrieben sind, der Inhalt des regul~ren Zw61fflachs ein lokales 
Minimum besitzt. Es ist anzunehmen, da~ diescs Minimum ein absolutes ist. Be- 
merken wit dazu, ds6 unter den konvexen Polyedein mit der Eckenzahl 20, die 
einer Kugel einbeschrieben sind, der Inhalt fiir das regulfire ]~odekaeder nicht einxral 
sich als ein lokales Maximum eIweist; s. L. :F~al~s, ~Jber z~-ei Maximmnaufgaben bei 
Polyedern. T6hoku Math. Journ. 46 (1939), S. 79--83. 
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Schranke. Nimmt n~tmlich PoP~ um Ah zu, so mug PoP~ um mehr als Ah 
abnehmen, damit die Sunmle der Kugelabschnitte nicht welter abnimmt. Der 
Winkel ~ PiPo P~ nimmt daher stets zu, bis Po Pi  = t~ Pk wird. 

Ersetzen wir nun die Punkte P1, P 2 , - . . ,  Plz  dutch ihre Zentral- 
projektionen jo~, p~ . . . . .  P~2 auf k, so wird der zu untersuchende Inhalt  V 
verldeinert. Der kiirzeste Abstand der Punkte P~, P~ . . . . .  i~ ist sicherlich 

grS~er als 2 sin ~ = 0,95. Die Differenz a -  0,95 ist aber etwa doppelt so 

grog als a -- 1. Folglich ist auch ~ (t~_~kz_) angen~hert doppelt so groll wiefrtther, ti~z 

d.h .  noch immer wesentlieh kleiner als v (t=) 

Die obige ~berlegung ist nur als eine erste Orientierung zu betrachten. 
Wir kSnnen uns aber damit begniigen, da wit ja die 1%inheit unserer Ab- 
schiitzung 4urch eine Reihe grober Vernachliissigungen veIdolben haben. 

Und nun gelangen wir zu dem in FuSnote 1) angedeuteten Teil des Be- 
weises, wobei wir uns stat t  4urch strenge ~berlegungen yon der Anschauung 
fiihren lassen. Dieses Veffahren scheint uns datum berechtigt zu sein, da es 
uns ira wesentliehen nut  auf eine grobe Abschiitzung ankommt, die sich abet 
exakt nu t  schwierig verfolgen IKBt. Es handelt sich um den Fall m > 12. 

Wir gehen yon der nach der Anschauung naheliegendenTatsache aus, dal3 
yon den Punlcten P1, P2 . . . . .  P ,  hSchstens zwSlf sich auf der um P0 ge- 
schlagenen Einheitskugel k befinden kSnnen~) oder viehnehr, dab im Falle 
Po P~ = Po P2 . . . . .  Po P,2 = 1 fiir den 13. Punkt  Po P13 > n ~ 1,26 
gilt7). N~hern wir P13 dem Punkte Po, so miissen sich mehrere der Punkte 
P1, P2 . . . . .  Px2 yon Po entfernenS) und der Inhalt  V des in K liegenden 
Teiles yon S nimmt bei dieser Operation sicherlich zu, bis fiir irgendeinen 
Punkt  (etwa fiir Pi) Po P~ : PoPla wird. 

Diese Betrachtungen zeigen, dal3, wenn wit in die yon k und K begrenzte 
Kugelschale noch weitere Punkte P14, P16 . . . .  hineindriingen, der zu unter- 
suchende Inhalt  Y den neuen Punkten entsprechend stets zunimmt. 

4. Wit woUen nun in der ikosaed ischen An~)rdnung de- Punkte 
P1, P~ . . . . .  P12 den gemeinsamen Inhalt  der zu densdben Punkten gehSrigen 
Polyede: 81, $2 . . . . .  Sj2 unte suehen. 

~) Dies nachzuweisen ist an und fiir sich schon keine allzuleichte Aufgabe. Es lKllt 
1 sieh dagegen zeigen, dab sich auf einer Kugel mit dem Halbmesser -- ~ 0,95 -- die a 

also einem Ikosaeder mit der Kantenl~tnge 1 umbesehrieben ist -- genau zwSlf Punkte 
mit dem kiirzesten Abstand > 1 befinden kSnnen, und zwar in einer einzigen m6glichen 
Anordnung. 

T) Es gilt auf Grund eines groben Experiments etwa PoP, a > 1,38. 
1 3 _ _  

s) Vermutlich ist ~Y" PoPi > 12 + 1,38 woraus unmittelbar alles folgen wiirde. 
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Die um P1 mit dem Halbmesser R geschlagene Kuge! K 1 enthiilt yon 
P2 . . . . .  P12 5 Punkte, de:en Abstand yon P1 gleich a ist. Die zu diesen 
Punkten gehS:igen Kugelabschnitte yon K 1 besitzen den Inhalt 

(R -- a)~ (2 R -b a) --- 0,1601. 3 

Mithin gilt fiir den lnhalt F1 des in K 1 liegenden Teiles yon $1 

V1 ~ 4~ R 3 - - ~  -- 5.0,1601 -- 7 �9 0,2460 -~ 5,8258. 

Folglich ist der Mittelwert M der Inhalte yon ~q, S 1, $9 . . . . .  $12 

5,5492 ~- 12.5,8258 ~ 5,8045, 
M ~  13 

eine Zah|, die schon erheblich grSl~er ist als de~' Inhalt des einer Einheits- 
]mgel umbeschriebenen Rombendodekaeders, der den mit 8 bezeichneten 
Polyedem in der dichte~ten gitteffSrmigen Kuge]|agerung entspricht. 

Diese Bemerkung bietet uns eine MSglichkeit fiir eine weitere Ver- 
schiirfung der im vo~igen bewie~enen Absch~tzung yon D, ja vielleicht sogar 
fiir den Beweis der Vermutung: D ware D O gleich. JedenfaUs kann obige 
Beme.kung als eine Begriindung dieser Vermutung angesehen werden. 

(Eingegangen am 4. Mai 1942.) 


