Uber die dichteste Kugellagerung.
Yon
L. Fejes in Kolozavar.

1. Wir betrachten einen hinreichend groflen Wiirfel des gewdhnlichen
euklidischen Raumes und legen in denselben in einer gewissen Anordnung
eine Anzahl gleichgroBer Kugeln, etwa vom Halbmesser 1. Als MaB fiir die
Dichte dieser Kugellagerung erkliren wir den Gesamtinhalt der eingelagerten
Kugeln geteilt durch den Inhalt des gegebenen Wiirfels. Weiter betrachten
wir nun eine Folge von Wiirfeln Wy, Wy, ..., W,, ..., deren Inhalte uu-
begrenzt zunehmen, und zugleich mit jedem Wiirfel W, den Maximalwert D,
der Dichten aller moglichen Kugellagerungen. Die Zahlenfolge D,, D,, . . .,
D—,., ... strebt dann einem Grenzwert zu: D; = D. Wir wollen uns in diesem
Aufsatz einer Abschitzung dieser Grenzdichte D zuwenden.

In dem Werke von HiLBERT-CoEN-VosSEN: Anschauliche Geometrie,
§ 7 (Berlin, Springer, 1932) wird das Problem der dichtesten gitterformigen
Kugellagerung behandelt. Es werden hier also nur derartige Kugelanord-
nungen zum Vergleich zugelassen, deren Mittelpunkte ein rdumliches Gitter
bilden. Als Lésung ergibt sich die ,,rhomboedrische Kugellagerung® mit einer

Dichte

Dy = ‘f%—“ = 0,7405.

Uber das Problem der dichtesten Kugellagerung bei einer beliebigen
Kugelanordnung steht dort 8. 46: ,,. .. Andersartige Untersuchungen werden
notig, wenn man die Forderung nach regelmiaBiger Anordnung der Kreise
oder Kugeln fallen 18t und z. B. nur verlangt, daB méglichst viele gleichgroie
Kreise (Kugeln) in jedem hinreichend groflen Gebiet der Ebene (des Raumes)
enthalten sind. Fiir den Fall der Ebene ist bewiesen worden, dal die Kreise
dann von selbst gitterformig angeordnet sein miissen. Im drei- und mehr-
dimensionalen Raum ist die Frage noch nicht gekldrt.”

Die Frage, ob es eine Kugellagerung mit einer Dichte D > D, gibt, ist
daher noch nicht gelést. Wir wollen jedoch zeigen, daB die Dichte einer be-
liebigen) Kugellagerung stets kleiner ist als der Inhalt einer Kugel geteslt durch
den Inhalt des umbeschriebenen requliren Dodekaeders:

(1) D <7 :10 V2(65—29 V5) = 0,7546,
Die rechtsstehende Konstante liegt nur weniger als 29, oberhalb Dy,

1) In dem Beweis haben wir uns teilweise lediglich auf die Anschauung gestiitzt.
Der Beweis bezieht sich daher ganz strenggenommen nur auf derartige Kugellagerungen,
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Wir kénnen unser Ergebnis auch etwas anders aussprechen: Ein rdum-
liches Gebiet mit einem hinreichend groBen Inhalt J enthilt angendhert

hochstens %EJ =0,1802 J Einheitskugeln. Wir wissen dabei bereits, daB
diese Konstante nicht unter g = 0,1768 gedriickt werden kann.

2. Vor dem Beweis wenden wir uns zuniichst dem entsprechenden Problem
in der Ebene zu?): Er seien demnach in einem Quadrat vom Flicheninhalt T
n Kreise mit dem gemeinsamen Halbmesser 1 vorhanden, die sich teilweise
beriihren kénnen, aber nie iiberdecken. Bezeichnen wir die Kieismittelpunkte
mit Py, P, ..., P,, so gilt fiir ein beliebiges Punktpaar P, P, =2 (i = 1, 2,

o k=12,...,n; ¢+ k).

Wir greifen einen beliebigen Punkt, etwa P;, heraus und errichten auf
simtlichen Strecken P, P;, P;P,, ..., P, P, in ihren Mittelpunkten die Lote.
Wir betrachten ferner von den Halbebenen, die durch diese Lote bestimmt
werden, diejenigen, die P; enthalten, fassen die Durchschnittsmenge T'; dieser
Halbebenen ins Auge und bezeichnen den Flicheninhalt von T, falls er endlich
ist, ebenfalls mit T;. Wir behaupten, da

T, z2Y3

ausfallt und daB das Gleichheitszeichen nur in dem Falle gelten kann, wenn T';
ein dem um P, geschlagenen Einheitskreis %; umbeschriebenes regulires
Sechseck ist.

2y3

Zum Beweis betrachten wir den um P; mit dem Halbmesser —— ge-

schlagenen Kreis K, d. h. den Umkreis des erwihnten Sechsecks. Wir zeigen,
daB unsere Ungleichung schon fiir den Inhalt des in K, liegenden Teiles von
T, gilt.

Wir stehen daher folgender Aufgabe gegeniiber: Wir betrachten eine
Anzahl von Punkten @,,9Q,,...,Q,, die in dem von k; und K; begrenzten
Kreisring liegen und voneinander einen Abstand = 1 besitzen. Wir zeichnen
die durch@); gelegten, auf P;Q, (j =1, 2, . . ., m) senkrechten Sekanten von K;
und betrachten den Gesamtinhalt #; der von diesen Sekanten bestimmten
Kreisabschnitte. Dann haben wir zu zeigen, daB ¢; sein Maximum im Falle
eines regulidren Sechsecks erreicht.

bei denen eine, mit einer beliebigen Einheitskugel konzentrische Kugel eines Halb-
messers von etwa 2,5 von den iibrigen Kugelmittelpunkten hochstens zwdlf enthilt.
Wir erhalten sicherlich eine derartige Kugellagerung, falls jede Kugel von zw6lf anderen
beriihrt wird.

2) Der Grundgedanke des hier folgenden Beweises stimmt mit demjenigen, den ich
in meinem Aufsatz: Uber einen Geometrischen Satz. Math. Zeitschr. 46 (1940), S. 83
— 86 mitgeteilt habe, iiberein. Einige Anderungen im Beweis werden uns die Betrachtung
des riumlichen Problems erleichtern.

Mathematische Zeitschrift. 48. 14



678 L. Fejes.

Wir bemerken vor allem, dafl in unserem Kreisring héchstens 7 Punkte
vom kiirzesten Abstand = 1 liegen kénnen. Man rechnet aber leicht nach,
dal in diesem Fall simtliche Punkte sehr nahe an K, liegen miissen; die Se-
kanten schneiden mithin nur einen iiberaus kleinen Teil von K, ab.

Zur Untersuchung verbleibt daher nur noch der Fall m < 6. In diesem
ist aber unsere Behauptung tiivial!

Weiterhin beterken wir, dall die soeben bewiesene Ungleichurg noch
richtig bleibt, wenn wir 7'; durch den ins Quadrat T fallenden Teil T von T,
erscizen. Um dies in Evidenz zu setzen, geniigt es, samtliche Kreise an den
Quadratseiten zu spiegeln und im Beweis auch diese Spiegelbilder in Betracht
zu ziehen,

Addieren wir die Ungleichungen T;‘g 2]/5, so erhalten wir auf der
linken Seite den Quadratinhalt 7' = 2}/ 3 n,

né@T.

Damit haben wir aber die zu beweisende Abschitzung der Anzahl der
Einheitskreise, die in einem Quadiat vom Inhalt 7' eingelageit werden kénnen,
mit dem genauen Wert der Konstanten bestimmt. Die bestmégliche Kreis-
lagerung wird verwirklicht, wenn wir die Ebene mit reguliren Scchsecken
auspflastern und die Kreise in diese legen. Diese Kreislagerung ist gitter-
formiz: die Kreismittelpunkte gehoren dem ,,gleichseitigen Dreiecksgitter® an.

3. Im Raume liflt sich die angedeutete Abschitzung (1) analog zum
Vorigen auf folgende Extremalaufgabe zuiiickfithren: Wir betrachten eine
endliche Anzahl von Punkten Py, Py, ..., P,, deren Abstard voneinar
2z 1 ist, errichten im Punkt P; die auf P, P, senkrechte Ebene ¢; und be-
trachten von den duich e; bestimmten beiden Halbiiumen derjenigen, der Py
enthiilt. Wir fassen den Duichschnitt S diesex Halbriume (1 =1, 2, ..., »)
ins Auge und wollen das Minimum des Inhalts von 8 bestimmen.

‘Hinsichtlich der Lésung dieser Aufgabe ergibt sich nun gegeniiber der
Losung in der Ebene ein wesentlicher Unterschicd. Bei der dichtesten gitte:-
tormigen Kugellagerung wird jede. Kugel von zwolf anderen beriihit. Von den
Berithrungspunkten liegen scchs auf einem GroBkreis, je diei auf den ver-
schiedenen Sciten desselben Grofkreises (HinperT, Anschauliche Geometrie,
S. 41, Abb. 47¢). Der Inhalt von § erreicht jedoch sein Minimum nicht fiir
diese Punktekonfiguration. Bei der extremalen Anordnung liegen von den
Punkten Py, Py, .. ., P, ebenfalls zwélf auf der um P, geschlagenen Einheits-
kugel %, aber in den Eckpunkten eines reguliren Ikosacders. In diesem Falle
ist also & ein regulires Dodekacder.

LicBe sich der Raum durch regulire Dodekaeder auspflastern, so wire
das Problem der dichtesten Kugellagerung vél'ig gelost. Dies trifft aber, wie
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bekannt, nicht zu! Wir kénnen uns dariiber z. B. schon dadurch iiberzeugen,
daB der Fiichenwinkel des Dodekaeders w = 116034’ kein Teiler von 3600 ist.
In (1) muB daher tatsichlich das <-Zeichen stehen.

Zum, Beweis der Extremaleigenschaft des Dodekaeders umschreiben wir
ihm eine Kugel K. Wir zeigen analog zum Problem in der Ebene, da schon
der Inhalt des in K liegenden Teiles von § sein Minimum im Falle eines regu-
liren Dodekaeders erreicht.

Wir haben verschiedene Fille zu unterscheiden je nach der Anzahl m
der Punkte, die in der von & und K begrenzten Kugelschale enthalten sind.
Wir b:ginnen mit dem anziehendsten Fall m = 12.

Wir nehmen zunichst an, daB simtliche Punkte Py, P, ..., Py auf k
liegen. Um iiber das Problem, welchem wir gegeniiberstehen, grofere Klarheit
zu gewinnen, schicken wir eine Bemerkung voraus.

In der Ebene gehoren sechs Punkte mit dem kiirzesten Abstand = 1, die
auf einem Einheitskreis liegen, den Ecken eines reguliren Sechsecks an. Auf
einer Hinheitskugel kénnen héchstens zwolf Punkte mit dem kiirzesten Ab-
stand = 1 liegen. Dieselben sind aber durch diese Bedingungen noch keines-
wegs bastimmt: sie kéanen vielmehr ganz verschiedenartig verteilt sein.
AuBar dan baiden Verteilungen, die in HrLBERT, Anschauliche Geometrie, S.41.
Abb. 47a, ¢ veranschaulicht sind, ist uns bareits die ikosaedrische bekennt.
Da aber die Kantenlinge das der Einheitskugel einbesehriebenen Ikosaeders

@) a = ‘/@:52_".5 = 1,0515,

also gréfer als 1 ist, so haben die Punkte bei dieser Verteilung noch einen
kleinen Spielraum. All dies zeigt schon die Mannigfaltigkeit, die uns bei dem
riumlichen Problem begegnet.

Batrachten wir nach dieser Bemerkung den Kugelabschnitt v;, den e;
von K abschneidet! Den Inhalt von »; bezeichnen wir mit ». Die zu v, gehorige
Kugelkalotte sei ¢;; ihr Flicheninhalt ?.

Es seien ¢; und ¢, zwei Kugelkalotten, die sich teilweise iiberdecken;
bezeichnen wir mit ¢,, ihren Durchschnitt sowie den Flacheninhalt derselben.
Wir bezeichnen ferner mit v(t;;) den Inhalt des Durchschnitts von »; und v,.

Nun konnen sich aber auch drei Kugelkalotten ¢,, iy, & teilweise iiber-
decken. Ihr Durchschnitt sei ¢;;;; der Inhalt des Durchschnitts von v; vy, v,
sei b(l;5;). Letztere hingt nicht nur vom Inhaltsma$ ¢, ab, sondern auch
von der Gastalt des Gebietes ¢;;,. Sieist eine Funktionale! Dagegen ist v(¢;)
eine gewdhnliche Funktion des InhaltsmaBes t;,.

Bezeichnen wir den Halbmesser von K mit R, so wird der Inhalt V des
in K liegenden Teiles von S:

(3) V=4J3R3’—125+2'U(tik)~2D(tikl)’

44 %
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wobei die Summation auf sémtliche Zahlenpaare bzw. Zahlentripel (3 < 12,
R=<12,1<512; 3%k k=1, 1 % 1) zu erstrecken ist.

Bei der ikosaedrischen Anordnung verschwinden samtliche ¢;;, und die ¢,
besitzen einen gemeinsamen Wert I, Der Dodekaederinhalt ist daher
n Vo =228 1954 300(7).

Wir miissen zeigen, da V = Vp, d. h.

) Zo(tin) — Z0(tixs) = 300(T)
ausfallt.

Es sei zundchst festgestellt, daB
(6) Tty — Ztig Z 30T

ist. Der von den Kugelkalotten ¢, bedeckte Teil der Kugeloberfliche K ist
ndmlich 12¢ — X't;, + Xt,1;. Im ikosaedrischen Fall wird aber K von den
Kugelkalotten véllig bedeckt. Es gilt folglich

128 — Dty + Tt = 128 — 307,

womit (6) bewiesen ist.
Es 148t sich ferner leicht zeigen, daB o(¢) fix 0 £t < { eine monoton
zunehmende, von unten konvexe Funktion von ¢ ist3): Wir koénnen daher die

3) Legen wir durch den Kugelmittelpunkt P, eine Ebene ¢, die von der vorgegebenen
Kugelkalotte ; einen Teil s abschneidet. Die Zentralprojektion von & auf e; sei s%.
Die behauptete Konvexitit von » (f) ist mit der Behauptung gleichwertig, da der

Flacheninhalt ¢ fiirs < % eine von unten konvexe Funktion des Inhalts s* ist. Um diese

Behauptung einzusehen, bezeichnen wir die Schnittpunkte von e mit dem Begrenzungs-
kreis von ¢; mit 4 und B; der Mittelpunkt von ¢, sei P}. Im spharischen Dreieck 4 P;AB
sei X APiB = 2¢, X PiAB = X P;BA = vy und schlieBlich X P;PyA
=X P;P‘,B = ¢. Dann gilt cotg v = cos ¢ tg ¢ und demzufolge

s = R?(1—cosc) p— R*(2 ¢ + 29 — =) = R?[n — 2 axrc cotg (cos ¢ tgo) — 2¢ cosc],
s*=1 Rsin%c (2¢ — sin 2¢).
Es ergibt sich daraus

ds 2R2cosc-sin2c-sin?p ds* . :
— = —— = 2 R3gin? ¢ . sin?
do 1—gin?¢c.gin?p °* de Bs st e,

ds co8 ¢
ds* 1—sin%¢-8in2 ¢ °

Letatere ist fir 0 < ¢ < —;— eine monoton zunehmende Funktion von ¢ und folglich

auch von s*, womit alles bewiesen ist.
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Juxsensche Ungleichung?) anwenden. Dazu sei nur noch bemerkt, dal ein
beliebiges konvexes Zwdolfflach hochstens 3 -12 — 6 = 30 Kanten hat.
Die Anzahl der #;, betriigt daher ebenfalls héchstens 30. Wir erhalten mithin:

. = 1 O = 1 ,=

30 20 ) 20 (%0%) 20 (T g5 Ytows) 20D 55 D) Dtons
Alles ist daher auf dem Beweis der Ungleichung
®) V' (8) 2ty 2 Z0(tiry)

zuriickgefiihrt. Dieser Beweis gelingt aber schon durch eine ganz grobe Ab-
schitzung. Es geniigt zu zeigen, daB fiir jedes #,;,;

0 (hir) o 2 (F)
©) b T 1
gilt. Die rechtsstehende Konstante ist namlich wegen der Konvexitdt von
v(t)kleiner als o’ (Z). In (9)lassen sich aber die auf beiden Seiten vorkommenden

GroBen leicht abschiitzen bzw. berechnen. Betrachten wir zuniichst —_t(,%l)

Vor allem bemerken wir, da8 der Durchschnitt von v;, v,, v, sich in erster
Annzherung als ein Tetraeder mit der Grundfliche ¢y, auffassen liBt. Ist A
die zur Grundfliche #,;, gehorige Hohe dieses Tetraeders, so gilt

v (¢ 1

(10) —t(—k’;—’) ~5h.
Wir miissen daher % abschitzen. Die Hohe % erreicht ihr Maximum, falls
AP;P, P, in ein gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlidnge 1 iibergeht. In
diesem Fall wird das ,,Dreieck® ¢;,,; ebenfalls gleichseitig. Wir bestimmen den
Halbmesser ¢ seines Inkreises.

Es sei AP,P,P; ecine Fliche des % einbeschriebenen Ikosaeders
(P, P, = P, P,= P, P, = a); der Mittelpunkt dieser Fliche sei . Wir
projizieren @ vom Kugelmittelpunkt P, auf die Kugeloberfliche K; die Pro-
jektion sei @'. Der sphirische Abstand zwischen @ und P; ist

(11) é’_ﬁi = u(a) = Rarcsin' V—a

Dies ist genau der sphirische Radius des Begrenzungskreises der betrachteten
Kugelkalotten ¢;. Mit Riicksicht auf den Wert

(12) R—V3(5—2V5) —1,28¢

4) Ist f (=) eine in (@, b) von unten konvexe Funktion, so gilt fiir die in (a, b) liegen-
n

1 & PR
den GroBen z,, @y, . . ., &, — Zf () = f('=1

1—1

convexes et les inégalités entre les valeurs moyennes. Acta Math. 30 (1908), S.175—193.

JENSEN: Sur les fonctions
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gilt nun

(13) e =u(@) —u(l)~u(l)e—1) =

-
[\

R(a — 1) = 0,046.
Fiir den auf ¢, ; rubenden Flichenwinkel & des Tetracders gilt: cos o0 == %
Die Hohe kb des Tetraeders betiéigt daher

(14) h~gtga=gVR2~—1~0,035.
’\Ilthm bleibt der Quotient ’]";’) unter einer Schranke. dessen Niherungs-

wert —3— h ~ 0,012 betrigt.
Nun ist noch i!) abzuschitzen. Dieser Quotient 1a8t sich aber leicht

genau berechnen. Es gilt zunschst
(15) 5= Z(R—12@R +1) = 02460, T =2aR(R— 1) = 2,0431,

V» — 10V2(65 — 29 15) — 5,5508.

Mit Riicksicht auf diese Zahlenwerte ergibt sich aus (4) 30w(Z) == 0,15. Es
gilt ferner 12t — 30t = 4 = R2, woraus wir 30 ¢ = 4,62 erhalten. Folglich gilt

— 0 032> 0 (tik‘l)

1 :l

womit alles bewiesen ist5).

Jetzt konnen wir uns von der Annahme, daB die Punkte Py, Py, ..., Py,
auf k liegen, freimachen. Nehmen wir an, daB ein Punkt vom Mittelpunkt P,
der Kugel K den Abstand r besitzt (1 <<r < R). Der Inhalt des zugehérigen

Kugelabschnitts ist % (R — r)2(2 R + 7). Bei einer extremalen Anordnung
ist aber sicherlich

Z@R-m2@E@RAn) 15> 2R

—Vp.

Es ergibt sich daraus, daB r nicht etwa die GioBe 1,1 iberschreiten kann.
Damit ist der Fall m < 12 ebenfalls mit erledigt!

Wir wollen jetzt eine untere Schranke fiir den Winkel X P, Py Py be-
stimmen. Im AP, P,P; sei P,P,=1, P/P, =11, P,P, = 1. Dann ist
X P,PyP; = B = arc cos 0,65 = 56038 und dies ist die gesuchte untere

5) Damit wurde z. B. bewiesen, daB unter denjenigen Zwéliflachen, die einer
gegebenen Kugel umbeschrieben sind, der Inhalt des reguliren Zwélfflachs ein lokales
Minimum besitzt. Es ist anzunehmen, daB dieses Minimum ein absolutes ist. Be-
merken wir dazu, daB unter den konvexen Polyedern mit der Eckenzahl 20, die
einer Kugel einbeschrieben sind, der Inhalt fiir das regulire Dodekaeder nicht einmal
sich als ein lokales Maximum exweist; s. L. FETES, Uber zwei Maximumaufgaben bei
Polyedern. Tohoku Math. Journ. 46 (1939), S.79—83.



Uber die dichteste Kugellagerung. 683

Schranke. Nimmt nimlich P, P, um Ak zu, so muB P, P, um mehr als 4%
abnehmen, damit die Summe der Kugelabschnitte nicht weiter abnimmt. Der
Winkel X P, P, P, nimmt daher stets zu, bis Py P, = P, P, wird.
Ersetzen wir nun die Punkte P;, P,, ..., Pyy durch ihre Zentral-
projektionen P}, Py, ..., P}, auf k, so wird der zu untersuchende Inbalt ¥
verkleinert. Der kiirzeste Abstand der Punkte P}, P,, ..., P}, ist sicherlich

gréfer als 2sin E == 0,95. Die Differenz a — 0,95 ist aber etwa doppelt so

(tzkl)
zkl

angenihert doppelt so grol wiefrijher,
v (%)
=

grofl alsa — 1. Folghch ist auch —**

d. h. noch immer wesentlich kleiner als

Die obige Uberlegung ist nur als eine erste Orientierung zu betrachten.
Wir kénnen uns aber damit begniigen, da wir ja die Feinheit unserer Ab-
schitzung durch eine Reihe grober Vernachléssigungen verdoiben haben.

Und nun gelangen wir zu dem in Fufinote 1) angedeuteten Teil des Be-
welses, wobei wir uns statt durch strenge Uberlegungen von der Anschauung
fithren lassen. Dieses Verfahren scheint uns darum berechtigt zu sein, da es
uns im wesentlichen nur auf eine grobe Abschitzung ankommt, die sich aber
exakt nur schwierig verfolgen liBt. Es handelt sich um den Fall m > 12.

Wir gehen von der nach der Anschauung nahelicgenden Tatsache aus, daf
von den Punkten P, Ps, ..., P, hochstens zwolf sich auf der um P ge-
schiagenen Einheitskugel ¥ befinden kénnen®) oder vielmehr, da im Falle
PP, P,P,= -+ = P P, =1 fiir den 13. Punkt P,P; > R~ 1,26
gilt7). Nihern wir P;3; dem Punkte Py, so miissen sich mehrere der Punkte
P, P,, ..., Py von P, entfernend) und der Inhalt V des in K liegenden
Teiles von S nimmt bei dieser Operation sicherlich zu, bis fiir irgendeinen
Punkt (etwa fir P,) P, P, = P, Py wird.

Diese Betrachtungen zeigen, dal, wenn wir in die von % und K begrenzte
Kugelschale noch weitere Punkte Py, Py, . . . hineindrangen, der zu unter-
suchende Inhalt V den neuen Punkten entsprechend stets zunimmt.

4. Wir wollen nun in der ikosaed ischen Anbrdnung de- Punkte
P, P, ..., Py den gemeinsamen Inhalt der zu denselben Punkten gehorigen
Polyede: S;, Sq. . . ., S;5 unte suchen.

%) Dies nachzuweisen ist an und fiir sich schon keine allzuleichte Aufgabe. Es lilt
sich dagegen zeigen, daB sich auf einer Kugel mit dem Halbmesser % ~ 0,95 — die
also einem Ikosaeder mit der Kantenlinge 1 umbeschrieben ist — genau zwdlf Punkte
mit dem kiirzesten Abstand == 1 befinden kénnen, und zwar in einer einzigen moglichen
Anordnung.

7) Es gilt auf Grund eines groben Experiments etwa P, P, 5> 1,38.

8) Vermutlich ist 2 P,P, > 12 + 1,38 woraus unmittelbar alles folgen wiirde.

i=1
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Die um P; mit dem Halbmesser R geschlagene Kugel K, enthilt von
P,, ..., Piy b Punkte, deren Abstand von P, gleich a ist. Die zu diesen
Punkten gehorigen Kugelabschnitte von K, besitzen den Inhalt

% (BR—a)2 (2R + a) = 0,1601.
Mithin gilt fiir den Inhalt ¥, des in K, liegenden Teiles von S,

V> 4n3R3 — 50,1601 — 7 - 0,2460 = 5,8258.

Folglich ist der Mittelwert M der Inhalte von 8,8, S,, ..., S

M~ 5,6492 +1132 - 5,8258
eine Zahl, die schon erheblich groBer ist als der Inhalt des einer Einheits-
kugel umbeschriebenen Rombendodekaeders, der den mit 8 bezeichneten
Polyedern in der dichtesten gitterformigen Kugellagerung entspricht.

Diese Bemerkung bietet uns eine Méoglichkeit fiir eine weitere Ver-
schirfung der im vorigen bewiecenen Abschitzung von D, ja vielleicht sogar
fiir den Beweis der Vermutung: D wire D, gleich. Jedenfalls kann obige
Beme.kung als eine Begriindung dieser Vermutung angesehen werden.

12

= 5,8045,

(Eingegangen am 4. Mai 1942.)



