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Das Rayleigh-Stokes-Problem fiir die Ecke* 
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J. Zierep, Karlsruhe, Bt~D 

Mit 2 Abbildungen 

(Eingegangen am 14. August 1978) 

1. Einleitung 

Die Grenzschicht in einer l~ngs angestrSmten Ecke ist ein charakteristisches 
Beispiel fiir eine dreidimensionale z~he StrSmung. Sie ist fiir die Anwendungen 
yon gro~em Interesse und wiederholt in der Li teratur  ffir laminare und auch ffir 
turbulente Str5mung untersucht worden [1], [2], [3], [4]. 

Das 1%ayleigh-Stokes-Problem ffir die Ecke ist dem Verfasser bisher nicht 
begegnet. Die LSsung soll hier gegeben werden. Es handelt sich um eine neue 
exakte LSsung der Navier-Stokes-Gleiehungen. Sie lgl]~ sieh in anMytischer 
Form angeben und sehr einfaeh diskutieren. Sie bestgtigt die typischen Grenz- 
schichteigenschaften der fr/iher hergeleiteten GrenzschichtlSsung des Problems. 

2. Herleitung der Rayleigh-Stokes-Liisung fiir die Ecke 

Wir betrachten eine rechtwinklige Ecke (Abb. 1) und bestimmen die StrSmung 
im ersten Quadranten:  - -oc  ~ x ~ c~, y ~ 0, z ~ 0. 

_!i~ ~ ......... [Y ......... ~ • 
S_-- " 

Abb. 1. Die Koordinaten fiir die Str6mung in der reehtwinkligen Eeke 

Die aus den beiden Halbebenen {--c~ < x < 0o, y ~ 0}, { - - ~  < x < + ~ ,  
z ~ 0} bestehende Ecke wird zum Zeitpunkt  t = 0 momentan auf die konstante 
Geschwindigkeit U in x-t~ichtung gebracht. Erfragt  ist die im Stromfeld ein- 
setzende Bewegung. Wird nicht die Eeke beschleunigt, sondelm die AuSen- 
strSmung, so liefert eine Galilei-Transformation sofort auch hier die LSsung. 
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162 J. Zierep: 

Fiir den Fall der beschleunigten Ecke lauten die 

A n / a n g s b e d i n f f u n g  (AB): 

t ~ 0 ,  - - ~  ~ x ~  ~ ,  

und die 

R a n d b e d i n g u n g e n  (RB): 

y ~ O, z ~ O, u = 0 (2.1) 

y----0,  z ~ 0 ,  
u : U  

t ~ 0 ,  - - ~  ~ x ~ q - o z ,  z ---- 0 ,  y ~ 0, (2.2) 

y2 ~ z ~ - >  c~,  u - - ~  O. 

Ein ahnlicher Schlul~ wie im Fall der t~ayleigh-Stokesschen Plat tenstr6mung 
fiihrt hier zu der Aussage 

u = u(y ,  z, t) ,  v =- w ~__ O, 19 ~ kons~. (2.3) 

Aufgrund der Eckengeometrie mul~ hierin u invariant gegeniiber Vertauschung 
yon y und z sein. Die Bewegungsgleichungen (Kontinuit~t und Navier-Stokes- 
Gleichungen) fiihren zu der DifferentiMgleichung 

~ ~ ( ~  ~ (2.4) 

Das Anfangs-Randwertproblem (2.1), (2.2) ffir die Differentialgleichung (2.4) l~I~t 
sich mit bekannten Methoden 16sen. Wir skizzieren den LSsungsweg. Dureh 

y z 
- -  = v ,  - -  = ~ ( 2 . 5 )  

werden neue Ahnlichkeitsvariable eingefiihrt. 
(2.4) geht ffir die Funktion u = u(u, ~) fiber in 

~u ~2u ~ ~u 
~--~ + -~ ~ + - -  + - 0 .  (2.6) 0U 2 ~ 2 ~ 

Die in U und ~ symmetrische L6sung lautet 

u = A j f e  4 d ~ d a @ B ,  A , B = k o n s t .  (2.7) 
0 0 

Beachget man (2.2), so kommt  das bemerkenswert einfache Endergebnis 

mit  

r V-~ e ~'d~ 

o 

als Gaul~seher Fehlerfunktion. 

(2.8) 
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Wird nieht die Eeke sondern die Au6enstrSmung besehleunigt, so kommt  an- 
stelle yon (2.8) die LSsung 

r Y �9 4 (2.9) 

Diese Darstellung 1/~13t sieh besonders einfach mit  der Grenzsehichtl5sung [1] ver- 
gleiehen. 

3. Diskussion der Rayleigh-Stokes-Liisung fiir die Ecke 

Die LSsung (2.8) ist symmetrisch in den Ahnlichkeitsvariablen (2.5) aufgebaut 
und zeigt eine enge Verwandtsehaft mit  der LSsung fiir das zugehSrige ebene 
Problem. Wir ffihren die folgenden Grenziiberggnge aus: 

z --> ~ (y lest), so wird ~ -+ 1 - -  ~b (3.1a) 

y -~ ~ (z lest), so kommt  ~- -~ 1 - -  qb . (3.1b) 

In  beiden Fgllen erhalten wit die bekannte ebene LSsung, die in genfigender Ent-  
fernung v o n d e r  Eeke auftreten mu/3. 

Von besonderem Interesse ist eine Aussage fiber die Grenzschichtdiclce in der 
Eeke. Stellen wir wie tiblieh die Forderung, dal3 die AugenstrSmung bis auf 1% 
erreicht sein soll, so liefert (2.9) die Bedingung 

Dies ist eine implizite Darstellung ftir den Grenzsehiehtrand in der Ebene 
x = konst. Die gr56te Dicke wird auI der Winkelhalbierenden y = z angenommen 
(Abb. 2). Hier kommt  

y = z =  6, r (--~~ = 0,99, 

Y 

2 4 ~  

~ = 0.99 

~ =0.90 

0 1 2 3 z 
2V~ 

Abb.  2. Verl~uf  der  K u r v e n  u/U = 0,99;  0,90 in der  E b e n e  x = kons~. 
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d .h .  

(l/-%t)ra,~J~ch = 3,968. (3.3) 

Demgegeniiber gilt im ebenen Fall 

(~Pt)eben --~ 3,643. (3.4) 

Die Grenzsehiehtdieke ist also bei der Eeke gr6ger als im Fall der Str6mung iiber 
der Ebene. Die Zunahme dos Maximums betrggt allerdings nur etwa 10%. Aueh 
diese Aussage stimmt mit den friiher aus der Grenzschiehtl6sung [1] erhattenen 
Ergebnissen gut iiberein. 

Interessant ist aueh der Vergleich der Reibungswiderstgnde im ebenen und 
rgnmliehen Fall. 

Im Fall der Ecke gilt bei besehleunigter Aul~enstr6mung (2.9). Damit kommt 
fiir die Wandsehubspannung bei y = 0: 

~=o ~/~ ~ 
(3.5) 

Dies ergibt bei einem geehteek mit don Seiten b und I fiir den I~eibungswiderstand 
einen Beitrag 

b 
w ~  = I f r~ d~. 

Z=0 

(3.5) fiihrt hierin zu 
b 

W R  4 ~ f (CR)r/~umlieh = A U~bl g'~ Ub 4(0r dOC. 

2 
0 

Eine ganz entspreehende l~echnung liefert im ebenen Fall das Ergebnis 

(3.6) 

2~ 
(Cn)~ben = l/-~t U" (3.7) 

Da die Fehlerfunktion r als Integrand yon (3.6) stets < 1 ist, erkennt man, dal~ 

gilt. Beide Werte werden genau dann einander gleieh, wenn r in (3.6) dutch t 
ersetzt wird, was dem ebenen Fall entsprieht. Die Abnahme der Wandreibung hat 
ihre Ursaehe in der Abnahme der Wandschubspannung (3.5) und dies wiederum 
liegt an der Zunahme der Grenzsehiehtdieke beim Ubergang der ebenen Str6mung 
zur Eeke. 
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