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Zusammenfassung -- Summary 

Verzweigungslasten elastoplastischer Kreisplatten. Aufbauend auf den Arbeiten yon 
Shanlcy und Hill wird eine Theorie zur Bestimmung yon Verzweigungspunkten elastoplastisch 
deformierter Kontinua hergeleitet. Unter Annahme eines homogenen Grundzustandes mit 
bekanntem Spannungsfeld ergeben sich lineare partielle /)ifferentialgleichungen fiir ein 
mSgliehes Geschwindigkeitsfeld. Die Eindeutigkeit dicses Geschwindigkeitsfeldes wird unter- 
sucht. Eine m5gliche L5sung besteht stets in einem solchen Geschwindigkeitsfeld, welches 
wiederum zu homogenen :Deformationszust~nden fiihrt. ~eben dieser trivialen L6sung 
existieren ffir ,,kritische" Werte des Spannungszustandcs (Verzweigungslasten) auch LSsungen, 
die zu inhomogencn Deformationen fiihren. Als Beispiel werden ffir cinch geffihrten kreis- 
zylindrischen KSrper unter radialer :Beanspruchung diese Verzweigungslasten ermittelt. :Dabei 
zeigt sich, da~ sowohl fiir Druck- als auch fiir Zugbeanspruehung Verzweigungslasten exi- 
stieren. 

Bifurcation Loads of Elastic-Plastic Cylindrical Plates. Based on the works of Shanley 
and Hill a theory is developed to determine bifurcation of elastic-plastic continua. Under the 
assumption of a homogeneous current state, with known stress distribution we get a set of 
linear partial differential equations for a possible velocity field. The uniqueness of this velocity 
field is examined. One possible solution is a velocity field which again leads to homogeneous 
deformations. In  addition to this trivial solution there exist solutions for "critical" values of 
the stress state (corresponding to bifurcation loads), which lead to nonhomogeneous defor- 
mations. As an example these bifurcation loads are examined for a guided cylindrical body 
under radial load. I t  is shown that  there exist bifurcation loads for compression as well as for 
tension. 

1. Einfiihrung 

Stab i l i t g t sp rob l eme  spielen im Ingen ieurwesen  eine bedeu tende  Rolle.  Ff i r  
e las t ische S t r u k t u r e n  l iegen seit  l angem eine gu t  ausgebau te  Theorie  und  LSsungs-  
ve r fahren  vor. I m  Gegensatz  dazu  ist  die S tab i l i tg t s theor i e  e las top las t i scher  
Stoffe wel t  weniger  gut  en twicke l t  und  re l a t iv  jungen  Ursprungs .  Se lbs t  fiir den  
e infachen Drucks t ab ,  dessert k r i t i sche  L a s t  im e las t i schen Bereich schon yon 
Eu le r  angegeben wurde,  h a t  die E inbez iehung  p las t i scher  Defo rma t ionen  lange 
Zei t  Kopfze rb rechen  gemach t  und  zu widersprf ichl ichen Ergebn issen  gefi ihrt .  
E ine  K lg rung  b r a c h t e n  ers t  die Arbe i t en  von S ~ A ~ E u  [1], [2]. Wesent l iches  
Ergebnis  dieser Un te r suchungen  war,  d a b  der  Ver lus t  der  E indeu t igke i t  der  
LSsung (Verzweigung des Gleichgewichts)  n icht  unbed ing t  mi t  e inem Stab i l i tg t s -  
ver lus t  Jm dynamischen  Sinne v e r b u n d e n  sein mug.  D a  jedoch  nach  Uberschre i t en  
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der Verzweigungslast die Deformationen des Systems verh~ltnism~gig stark an- 
?vaehsen, ist mit der Verzweigungslast praktisch auch die Tragfghigkeitsgrenze 
erreicht. Der Aufdeekung yon Nehrdeutigkeiten der L6sungen, d. h. der Ermitt-  
lung yon Verzweigungspunkten, kommt deshalb besondere Bedeutung zu. 

Die Grundlagen einer allgemeinen Kontinuumstheorie der Stabilitgt und Ein- 
deutigkeit der Def0rmationen wurden yon HILT, [3]--[5] in den Jahren 1956 
his 1958 sowohl fiir starrplastische als auch fiir elastoplastische Stoffe entwiekelt. 
Aufbauend auf diesen Arbeiten sind versehiedene Einzelprobleme behandelt 
worden. Erw/ihnt seien hier lediglich neuere Arbeiten yon S~WELL [6], AnI:t- 
]a)~m~A~/CI~]~N(~/DuB]~u [7]--[11], R~_~S:EYlVauG}IAN [12]--[14] und STO- 
I~AK:Et~S [15], [16]. In  allen diesen Arbeiten werden ,,einfache" K6rper, wie z. B. 
Kreiszylinder oder Quader, unter einfaehen, meist homogenen Spannungs- 
zusts im ,,Grundzustand" betraehtet.  Die analytisehe Behandlung von Pro- 
blemen dieser Art wird dureh die Annahme eines homogenen Grundzustandes 
wesentlich erleiehtert, da sieh der K5rper dann als Ganzes entweder e]astiseh 
oder elastoplastiseh deformiert. 

In der vorliegenden Arbeit werden Verzweigungslasten fiir die dicke elasto- 
plastische Kreisplatte unter radialer Belastung angegeben. 

2. Grundgleichungen 

2.1.  A l l g e m e i n e s  

Wir betrachten einen K6rper, der vom spannungsfreien Zustand B 0 aus ho- 
mogen deformiert wird (Abb. 1). Zu einem beliebig herausgegriffenen Zeitpunkt t 
w/~hrend dieser homogenen Deformation nehme der K6rper die Konfiguration B 
ein. In  der Stabilitgotsliteratur ist es fiblieh, diesen Zustand mit ,,Grundzustand" 

inhomog. 
De fo rma t j~  

Ausgangszust~nd B Orundzustand ~ 

Abb. 1. Deformationszustiinde 

zu bezeichnen. Der Spannungs- und Verzerrungszustand in B sowie das Ge- 
schwindigkeitsfeld, welches zu weiteren homogenen Deformationen ftihrt, seien 
als bekannt vorausgesetzt. Wit fragen nun, ob ein solehes Geschwindigkeitsfeld 
existiert, welches vom Grundznstand B aus zu nicht homogenen Deformationen 
fiihrt. Wenn es ein solches Geschwindigkeitsfeld gibt, so liegt eine Verzweigung 
des Gleichgewichts vor. Die zugeh6rige Belastung ist die Verzweigungslast. In  
diesem Absehnitt werden die Bedingungen, denen das gesuchte Gesehwindigkeits- 
feld unterworfen ist, aufgestellt. Magzahlen yon Vektoren und Tensoren beziehen 
sich im folgenden auf ein raumfestes Koordinatensystem der Referenzkonfigu- 
ration B. Unseren Betrachtungen liegt ein inkompressibler elastoplastischer Werk- 
stoff zugrunde. 
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2.2. S t o f f g e s e t z  

Bei Form/~nderungen im e]astoplastischen Bereieh 1/~Bt sieh der Tensor der 
Verzerrungsgesehwindigkeiten D additiv aufspalten in einen Anteil De, der rein 
elasbisches, und einen Anteil Dr, der rein plastisehes Verhalten beschreibt, also 

D : De + Dp. (2.1) 

Der Tensor der Verzerrungsgeschwindigkeiten D ist dabei definiert Ms sym- 
metriseher Anteil des Geschwindigkeitsgradienten U 

1 (U + UT). (2.2) D =  T 

Der antimetrisehe Anteil dieses Geschwindigkeitsgradienten ergibt den Tensor 
der Drehgesehwindigkeiten I4 r 

i ( U - -  UT). (2.3) W =  T 

Zur Beschreibung inkompressib]en elastischen Stoffverhaltens postulieren wir 
einen Zusammenhang zwisehen Verzerrungsgesehwindigkeit und Jaumannscher 
Zeitab]eitung des Spannungsdeviators T in der Form 

T (2.4) 

der aufbauend auf Hill vielfach in der Literatur tiber Stabflit/~tsprobleme benutzt 
wird. Die Jaumannsche Spannungs/~nderungsgesehwindigkeit S ist dureh die Be- 
ziehung [17] 

;~ = s - w s  + s w  (2.5) 

definiert. S ist dabei der Spannungstensor, der sich in bekannter Weise aus dem 
Deviator T und dem Kugeltensor des hydrostatischen Druckes p zusammensetzt: 

S ~- T - -  p l  (2.6) 

G ist der Sehubmodul. ( )' kennzeichnet hier und im folgenden die substantielle 
Ableitung nach der Zeit, die bei raumbezogenen Tensoren neben der partie]len 
Ableitung naeh der Zeit bei festgehaltenen Raumkoordinaten noch einen kon- 
vektiven Anteil enth~lt. Das Stoffgesetz (2.4) repr~sentiert nun streng genommen 
hypoelastisehes Verhalten. L ] ~ M A ~  []8] hat jedoeh nachgewiesen, dab man 
zumindest ffir so]che Stoffe wie beispielsweise MetMle, deren elastische Ver- 
zerrungen stets klein bleiben, das elastisehe Verhalten hinreichend genau durch 
ein hypoelastisches approximieren kann. 

Das Stoffgesetz ftir rein plastisehe Deformationen nehmen wir an zu 

Dp = ),T ~- ~ ' .  (2.7) 

Dabei stellt der erste Term dieser Beziehung den Anteil dar, der sieh nach 
der Theorie des plastischen Potentials unter Verwendung der FlieBbedingung 

Acta Mech. XX/3--4 17 
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JDp 

l~ber den P a r a m e t e r  

von H u b e r - - M i s e s - - H e n e k y  

F(T,  .. .) = Sp (TT) --  k2(w) = 0 (2.8) 

einstellt. Der  zweite T e r m  stellt  eine Erwei te rung dieser , ,Normalenregel"  dar. 
Ni t  dieser Modffikation des Stoffgesetzes l~l~t sieh in vielen Fi~llen das reale Werk-  
s toffverhal ten  besser erfassen [19]. 

Die freien Gr6gen im Stoffgesetz (2.7) - -  )~ und  z - -  sind so zu bes t immen,  
dab w/~hrend plast iseher Deformat ionen  die FlieBbedingung (2.8) stets erf[illt 
bleibt,  also F = 0 wird. 

F/ ihren wir dazu als Mag flit die Verfest igung den Ausdruek  

B(w) = d~(w) (2.9) 
2dw 

als eine Funk t ion  der plast ischen Arbei t  w ein 1, so l~Bt sich ~ eliminieren. Wir  
erhal ten so aus (2.7) 

1 [  Sp (~T) 1 = ~ (1 - p) sv (TT) T + ~ (2.10) 

= ~B; 0 ~ ~ ~ 1 (2.11) 

l~gt sieh m m  in diesem Stoffgesetz der Anteil des zweiten Terms  von (2.7) 
steuern. Setzen wit  z. B. in (2.10) fl = 0, so wird dieses Gesetz wie iiblieh allein 
du tch  die Normalenregel  bes t immt .  Ftir  fi = i versehwindet  gerade dieser Anteil, 
und  wir erhal ten ein Stoffgesetz, das aueh im Bereieh plastiseher Deformat ionen  
die I n k r e m e n t e  yon Spannnngen und  Verzerrungen mi te inander  verkniipft .  

Mit (2.4) und  (2.10) folgt dann  aus der Verknfipfung (2.1) fiir Belastungs-  
vorg/~nge im elastoplast isehen Zus tand  der Zusammenhang  

1 

D - - D ~ + D ~ = 7  ~ + ? - 5  s ~  " 

Entlastungsvorg/~nge, die rein elastiseh erfolgen, sollen hier ausgesehlossen 
bleiben. Das  setzt  voraus,  dab die Belastungsbedingung,  die un te r  Verwendung 
yon (2.8) iiblieherweise in der F o r m  

Sp (T~)  > 0 (2.13) 

angegeben wird [19], s tets  erfiillt ist. (2.13) wollen wir sps  benutzen,  um die 
Giiltigkeit unserer  L6sungen zu kontrollieren. 

Du tch  Ubersehieben mi t  dem Spanmmgsdev ia to r  und anschliegende Spur-  
bildung l~Bt sieh in (2.12) nun  noch die Spur yon T~" dureh die Spur yon T D  
ausdri ieken 

Sp (TT)  = ~--2--~ Sp (TD) ,  (2.14) 

1 Es soll bier ~ngemerkt werden, dab sich der Verlauf der Funktion/~(w) n~ch der ge- 
2 wghlten Form des Verfestigungsgesetzes ]c (w) richter. So nimmt z. B. tfir einen linearen Ver- 

festigungsansagz/? den Wert einer konsganten GrSBe an. Die auf die Volumeneinheit bezogene 
plastische Arbeit w ist definiert durch ~b = Sp(DpT). 
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wobei wir d als neue dimensionslose Stoffgr613e eingefiihrt haben 

8 =  i-~ 

B ' 

2G 

(2.15) 

die fiir rein elastisehes Verhalten den Wert 0, fiir elastiseh-idealplastisches Ver- 
halten den Wert  1 annimmt. 

Dann kSnnen wit sehliel~lieh (2.12) naeh den substantiellen Ableitungen der 
Spannungen auflSsen, die wir im folgenden ben6dgen werden: 

1~ = )ID --  ~bl -- ~(3 Sp (TD) T -[- l f S  - -  S H  z, (2.16) 
Sp (T~r) 

mit 
2G 

~? - -  2G" (2.17) 
, + ~ . ~ -  

2. 3. G l e i e h g e w i e h t  

Die Gleiehgewiehtsbedingung, die bei versehwindenden Massenkr/~ften 

Dig S = 0 (2.18) 

lautet, mull selbstverstgndlieh fiir jeden K6rperpunkt zu allen Zeiten gelten. 
I)araus folgt, dab auch die substantiel]e Zeitableitung der Gleiehgewichtsbedin- 
gung verschwinden mug: 

[Dig S]" = 0. (2.19) 

Die Ausfiihrung dieser Operation erfordert eine etwas 1/~ngere Reehnung. 
Als Ergebnis erhalten wir [10] 

])iv Sn - Dig IS  ~- Sp (U) S - -  US] = O. (2.20) 

Sn stellt dabei den unsymmetrischen 1. Piola-Kirehhoffsehen Spannungs- 
tensor dar [17], der die Spannungen beziiglieh der Ausgangsfl/~ehen in der Re- 
ferenzkonfiguration migt. Er  wird deshalb aueh als nomineller Spannungstensor 
bezeiehnet. 

2.4. F e l d g l e i c h u n g e n  u n d  l ~ a n d b e d i n g u n g e n  

Fiir die hier betrachteten homogenen Spannungszust~nde sind die Gleich- 
gewichtsbedingungen (2.18) identisch erfifllt. Unterwirft man nun den K5rper 
im Grundzustand B einem Geschwindigkeitsfeld, so ergeben sich nach dem Stoff- 
gesetz (2.16) Sioannungs/inderungen, die ihrerseits den Bedingungen des ,,fort- 
gesetzten Gleichgewichts" (2.20) gentigen miissen. 

Die Bedingungen fiir ein mSgliches Geschwindigkeitsfeld lauten dann 

17" 
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oder in Komponentenform 

~]dki 'i - P'~(Ski -- "r](~ (vJdr---~s'vl~i) ]i 
YsfTr 

- ( d / ~ ) l i  - ( ~ ? J . ~ ) l i  = 0 

(2.22) 

mi t (  ),~ als partieller, ( )ii als kovarianter Ableitung nach der Koordinate i, 
der Referenzkonfiguration und de ', a j ,  r~ i, d j  und m!k jeweils als Magzahlen yon 
1, S, T, D und W. 

Da nun voraussetzungsgemK$ die Spannungen im Grundzustand bekannt sind, 
stellt (2.22) drei lineare partielle DifferentiMgleiehungen ftir die Komponenten 
des Geschwindigkeitsvektors u dar. Die in diesen Gleichungen enthMtene J~nde- 
rungsgeschwindigkeit des hydrostatischen Druckes 1/i$t sich unter Zuhilfenahme 
der Inkompressibiliti~t sbedinguug 

dr ~ = 0 (2.23) 

eliminieren. 
Bei der Formulierung der zu (2.22) gehSrenden I~andbedingungen haben wir 

zu unterseheiden zwisehen dem Teil der 0berflgehe 0~, fiir den der Gesehwindig- 
keitszustand vorgegeben ist, und dent Teil O I, der Kr~fterandbedingungen unter- 
liegt. Zur vollstgndigen Formulierung der Kr~ifterandbedingungen gehSren nun 
nieht nur Angaben tiber die Oberflgehenbelastung selbst, sondern zus/~tzlieh aueh 
dariiber, wie sieh diese in't Laufe der Zeit ~ndert. 

Da sieh die Flgehenvektoren der Oberfl~ehenelemente dem Betrage und der 
gichtung naeh w~hrend des Belastungsprozesses vergndern, ist es sinnvoll, die 
Belastungsvektoren pro Fl~chenelement des Grundzustandes vorzusehreiben. Es 
wird also nieht die ~nderungsgesehwindigkeit der wirkliehen, sondern die der 
nominellen Oberfl~ehenspannungen vorgesehrieben. Fiir riehtungstreue Be- 
lastungen haben wir also 

s~n~ - f* (~uf o~) 

u = u *  (auf  0 D  

mit nR als NormMenvektor des 0berflgchenelementes in der l~eferenzkonfiguration 
und if* und u* als vorgegebenen Belastungs- bzw. Geschwindigkeitsvektoren. 

3. Anwendung der Grundgleichungen aut Kreisplatten 

Als Beispiel betrachten wit eine beliebig dicke kreiszylindrische Platte unter 
gleichf6rmig auf dem Zylindermantel verteilter radialer Belastung. Naeh einer 
homogenen Deformation last die Platte im Grundzustund B den Radius a und 
die Dioke t. Die yon Null verschiedenen Metrikkoeffizienten und Christoffel- 
symbole des zugrunde gelegten Zylinderkoordinatensystems 

(x 1 =-r, x ~ ~-~0, x ~ : z )  
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sind bekann t l i ch  

g2u : r - 2 ;  g2~ : r 2 ;  

F~2 = - r ;  /'~2 --  r-~. 

(3.1) 

Der  homogene  Spannungszus t~nd  in B s te l l t  sich gemisch tva r i an t  da r  ~ls 

g~ = an~ = a . (3.2) 

0 

F i ih ren  wir  nun  fiir den  Geschwind igke i t svek tor  u ein 

U ~ u i y  i ~ (u, v , w ) ,  

so l~ssen sich die Tensoren der  Verzer rungsgeschwindigkei t  und  der  Dreh-  
geschwindigkei t  angeben  zu 

( o §  v , ] 
1 Vl u v* 1 

dk i : ~r ~ u* -~ - -  2 - -  ~- r-- ~- - -  (v + ~- w*)  (3.3) 
r 2r ~ 

1 1 
~- (u+ + w') T (v+ + w*) w+ 

(u* - v') y (u+ - w') 

i 1 
~0. k = - -  (U* - -  V') 0 --2r 2 (v + - -  w * ) ]  (3.4) 

/ \ -  (u+ - w') - - ~  (v+ - w*)  0 

wobei hier  und  in] fo lgenden 

( ) , _  ~ ), ~ )+ o ~ ( ) ;  ( = - g ( ) ;  ( = ~ ( )  

gel ten  sollen. 

N~ch diesen Vorbere i tungen  k6nnen  die Fe ldg le ichungen  (2.22) und  (2.23) 
le icht  ausgewer te t  werden :  

2 v  r % 
A u  # r ~ + dw+' - -  O[u+ - -  w']+ - -  2q' = 0 

2u* 2v' 
A v  + § dw* '  - -  O[v+ - -  w*]+ - -  2q* = 0 

A w  - -  2dw++ + O A w  - -  2q+ = 0  

v* u'+U+7+w+r ~--0. 

(3.5) 
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Zur Abkfirzung sind dabei bezogene Gr6ften 

und der Operator  

0 = - - ;  q ~ - - -  (3 .6)  

__ 1 )** , )++ t (),+~;( ~_( 
~()= ) " + r  (3.v) 

verwendet  worden. 
(3.5) stellt 4 lineare partielle Differentialgleiehungen fiir u, v, w und  q dar, 

die noeh yon allen drei Raumvar iab len  r, c f u n d  z abhgngen. Die LSsung dieses 
Systems wird wesentlieh vereinfacht,  wenn m an  sieh - -  wie es hier geschehen 
soll - -  auf ein zweidimensionales Grundgebiet  besehrgnkt,  indem man  annimmt,  
daft die unbekannten  Funkt ionen  nur  yon  r und  z, nieht aber yon  q0 abhgngen. 
Physikaliseh bedeutet  dies, daft nur  rotat ionssymmetr ische Gesehwindigkeits- 
felder zugelassen werden. Einige Bemerkungen fiber den allgemeineren Fall  nicht- 
rotat ionssymmetr iseher  Gesehwindigkeitsfelder finder man  in [20]. 

4. Rotationssymmetrische Beulformen 

Setzen wit also in (3.5) 

~( ) = (  )* =0 ,  

so entkoppelt  sich das Gleichungssystem in eine Gleichung, die nur die unbekannte  
Funk t ion  v enthglt  : 

2v'  
3 v  Ov ++ = O, (4.1) 

?, 

und in drei weitere Gleiehungen fiir u, w und q: 

d u  - -  7 ~+ &o+' - -  O[u+ - -  w']+ --  2q' = 0,  

A w - - 2 b w  ++q- 0 A w - - 2 q  + = 0 ,  

u '  + X + w + = O. 
7' 

(4.2) 

Zur Formulierung der Randbedingungen  nehrnen wir an, da6 die Pla t te  an 
den Rgndern  z = : k t / 2  spannungsfrei  bleibe, wghrend sie an den Mantelflgehen 
r = a reibungsfrei (geschmiert) geffihrt werde. I n  radialer g i e h t u n g  sei hier zu- 
dem eine fiber die Mantelfigehen kons tante  Gesehwindigkeit vorgegeben. 

Naeh  (2.24) folgen daraus dann  die Randbedingungen 

t 
z = •  3 ~ = 0  

~ a : U ~ COnSt 

(j = J, 2, 3) 

(4.3) 

~R 1~ = 0 (k --- 2, 3), 
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die wir auch mit Itilfe des Stoffgesetzes (2.16) und (2.20) durch die Geschwindig- 
keitskomponentenund die Xnderungsgeschwindigkeit des hydrostatischen Druckes 
ausdriicken kSnnen. 

= :k~-: v+ = o ,  (i.4) 

~' = = a :  

u + + w '  = 0  / (4.5) 
(1 - -  d) w +  - -  q - -  0 ,  ! 

t--v' -- (1 -- 0) v __ 0, (4.6) 
2 r 

u = const = U ~ (4.7) 
w' -- 0. J 

4.2. V e r z w e i g u n g s l a s t e n  bei  S c h e r g e s c h w i n d i g k e i t e n  

Betrachten wir zun/~chst die entkoppelte Differentialgleichung (4.1) fiir die 
Sehergesehwindigkeit v mit den beiden Randbedingungen (4.4) und (4.6). Der 
Separationsansatz 

v(r, z) =- rg(r) [(z) (4.8) 

iiberftihrt (4.1) in die beiden gewShnlichen Differentialgleichungen 

r~g '' @ rg' - -  (1 ~ - c r  2) g : 0 ,  (4.9) 

(1 - 0)/++ + c / =  o. (4.1o) 

t 
Da nach (4.4) v+ am oberen und unteren Plattenrand z = ~ - ~  verschwinden 

muir, kommt als GrundlSsung yon (4.10) nur 

' = s i n V  i c-2---z0 (4.11) 

in Frage mit 
~2 

c = (1 -- 0 ) (2n- -  1)2-~ - (n ----- 1, 2, 3, .. .). (4.22) 

Die Gleichung (4.9) wird durch die modifizierten Bessel-Funktionen erster 

Ordmmg I1(]/c r ) u n d  KI(]/; r) gelSst. Da diese LSsung fi irr  = 0 endlich bleiben 
mul~, erhMten wit sehlieglich nach (4.8) ftir v(r, z) 

mit A als beliebiger Konstanten. 
Die fiir r = a zu erfiillende Randbedingung (4.6) liefert als Bestimmungs- 

gleichung fiir den Eigenwert 0 

2 ( 1 -  o. r 
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Die Auswertung von (4.14) und (4.12) ist im ~llgemeinen nur numeriseh mSg- 

lich. Ffir ~/ca ~ 1 l ~ t  sich jedoeh fiber die bekgnnten Reihenentwicklungen 

yon Io(]f~ a) und I1(~/c a) folgende ~Tgherungsformel herleiten: 

a 2 

8 
bzw. mit (2.17) und (3.6) 

2G (4.15) (~ 32 ~ f i  

Das allgemeine Ergebnis kann Abb. 2 entnommen werden. 

] I 

Abb. 2. Scher-u 

4. 2. V e r z w e i g u n g s l a s t e n  b e i m  A u s b e u l e n  de r  P l a t t e  

Das verbleibende System (4.2) l~Bt sich umformen in eine Gleichung, die nut  
noch w enthi~lt: 

(1 ~- 0) A A w  - -  (20 ~ 3(5) A w  ++ ~ -  3~w++++ = 0 (4.16) 

sowie zwei weitere Gleichungen~ aus denen sich q und u bei bekanntem w ]eicht 
integrieren l~ssen: 

2q + = (1 -1- 0) Aw -- 2~w ++, (4.17) 

( r u ) '  -= - - r w  +. (4.18) 
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Der LSsungsans,tz 
w(r, z) ~- Jo(rr) �9 ~p(z) (4.19) 

iiberfiihrt (4:16) in die gewShnliche Differentialgleichung 

(1 -~  0) O~v - -  v2(2 - -  3 ~ )  ~++ ~ (1 - -  0) ~v++++ = 0 ,  ( 4 . 2 0 )  

deren LSsung 
~(z) ~ C1 sh ~lz ~ C2 ch ),lz + C3 sh 22z + C4 ch )o2z (4.21) 

ist. Die 2~ sind dabei die Wurzeln der charakteristischen Gleichung yon (4.20) 

, /  
- V 2  - • l / i 2  - - - ( 4 . 2 2 )  21 

Der Parameter v ist bestimmt durch die Randbedingung (4.7) w' =- 0: 

J~(va) = 0. (4.23) 

Aus (4.17) und (4.18) ergeben sich dann u und q zu 

1 
u(r~ z) ~- - -  - -  Ji(vr) [C1~ 1 ch/~1 z 7 L C2~ 1 sh ~lz 

+ C~22 ch ,~2z + C422 sh 22z], 

( 4 . 2 4 )  

2q(r, Z) = Jo(aJr) {(1 --~ 0 - -  2(~) [C~1~1 ch )~1 z -~- G22~ 1 sh )~1Z 

+ C8),2 ch ~2z + C~2 sh 22z] 
(4.25) 

- -  V2(][ -~ 0) [Cl.~q-1 ch 2~lZ -~ ~2~1-1 sh 21z 

+ 03~2 -1 ch ,~2z + C4;.~ -~ s h  ;,2z]}. 

Die L5sung u(r, z) (4.24) erfiillt bereits auf Grund des Ansatzes (4.19) yon w 
die homogene Randbedingung u(r = a) = O. Der homogene Deformationszustand 
fiihrt ~uf ein auf den Mantelfl~chen konstantes Geschwindigkeitsfe]d u, das jeder- 

t zu erftillenden Randbedingungen zeit superponiert werden kann. Die ftir z = ~ -~- 

ergeben ein homogenes Gleichungssystem ffir die Konstanten C1 bis C4, aus dem 
die Eigenwertdeterminante folgt. Dieses Gleichungssystem zerfiillt in jeweils zwei 
Gleichungen fiir C1 und C8 bzw. C2 und C4. Fiir den symmetrischen Modus 
(C2 = C4 -~ 0) lautet die Eigenwertg]eichung 

th (R2 2 ) ~1[;,12-~-?)2] [~22(1- O)-~ V2(][-~- 0)] 
- -  , (4.26) 

~h (~1~-) )L2[),2~+v~J[Jtl2(l--0) ~-v2(1-~0)] 

fiir den antimetrischen Modus (C1 ---- Ca = 0) 

th (2x - ~ ) .  )~l[;t12~-vz][]~22(1--O)+ve(l+O)] 

- -  -- (4.27) 
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Die LSsung dieser Gleiehungen kann im allgemeinen wieder nur numerisch 
erfolgen. Dabei ist zu beaehten, dug aueh komplexe ).4 auftreten. 

durch I~eihenentwieklung 
(t ) 

Ffir dfinne Kreisplatten ~ ~ 1 erh~lt man 

yon (4.27) die Ngherungsl6sung 

(; ~)~ t (4 - -  3d) O = - - ~ -  

d.h. 

O" - -  

(4.2s) 

- - l / ~  - 3~/(;1 t)~ ~ 2o 

D~bei sind wie fiblieh ?', die Nullste]len der Besse]-Funktion J1- 
Die niedrigsten Eigenwerte, die sieh bei der numerisehen Auswertung yon 

(4.26) und (4.27) ergeben, sind in den Abb. 3 bzw. 4 fiber dem Dieken-Durehmesser- 
verhgltnis t/2a aufgetragen. 

d" 
8 

elastisch / - -  113 
2/3 

1 

e[astisch-ideclp[astisch 

-0,8 

- 0,7 

-0,5 

-0,5 

-0/, 

-0,3 

-0,2 

-0,1 

0,1 0,2 0,3 O,Z, 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 t 

Abb. 3. Verzweigungsl~sten: antimetrischer Beulmodus 

1,1 

1~0 ~ /  

%9 

0fi 

0J 

0fl 

0fi 

0fl 

6=0,7 

0) 0,2 0,3 0,4 0fi 0fl 0,7 0,8 0,9 1,0 t____ 
2~ 

Abb. 4. Verzweigungslasten: symmetriseher Beulmodus 
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Fiir den symmetrisehen Beuhnodus ergeben sieh kritisehe Spannungen 0 < 1 
2 

im Parameterbereieh -~- < d ~_ 1. Im Bereich 0 --< d --< __23 liefert die Eigenwert- 

gleiehung (4.26) kritisehe Spannungen, deren kleinste Werte beliebig nahe bei 
0 = 1 liegen, diesen Weft  selbst jedoeh nieht annehmen. 

5. t tomogene Deformationen and Belastungsbedingung 

Die L6sung der Gln. (4.1), (4.2) und (4.4)--(4.7), die homogene Deformations- 
zust//nde besehreiben, wird durch 

U u = - - r ;  w = - - 2 - - U  z; q ~ - - 2 - - U  ( 1 - -  d); v = 0  (5.1) 

gegeben. U ist dabei die naeh (4.7) auf der Mantelflgehe vorgesehriebene kon- 
stante Radialgesehwindigkeit. Die Verzweigungslasten sind bisher in Abhgngig- 
keit yon den geometrisehen Gr6gen des Grundzustandes angegeben worden. Fiir 
die praktisehe Anwendung ist es jedoeh vorteilhaff, als Parameter  die geo- 
metrisehen Gr6gen des spannungsfreien K6rpers zu benutzen. 

Zun/iehst erhalten wir aus dem Stoffgesetz (2.16) mit (5.1) 

Beriieksiehtigen wir nun 

U 
= 3 v ( 1  - 6) - - ,  (5.2) 

d6~ 
u = ~ ,  (5.3) 

so l~8t sich (5.2) leieht integrieren mit dem Ergebnis 

a o V(1 -- 6) 
(5.4) 

a 

0 

(5.5) 

Allen bisherigen ~berlegungen liegt die Voraussetzung zugrunde, dab keine 
Entlastungszonen im K6rper auftreten sollen. Das bedentet, dab die Belastungs- 
bedingung (2.13) stets erfiillt sein mul l  Fiir den hier betraehteten kreiszylin- 
drisehen K6rper erhalten wit aus (2.13) 

V(1 - -  6) aw+ < 0. (5.6) 

Da nun die Funktion w + bei geeigneter Wahl homogener Deformationen stets 
so bestimmt werden kann, dal~ sie ihr Vorzeiehen nieht gndert, kann die Bedin- 
gung (5.6) immer erfiillt werden. 

Mit Hilfe der Inkompressibilitiitsbedingung folgt daraus dann die Beziehung 
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6 .  P r a k t i s c h e  A n w e n d u n g  u n d  D i s k u s s i o n  

Die kritischen Spannungen a, bei denen Verzweigungen des Gleichgewichts 
m6glich sind, sind bisher in Abhs yon der dimensionslosen StoffgrSl~e 8 
und den jeweils aktuellen geometrischen Gr66en t / 2a  angegeben worden. Da 
beide Parameter  nun selbst Funktionen der Spannung sind, kann aus den Ergeb- 
nissen nicht direkt abgelesen werden, wann ffir eine Plat te  mit  gegebenem Stoff- 
verhalten und den Ausgangsabmessungen ao und t o die Verzweigungslast erreicht 
ist. In  diesem Abschnitt  soll daher gezeigt warden, wie man zu vorgegebenem 
Spannungs-Dehnungs-Diagramm das , , B e u l s p a n n u n g s d i a g r a m m "  (~(2ao/to) erhglt. 

Als Beispiel wghlen wir das Spannungs-Dehnungs-Gesetz, welches der deut- 
schen Stahlbauvorschrift  DIN 4114 [21] zugrunde liegt: 

mit  

a* -- ap __ th Es --ap (6.1) 
a F - -  ap a F --  ap 

ap = 0,8a~. (6.2) 

Dabei ist ap die Elastizitatsgrenze, E der Elastizit~tsmodu] und a* die Span- 
hung im Zugversuch. s wollen wir als natiirliche Dehnung 

interpretieren. 
Fiir den Zugversuch gilt 

mit  

s = l n  --l (6.3) 
lo 

/c ~ = 2 a,~. (6.4) 
3 

Die Ver~inderung von k 2 mit  w ergibt sich dabei zu 

dk 2 4 P 
- -  - -  - -  2 B  ( 6 . 5 )  

dw 3 P 

E 

. . . . . . .  t l  
k - - a p  

p __ da* _ E I 1 -  ( a * - O ' p / 2  ] - -  E 1 (6.6) as L \os - ~I J \ o> - ,~, / ]" 

Fiir die Kreisplatte unter radialer Belastung haben wir 

k2 ~ 2 ~- a 2 , (6.7) 

so dab wir schlie61ich die Stoffgr66e 8 in der Form 

(a--aPI2 
angeben k6nnen. 

(6.8) 
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Mit (6.8) fo]gt nach (5.5) 

2.t = 2~t0 exp [~. + (~. - ~.) ~rt~ ~. ~ --_ ~j].  (6.9) 

Die kritische Spannung a linden wir dann mit (6.8) und (6.9) als LSsung der 
tr~nszendenten Eigenwertgleichung (4.27) (fiir ~ntisymmetrische Beulformen) in 
Abh~ngigkeit yon der , S c h l ~ n k h e i t "  

---- 2a~ (6.10) 
to 

Fiir eine erste N~herung bei diinnen Kreispl~tten kSnnen wir (4.27) dutch die 
Reihenentwicklung (4.28) ersetzen. Damit sind wir in der Lage, eine Beziehung 
g((~) anzugeben. 

Fiir elastisches Verhalten gilt das bekannte Ergebnis 

fiir Sp~nnungen oberhalb der Elastizit~tsgrenze erhMten wit 

"~ ]1 - -  ~ - -  T \ G .  - -  " p ]  i - -  (~ - -  ~ )  ( 0" - -  O'p ]2 ( 6 . 1 ~ )  

\a r -- apl 

{'[  
a j .  - a : p j )  

Dabei huben wir bereits beriicksichtJgt, dab die Gr6~e U im vorliegenden FMle 
ebenfa]ls noch eine Funktion yon a ist: 

= 2G \aF -- a e l  . (6.13) 

\ o F  - -  ael 

1,25 

1,00 

0,75 

O,50 

0,25 

elastoplastische Knicklast St52 

c'p \ E=2,1-10' kp/cm = 
~ = 0  ~,=2880 kp/cm ~ 

P 

�9 sb 16o 15o X2Z~. i% 

Abb. 5. Beullast fiir St 52 
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Eine  Auswer tung  der F o r m e l n  (6.11) und  (6.12) fiir S tah l  St  52 ist  in Abb.  5 
angegeben.  

I m  Bereich elast ischer  Defo rma t ionen  wird  die Beu l spannung  durch  die be- 
kann t e  E u l e r - I l y p e r b e l  wiedergegeben.  J e  nach  W a h l  des Stoffgesetzes (2.7) er- 
geben sieh im Bereich e ias to-p las t i seher  Defo rma t ionen  untersehiedl iehe  Beul-  
spanmmgen .  Die den Grenzf~llen fl = 0 und/3 = 1 en t spreehenden  Kurvenver l~ufe  
s ind dargeste l l t .  
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