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 ]ber Systeme hyperbolischer 
Differentialgleichungen erster Ordnung. I. 

Herrn EalcI~ KAMKE zum 60. Geburtstag am 18. August 1950 gewidmet. 

Von 

Wolfgang Haaek und Giinter Hellwig in Berlin-Charlottenburg. 

�9 Einleitung. 

In der Differentialgeometrie hat es Sich als reeht vorteilhaft er- 
wiesen, bei der Untersuchung einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit 

n a c h  Mhgliehkeit n unabh~tngige Line~trformen (PeAFr'sche Formen) 
aufzustellen und dann ausschlielillich invariante Ableitungen beziiglich 
der PrArF'schen Formen an Stelle der gew0hnlichen partiel!en Ab- 
leitungen zu verwendenl). Selbst bei der elementaren Fl~tehentheorie 
(n = 2) hat sich das Verfahren bew/~hrt, im folgenden soil diese 
Methode auf ein System z~veier linearer partieller Differentialgleichungen 
I. Ordnung mit zwei unbekannten Funktionen yon zwei unabh/ingigen 
Ver/inderlichen angewandt  werden. 

a~u~+b~vk+cu+dv+e=O (fiberk summiert, 
(2) 

5kuk+bkv~+:6U§ =- 0 k =- 1, 2). 

Hier bedeuten u, v die gesuchten Funktionen, uk, vk die partie]len 
Ableitungen nach den unabh~ngigen Ver~nderliehen x', x ~ und a s, ~k, 
b k . . . . . .  ~ eindeutige reelle Fun ktionen yon  den reellen Ver~tnder- 
lichen x', x ~. 

Jede der Gleiehungen (1) enth~tlt je eine Richtungsdifferentiation 
ftir u und ftir v. Dutch geeignete Linearkombination der beiden 
Gleichungen kann erreicht werden, dal~ diese vier Richtungen paar- 
weise zusammenfallen. Das ftihrt zu den Charakteristiken des Systems 
(1) und zur Kennzeichnung des hyperpolischen, parabolisehen und 
elliptischen Falles. Wir beschrlinken ~ns auf die Untersuchung hyper- 
bolischer Systeme. Die ErklSrung der Charakteristiken dutch das 
Zusammenfallen gewisser Ableitungsrichtungen wurde in den letzten 
zehn Jahren im Zusammenhang mit gasdynamischen Untersuchungen 
mehrfach angewandt. Herr R. COURANT teilte in seinem Gtittinger 
Vortrag t948 ein Verfahren mit, das ebenfails auf Richtungsableitungen 

t) Vgl. etwa W. BLASCr/KI~ : ,,Vorlesungen fiber Differentialgeometrie I". Berlin 
1945. 

W. HAAC~C: ,,Differentialgeometrie Tell II". Wolfenbiittel und Hannover 1948. 
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a u f ba u t  und dem unsrigen etwa bis zu der ,,Normalform" verwandt  
ist, jedoeh ohne Bezugnahme auf die P~'AFF'SChen Formen~). 

Im Abschnit t  I werden die eharakter is t ischen Richtungen und zwei 
dazugehOrige lineare Differentialformen co,, ~.~ aufgestel l t  und die par- 
tiellen Ablei tungen durch die invar ianten Ableitungen beztiglich ~,, co 2 er- 
setzt. Ftihrt  man start  der Funkt ionen  u, v geeignete Linearkombina- 
t ionen U, V ein, so l~itt sich das System (1) auf die Normalform 

U~--=AU-I -BV+C 
(2) 

U + V + 6 

bringen, in der die Indices ~, ~ die invarianten Ableitungen beztiglieh 

~o,, c% bedeuten und A, A, B . . . .  C Funkt ionen yon x', x ~ sind, die 
aus  den Koef~izienten yon (1)und deren Ableitungen gebi!det werden. 
Man findet leieht Sonderf~lle, in denen U, V durch Quadraturen bestimmt 
werden kOnnen. Denkt  man eine lineare hyperbolisehe Differential- 
g le iehung II. Ordnung als System in der Form (1)gesehrieben und 
bildet die dazugeh5rige Normalform (2), so en t sp r i eh t  den quadrier- 
baren F~tllen im Wesentl iehen das Verschwinden der LAPLACE'sehen 
Invar ian ten  8). 

Im Absehnit t  II werden z u ~ c h s t  die Bedingungen aufgestellt ,  
unter  denen das CAuen~-'sche Anfangswertproblem f~r die Normalform.  
.(2) eindeutige und stetige LSsungen U, V besitzt, aus denen auf die 
LSsungen u, V yon (1) gesehlossen werden kann.  Die Bedingungen 
fa r  die Differenzierbarkeit  yon u, v werden gesondert  angegeben. Im 
Zusammenhang damit  wird untersueht ,  wie sieh Unstetigkeiten,  die 
langs  der Anfangskurve  gegeben sind, in das Innere des Bereiehes 
fortpflanzen. Die Existenzbeweise werden mittels eines einfachen Ite- 
ra t ionsverfahrens geffihrt, das gleichzeitig zur numerisehen Bereehnung 
des CAuenY'schen Anfangswertproblems yon (1) bzw. (2) brauehbar  ist ~). 

2) Inzwischen sind folgende VerSffentliehungen ersehienen: 
COURANT-FRIEDRICHS: ,,Supersonic Flow And Shock Waves". New York 1948 

{Kap. II). 
FRIEDRICHS, K. O. : ,,Nonlinear hyperbolic differential equations for functions 

of two independent" variables". Amer. J. Math. 70, S. 555--589 (1948). 
COUaANT and LAx: ,,On nonlinear partial differential equations with two in- 

dependent variables". Pure And Applied Mathematics, Vol. II, 2--3 (S. 255--273). 
8) Siehe G. DAI'~BOUX: ,,Lemons sur la Th~orie G ~ r a l e  des Surfaces, Paris 1889, 

Bd. 2 (Kap. II). 
L. BI~B~aBACH: ,,Theorie der Differentialgleiehungen", Berlin 1930, S. 353. 
4) Ffir Existenzs~ttze vergleiche man auch O. PEaRON: ,,~ber Existenz und 

Nichtexistenz von Integralen partieller Differentialgleichungssysteme im reellen 
Gebiet". Math. Zeitschr. Bd. 27 (1928). 

W. A. HURWITZ: ,,Randwertaufgaben bei Systemen von linearen partielten 
Differentialgleichungen i. Ordnung". Diss. G6ttingen 1910 
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Ausgehend vom CAvcaY'sehen Anfangswertproblem werden im Ab- 
sehnitt IlI versehiedene gemischte Anfangs- und Randwertprobleme 
bzw. eharakteristische Anfangswertprobleme untersucht und die. Be- 
dingungen ftir die eindeutige Lt~sung des Systems (1) zus~mmengestellt. 

Nachdem hiermit die Grundlagen geschaffen und die wichtigsten 
Existenzs~tze bewiesen sind, sollen in einer demn~tchst folgenden zweiten 
Mitteilung die zu zwei PFAFF'schen Formen geh6rigen Integralsi~tze in 
Betraeht gezogen werden. D~lJei zeigt sich, da~ das CAucH~'sehe Anfangs- 
wertproblem, welches U, V oder u, v l~tngs einer beliebigen Kurve K 
vorgibt, zurtickgeftihrt werden kann auf ein spezielles ,,char~kteristisehes 
Anfangswertproblem", das unabh~tngig v o n d e r  Kurve K ist. Ist die 
LSsung dieses eharakteristischen Anfangswertproblems bekannt, so 
ergibt sieh die LSsung des CAucHY'sehen Anfangswertproble'ms ffir 
eine beliebige Anfangskurve K durch Quadraturen. Der Saehverhalt 
entsprieht demjenigen, der unter dem Namen ,,RIEMAN~'sehe Methode" 
bei einer partiellen Differentialgleiehung zweiter Ordnung bekannt ist. 
D~s eharakteristische Anfangswertproblem ftir die Normalform (2) fol~t 
ebenso zwangsl~tufig wie bei der R~EMA~.~'schen Methode. Das Verfahren 
beruht auf der Bestimmung eines ,,quasi-Rimi~ux'sehen Funktionen- 
systems" und stellt eine Verallgemeinerung der Rlmt~N~'schen Methode 
yon hyperbolischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf Systeme 
von Differentialgleichungen dara). 

Die l~berlegungen der Abschnitte I b i s  III lassen sich weitgehend 
auf quasi!ineare Systeme yon Differentialgleichungen tibertragen und 
ftihren, wie in der zweiten Mitteilung gezeigt wird, mittels Differenzen- 
reehnung unmittelbar zur n~therungsweisen Bestimmung der gesuchten 
Funktionen ftir alle in den Abschnitten II, III behandelten Anfangs- 
bzw. Randwertprobleme. 

Abschnitt I. 

Die Normalform zum System (1). 

Ist S ( x  1, x ~) eine differenzierbare Funktion und Sind ~ stetige Funk- 
tionen yon x' , x ~, so nennen wir 

(I1) S ~ = ~ S ~ =  ~' a~ 2-~" o s  
ax ~ 

die Richtungsdifferentiation yon S in Richtung a i, bzw. die ,,invariante: 
Ableitung" yon S beztigtich des Vektors a ~. Danach Sind in dem System 

~) Eine Verallgemeinerung der RIE~A~N'sctien Methode in anderer Ricl~tung 
siehe auch: F. RELLICH: ,Verallgemeinerung der RIEMAN,~'schen Integrations- 
methode, auf DifferentiMgleichungen n-ter Ordnung: in zwei Ver~nderlichen. '~ 
Math. Ann. Bd. 103 (1930) 
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(i) die Ablei tungen nach vier im allgemeinen verschiedenen Richtungen 

a ~, b ~, 5~, D k enhalten. Dutch  Linearkombinat ionen der beiden Gleichungen 
(1), indem wir die erste mit  einer Funkt ion  Z, und die zweite mit 
~.~ multiplizieren und addiercni: ergibt  sich ein Ausdruck  der Form 

(I 2) (Z[a ~ + ).~ 5~) us + (4~ b k + Z 2 D ~) vk + . . . . . .  0 .  

Bei variablen 4,, ;t~ best immen die Klammern zwei projekt iv  aufein- 
ander  bezogene Strahlenbiischel,  deren Fixstrahlen durch die Gleichung 

- ~ c~ 0 ~/ber $ 0 
(I 3) I ~.~ b' + I~ b ~, ~, b- + ,~.~ b 

gegeben  sind. Diese Strahlen best immen die eharakter is t isehen Rich- 
tungen unseres Sys tems (1). 

X ~- D e f i n i t i o n .  Das Sys tem (1) heil~t in dem Gebiet der x ', Ebene 
hyperbol i seh ,  in dem (I 3 ) g e n a u  zwei reetle, versehiedene Wurzeln 
4~ :4~ besitzt.  Fal len die Wurzeln zusammen, so nennt  man (1) para- 
b01iseh, sind sie konjugier t  komplex, elliptiseh. 

. X ~ Im folgenden besehr~nken wir uns auf solehe Gebiete der x~, 
Ebene,  in denen (1) hypel:boliseh ist u n d  bezeiehnen mit v, : % , / h  : #~ die 
zweiWurze ln  yon (I 3). Dann lassen sieh die eharakter i s t i sehenRiehtungen 
bei geeigneter  Wahl  der Bezeiehnung in !i) sehreiben:  

( I4)  I) a ~ = % a  i+v . ,~ i ;  II) ~ = # ~ a  i'+g,~a~. 

Wir werden kiinftig kurz yon  Riehtung I oder II bzw. a i oder ~i spreehen 
und meist so  normieren,  daf~ a 'a '  +a'~a '~= 1 und ~'~-~-~'~'~ --~ 1 ist. 
Wegen  (t 3) gibt es Funkt ionen  0,,  ,o~, a,, a~,, so dal~ gilt:  

. ,  

(I 5) q,(v, b k +  v,b*) = O~(v, a k + v~gt~) k = 1, 2 
o , ( , ,  b*A-,~g*) = a,(,a,a* + ~t,,g*). 

Gleichung (I 2)l~tl~t sich rmeh (I 4) und (I 5) wegen (I 1) in den F0rmen 
schreiben : 

(I 6) O, u ,  + O, v ,  + . . . .  0 
O~u~4- a 2 v ~ @  ~ 0 .  

Hier kOnnen Q,, a, niel'lt- gleichzeitig verschwinden wegen (I 3) t~ 0). 
Sind O, ~= 0, a, -~= 0, dann k6nnen wir 0, = o, ==- 1 ; 0~ ~ P, a, ~ a setzen 
und (I 6) unter  Beachtung yon 

ov~ = ( q v ) ~ -  v o .  

in der Form sehreiben:  

(u + o v)~ + (,,, c + ~, ?) u + (~, d + n d ~ q~) v + "i e + ~ ? = 0 
(~ 7) 

(u + ov)-~T (g, c + g~~)u + ( # f l  T l ~ d - -  a-~) v +)t~e + ~t.,~ ~- O. 



248 W. Haack und G. Hellwig. 

F t ih ren  wir  an  Stel le  der  F u n k t i o n e n  u, v die F u n k t i o n e n  U, V e i n :  

U a -  Ve U = u + O v  u - -  
(I 8) oder  ~ - -  q 

v . - - U  
V = u ~ a v  v - -  

d a n n  l~tl~t sich (I 7) s ch re iben :  

U ~ = A U + B V + C  
(I 9) 

Diese Gleichungen nennen wit  die Normal/otto des Systems (1). Die 

Koeffizienten A, ,41 B . . .  C sind elementar berechenbare Funktionen 
yon x' ,  x'. Sie sind stetig, wenn die Koe[fizienten in (1) Und .die 
Richtungsableitungen 

stetig sind. 
Fal ls  0, oder  a, in (! 6) v e r s c h w i n d e n  , so g e l a n g t  m a n  zu de r se lben  

Norma l fo rm ,  wenn  u = U bzw. v = V geset 'zt  werden~).  
Die charakteristischen Richtungen Werden nach (I 4 ) u n d  (I 3) durch 

die Vektoren a ~ und ~ gegeben. Die beiden Scharen der charakte- 
ristischen Kurven geni~gen den Systemen gewghnlicher Di/Terentlal- 
gleichungen : 

([ 11) I) k ' - - - - . '  ; II) ~b' a ' '  

Die Charakteristiken bilden ein Kurvennetz, wenn die rechten Seiten 
in (I 11), a ~, ~ ,  und erst recht, wenn wegen (I 3) und (I 4) die Koef/i- 

zienten a ~, ~ ,  b ~, l)~ stetig differenzierbar sind. Zu den  V e k t o r e n  a ~,' ~ 
g ib t  es ein P a a r  k o n t r a g r e d i e n t e r  V e k t o r e n  a~, ~ ,  die du rch  das  
Gle ichungssys~em 

~ ~i  ~ 1 a ~ 5 i  = 0 
(I 12) 

"~  ~i --~ 0 ~i  ~i  = 1 

bes t immt  sind. Sie bi lden die L i n e a r f o r m e n :  

6) Die dutch (I 3) ausgeschlossenen Systeme (1) der Form: 

d u~ + b vx~ + : 0 

untersuchte F. RELLICm Siehe F. R~L~CH: ,,C~ber die Reduktion gewisser aus- 
gearteter Systeme yon part. Differentialgleichungen" Math. Ann. Bd. 109 (1934). 
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(I 1'~) co, --~- ~ i d x ~  ~.~ = ~ d x  ~. 

W e g e n  (I l l) ist Idngs einer Charak ter i s t i k  mi t  der For t schre i tungs-  
r i ch tung  1 die Form ~., ~ 0 

u n d  t, ---- f eo ~ der  Parameter ,  

nach  d e m  (I 11)I) di[feren- 
z ier t  ist; en t sprechendes  gil t  
fi~r die andere  Charak ter i s t i k  

(~o,----0; t~ = f  ~%). 
In der Normalform (I 9) 

bedeu te t  U: die gew0hnliche 
Ablei tung yon U nach dem 

Paramete r  t~ ~ . f  co, llings 
einer Charakter is t ik  c% ~ 0. 
Sind PP~ und PP,  (siehe 
Bild 1) die durch den Punk t  
P des Bereiches gehenden 
Charakter is t iken,  dann l~ilSt 
sich die Normalform (I 9) in 

(I 14) 

P 

Fig. 1. 

Integral form schreiben: 

P 

u (P) u(P,) + f (A u + B V + C) ~, 
Pt 

P 

v~(e) = v(P,~) +, f ( ~ v  + ~ v  + O) ~.. 
P~ 

4V 7 

Ist  in (I 9) B =- 0 oder _~ ~ 0, so ist das Sys tem (I 9)geschlossen  
integrierbar,  U, V und damit  u, v sind durch Quadra turen  zu bcst immen 7). 
Ftir die integrablen Fi~lle yon (I 9) behandeln wir sogleich ein CAuc~Y" 
sches Anfangswertprobl 'em. 

Es seien die Vorausse tzungen zu ( i9)  und (I 11) erfiillt. Ferner  
s e i K  eine Anfangskurve ,  die durch stetig differenzierbare Funkt ionen  
x'---~ x'(Z); x ~  x2(;~) mit (~ ' ) '+  (~)~ --l= 0 und nirgends char~kte-  
ristischer Richtung gegeben ist. A u f  dit~ser Kurve  Werden  U, v als 
stetig differenzierbare Funkt ionen  yon  Z Vorgegeben, damit  sind nach 
(I 8 ) U ,  V auf  K bekannt .  Es sei U(K(;~))' = q)(~), "V(K(2))---~ W(;t)~ 
Wir beschr~tnken uns auf den Fall B = 0. Dann wird die erste Gleichung 
yon (I.9) U~-----A U +  C. Das ist eine gewShnliche lineare Differential- 
gleichung fiir d ie  Richtung u, d. h. fiir die durch den Anfa.ngspunkt 
gehende Charakter is t ik  I. (Siehe Bild 1). Daher  is t  U(x ~, x ~) zn  tier 

�9 Stelle P (kurz U(P)): 

~) Ob u, v tats~tchlich in (1) eingesetzt werden k0nnen~ ist da.mit nici~t gezeigt. 
denn ~us (I 9) folgt nur die Stetigkelt yon U, -~ (u q- o v)~, V-~ -~ (u -4- a v)z, d~raus 
aber nicht die Existenz yon u~,, u~*, vx~, vx2. 
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(I 15) 

W. Haack und G. Hellwig: 

PI P'} 
u ( P )  = e l r  C e  " '  " 

P' ist ein ver~nderlieher Punkt auf der Charakteristik P P , .  L~tuft 
P, auf K nach P.~, so gewinnt man aus (I 15) die Werte der Funktion U 
auf der Charakteristik II. Damit ist abet U l~tngs der Charakteristik 
PP.~ eine bekannte Funktion, und die z~veite Gleiehung in (I 9) ist 
eine gewShnliche lineare Differentialgleichung ffir v l~tngs der Charakte- 
ristik II. Es folgt ffir V 

/ 
(I 16) V(P)--~e v' I~F(P2)+ P._,f(c+ AU) e P' %1" 

Der Fall A = 0 erledigt sieh analog. Damit ist das CAucH-g"sche 
Anfangswertproblem ffir die integrablen F~lle von (1) durch Quadra- 
turen gelSst unter der Voraussetzung, dal~ die aus U, V bestimmten 
u, v die  Eigenschaft haben, dal~ die Ableitungen u~l, uz~, v~,, V~, 
existieren (vgl. 7)). 

Es ist eine bekannte Tatsache, dal~ die hyperbolische Differential- 
gleichung 

(I 17) z ~ l ~ , +  a z ~ l §  bz~.  + c z  + d ~ 0 

mit a, b, c, d Funktionen yon x', x' dureh Quadraturen 16sbar ist, falls 
eine der LAPL~e~:'sehen Invarianten a~ + a b -- c o d e r  b~  + a b -- c ver- 
schwindeta). Wir setzen u = z, v = z,, und erhalten mit 

(I 18) I) ~ ' =  i , a " = 0 ;  ! I) ~ '=0 ,~"- - - - -  1 

und mit u ~ U, b u + v = V die Normalform 

U ~ = - b U  + V ,  
(I 19) 

V - z =  ( b ~ +  a b  - c) U - - a  V - d .  

Sie ist integrabeI, wenn die Invariante b~, + a b -  c verschwindet. 

Absehnin II. 

Existenzsi/tze fiir das System (1) und (I 9). 
; 

In diesem Abschnitt sollen die Bedingungen ffir die Existenz ein- 
deutiger LSsungen des CAucmc'schen Problems ftir das System (1) bzw. 
alas System (I 9) unter~ueht werden. 
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1) N o r m a l f o r m .  
Wir beginnen mit der Normalform (I 9 ) u n d  schreiben sie unter  

Beibehal tung der Bucllstaben in d e r  Fo rm:  

U ~ + A U + C = B V  
(n  1) 

v ~ + h v +  O = S u .  

Zun~tchst beweisen wir den folgenden Satz: 
Es seien .4, ~4, B, B, C, C in einem Gebiet der x', x~-Ebene stetig, 

das die Anfangskurve K enthdlt und in derr~ das Kurvennetz gegeben 
ist, welches durch die . charakteristischen Diff erentiaigleichungen " (I 1!) 

x' = a' ~' = &' 

mit s  a', ~1, ~ stetig di#erenzierbar und ~'7~' J =1= 0 bestimmt wird. 

Die Anfangskurve K sei in der Form x' = 2' (X), x" = x" (1) mit stetig 
difCerenzierbaren Funktionen x' ,  x ~ und (~')~+ (~c')' =1= 0 gegeben, so 
dab  nirgends ihre Tangente mit einer charakte2~stischen Richti~ng 
oder ?~ zusammenf~iUt. Werden U, V au[ K als stetige Funktio~en vor- 
gegeben, 

(II 2) U(K(1)) = 0(1), V(K(1)) = W(1), 

so gibt es in einer gewissen Umgebung der Anfangskur~fe K genau 
eine L6sung U, V von (II 1) bzu,. (I 9) mit U; V, U., V~ stetig und 
U(K(;t)) = q3(lt), V(.K(I.))----- W(2). 

B e W e i s.  W i r  definieren sukzessive Funkt ionen U ~ V ~ U', V', . . . . .  , 
die den Sys temen gewShnlicher Differentialgleichungen gent igen:  

(II3) U~ + A U  ~  mit U ~  ~  W a u f K  
vo+/ vo+5  o 

U~+AU~+ C @ BV"- '  
(II 4) V~ + / ~ V  ~ + C = _~U~_, mit U '~ = O, V ~ ----- W auf K 

Jedes  der Systeme (II 3), (II 4) wird in der gleichen Weise gelSst Wie 
(I 15), (I 16) (vgl. Bild 1). Die Funkt ionen  U ~ V ~ U ', V' . . . .  besitzen 
daher  die Intcgraldars te l lungen 

(II 5) 

P 

Pt v~ = e 

P 

_ f ~ , o ,  
P.z 

v~ = e 

p f Aa)l 

e (e , ) -  f Ce 
PI 

p .f  o)., 

f o e  
. P 2  

Mathematische Zeitschrift. Bd. 53. 17 
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u-  (P) = e ~' r (P,) - f (c  - B V * -  1) e P, co, 
Pl 

(II 6) p ~- 

- .f ~ ,  p .f ~ 
v"(P)  ' e ~ ~ ( P ~ ) -  f ( ~ - 3 O " - ~ ) e P  ~ co,  

' P 2  

(Weger~ P', P" vgl. (I 15).) 
Es soll gezeigt werden, dag in einer passend zu wi~hlenden U m -  

gebung G eines jeden Punktes der Anfangskurve K die Funktionen- 
folge (II 6) gegen die Ltisungen U; V yon (II 1) konvergiert. 

Es sei 1 die griSgte der in G auftretenden L~tngen der Charakte- 
ristiken, sowie M eine gemeinsame Sehranke far alle bekannten Funk- 
tionen in G. Daraus folgen naeh (II 5) ftir U", V ~ die Abseh~tzungen: 

IU~ < eM! {M + 1Me Mr} = S, 
(II 7) [V~ < e ~* {M + 1Me M'} ---- S, 

wobei S als Abktirzung ftir die rechte Seite gesetzt ist. 
Es gibt eine Zahl N derart, da~ das Iterationsverfahren (II 5), (II 6) 

aus dem Bereich B des vierdimensionalen x ~, x~, U, V-Raumes mit x', x '~ 
aus G und IU] < N, IV] < N nicht hinausftihrt, wenn die Umgebung G 
der Kurve K hinreichend eingeengt wird. Angenommen, es sei eine 
Absch~ttzung 

IU"--I(P)] < ff--~, [V--l(p)l < p--a  

gefunden, dann gelten nach (II6) die Absch~tzungen 

] U"(P)I ~ e MZ {M + ( i  + M Y  -''n-i) le Ml} 

I V~(P)] ~= e MZ {M § (M + M V "-1) le  MZ} 

oder nach (II 7) 

(II 8 a) 

und ebenso 

(II 8 b) 

[U'(P) I ~ S + 1M e2'mV '~-1 

I V ~ (P) I ~ S + 1 M e 2 Mt ~n--1. 

Dann wird aber mit der Abktirzung ~ = l M e  2zM 

[U'(P)] ~ S(1 + 1Me ~-M~) = S(1 + :~) 

lUg(P)] ~ S[1 + ~(1 + ~)] 

Iv-(P)l <_ s{1 + ~ + ~' + . . .  + ~,} 

WRhlt man G, d.h. also die L~nge I so, dab 

(II9) x ~--- lMe2Ml< 1, 
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SO ist d i e  reehts stehende Summe ffir lim n ~  c~ konvergent, u n d e s  
gibt eine Zahl N, So dag 

IU'~(P)]'<N; I V " ( P ) I < N .  

Zum Beweis der Konvergenz des ]terationsverfahrens bilden wir 
naeh (II.5) und (II 6) die Differenzen konsekutiver Funktionen und 
erhalten die Abschi~tzungen 

{U~(P)- U~ <= U M l e  2MZ 
(II i0) [ V' ( P ) -  V~ ~ X M l e  2m. 

Far U ~ - ~ -  U~, -2 und V " - t -  V "-2 seien die Induktionsannahmen 

[ U " - ' ( P ) -  Un-2(e)] .~ N (m l)"-~(e2~O"-I 
(I ! 11) [V,_a(p)_ V,_~(p) I ~ U(M1)._~(e2i,),,_l 

riehtig, dann folgt aus ( I I  6) 

I u :  (P) - v , , -~  iP) l 
(I[ 12) l Vn(p) _ V,_~(p) I 

Aus der Forderung (II9) ergibt 
vergenz der unendliehen Summen 

co  

(II 13) U~ + N (U""  U~-a); 
n ~ l  " 

N (M l) n (eM~) 2 '~ 

<= N (M l) '~ (eMl) 2'~. 

sich sofort die gleichm~igige Kon, 

v ~ + ~ ( v " -  v.-~) 

gegen stetige Ortsfunktionen U, V. Dann kann in (II 6) der  Grenz- 
iibergang n-* oo auch unter den Integralen vorgenommen werden. 
Dutch Differentiation in Richtung u bzW. ~ folgt, dab U, V LSsungen 
des Anfangswertproblemes yon (II 1) sind und dag U,, V~ stetig sind. 

Angenommen, es g~be zwei LOsungen yon (II 1) U~, V~; U.~, V~ mit 
U, = U, ----- O, VI = V, ~ W au f  K, dann folgt aus (II 6) nach Durch- 
fiihrung des Grenztiberganges n-~ oo 

p p '  

- fA,o, P fa~, ,  
U, - V,, = e P, f B (V, - V,) e ~, ~o, 

P l  

(II 14) p p,, 
- f ~ c o 2  P f~,o~ 

V1 - V, = e ", f A ( U , ~ U ~ )  e P* co.2. 
P2 

Die Maximalwerte yon ]U,--U,[ und IV,--V,] in G seien ~, und /~,. 
Dann folgt aus (II i4) and (II9) 

(II 15) I U , -  v.I < . . ~ ,  I v , -  v. t  < ~,~. 

Diese Ungleichungen gelten insbesondere an den Stellen, 
bzw. [V~--V.~] ihre Maximalwerte annehmen. Hier wird 

,,-o I v , -  U~l 

17" 



254 W. Haaek und G. Hellwig: 

(II16) # ~ t ~ x ;  # . ~ = ~ , ~ .  

Wegen  u < l  folgt daraus sofort  ~ , = ~ , = 0 .  
2) D a s  a l l g e m e i n e  S y s t e m  (1). 
Naeh dem soeben bewiesenen Satz folgt unmit te lbar  die Existenz 

stetiger LSsungen ffir das CAucaY'sehe Anfangswer tproblem des all- 
gemeinen Differen~ialgleiehungssystems ( 1 ) u n t e r  Beaehtung der Glei- 
ehungen (I8). Allerdings kSnnen wir u, v nut  insofern als LSsungen 
bezeiehnen, dal~ sie in den Linearkombinat ionen U, V die zugeh6rige 
Normalform (I 9) befriedigen. Sollen u, v LSsungen des Systems (1) 
im abliehen Sinne sein, so mtissen die par t ie l len 'Ablei tungen U~, 'u~,  
v.~,, v~,~- existieren, was .unter den sehwaehen Vorausse tzungen des obigen 
Existenzsxtzes nieht der Fall zu sein braueht.  Der Existenzsatz garant ier t  
nur die Stet igkei t  yon U~ und Vz, d. h. da6 (u + O v)~ und ( u +  o v)z 
stetig Sind, nieht aber die Existenz der Ablei tungen Uz = ( u +  O v); 
und V~ = (u + a v)~. Es ist also zu untersuehen,=unter  welehen zu- 
s~ttzliehen Bedingungen Uz undV~ existieren. Daraus  folgt leieht die 
Existenz yon U~,, :U~, V~, V~ und da raus  u~,  u ~ ,  u~,, v.~. Bei dieser 
Untersuehung kommt  man besonders  einfaeh zum Ziel,.wenn man die 
PvAFF'sehen Formen o~,, c% (I 13) dureh einen integrierenden Fak to r  zu 
vollst~ndigen Differentialen erg~tnzt. Diese Integrabil i t~t  wird nut  [fir 
das Ende dieses Absehnit ts  vorausgesetzt .  

Sind die Koeffizienten ~Jon (1) a ~, h k, b ~, 6 ~ zweimal  stet ig di#e- 

renzierbar und c, -d, d, if, e, ~ einmal stetig dif/erenzierbar bezi~glich 
x'; x "~ und 0 u n d ~  (I 10) stet ig; erfiillt :erner die CA r:cHY'sche An:angs-  
kurve  K die Forderungen des vorigen Satzes und  sind u, v auf K 
durch stet ig dif:erenzierbare Funkt ionen 

(II 17) u(K(s = q)(X), v(K(~)) = ~p(l) 

gegeben, dann gibt es genau eine L6sung des Sys tems  (1), fiir die 
u, v, u~, u~.~, v~,  v~.- stetig sind und u -~- % v ~ ~P auf K ~). 

B e w e i s: Unter  den gemachten Vorausse tzungen kSnnen wir 'vom 
System (1 )auf  die NormMform (I 9) fibergehen und die Stet igkei t  yon 
U, ,  Vz nxch dem vorigen Satz ~npehmeh. Die Wer te  von~U, V auf 
K folgen aus (ii 17) und (I S). Angenommen,  es seien p, q integrierende 
Faktoren  der Linearformen ra,, co~ (I 13), dann s ind  die Linearformen 

(II 18) ~ =  p a l d x  i; ~ q S ~ d x  ~ 

vollst~ndige Differentiale, deren i~ugere Ablei tungen (vgl. Teil II Ab- 
schnitt  IV) [dg~,], [d~,] verschwinden.  

*) Die Stetigkeit der Ableitungen l~t3t sich aueh ohne Verwendung integrieren- 
tier Faktoren beweisen. Dabei kommt man mit geringeren Voraussetzungen fiir 
die Koeffizienten des Systems (1) aus. Kurz gesagt ist n(}tig, da6 die ersten Ab- 
leitungen yon a 7~, ~k b~, gk und die C,'~, d, d, e, ~ in G l~tngs eines niehteharakte- 
ristisehen Riehtungsfeldes stetig diffel;enzierbar sind. 
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[d~, ]  = {(p~,)~-(p%)~,} [ d x ~ d ~  '] = 0 
(II 19) 

[d ~ ]  = {(q ~)~, - (q ~)~,} [d x' d x'] = 0. 

Dies gibt je eine lineare partielle DifferentiMgleichungl erster Ordnung 
ftir p, q, deren Koeffizienten n~eh unseren Voraussetzungen in der 
Umgebung von K stetig differehzierbare Funkt ionen sind. Damit  ist 
die Existenz yon p, q, beide 
nicht gleich Null in der Um- 
gebung yon K, gesichert ~). 
Je tz t  stellen die invar ianten 
Ableitungen beziiglich s 
~2, gewShnliche partielle 
Ableitungen beztiglich des 
krummlinigen Koordinaten-  
systemes, das durch die 
Charakter is t iken . gebildet 
wird, dar. Die dazugehSri- 
gen krummlinigen Koordi- 
na ten  se ien  s und �9 (vgl. 
Bild 2). Die Anfangskurve  
K lfililt sich in diesem Koor- 
dinatensystem in der Form 
s = f(r) oder ~ ~ if(s) dar- 

~Z? d 

# 

Fig. 2. 

stellen, da sie nirgends mit dem Kurvennetz  zusammenfallende Riehtung 
hat. Die LSsungen yon (II 1) lassen sieh dann in der Form darstellen 

' ( ~-(t, ~) ] 
l A(t'v) dt [ t f a(u. v) du 

J p (u, ~) - -Jp( t .~)  ) C(t, ~ ) -  B(t, v) V(t; ~) . et(~) d t u(s,  , ) =  e j(~) / ~ ( , ) -  : 
] (v) 

(n 20) 

' ] J q(s,t) ] v Jq ( s , u )  
V(s ,  v) e g(,) ]W(s )  J O(s, t ) - -  Y(s, t) Uis, t) . eg(~) q(s, t) d t . 

( g(s) 

Damit ist U~ und Vs sofort bildbar. Wegen der Stet igkeit  yon U~, 
V~ folgt damit  die Stet igkei t  yon U~, V, und daraus die Stetigkeit  
yon U~, U~, V ~  V~. Daraus ergibt  sieh die Stet igkei t  yon u~, u ~ ,  
v~,, v~. (I 8) und die LSsbarkeit  des Problems (1). 

3) A u s b r e i t u n g  y o n  U n s t e t i g k e i t e n .  
-Wir ftihren wieder das charakterist ische Kurvennetz  s, ~ ein. Es 

sei wie  bisher vorgegeben : Die Funk t ionen  U (K(2)) = ~(2), V(K(~)) 

~) E. KAMKE" Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930, S. 335. 
COURANT-HILBERT" Methoden der math. Physik, Band II,.Seite 54 (Ful~note). 
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~P(Z) stetig auf K, dagegen seien die Ableitungen q)'(~), ~F'(~t) im 
Punkt B yon K (vgl. Bild 3) nicht stetig. Sie sollen bei B einen rechten 

v= v + 

Fig. 3. 

,2:'7 

und einen linken Grenzwert 
besitzen, B wird also als 
Sprungstelle der Ableitung 
angenommen. Nach dem 
ersten Existenzsatz (II; 1) 
folgt allein aus der Stetig- 
keit der Anfangswerte die 
Stetigkeit der Ableitungen 
U,, V~ im ganzen Existenz- 
bereich. Daher muB min- 
destens U~ (B) oder V , ( B )  
unstetig sein, denn sonst 
wiiren U~(B) und V;.(B) stetig 
ent gegen derVoraussetzung. 
Nach (II 20) gilt im Innern 
des-Bereiches, ftir die Ab- 
Ieitungen nach den krumm- 
linigen Parametern 

_ ~ A(t ,v)  d t  
J p(t,v) 

(II 21) U~(s, ~) --~ e /(~) d �9 (~) d~- -§  . . . .  

Die durch Punkte angedeuteten Glieder sind ftir die folgenden Uber- 
legungen unwesentlich. U~ ist l~ngs jeder Kurve v ~ const s tet ig 
(siehe Bild 3)~ mit Ausnahme der durch B gehenden Kurve v ~ %. 
Niihern wir uns von beiden Seiten der Kurve v ~ vo, so wird die 
Differenz 

A (t, v(~) ~ d t  
�9 } ~+ , :(~o) <f d r d r 

( I 1 2 2 )  u ,  (s, o) - ~ , ~ s ,  ~0) = e ~ d ~ ~ = , :  - d ~ ,  = , ;  " 

Entsprechendes gilt ftir die durch B gehende Charakteristik der anderen 
Schar s ~ s o 

- -  - I B(~o,O dt 
J q(sot) 

v.(~:.~)-v.(~:.~) = ~ ,<.o) ~ a e ( s )  ] d ~(~.) } 
d s  * = * ~  " 

Der Sprung pflanzt sich also bei U~ llings BB ~, bei V,  llings BB" fort. 
Die vor den Klammern stehenden e-Funktionen geben die Intensit~it 
der Fortpflanzung der Sprtinge an. 
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Aksehnitt IlL 

Gemisehte Anfangs- und Randwertprobleme fiir das System (I 9) und (1). 

Bei der Anwendung auf aerodynamisehe und andere physikalisehe 
Probleme treten auger dem CA~cnY'sehen Anfangswertaufgaben haufig 
noeh andere auf, die man 
das ,,charakteristische" und 
das ,,gemischte Anfangs- 
wertproblem" nennt. Wir 
wollen in diesem Abschnitt 
die Probleme und die BeA'in- 
gungen  der LSsbarkeit for- 
mulieren. 

1) Das  c l a a r a k t e r i s t i -  
s c h e  A n f a n g s w e r t p r o -  
b l e m  ff i r  d i e  N o r m a l -  
f o r m  (I 9). 

Bild 4 zeigt ein Stfick des 
charakteristischen Netzes. 
P, P3 ist eine charakteristi- 

"sche Kurve der zweiten 
Sehar co, ~ 0, Pz P~ eine der 
el'sten r~ ~ O. 

P 

\ \  

,Z,7 D 

Fig. 4. 

Bei dem charakteristischen Anfangswertproblem fiir die Normal- 
form (I 9) wird 
(III 1) U ~--- �9 (t,) 

als stetige Funktion yon t~. auf P, P~ und 

(III 2)' V = W(ti) 

als ,stetige Funktion yon tl auf P~P8 vorgegeben. (Wegen tl, t, siehe 
z u  (I 13)). Dann lagt sieh zun~ehst die Funktion U auf der Charakte- 
ristik P,P, bestimmen. Es sei P* irgend ein Punkt auf P~P~, dann 
ist wegen (III 2) der Ausdruek B V + C in (I 9) bekannt und man hat 
li~ngs der Charakteristik P~ P~ in (I 9) eine lineare Differentialgleiehung 
ffir U mit der Ltisung 

P* / P*' / 
�9 faro1 p, - f  ,~o, 

(III3) U ( P * ) = e  A Ir ,~f (BV+C) e P3 ~o,l 

(P*' ist ein variabler Punkt auf der Charakteristik P~P:,, der zwisehen 
P* und P, liegt ). Die Integrationskonstante ist dabei so gewghlt, dag 
U(P,) mit dem gegebenen Wert von U auf P,P, fibereinstimmt. In 
derselben Weise ergibt  sieh far V fiir jeden Punk t  P**, der auf der 
Charakteristik P, P, liegt : 
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.f ~ p,, - f ~o~ 
(Ill 4) v(e**) = e P~ ~(e~) p,f ( 2 V  + 3) e p~ ~ 

Jetzt  kann man for irgendeinen Punkt P (s. Bild 4) die Funktionen 
U, V dureh ein Iterationsverfahren bestimmen, welches in allen Teilen 
deinjenigen entsprieht, das fiir das C.~uenY'sehe Anfangswertproblein 
iin Abschnitt II behandelt wurde. 

2) D a s  c h a r a k t e r i s t i s c h e A n f a n g s w e r t p r o , b l e i n  f t i r  d a s  
S y s t e m  (1). 

Ist das Gleichungssystein in der allgeineinen Form (1) gegeben, so 
wird es darauf ankoinmen, ftir die Funktionen u, v ,,charakteristische 
Anfangswerte" zu definieren. Wir beginnen Init dein trivialen Fall: 

Ist u + , o v  (s. (I 8)) .auf der Charakteristik P, Ps und u + a v  auf 
P,P.~ vorgegeben, so sind u, v in jedein Punkt des Bereiches eindeutig 
bestimint gein~B 1). 

Uin zu erkennen, welche Vorgaben fiir die Funktionen u, v auf 
das eharakteristisehe Anfangswertproblein yon 1) ffihren, gehen wir 
aus yon der Norinalforin (I 9) und ersetzen dort U, V dureh U = u-~ p v 
bzw. V ~ u +  av .  Nach  (I3), (I 6) kSnnen p und a nieht gleichzeitig 
versehwinden. Die Gleiehungen 

(III 5) (u + o v)~ = .4 (u + ~, v) + B (u + ~ v) + C, 

(III 6 )  (u + a v)~ = ~-(u + o v) + E(u + ,  v) + F 

betrachten wir l~ngs der din'oh P~ gehenden Charakteristiken (s. Bild 4). 
Ist u l~ngs der beiden Charakteristiken dureh P~ vorgegeben, so 

stellt (III 5) eine gew6hnliche lineare Differentialgleichung l~tngs der 
Charakteristik P,~P~ dar und bestiinint dainit v bis auf eine Inte- 
grationskonstante v(P*). Ebenso wird (III 6) eine gew6hnliche line are 
Differentialgleiehung l~ngs der anderen Charakteristik PiP~. Bei ihrer 
Integration ist die Integrationskonstante so zu wis dass der Wert  
v(Ps) Init dein aus .C-leichung (III 5) erhaltenen iibereinstiinmt. Beginnt 
man Init Gleichung (III6) l~tngs der Charakteristik P, Ps, so kann 
man die lntegrationskonstante so w~thlen, dab v(P**) einen gegebenen 
Wert annimmt. Daraus fo!gt: 

Sind 0 und a yon Null versehieden, so fiihrt die Vorgabe der 
Funktion u auf  den beiden dureh P.~ gehenden Charakteristiken und 
des Wertes der Funktion v in irgend einem Punkte einer der beiden 
Charakteristiken auf das charakteristische Anfangswertproblein von 
1) un(1 dami~ auf eine eindeutige LSsung. Entspreehendes gilt bei der 
Vorgabe der Funktion v und eines Wertes der Fnnktion u. 

I s t  dagegen eine deT Gr6Ben 0 oder 6, z .B .  0 ~---0, so bleibt bei 
Vorgabe der Funktion v l~ngs der Charakteristiken der Saehverhalt 
ungeitndert; gibt man dagegen u li~ngs beider Charakteristiken vor, 
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SO l~tl~t sieh aus (III 5) v l~tngs tier Charakter is t ik  P,~Ps mittels einer 
l inearen Gleichung bereehnen.  (!II 6) bes t immt dann v eindeut ig  l~tngs 
der Charakter i s t ik  P, P3. Daraus  folgt :  

Ist  0 ~ 0 und B ~ 0, so sind allein du tch  V o r g a b e  der Funk t ion  
u l~tngs zweier~Charakterist iken die beiden Funkt ionen  u, v als LSsungen 
des Systems (1) best immt.  

Zu dem Fall  0 = 0 gelangt  man u. a., wenn man von einer par- 
tiellen Differentialgleichung zweiter  Ordnung ausgeht  (vgl. (I 17)). Man 
erh~Llt die Normalform (I 19). Es mug daher  u = z auf  den du tch  Ps 
gehenden Charakter i s t iken  vorgegeben  werden oder  V = z~, auf diesen 
Charakter i s t iken  und U Z.B. im P u n k t  P~. Fiir b = 0 ergibt  sieh die 
Normalform rmeh (I 19) unmit te lbar  durch u ~ U, v = V. Es braueht  
dann nur  noch u-----z a u f  PIP~ und v = zz, auf P~P3 vorg'egeben zu 
werden.  Die Se tzung u = z~l, v-----z~ ftilirt bei c ~--0 (I 17) zur Vor- 
gabe von u = zz~ auf P~P~, v ~ z~ auf P~P~. 

3) G e m i s c h t e A n f a n g s -  u n d R a n d w e r t p r o b l e m e  f f i r  d i e  
N o r m a l f o r r n  (I9). 

Von besonderer  Bedeu tung  ist der Fall, daf5 l~tngs eines Sttickes 
einer nieht eharakter is t i schen Kurve  K die Funkt ionswer te  U, V bzw. 
u, v vorgegeben  sind und l~tngs einer zweiten nicht eharakter i s t i schen 
Kurve  R, die von einem + 
P u n k t  P~ von K ausgeht  
und nicht mit K im gleichen xzt 
Winkel raum der dureh P, 
gehenden: Charakter i s t iken  
liegt, gewisse Randwer te  der 
Funk t ionen  U, V bzw. u, v 
gegeben sind (vgl. Bild 5). 

Be t raeh ten  wir ein St~iek 
yon  K vom Randpunk t  PI 
bis zu i rgend einem Punk t  
P2, so best immen zwei ent- 
sprechend dureh PI und P2 
gehende Charakter i s t iken  
ein Gebiet  P, P P,,, das ,,Ein- 
flul~gebiet" von K auf P, in 
dem U, V bzw. u, v als CAtrcHY'sches 

X 7  ~' �9 

Fig. 5. 

Anfangswer tproblem fiber K 
best immt sind. Damit  sind beide gesuehten Funk t ionen  l~tngs der 
Charakter is t ik  P, P bekannt ,  und das ,gemisehte  Anfangs- und Rand- 
w'ertproblem" ffihrt auf ein , ,gemischtes charakteristi 'sches Randwer t -  
problem".  Es kommt  darauf  an zu untersuchen,  welche Vorgaben 15.ngs 

�9 des Randes  R gemacht  werden kSnnen,  damit  beide Funkt ionen  U, V 
in dem Gebiet  R P 1P eindeut ig  bes t immt sind. 
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Am einfachsten ist es, wenn wir uns yon vornherein auf die 
Normalform (I 9) besehr/~nken. Ist P,P eine Charakteristik der Sehar 
co,---0 (I 13), so k6nnen wir I/~ngs des Randes R die Funktion U mit 
lira U ( R ) ~  U(P,)wil lkt irl ieh vorgeben, auf der charakteristischen 

/~---~ p~ 

Kurve PIP sind U, V aus dem ,,Einflui3gebiet" der Anfangskurve K 
bekannt. 

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz kann in ahnlieher Weise wie 
in Absehnitt II bewiesen werden. Nan geht wieder yon eirrem U ~ V ~ 
aus, in dem man in (I9) B und A ais Null annimmt. Um in Q die 
U ~ V ~ zu bestimmen (Bild 5], bildet man die entspreehenden Linien- 
integrale auf den dutch Q gehenden Charakteristiken. Dabei beginnen 
die Integrale ftir U in den Punkten der Kurve R, in denen U bekannt 
ist. Die Integrale fiir V beginnen auf P,P,  wo V bekannt ist. Dm'eh 
entspreehende Iterationen erhalt man die gesuehten LOsungen U, V 
als Grenzfunkt ionen.  

Unter Beachtung von (I8) folgt da~aus eine Formulierung des 
,,charakteristisehen Anfangs- und Randwertproblems" f0r das System (1). 

Ist p#=0,  so fo lg taus  ( u + O v ) ~ = A ( u + 0 v ) + B ( u + o v ) + C ,  dal~ 
es ausreicht, u +  0v auf R und v oder u auf P P, vorzugeben. 

Ist Q---0 ,  so ist u auf R und u oder v auf PP, vorzugeben. 
- I s t  U = u ,  V = v ,  so ist u auf R und u oder v auf P P, vor- 

zugeben. 

4) G e m i s e h t e  A n f a n g s -  u n d  R a n d w e r t p r o b l e m e  fill: 
S y s t e m  (1). 

Die l~ngs der Randkurve R in 3) angenommene Vorgabe der Linear- 
kombination u 4- pv ist in vielen F~llen ungeeignet oder in Anwendungen 
mit den physikalisehen Gegebenheiten nieht ausffihrbar. Wir zeigen 
zun~tehst, dag es genilgt, we.nn nut u l~ngs des Randes R und U, V 
l~ngs K bekannt  sind (Bild 5). 

Ohne die Buehstaben in (I 9) zu ~ndern, sehreiben wir (I 9) wieder 
in der Form 

U . + A U + C - ~ B V  
(h i  7) 

v~+ ~ v  + O= Xu. 

Zunachst ist mit U, V li~ngs K auch sicher V li~ngs der Charakte- 
ristik PP, = ~ des Einfluggebietes bekannt'. Wit werden zeigen, dal? 
es stets in dem Winkelraum zwischen der Charakteristik P P, = 
und der Randkurve R e i n  an den Punkt P, grenzendes Gebiet gibt, in 
dem (III 7) genau eine LOsung b~itzt ,  die die Vorgaben V-~- W au/ 

und u = u(R) au/ R er/iillt. 
B e w e i s .  Durch formale Umformung yon ( I8 ) e rha l t en  wir auf 

dem Rande R 



~3ber Systeme hyperboliseher Differentialgleiehungen erster Ordlmng. I. 261 

(III 8) U(R) - -  u(R) + ~~ {V(R) u(R)} ; 

dabei  ist u(R) gegeben, dagegen V(R)  noch nicht bekannt .  
Wir bes t immen sukzessive Funk t ionen  U ~ V ~ U ~, V t . . . . . . .  und 

beginnen,  indem wir in (III 7) die rechte Seite der zweiten Gleichung 
als  Null annehmen,  mit 

0 I I  9) V~ + B V ~ + C = 0; 

dabei  ist V ~  W. Im beliebigen Punk t  Q (s. Bild 5) ergibt  sich 
da raus  V~ zu "} 
.(III 10) V~ = e ~ W - -  f -Ce ~ o,  . �9 
Dami t  ist V~ bekannt ,  woraus  sich nach (III 8) auf  dem Rand R 

,(III 11) U~ = u ( R ) +  o(/~) {VO(R)_ u (R)}  

bereehnet .  Fa r  U ~(Q) gelte gem~tg (III 7) die Gleiehung 

( i i i  12) u :  + A u ~ + c = B V ~ 

wobei  U"(R) durch (III l I ) . g e g e b e n  ist. Daher  wird 

q' co~ . } 
- l - , /  +-, 

,(IIi 13) U~ m - e  ~ tU~176 
V "  wird best immt aus 

.(III 14) V-~ + B V ~ + C ~--- .4 U ~ -1  mit V "(~) ---- W. 

Man erhitlt ~  _ j ~ .  

,(III 15) V~(Q) --~ e e I w ,  

Ebenso wird U" best immt aus 

(III 16) 
�9 mit 

,(III 16a) . 

Es wird  

,(III 17) 

Q" I ~ _  _ j ' ~  

f (C~-- A U ' - I )  e ~ t%I. 

'~ + C B V '~ U . +  A U  n .-~ 

u ~ (R) = u (R) + ~ (n) 
. ~ 7  {v" (R) - u (R)}. 

- . f A o ~  Q .f .4o,, 

U'~(Q) = e ~ U" (R) -- f (C - B V '~) e" co! . 
.R 
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Da wir die LSsung im Durehschnitt des Winkelraumes mit einer 
Umgebung des Punktes P, bestimmen wollen, sei in diesem Teil G der 
x ~, x*-Ebene mit M >  1 eine feste Schranke fiir alle vorkommenden 
gegebenen Funktionen bezeiehnet; insbesondere sei auch 

M ~ e (/r ~ u ( R )  und M ~ o(R) = ~(_~) �9 

Mit l bezeichnen wir die gr5gte in G auftretende L~nge der eharakte- 
ristischen Kurven. Wir wollen zun~chst zeigen I daft eg ein gewisses 
Gebiet G, d.h. eine gewisse L~nge l, gibt, so dal~ alle Funktionen 
der Folge U ~ V ~  '~, V ~ filr beliebig groftes n unter einer festen 
Schranke liegen. 

Nach (III 10) ist 

(III is) I V~ G eMZ(M + Mle Ml) = eXtlS, 

wenn wir zur Abktirzung setzen 

(III 18 a) S = M + M I e ~l. 

Naeh (III 11) und (III 18). ergibt sich ftir U"(R), also auf dem Rande 

[ U~ ~ 2M + M] V ~ ] ~ 2M + MEMOS. 

In einem Punkt Q yon G gilt dann nach (III 13) 

flU o(Q)] ~ eMt{2M + Me M~S+(M + M e ~ S )  leM~} 

eMl{2M + 2MleMZ + eMZS(M § MleMZ)}, 

I I I  19) [ U~ ~ eM'(2S + e M' S~). 

In derselben weise sch/~tzen wir V~(Q) und U'~(Q) ab, dabei wollen 
wir mit U " -~  eine Majorante yon U ~-~ bezeichnen. Aus (III 15) folgt 
sofort 

(III 20) IV'~(Q) l ~ eM'{M + (M + MU n-~) le M~} 

e Mz {Z + iMeMZ~] n -  1}. 

Etwas m~ihsamer ist die Abseh~ttzung yon U~(Q). Zun~chst folgt aus 
(III 17), (III 16a) untcr Beachtung von (III 20) 

]U~(Q)[ ~ eMZ {2 M -q- M eM~(S A-1M eM~U '*- ~) 

+ l[M + MdMZ(S + IMeM*U~-~)] eM*}. 

Filgen wir in der Klammer noch 1Me z~* hinzu, so ist 

I]J'(Q) I <~ eM~{2M § 2MleM~ + e,~*S(M + Mte M*) 

+ U'~-~Mle2MZ(M + MleMl)} 

~ eM* {2 S+  eMZ S ~ + Un- ~ M l e2M~ S}. 
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Um den Zusammenhang mit (III 19) zu verdeutlichen, schreiben wir 
das Ergebnis in der Form 

(III 21) [ U~(Q)[ ~ eMt (2S+eMISZ)+SMle3M~'u~- - I .  

Damit h~ben wit eine Rekursionsformel gewonnen, die nur Majoranten 
"der  Funkt ionen U ~ U ' , . . .  enth~tlt. Ftihren wir die Abkiirzungen ein 

F = eMt (2S+eM~S2) ;  X - -  S . M l e  3.m, 

dann wird nach ( I IL19)un d (III 21) 

[u~ < = p  

[U'(Q)] • C(1 +z )  

I c~(q) ' G / " [1  + ~(1 + ~)] 

und schtieBlich 

.(III 21 a) U~(Q) [ G F(1 + u + x'-' + . - - .  + x~). 

Daraus folgt sofort: Es gibt eine Zahl N derart, da/3 

[ U~(Q)[ <'N 

lib" alle n, wenn die in (III 21 a) rechts stehende Summe fi~r lim n ~ c~ 
konvergiert,  d. h. wenn z < 1. Das is t  der Fa]l~ wenn wir unser Gebiet G 
so einschr~tnken, daft 

(IIl 22) x ~- S M l e  aMt < 1. 

Beachten wir (III 20), so folgt unmittelbar, daft .such alle Funkt ionen 
V'(Q) im Gebiet G eine gemeinsame Schranke haben, 

Wir zeigen nun welter: In dem dutch (III 22) best immten Gebiet G 
konvergiert  das Iterationsverfahren gleichmgi[tig gegen stetige Funk- 
tionen U, V mit  V (~)---~ W und 

v (R) = u (R) + 0 (R) T( 7 {v (R) - (R)}. 

Es ist 

( III23) ! V ' - V  ~ <NMle~Ml- 

Die Absch~tzung yon IU~--U~ ergibt sich aus (III 17), (III 13) unter 
Beaehtung yon (III 11), (III 16a) zu 

[U' " U~ < e m {gM"l(eMZ) ~ + N(M1)" (eMt)a}, 

(III 24) ]U'- -U~ S = M + e m M l .  

Wir machen die Induktionsvoraussetzung 

(III 25) iV" - vn -111 ~" N S n-1  (e?Vll) 3n-1 (M I)" 

[ U" -- U " - ~  [ < N S" (e -~I ,)z. (M t)". 
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ES folgt mit den gleichen tAberlegungen wie bei (III 23), (III 24) aus 
(uI 15), (II117) 

IVy+ '  -- V~I < N S'*(eMZ)S<'~+ ~) - ,  (M l),~+ ~ 

[U n + i -  U n ] < eMZ {N M S'~(eMt)s(,~+ ~) -~  (M1),~+ ~ 
(III 26) 

+ M l N S ~ (eMZ) ~ (~ + 1) (M l) ~ + 1} 

< NS~(e~Z)3(,~+ 1)(M1),,+l {M + M l e  i ' }  

und daraus mit S = M + M le  M~ 

] U ~ + I _  Un[ < NS~+I(eM~)3(~+I)(Ml)n+l 

Nach (III 22) ist aber fiberall in G die Ungleichung el'ftillt 

S.(eMl) '~ M l < 1, 

daher  konvergieren  die Summen 
oo 

v ~ + E .  ( v  ~ - v ~'-~) 
~ 1  

und 

u~ + ~ ,  ( u  ~ - u ~ -  ~)  

gege n stetige Grenzfunkt ionen U, V. Wegen der Gleichm~l~igkeit der  
Konvergenz darf  in (III 15), (III 17) der Grenztibergang unter  den Inte-  
gralen vorgenommen werden. Es wird 

Q 

($ 
(III 27) V ( Q) = e 

I Q,, } Q J' ~o,~ 
W - f ( C -  AU) e r co, 

und 
Q 

- -  f A o), 

(IU 2s) U(Q) ----- e ~ 
{ Q } Q f Aw, 

U ( R ) -  f (C-- B Vi e" co, 
R 

mit 

(R) 
(III 29) U(R) = u(R) 4- ~ {V(R) u(R)}: 

Beachtet  man (I 8), so erkennt  man sofort, daI~ u auf  R die vorgegebenen 
Werte  u(R) und V auf  r die Werte  W annimmt.  Durch Differentiation 
von (III 27), (III 28) in Riehtung ez, bzw. ~ folgt das Erftilltsein von 
(III 7). 

Damit ist die Existenz einer L6sung des ,,charakteristischen An/angs- 
und Randwertproblems" bei den Vorgaben V auf PP,  = ~ und u auf  
R bewiesen mit stetigen Able i tungen V, ~-- (u + av)~ und U, ~ (u + ~ v), .  
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Zur  Frzge der Eindeutigkeit nehmen wir an, es g~be zwei L6sungen 
U,, V~ und U2, V~ mit VII~) = V~(~) = W. Mit entspreehenden Maximal- 
werten Ix,, Ix2 wie bei (II 15) wird nach (III 27), (III 28) und (III 29) 

- ! V ~ -  V:I ~ e2=+'M~, ~ ~ ,  
(II1 a0) 

[ U, - U~ I ~ eMt {M21e2** + e3M~(M1) 2} g~ "< ~g~ 

wegen (III 22) und (III 18a). Daher ist genau wie im Absehni~t II 
IX,~ IX~ = 0. 

Damit ist die am Anfang yon 4) aufgestellte Behauptung bewiesen. 
Der  Beweis ist geftihrt unter den Voraussetzungen der Stetigkeit dei" 
Koeffizienten yon (HI 7). Es sind die gleiehen Voraussetzungen, die 
ffiiher unter  (I9), (I 10), ( I l l )  gemaeht wurden; dazu kommt a =~ 0 
auf R und stetige Vorgaben auf PP,  ~ ~ und R. 

Aus  dem gegebenen Existenzsatz folgen unmittelbar Sditze fiir die 
LSsungen des allgemeinen Systems (1) unter  Beachtung, dab l~tngs der 
Charakteristik P P , - ~ - ~  die Gleichung gilt: 

(II[ 31) (u + pv), = A(u + qv) + B(u + a v ) +  C. 

Erftillt das allgemeine System (1) die Voraussetzungen des Ab- 
schnittes II, so gibt es eine eindeutige und stetige bzw. stetig diffe- 
renzierbare L()sung u, v derart, daf~ 

I. auf dem Rande R die Funktion u(R) und auf tier Charakteristik 
die Funktion v(~) gegebene Werte annimmt; (a g= 0) 

oder 

II. auf dem Rande R und auf tier Charakteristik ~ die Funktion u 
vorgegebene Werte annimmt und v i~= einem Punkt  .yon ~ vorge- 
geben ist; (a =4= 0) 

oder 

III. 4; auf R und u auf @ gegeben sind; (0 g= 0) 
< 

oder 

IV. v auf R und @, a b e r  u nur in einem Punkt auf ~ gegeben 
sind (0 # 0). 

Dariiber hinaus l~$t sich der Existenzsatz erweitern auf das fol- 
gende gemischte charakteristische Anfangswertproblem: 

L~tngs des Randes R ist eine beliebige Funktion q)(u, v) und  auf 

der Charakteristik ~ etwa u + ~v vorgegeben, derart, da$ r q)v g= 0 

a u f R .  Statt der Vorgabe l~tngs der Charakteristik ~ kann man u, v 
l~tngs der beliebigen Anfangskurve K durch P, vorgeben und q~(7~t, v) 
li~ngs R wie oben. 
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Hierin ist auch der in der StrOmungslehre wichtige Fall  enthalten,  
dab das Verh~iltnis der Gesctiwindigkeitskomponenten auf einer Rand- 
kurve  vorgegeben ist. 

Es wfirde zu weit  ffihren~ auf alle Fal lunterscheidungen einzugehen. 

(Eingegangen am 10: M~trz 1950.) 


