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Uber Systeme hyperbolischer
Differentialgleichungen erster Ordnung. L
Herrn EricH KaMke zum 60. Geburtstag am 18. August 1950 gewidmet.

Von

Wolfgang Haack und Giinter Hellwig in Berlin-Charlottenburg.

Einleitung,.

In der Differentialgeometrie hat es sich als recht vorteilhaft er-
wiesen, bei der Untersuchung einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
" nach - Moglichkeit n unabhanglge Linearformen (Prars’sche F ormen)
aufzustellen und dann ausschlieBlich invariante Ableitungen beziiglich
der Prarr’schen Formen an Stelle der gewohnlichen partiellen Ab-
leitungen zu verwenden'). Selbst bei der elementaren Flichentheorie
(n = 2) hat sich das Verfahren bewdhrt. Im folgenden soll diese
Methode auf ein System zweier linearer partieller Differentialgleichungen
I. Ordnung mit zwei unbekannten Funktionen von zwei unabhiingigen
Verinderlichen angewandt werden.

9 Fup+ b op+ cut+dv+e = 0 (liber & summieft,
Fup+ B+ cu+dv+e =0 E=1,2).

Hier bedeuten u, v die gesuchten Funktionen, w;, v; die partiellen
Ableitungen nach den unabhingigen Verdnderlichen z', 2° und of, o*
b ... e emdeutlge reelle Funktionen von, den reellen Verander—
lichen z', 2’

Jede der Gle1chungen (1 ) enthalt je eine Richtungsdifferentiation
fiir # und fiir v. Durch geeignete Linearkombination der beiden
Gleichungen kann erreicht werden, daf diese vier Richtungen paar-
weise zusammenfallen. Das fithrt zu den Charakteristiken des Systems
{1) und zur Kennzeichnung des hyperpolischen, parabolischen und
elliptischen Falles. Wir beschrinken ting auf die Untersuchung hyper-
bolischer Systeme. Die Erklirung der Charakteristiken durch das
Zusammenfallen gewisser Ableitungsrichtungen wurde in den letzten
.zehn Jahren im Zusammenhang mit gasdynamischen Untersuchungen
mehrfach angewandt. Herr R. Couraxr teilte in seinem Gottinger
Vortrag 1948 ein Verfahren mit, das ebenfalls auf Richtungsableitungen

1 Vgl etwa W. Brascuke: ,Vorlesungen tiiber Differehtialgeometrie 1%, Berlin

1945.
W. Haackx: ,Differentialgeometrie Teil 114, Wolfenbiittel und Hannover 1948,
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aufbaut und dem unsrigen etwa bis zu der ,Normalform® verwandt
ist, jedoch ohne Bezugnahme auf die Prarr’schen Formen 2).

Im Abschnitt I werden die charakteristischen Richtungen und zwei
dazugehorige lineare Differentialformen o,, o, aufgestellt und die par-
tiellen Ableitungen durch die invarianten Ableitungen beziiglich @, , », er-
setzt. Fiihrt man statt der Funktionen u, v geeignete Linearkombina-
tionen U, V ein, so 14Bt sich das System (1) auf die Normalform

U,= AU+BV +C

@) T
Vy=AU+BV+C

bringen, in der die Indices a, & die invarianten Ableitungen beziiglich

w,, o, bedeuten und A4, A4,B....C Funktionen von 2%, 2* sind, die
aus den Koeffizienten von (1) und deren Ableitungen gebildet werden.
Man findet leicht Sonderfille, in denen U, V durch Quadraturen bestimmt
werden konnen. Denkt man eine lineare hyperbolische Differential-
gleichung II. Ordnung als System in der Form (1) geschrieben und
bildet die dazugehorige Normalform (2), so entspricht den quadrier-
baren Fillen im Wesentlichen das Verschwinden der Larracr’schen
Invarianten %).

Im Abschnitt II werden zunidichst die Bedingungen aufgestellt,
unter denen das Cavcay’sche Anfangswertproblem fiir die Normalform .
{2) eindeutige und stetige Losungen U, V besitzt, aus denen auf die
Losungen u, v von (1) geschlossen werden kann. Die Bedingungen
tiir die Differenzierbarkeit von u, v werden gesondert angegeben. Im
Zusammenhang damit wird untersucht, wie sich Unstetigkeiten, die
ldngs der Anfangskurve gegeben sind, in das Innere des Bereiches
fortpflanzen. Die Existenzbeweise werden mittels eines einfachen Ite-
rationsverfahrens gefiihrt, das gleichzeitig zur numerischen Berechnung
des Cavcny'schen Anfangswertproblems von (1) bzw. (2) brauchbar ist *).

?) Inzwischen sind folgende Verdffentlichungen erschienen:

CouranT-FRIEDRICHS : ,Supersonic Flow And Shock Waves4. New York 1948
{Kap. H).

Friepricus, K. O.: ,Nonlinear hyperbolic differential equations for functions -
of two indepéndent‘variables“. Amer. J. Math. 70, S. 555—589 (1948).

Courant and Lax: ,On nonlinear partial differential equations with two in-
dependent variables¢. Pure And Applied Mathematics, Vol. 11, 2—3 (8. 265—273).

3) Sjehe G. DarBoux: ,Lecons sur la Théorie Générale des Surfaces, Paris 1889,
Bd. 2 (Kap. II).

L. BieBrrBacH: ,Theorie der Diﬂerentialgleichungen“, Berlin 1930, 8. 353.

%) Fiir Existenzsitze vergleiche man auch O. Perron: ,Uber Existenz und
~Nichtexistenz von Integralen partieller Dlﬂerentlalglelchungssysteme im reellen
Gebiet«. Math. Zeitschr. Bd. 27 (1928).

W. A. Hurwitz: ,Randwertaufgaben bei Systemen von linearen partiellen
Differentialgleichungen I. Ordnung¥. Diss. Gottingen 1910



246 W. Haack und G. Hellwig:

Ausgehend vom Caucay’schen Anfangswertproblem werden im Ab-
schnitt III verschiedene gemischte Anfangs- und Randwertprobleme
bzw. charakteristische Anfangswertprobleme untersucht und die. Be-
dingungen fiir die eindeutige Losung des Systems (1) zusammengestellt.

Nachdem hiermit die Grundlagen geschaffen und die wichtigsten
Existenzsitze bewiesen sind, sollen in einer demnéichst folgenden zweiten
Mitteilung die zu zwei Prarr’schen Formen gehorigen Integralsitze in
Betracht gezogen werden. Dabei zeigt sich, daB das Cauvcay’sche Anfangs-
wertproblem, welches U, V oder w, v lings einer beliebigen Kurve K
vorgibt, zuriickgefiihrt werden kann auf ein spezielles ,charakteristisches
Anfangswertproblem®, das unabhiingig von der Kurve K ist. Ist die
Losung dieses charakteristischen Anfangswertproblems bekannt, so
ergibt sich die Losung des Cavcay’schen Anfangswertproblems fiir
eine beliebige Anfangskurve K durch Quadraturen. Der Sachverhalt
entspricht demjenigen, der unter dem Namen ,Riemany’sche Methode®
bei einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung bekannt ist.
Das charakteristische Anfangswertproblem fiir die Normalform (2) folgt
ebenso zwangslidufig wie bei der Rizmans’schen Methode. Das Verfahren
beruht auf der Bestimmung eines ,quasi-Rizmaxx’schen Funktionen-
systems“ und stellt eine Verallgemeinerung der Rizuany’schen Methode
von hyperbolischen Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf Systeme
von Differentialgleichungen dar?).

Die Uberlegungen der Abschnitte I-bis 1II lassen sich weitgehend
auf quasilineare Systeme von Differentialgleichungen iibertragen und
fithren, wie in der zweiten Mitteilung gezeigt wird, mittels Differenzen-
rechnung unmittelbar zur niherungsweisen Bestimmung der gesuchten
Funktionen fiir alle in den Abschnitten I, IIT behandelten Anfangs-
bzw. Randwertprobleme.

Abschnitt 1.

Die Normalform zum System (1).

Ist S(x', 2% eine differenzierbare Funktion und sind «* stetige Funk-
tionen von z', #*, so nennen wir
. 0og o , 088
(I 1) Sa——“OLLSq;EOC‘W—i‘O("a—F
die Richtungsdifferentiation von S in Richtung «f, bzw. die ,,invariante:
Ableitung® von S beziiglich des Vektors «’. Danach sind in dem System

5) Eine Veralligemeinerung der Riemanxx’sclien Methode in anderer Richtung
siehe auch: F. RerricH: ,Verallgemeinerung der Riemanx’schen Integrations-
methode. auf Differentialgleichungen n-ter Ordnung. in zwei Verinderlichen.”
Math. Ann. Bd. 103 (1930).
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(1) die Ableitungen nach vier im allgemeinen verschiedenen Richtungen

at, b*, Gk, b* enhalten. Durch Linearkombinationen der beiden Gleichungen
(1) indem wir die erste mit einer Funktion 4, und die zweite mit
A, mulmphzleren und addieren, ergibt sich ein Ausdruck der Form

e (0 + 2,8 g + (A, OF + A, D) vx+ . .. .. —0

Bei variablen i,, A, bestimmen die Klammern zwei projektiv aufein-
ander bezogene Strahlenbusehel deren Fixstrahlen durch dle Gleichung
(13) }.a+la la+la——oaber$0

b 42,04 B YA _
gegeben sind. Diese Strahlen bestimmen die charakteristischen Rlch—
tungen unseres Systems (1).

Definition. Das System (1) heiit in dem Gebiet der z', 2° Ebene
hyperbolisch, in dem (I 3) genau zwei reelle, verschiedene Wurzeln
A, : 4, besitzt. Fallen die Wurzeln zusammen, so nennt man (1) para-
bolisch, sind sie konjugiert komplex, elliptisch.

Im folgenden beschrinken wir uns auf solche Gebiete der ', z°
Ebene, in denen (1) hyperbolisch ist und bezeichnen mit », : v,, g, : y, die
zwei Wurzeln von (I 3). Dann lassen sich die charakteristischenRichtungen
bei geeigneter Wahl der Bezeichnung in () schreiben:

(14) D) & =vat+v,d; 1) z——yla +u, .
Wir werden kiinftig kurz von Richtung I oder II bzw. of oder & sprechen
und meist so normieren, dab «'«'+a’e¢’ = 1 und «'a’ +a'e’ = 1 ist.
Wegen (I 3) gibt es Funktionen ¢,, o,, 6,, 6,, so dall gilt:
0, (v, 0"+, zk) = 0, (v, a* + v, ak)

0, (0, 0+, B = o,u,0 + p,@).
Glelchung (I 2) 146t sich mach (I 4) und (I 5) wegen (I 1) in den Formen
schreiben:

15 k=12

glua'—i— 0,V t+..... =

(I6) |
6 Uzt 6,v;+..... =

Hier konnen g,, 6> nicht. gleichzeitiv verschwinden wegen (I 3) (& 0).
Sind ¢, 7= 0, ¢, %= 0, dann kénnen wir ¢, = 6, == 1; 92 = o, 0, = ¢ setzen
und (I6) unter Beachtung von

0V = (0 V)~ V0a
in der Form schreiben: .
an (Ut V)t c+ 1, @)U+ (0, d +v,d— 0 v + v, +9,8 =0
(u+ov)+ (,c+ @, Du+ (1,d+ p,d — 63) v+ we +p,e = 0.
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Fihren wir an Stelle der Funktionen u, v die Funktionen U, ¥ ein:

U=u+ov u:ljz%vi
I8) : oder V_; ,
V=u4oev v = 6‘__9—

dann 148t sich (I 7) schreiben:

U.=AU+BV+C

19) . oI
9) Ve=AU+BV+C

Diese Glezchungen nennen wir die Normalform des Systems (1). Die

Koeffzzzenten A4, A B..... C sind elementar -berechenbare Funktionen
von z', x*. Sie sind stetig, wenn die Koeffizienten in (1) und die
Richtungsablez‘tungen

. ,‘}lbl+1}2-51 . !"161"‘!"’251
(I 10) ) Qa_(vla1+q}2;—1>ab 6;_({11111'-}-(1261);

stetig sind. :

Falls ¢, oder 6, in (I 6) verschwinden, so gelangt man zu derselben
Normalform, wenn u = U bzw. v = V gesetzt werden®). -

Die charakteristischen Richtungen werden nach (I 4)-und (I 8) durch
die Vektoren o und & geyeben. Die beiden Scharen der charakte-
ristischen Kurven geniigen den Systemen gewdhnlicher Dzﬁewntml—
gleichungen:

., = o at

(f 11) I) 10)

A

« RI

. 3 . .
xg 062 xQ = 2

Die Charakteristiken bilden ein Kurvennetz, wenn die rechten Seiten
n (I 11), o', &', und erst recht, wenn. wegen (13) und (14) die Koeffi-
zienten dF, at, bk, b* stetig differenzierbar sind. Zu den Vektoren of, u*
gibt es ein Paar kontragredienter Vektoren e, &, die durch das
Gleichungssystem

(I12)

bestimmt sind. Sie bilden die Linearformen :

%) Die durch (I 3) ausgeschlossenen Systeme (1) der Form:
auzt 4+ bog + ... = 0
duzz +bvgr4- ... =0

untersuchte F. Rervich. Siehe F. Rerricu: ,Uber die Reduktion gewisser aus-
gearteter Systeme von part. Differentialgleichungen“ Math. Ann. Bd. 109 (1934).
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(I 13) e, = adx 0, = z;d .

Wegen (1 11) ist lings einer Charakteristik mit der Fortschreiiungs-

richtung I die Form o,=0

und t, = f o, der Parameter, z7

nach dem (111) 1) differen-
ziert ist; entsprechendes gilt
fiir dieandere Charakteristik
(wl?(); t :fmz)'

In der Normalform (I9)

bedeutet U, die gewohnliche
Ableitung von U nach dem
Parameter ¢, =f o, lings
einer Charakteristik o, = 0.
Sind PP, und PP, (siehe _
Bild 1) die durch den Punkt ’ 7

P des Bereiches gehenden
Charakteristiken, dann 148t
sich die Normalform (I9) in Integralform schreiben:

Fig. 1.

UP) = UP) + fP(A U+BV+C)o,
(I 14) SR
viP)=V(P)+ [(AU+BV +0)o,.
Py .

Ist in 19) B=0 oder 4.= 0, so ist das System (I 9) geschlossen
integrierbar. U,V und damit %, v sind durch Quadraturen zu bestimmen *).
Fiir die integrablen Fille von (I 9) behandeln wir sogleich ein Cavcay’-
sches Anfangswertproblem.. : _

Es seien die Voraussetzungen zu (I9) und (I 11) erfiillt. Ferner
sei' K eine Anfangskurve, die durch stetig differenzierbare Funktionen
2 = x'(l); o' = 2*(4) mit (&)’ + ") == 0 und nirgends charakte-
ristischer Richtung gegeben ist. Auf dieser- Kurve werden u, v als
stetig differenzierbare Funktionen von 4 vorgegeben, damit sind nach
(I8) U,V auf K bekannt. Es sei U(K(1) = ®(1), V(KQ}) = ¥(4).
Wir beschréinken uns auf den Fall B = 0. Dann wird die erste Gleichung
von (1.9) U, = AU + C. Das ist eine gewibhnliche lineare Differential-
gleichung fiir die Richtung «, d. h. fiir die durch den Anfangspunkt
gehende Charakteristik I. (Siehe Bild 1). Daher ist. U(z', %) an der
" Stelle P (kurz U(P)): ‘ o

7% Ob u, » tatstchlich in (1) eingesetzt werden kénneh, ist damit nicht gezeigt.\
denn aus (I9) folgt nur die Stetigkeit von U, ==(u + ¢v),, V5 = (u -+ 6v);, daraus
aber nicht die Existenz von wust, usz, var, va. '
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(115)  U(P) =™ l@(P,)+ [ce ® w

P’ ist ein verdnderlicher Punkt auf der Charakteristik PP,. Liuft
P, auf K nach P,, so gewinnt man aus (I 15) die Werte der Funktion U
auf der Charakteristik II. Damit ist aber U lings der Charakteristik
PP, eine bekannte Funktion, und die zweite Gleichung in (I 9) ist
eine gewdhnliche lineare Differentialgleichung fiir V lings der Charakte-
ristik II. Es folgt fiir ¥

P - P”
/.Ewg P -—_ f 1_3(02 l

116 V(R =e" \wP)+ [C+Ave T o]

Der Falll 4 = 0 erledigt sich analog. Damit ist das Caucuy’sche
Anfangswertproblem fiir die integrablen Fille von (1) durch Quadra-
turen gelost unter der Voraussetzung, daf die aus U, ¥V bestimmten
u, v die. Eigenschaft haben, dafl die Ableitungen wum, e, vz, Va
existieren (Vgl ).

Es ist eine bekannte Tatsache, dall die hypelbohsche lefelentlal
gleichung

(I 17) 2ozt Q2o+ b2 +cz+d =10

mit ¢, b, ¢, d Funktionen von z', 2* durch Quadraturen I5sbar ist, falls
eine der LapLace’schen Invarianten a@;:+ab—c oder b2 + ab — ¢ ver-
schwindet®). Wir setzen 4 = 2, v = 2,, und erhalten mit

(118) Dot =1,6¢"=0; I) @ =02 =1
und mit ¥ = U, bu+v =V die Normalform
Uy=—bU+7V,
Veo=1(bs2+ab—c)U—aV —d.

Sie ist integrabel, wenn die Invariante bs:+ ab — ¢ verschwindet.

(I19)

Abschnitt I1.
Existenzsiitze fiir das System (1) und (I 9).
In diesem Abschnitt sollen die Bedingungen fiir die Existenz ein-

deutiger Losungen des Cavouy'schen Problems fiir das System (1) bzw.
das System (I 9) unterSucht werden.
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1) Normalform.
~ Wir beginnen mit der Normalform (I 9) und schreiben sie unter
Beibehaltung der Buchstaben in der Form:

U.+4U+C =BV
V-+BV+C=4U.
Zunichst beweisen wir den folgenden Safz:

Es seien A, A, B, B, C, C in einem Gebiet der x', 2’-Ebene stetig,
das die Anfangskume K enthdlt und in dem das Kurvennetz gegeben
ist, welches durch die ,,chamktenstzschen Differentialgleichungen® (111)

(I 1)

i = ' =a'
1) 11
2 = =«
o'’

mzt o, o, &, & stetig differenzierbar und 1= == 0 bestimmi wird.
po e

Dze Anfangskurve K sei in der Form a' = (1), a* = x* (%) mit stetig

differenzierbaren Funktionen z', x° und (:é‘)"’-{—(a'ﬁ)’ == 0 gegeben, so
‘daB nirgends ikre Tangente mit einer charakteristischen Richtung «
oder a zusammenfdllt. Werden U, V auf K als stetige Funktionen vor-
gegeben,

e U(K (%) = @4, V(Kw):w(z),

so gibt es in einer gewissen Umgebung der Anfangskurve K genaw
eine Losung U, V wvon (I11) bew. (19) mit U, V, U,,, V3 stetig und
U(E(A) = @(4), V(KE(X) = F(@)
Beweis. Wir definieren sukzessive Funktionen U°, V°, U' vV, ..... R
die den Systemen gewdhnlicher leferentlalglelchungen geniigen :
Up+AU°+C=0

(IT 3) ' — - mit U° =@, V' = ¥ auf K
TR+ BYV 4+ C=0

Ui+ AU+ C =BV -
(I1 4) AU mit U = @, V" = ¥ auf K
V—+BV"+C~ AU _
Jedes der Systeme (II 8), (Il 4) wird in der gleichen Weise geliist; wie
(115), (I 16) (vgl Bild 1). Die Funktionen U°, V7, U‘ V' .... besitzen
daher die Integraldarstellungen .

—_ fPA-(ol ’[ P fP’Ac;)l l
P =e l@mm—fcfl mq
(1I 5) : . L
——Pf Eh)g [ P _ P/ Emz l
VP)=e ™ IQWR%—fCe* wﬁ

Mathematische Zeitschrift. Bd. 33. . 17
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P P )
—_ f Aoy | P ) f A wy
Ur(P)=¢ 5 ®(P)— [(C—BYV"—He" q
’ Py )
(I1 6) P po

— [ Bw _ p [ B
Vr(P)=¢e ™ l WP)— [([C—AUr—Ne™ o,
: 5 .
(Wegen P', P” vgl. (I 15).)

Es soll gezeigt werden, dal} in einer passend zu wihlenden Um-
gebung G eines jeden Punktes der Anfangskurve K die Funktionen-
folge (II 6) gegen die Ldsungen U, V von (II 1) konvergiert,

Es sei I die grofite der in G auftretenden Lingen der Charakte-
ristiken, sowie M eine gemeinsame Schranke fiir alle bekannten Funk-
tionen in G. Daraus folgen nach (I 5) fiir U°, 7° die Abschitzungen:

|U°(P)| < e {M + IMeM} = S,
[V°(P)l = e (M +1MeM} = 8,
wobei S als Abkiirzung fiir die rechte Seite gesetzt ist.

- Es gibt eine Zahl N derart, daB das Iterationsverfahren (II 5), (II 6)
aus dem Bereich B des vierdimensionalen 2', 2*, U, V-Raumes mit z', z*
aus G und |U|< N, |[V|< N nicht hinausfiihrt, wenn die Umgebung G

der Kurve K hinreichend eingeengt wird. Angenommen, es sei eine
Abschitzung

IL7)

|[U1(P)] < ﬁn—1’ (V»1(P)| < r—1
gefunden, dann gelten nach (II6) die Abschéitzungen
|U"(P)| < oM {M + (M + M V1) [ M)
VA (P)] < M {M + (M + MU) [ M)
oder nach (IL7) .
|Ur(P)| < S+ I Me2Mpn—1
[V*(P)| < S+ LM e2Min—1,
Dann wird aber mit der Abkiirzung x = [ M e*¥
[U'P)| =< S1+ 1M &™) = S(1 + %)
|U*(P)] < S[1 + #(1 + #)]

(8a) [P S{1+x+x+- 47
und ebenso
(IL8Db) P = S{l+utu 4 ).

Wihlt man G, d.h. also die Linge I so, daB
(119 x=[]Me2M< 1,
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so ist die rechts stehende Summe fiir lim » - co konvergent, und es
gibt eine Zahl N, so daB

{U*(P)]<N; [V*(P)|<N.
Zum Beweis der Konvergehz des lterationsverfahrens bilden wir

nach (I1.5) und (II 6) die Differenzen konsekutiver Funktionen und
erhalten die Abschitzungen

|U* (P)— U° (P)| < N M1zt

[V'(P)— V°(P)] < N Ml e2™,

Fir U1 - "2 und V*1— V*2 seien die Induktionsannahmen
IUn—l (P) — Un——2 (P)l :/_: N (M l)n—-l (e2llll)n—1

{ “Vn~1 (P) - Vn-2 (P)l é N (M l)n—-l (621111)11—1

richtig, dann folgt aus (II 6)

|Un(P) = U1 (P)| < N (M1 (e¥)P"

VAP = V(P S N (M eV

(I1 10)

(1 11)

(I112)

Aus der Forderung (I1Y) ergibt sich sofort die gleichmiBige Kon-
vergenz der unendlichen Summen

(II13) U+ EI(U” Uy VP + ZI(V” — P
gegen stetige Ortsfunktionen U, V. Dann kann in (II6) der Grenz-
iibergang n->oo auch unter den Integralen vorgemommen werden.
Durch Differentiation in Richtung « bzw. a folgt, daB U, V Losungen
des Anfangswertproblemes von (II 1) sind und daB U,, V; stetig sind.
Angenommen, es gibe zwei Losungen von (II1) U,, V,; U,, V, mit
U=U,=®, V,=V,= % auf K, dann folgt aus (I 6) nach Durch-
fithrung des Grenziiberganges n — oo ‘

P P
- an)l Lid an).
U,-U=e®  [By,-V)e" o
P,
(1 14) I pr
- fﬁ(ol P _ f Emg
V,—V,=e ™ fA(Ul—Ug)eP* o
Py

Die Maximalwerte von |[U,—U,] und |V, —V,| in G seien g, und p,.
Dann folgt aus (If 14) und (I19)
(11 15) U, = Ul S o, [V, = Vol S wu.

Diese Ungleichungen gelten insbesondere an den Stellen, wo [U,-U,l
bzw. [V,—V,| ihre Maximalwerte annehmen. Hier wird
17 %
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(I1 16) By S %5 Py S %

Wegen x <1 folgt daraus sofort u, = g, = 0.

2) Das allgemeine System (1).

Nach dem soeben bewiesenen Satz folgt unmittelbar die Existenz
stetiger Losungen fiir das Caucsy’'sche Anfangswertproblem des all-
gemeinen Differentialgleichungssystems (1) unter Beachtung der Glei-
chungen (I8). Allerdings konnen wir u, ¥ nur insofern als Losungen
bezeichnen, daf sie in den Linearkombinationen U, ¥V die zugehérige
Normalform (I 9) befriedigen. Sollen u, v Losungen des Systems (1)
im iblichen Sinne sein, so miissen die partiellen'Ableitungen 2, U,
Vg, Ve BXistieren, was unter den schwachen Voraussetzungen des obigen
Existenzsatzes nicht der Fall zu sein braucht. Der Existenzsatz garantiert
nur die Stetigkeit von U, und ¥V, d. h. daB (¥ + ¢v), und (¥ + 69);
stetig sind, nicht aber die Existenz der Ableitungen Uz = (u+ ov);
~und V.= (u+6v),. Es ist also zu untersuchen,.unter welchen zu-
sdtzlichen Bedingungen U; und V. existieren. Daraus folgt leicht die
Existenz von Uy, Uz, Va, Ve und daraus g, Uz, vn, ve. Bei dieser
Untersuchung kommt man besonders einfach zum Ziel, wenn man die
Prari’schen Formen o,, o, (I 13) durch einen integrierenden Faktor zu -
vollsténdigen Differentialen erginzt. Diese Integrabilitit wird nur fir
das Ende dieses Abschnitts vorausgesetzt.

Sind die Koeffizienten von (1) oF, @, b, b* zweimal stetig diffe-
renzierbar und c, ¢, d, d, e, e einmal stetig differenzierbar beziglich
x', x* und o und o (I 10) stetig; erfillt ferner die Cavcny'sche Anfangs-
-kurve K die Forderungen des vorigen Satzes und sind u, v auf K
“durch stetig differenzierbare Funktionen ~

(1L 17) (K@) = o), v(K1) =v@)

gegeben, dann gibt es genau eine Losung des Systems (1), fir die
Uy Uy Uty YU, Vo, Vg Stetig sind und v = @, v =19 auf K°¥).
Beweis. Unter den gemachten Voraussetzungen kénnen wir vom
System (1) auf die Normalform (I 9) iibergehen und die Stetigkeit von
Ua, V7 nach dem vorigen Satz annehmen. Die Werte von’U, V auf
K folgen aus (I 17) und (I 8). Angenommen es seien p, ¢ integrierende
Faktoren der Linearformen e,, @, (I 13), dann sind. die Linearformen

(I1 18) .. R = pwdat; L,=quada
vollstindige lefelentlale, deren suBere Ableltungen (vgl. Teil II Ab-
schnitt IV) [d ] [d&,] verschwinden.

%) Die Stetigkeit der Ableitungen 14B¢ sich auch ohne Verwendung integrieren-
der Faktoren beweisen. Dabei kommt man mit geringeren Voraussetzungen fiir
die Koeffizienten des Systems (1) aus. Kurz gesagt ist notig, daB die ersten Ab-
leitungen von o, @, b%, b* und die ¢,%,d, d, ¢, ¢ in G lings eines nichtcharakte-
ristischen Richtungsfeldes stetig differenzierbar sind.
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[@R,] = {(pa)e—(pes} [d2*d 2] = O

1119
( ) [d Q’?] = {(q &2)?3‘ — (q &2)45‘} [d zd xl] = 0.

Dies gibt je eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung
fiir p, g, deren Koeffizienten nach unseren Voraussetzungen in der
Umgebung von K stetig differeuzierbare Funktionen sind. Damit ist
die Existenz von p, g, beide »
nicht gleich Null in der Um- ¢
gebung von K, gesichert ?).
Jetzt stellen die invarianten
Ableitungen beziiglich £,,

£, gowdhnliche partielle
Ableitungen beziiglich des
krummlinigen Koordinaten-
systemes, das durch die
Charakteristiken gebildet
wird, dar. Die dazugehori-

gen krummlinigen Koordi-
naten .seien s und v (vgl

Bild -2). Die Anfangskurve >
K 148t sich in diesem Koor- ] z
dinatensystem in der Form Fig. 2.

s = f(z) oder T = g(s) dar-

stellen, da sie nirgends mit dem Kurvennetz zusammenfallende Richtung
hat. Die Losungen von (II 1) lassen sich dann in der Form darstellen

* t
AL, ) Au, 1)
PR Ot 9 — B, 9 Vit 1) f(rf) P
/ — T _ 5 ) — y 3 .
Us,7) = e @ (z) f(f) e e dt
T
(II 20)
T _ L _
B(s. 1) 3 B(s,u)
. —_— ———=dt —1dy
g(s, 1) . 7= - ; fq(S, u)
. *O(s, 1) — 3 v
V(S, ‘[)‘ — eg(S) P (8) - ] (J(sr ) A4 (87 ) U(S, ’) i eg(s) dtl.
o q(s )
8

Damit ist U, und V, sofort bildbar. Wegen der Stetigkeit von U,
V. folgt damit die Stetigkeit von U,, ¥V, und daraus die Stetigkeit
von Uy, Us, Va, Var. Daraus ergibt sich die Stetigkeit von wm, we,
Ve, Ve (I 8) und die Losbarkeit des Problems (1).
3) Ausbreitung von Unstetigkeiten. ,
~Wir fiihren wieder das charakteristische Kurvennetz s, 7 ein. Es
sei wie bisher vorgegeben: Die Funktionen U(K(1)) = @(4), V(K(4)

%) E. KAMRE: Diﬂerentialgleiéhungen reeller Funktionen, Leipzig 1930, S. 835.
Courant-HiLBerT: Methoden der math. Physik, Band II,-Seite 54 (FuBnote).
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= ¥(4) stetig auf K, dagegen seien die Ableitungen @' (1), ¥ (1) im
Punkt B von K (vgl. Bild 3) nicht stetig. Sie sollen bei B einen rechten
und einen linken Grenzwert
besitzen, B wird also als
Z Sprungstelle der Ableitung
angenommen. Nach dem
ersten Existenzsatz (II; 1)
folgt allein aus der Stetig-
_keit der Anfangswerte die
Stetigkeit der Ableitungen
U,, V5 im ganzen Existenz-
bereich. Daher mufl min-
destens Uz (B) oder V,(B)
unstetig sein, denn sonst
wiren U;(B) und V,(B) stetig
entgegen der Voraussetzung.
7~ Nacb (II 20) gilt im Innern

des- Bereiches. fiir die Ab-
Fig. 3. leitungen nach den krumm-

linigen Parametern

s
. A, 7)
p(t,7)

(IL 21) U,ls,7) = e '@

ad(r)
dt_+“"

Die durch Punkte angedeuteten Glieder sind fiir die folgenden Uber-
legungen unwesentlich. U, ist lings jeder Kurve t = const stetig
(siehe Bild 3), mit Ausnahme der durch B gehenden Kurve 7 = z,.
Nihern wir uns von beiden Seiten der Kurve = — 7,, so wird die
Difterenz :

5
- A Te)
p(t,70)

m%}m@mfm@mzem@ {

dt

dd(r)
drv

_ A0

‘l:=t‘\T dr

t’.—...‘!;}

Entsprechendes gilt fiir die durch B gehende Charakteristik der anderen
Schar s = s, ' )

dP(s) A%
ds |s:ao+ ds

V8 (S:, 1) - VS (So_> ‘t) =€ ve {

s::a'}

Der Sprung pflanzt sich also bei U, lings BB', bei ¥, lings BB" fort.
Die vor den Klammern stehenden e-Funktionen geben die Intensitit
der Fortpflanzung der Spriinge an.



Uber Systeme hyperbolischer Differentialgleichungen erster Ordnung. I. 257

Abschnitt III.
Gemischte Anfangs- und Randwertprobleme fiir das System (I 9) und (1).

Bei der Anwendung auf aerodynamische und andere physikalische
Probleme treten auBer dem Cavemy’schen Anfangswertaufgaben hiufig
noch andere auf, die man
das ,charakteristischeé“ und
das ,gemischte Anfangs-
wertproblem“ nennt. Wir
wollen in diesem Abschnitt
die Probleme und die Bedin-
gungen- der Losbarkeit for-
mulieren. :

1) Das charakteristi-
sche Anfangswertpro-
blem fiir die Normal-
form (I9).

Bild 4 zeigt ein Stiick des
charakteristischen Netzes.
P P, ist eine charakteristi- ‘ z
‘sche Kurve der zweiten Fig. 4. '
Schar o, =0, P, P, eine der
ersten o, = 0. : :

Bei dem charakteristischen Anfangswertproblem fiir die Normal-
form (19) wird :

.Z’Z

(111 1) _ U= ®(,)
als stetige Funktion von t, auf P, P; und
(111 2) : V = W)

als ‘stetige Funktion von t, auf P,P, vorgegeben. (Wegen {t,, %, siche
zu (I118)). Dann 148t sich zunichst die Funktion U auf der Charakte-
ristik P, P, bestimmen. Es sei P* irgend ein Punkt auf P,P,, dann
ist wegen (IIL 2) der Ausdruck BV + C in (I9) bekannt und man hat
lings der Charakteristik P, P, in (I9) eine lineare Differentialgleichung
fiir U mit der Losung

P* . P*l
: f A w1 P* — f A
(I11 3) U (P*) = e oP)+ [BYV+Ce ™ co,l
. P

(P* ist ein variabler Punkt auf der Charakteristik P, P, der zwischen
P* und P, liegt). Die Integrationskonstante ist dabei so gewihlt, daB
U(P,) mit dem gegebenen Wert von U auf P, P, iibereinstimmt. In
derselben Weise ergibt sich fiir ¥ fiir jeden Punkt P*¥, der auf der
Charakteristik P, P, liegt:
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prE PR
. '/l sz . PE* _ —_ f sz
(I 4)  V(Pr) = e BP)+ [(AU+0Oe T of.
Py

Jetzt kann man fiir irgendeinen Punkt P (s. Bild 4) die Funktionen
U, V durch ein Iterationsverfahren bestimmen, welches in allen Teilen
demjenigen entspricht, das fiir das Cavcmy’sche Anfangswertproblem
im Abschnitt II behandelt wurde.

2) Das charakteristische Anfangswertproblem fiir das
System (1).

Ist das Gleichungssystem in der allgemeinen Form (1) gegeben, so
wird es darauf ankommen, fiir die Funktionen u, v ,charakteristische
Anfangswerte“ zu definieren. Wir beginnen mit dem trivialen Fall:

Ist u+owv (s.(I18)) auf der Charakteristik P,P, und v +e6v auf
P, P, vorgegeben, so sind #, v in jedem Punkt des Bereiches eindeutig
bestimmt gemib 1). :

Um zu erkennen, welche Vorgaben fiir die Funktionen %, v auf
das charakteristische Anfangswertproblem von 1) fithren, gehen wir
aus von der Normalform (I9) und ersetzen dort U,V durch U =u+ g v
bzw. V = u+ 6v. Nach (I3), (I6) kénnen ¢ und ¢ nicht gleichzeitig
verschwinden. Die Gleichungen

(III 5) " (w+ev)h.=Au+ov)+Bu+ov)+C,
(111 6) - ' (u+av);:Z(u+@v)+E(u+6v)+5

betrachten wir lings der durch P, gehenden Charakteristiken (s. Bild 4).

Ist u-ldngs der beiden Charakteristiken durch P, vorgegeben, so
stellt (II1 5) eine gewohnliche lineare leferentlalglelchung lings der
Charakteristik P,P, dar und bestimmt damit » bis auf eine Inte-
grationskonstante o (P*. Ebenso wird (III 6) eine gewdhnliche lineare
Differentialgleichung lings der anderen Charakteristik P; P,. Bei ihrer
Integration ist die Integrationskonstante so zu wilhlen, dass der Wert
- v(P,) mit dem aus Gleichung (IIL 5) erhaltenen iibereinstimmt. Beginnt
man mit Gleichung (III6) lings der Charakteristik P, P,, so kann
man die Integrationskonstante so wihlen, daﬁ v (P**) einen gegebenen
Wert annimmt. Daraus folgt:

Sind ¢ und ¢ von Null verschieden, so fiihrt die Vorgabe der
Funktion » auf den beiden durch P, gehenden Charakteristiken und
des Wertes der Funktion v in irgend einem Punkte einer der beiden
Charakteristiken auf das charakteristische Anfangswertproblem von
1) und damif auf eine emdeutlge Losung. Entsprechendes gilt bei der
Vorgabe der Funktion v und eines Wertes der Funktion w.

Ist- dagegen eine dey Grioflen ¢ oder o, z. B. ¢ = 0, so bleibt bei
Vorgabe der Funktion v lings der Charakterlstlken der Sachverhalt
ungeindert; gibt man dagegen w lings beider Charakteristiken vor,
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so 14aBt sich aus (II15) v lings der Charakteristik P, P, mittels eiher
linearen Gleichung berechnen. (III 6) bestimmt dann » eindeutig lings
der Charakteristik P, P,. Daraus folgt:

Ist =0 und B =0, so sind allein durch Vorgabe der Funktion
u lings zweier Charakteristiken die beiden Funktionen u, v als Losungen
des Systems (1) bestimmt.

Zu dem Fall ¢ = 0 gelangt man u. a., wenn man von einer par-
tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung ausgeht (vgl. (117)). Man
erhilt die Normalform (I 19). Es muB daher v = z auf den durch P,
gehenden Charakteristiken vorgegeben werden oder v = 2, auf diesen
Charakteristiken und % z. B. im Punkt P,. Fiir & = 0 ergibt sich die
Normalform nach (I 19) unmittelbar durch » = U, v = V. Es braucht
dann nur noch w = z auf P, P, und v = 2» auf P,P, vorgegeben zu
werden. Die Setzung uw = 2,1, v = 2 fithrt bei ¢ =0 (117) zur Vor-
gabe von ¥ = z» auf P,P,, v =z, aut P P,.

3) Gemischte Anfangs- und Randwertprobleme fiir die
Normalform (I9). : :

Von besonderer Bedeutung ist der Fall, daB lings eines Stiickes
einer nicht charakteristischen Kurve K die Funktionswerte U, V bzw.
u, v vorgegeben sind und lings einer zweiten nicht charakteristischen
Kurve R, die von einem ! :
Punkt P, von K ausgeht
und nicht mit K im gleichen &
Winkelraum der durch P,
gehenden: Charakteristiken
liegt, gewisse Randwerte der
Funktionen U, V bzw. u, v
gegeben sind (vgl. Bild 5).

Betrachten wir ein Stiick
von K vom Randpunkt P,
bis zu irgend einem Punkt
P,, so bestimmen zwei ent-
sprechend durch P, und P,
gehende Charakteristiken x
ein Gebiet P, P P,, das ,Ein- Fig. 5.
fluBgebiet® von K auf P, in
dem U,V bzw. u, v als CavcaY'sches Anfangswertproblem iiber K
bestimmt sind. Damit sind beide gesuchten Funktionen lings der
Charakteristik P, P bekannt, und das ,gemischte Anfangs- und Rand-
wertproblem® fiihrt auf ein ,gemischtes charakteristisches Randwert-
problem®. Es kommt darauf an zu untersuchen, welche Vorgaben lings

- des Randes B gemacht werden konnen, damit beide Funktionen U, V
in dem Gebiet RP, F eindeutig bestimmt sind.
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Am einfachsten ist es, wenn wir uns von vornherein auf die
Normalform (I9) beschrinken. Ist P, P eine Charakteristik der Schar
w, = 0 (I13), so kénnen wir lings des Randes R die Funktion U mit
hm U(R) = U(P,) willkiirlich vorgeben, auf der charakteristischen

R— Py
Kurve P, P sind U,V aus dem ,EinfluBgebiet® der Anfangskurve K
bekannt.

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz kann in #hnlicher Weise wie
in Abschnitt II bewiesen werden. Man geht wieder von eimem U°, V°

aus, in dem man in (I9) B und 4 als Null annimmt. Um in Q die
U, V° zu Dbestimmen (Bild 5), bildet man die entsprechenden Linien-
integrale auf den durch @ gehenden Charakteristiken. Dabei beginnen
die Integrale fiir U in den Punkten der Kurve R, in denen U bekannt
ist. Die Integrale fiir ¥ beginnen auf P,P, wo ¥ bekannt ist. Durch
entsprechende Iterationen erhilt man d1e gesuchten Léosungen U, V
als Grenzfunktionen.

Unter Beachtung von (I 8) folgt daraus eine Formulierung des
»charakteristischen Anfangs- und Randwertproblems* fiir das System (1).
Ist_o == 0, so folgt aus (u+ o), = AU+ ov)+ B(u+06v)+C, dab
es ausreicht, v+ 9ov auf R und v oder v auf PP, vorzugeben. '
Ist ¢ =0, so ist w auf R und » oder v auf PP, vorzugeben.
“Ist U=wu, V =9, so ist v auf R und % oder v auf PP, vor-
zugeben.

4) Gemischte Anfangs— und Randwertprobleme fﬁf
System (1)

Die lings der Randkurve R in 3) angenommene Vorgabe der Linear-
kombination « + ¢ v ist in vielen Fillen ungeeignet oder in Anwendungen
mit den physikalischen Gegebenheiten nicht ausfiihrbar. Wir zeigen
zunichst, daBl es geniigt, wenn nur w lings des Randes R und U, ¥V
lings K bekannt sind (Bild 5).

Ohne die Buchstaben in (I9) zu 4ndern, schreiben wir (I19) wieder
in der Form

Uit AU+ C = BV

(I 7) R
Ve+BV+C=A4U.

Zunichst ist mit U, V lings K auch sicher V lings der Charakte-
ristik PP, = € des EinfluBgebietes bekannt. Wir werden zeigen, daf
es stets in dem Winkelraum zwischen der Charakteristik PP, = €
und der Randkurve R ein an den Punkt P, grenzendes Gebiet gibt, in
dem (IIL7) genau eine Lisung besitzt, die die Vorgaben V = & auf
€ und v = u(R) auf R erfiillt. ‘

Beweis. Durch formale Umformung von (I8) erhalten wir auf
dem Rande R '
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e(B)
s(R)

(I 8) U(R) = u(R)+ 20 {V (B) — u(R)} ;.
dabei ist u(R) gegeben, dagegen V(R) noch nicht bekannt.

Wir bestimmen sukzessive Funktionen U, V°, U', V'....... und
beginnen, indem wir in (III7) die rechte Seite der zweiten Gleichung
als Null annehmen, mit ‘

(11 9) . VL4 BV +C=0;

dabei ist 7°(€) = ¥. Im beliebigen Punkt @ (s. Bild 5) ergibt sich
daraus V°(Q) zu :

Q-— QI/_
—_ J Bwe Q_ f w2
(111 10) Q) =¢e °© w— [Ce a,
: ¢ ,
Damit ist 7°(R) bekannt, woraus sich nach (III 8) auf dem Rand E
@iy TR = u®+-25 (7 (R) - u(®)
berechnet. Fiir U°(Q) gelte gemidf (II17) die Gleichung
(I112) U+ AU + C = BV",
wobei U'(R) durch (III 11) gegeben ist. Daher wird
. Q ’ Q'
. — fA.ﬂ)l Q ./‘ Ao
18 v =e * R - [(C-BV)e" o,
' . v B
V™ wird bestimmt aus
(111 14) VE4BYVr4+C = AU—! mit V€)= &.
Man erhilt '
Q Q//
e j Ea)z Q _ ./‘ E(D? l
(115 V) =e © lvp'— [(C—dun—1 e wej.
5
Ebenso wird U* bestimmt aus
(11 16) ’ Ur+ AU+ C = BV"
- it '
(ITT 162) | UM(R) — u(R) + ‘;Eg (7™ (B) - u(R)).
Es wird '
Q ¢
_— /Am1 Q - wa)

@) @ =e * B - [(C-BVE o
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Da wir die Losung im Durchschnitt des Winkelraumes mit einer
Umgebung des Punktes P, bestimmen wollen, sei in diesem Teil G der
z', z-Ebene mit M >1 eine feste Schranke fiir alle vorkommenden
gegebenen Funktionen bezeichnet; insbesondere sei auch '

> e (F)

R
= mu(l{) ~ und M= B

= o)

Mit / bezeichnen wir die grofte in G auftretende Linge der charakte-
ristischen Kurven. Wir wollen zuniichst zeigen, daB es ein gewisses
Gebiet G, d.h. eine gewisse Linge [, gibt, so daB alle Funktionen
der Folge U°, V°, ..., U" V" fiir beliebig groBes n unter einer festen
Schranke liegen. '

Nach (III 10) ist

(IT1 18) 1V(Q)] < eMU (M + MMl = Mg,
wenn wir zur Abkiirzung setzen ‘
(11T 18 2) ' S= M+ MleMt,

Nach (IIT 11) und (IIT'18) ergibt sich fiir U°(R), also auf dem Rande
|UR)| < 2M+ M|V’ | < 2M + MeMsS,
In einem Punkt @ von G gilt dann nach (IIT 13)
1U°(Q) < eM{2M + MeM S+ (M + MeMtS) M)
S MM+ 2MieM + M S(M + MI1eMb),
U (Q)] < (25 + eI S). ,
In derselben Weise schitzen wir V*(Q) und U*(Q) ab, dabei wollen

wir mit U"—1 eine Majorante von U"—! bezeichnen. Aus (III 15) folgt
sofort

T 19)

(IT1 20) O VQ = MM+ (M o+ MUY e
< eMUS 4+ IMeM U1

Etwas miihsamer ist die Abschitzung von U"(Q). Zunichst folgt aus
(IIX 17), (IIL 16 2) unter Beachtung von (III 20)

|U™(Q)]| < €M {2M + M M (S + I MM Tn—1)

| + i[M+ MeMH(S + I M M Tr—1)] oM,
Filigen wir in der Klammer noch ZM@M‘-hinzu, so ist
D% (@)] = M {2 M+ 2 MM 4 oMES (M + MLeM)

+ U= MIeM (M + M1 eMD)}
S M5 4 MG 4 [r—1 )] e2MIg),
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Um den Zusammenhang mit (III 19) zu verdeutlichen, schreiben wir
das Ergebnis in der Form

(111 21) |Um(Q)] < eMY(2S + eM!S2) + SMIed¥i.Un—1,

Damit haben wir eine Rekursionsformel gewonnen, die nur Majoranten
der Funktionen U°, U*, ... enthilt. Fiihren wir die Abkiirzungen ein

I— M 28+ eMS); %= S-MledM!
dann wird nach (III19) und (III 21)

rQlsr
UQI=r+x
. U@ = T'[1 +%(1+ )]
und schlieBlich
(III 21 a) _ Q=T +x+o"+ -+ x5,
Daraus folgt sofort: Es gibt eine Zahl N derart, daf

UnQ)| < N

fur alle n, wenn die in (ITI 21 a) rechts stehende Summe fir lim n— co
konvergiert, d. h. wenn % < 1. Das ist der Fall, wenn wir unser Gebiet G
so einschrinken, daf

(111 22) ' x=SMie?¥M <1,
Beachten wir (III 20), so folgt unmittelbar, daf -auch alle Funktionen
T{”(Q)' im Gebiet G eine gemeinsame Schranke haben.

Wir zeigen nun weiter: In dem durch (IIl 22) bestimmten Gebiet G

konvergiert das Iterationsverfahren gleichmdfig gegen stetige Funk-
tionen U, V mit V(€) = ¥ und

o e ()
UR) = u(R)+ T(J!T){V(R) —u(R)}.
Es ist

(111 23) |V — V< NMIeMi, ‘

Die Abschitzung von |U'—U°| ergibt sich aus (III17), (III 13) unter
Beachtung von (ITI 11), (Il 16a) zu

|U' —U°| < MU IN-M*L(eMY + N (M) (eMP)],
(II124) - |[U'—U°|<NSMIUEMy; S=M+e ML
© Wir machen die Induktionsvoraussetzung

‘Vn__ Vn—11 <N Sn—l(eMl):Sn—l (M Z)n

111 25
( O> “U'n__Un—-ll<NSn<eMl‘)3n(Ml)n.
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Es folgt mit den gleichen Uberlegungen wie bei (III23), (ITL 24) aus
(III 15), (I 17)
‘ prt1_ Vn‘ < N St(eMipn+n—1 (Mo+1
l Ur+1— Unl < eMl{NMSn(eMl)a(n+1)—1 (Ml>n+1
+ MIN S (eMhpin+D (Y +1}
< N SP (MU (M I+ (M + M eM?)

und daraus mit S = M + M[e™!

(ITI 26)

iUn+1 _ Unl < NSn+1(eMipm+ (j pn+1,
Nach (III 22) ist aber iiberall in G die Ungleichung erfiillt
S(eMy Mi<1,
daher konvergieren die Summen
Vi Sy

v=1

und

U+ XU =0
y =1
gegen stetige Grenzfunktionen U, V. Wegen der GleichmiBigkeit der
Konvergenz darf in (IIT 15), (III 17) der Grenziibergang unter den Inte-
gralen vorgenommen werden. Es wird

—_ ﬁﬁ(oe -Q _ _ '/Q‘”-Eﬂn
{7 - v =e ° )¥- [([(-4AU)e o,
o ¢
und |
Q Q'
— wax Q ) f A w1
(IIT 28) UQ =e UR)— [(C—BV]e" o,
mit
(IIL 29) UR) ~ u(R) + ‘;gi (V(R) = u(R)

Beachtet man (I 8), so erkennt man sofort, daf » auf R die vorgegebenen
Werte #(R) und V auf € die Werte ¥ annimmt. Durch Differentiation
von (III27), (IIT1 28) in Richtung e, bzw. & folgt das Erfiilltsein von
(I 7).

Damit ist die Existenz einer Losung des ,charakteristischen Anfangs-
und Randwertproblems® bei den Vorgaben V auf PP, = € und u auf
B bewiesen mit stetigen Ableitungen V; = (u+ 6v); und Us=(w+ 0 ¥)a.
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Zur Frage der Eindeutigkeit nehmen wir an, es géibe zwei Losungen
U,,V,und U,, V, mit V,(€) = V,(€) = ¥. Mit entsprechenden Maximal-
werten g,, g, wie bei (II 15) wird nach (IIT127), (III 28) und (III 29)
Y, =V S MM lp, < xp,
msoy | ' = ih
N \Ul_ Uz‘ gewl{M2l82Ml+e3M (MZ)Z} i, g»"”z
wegen (II122) und (II1 18a). Daher ist genau wie im Abschnitt II
W, = H, = 0. ‘

Damit ist die am Anfang von 4) aufgestellte Behauptung bewiesen.
Der Beweis ist gefiihrt unter den Voraussetzungen der Stetigkeit der
Koeffizienten von (I[I7). Es sind die gleichen Voraussetzungen, die
frither unter (19), {110), (111) gemacht wurden; dazu kommt 6 == 0
auf R und stetige Vorgaben auf PP, = € und R.

Aus dem gegebenen Existenzsatz folgen unmittelbar Sdize fiir die
Losungen des allgemeinen Systems (1) unter Beachtung, daB lings der
Charakteristik PP, = € die Gleichung gilt:

(11 31) (u-}—gv)a:A(u+gv)‘+B(u—|—6‘v)‘+ C.
Erfullt das allgemeine System (1) die Voraussetzungen des Ab-

schnittes II; so gibt es eine eindeutige und stetige bzw. stetig diffe-
renzierbare Losung w, v derart, daB

I. auf dem Rande R die Funktion »(R) und auf der Charakteristik €
die Funktion v(€) gegebene Werte annimmt; (¢ == 0)

oder

II. auf dem Rande R und auf der Charakteristik € die Funktion u-
vorgegebene Werte annimmt und v i einem Punkt von € vorge-
geben ist; (¢ == 0)

oder

III. » auf R und » auf € gegeben sind; (o == 0)

oder ‘
IV. v auf R und €, aber w nur in einem Punkt auf € gegeben
sind (¢ =+ 0).

Dariiber hinaus 14Bt sich der Existenzsatz erweitern auf das fol-
gende gemischte charakteristische Anfangswertproblem:
Lings des Randes R ist eine beliebige Funktion ®(u, v) und auf

~ i1 @
der Charakieristik € etwa ¥ + 6v vorgegeben, derary, da 5@ @ :\= 0
| Fu *v

auf R. Statt der Vorgabe lings der Charakteristik € kann man u, v
Iings der beheb1gen Anfangskurve K durch P, vorgeben und @ (u, v)
lings R wie oben.
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Hierin ist auch der in der Stromungslehre wichtige Fall enthalten,
daB das Verhiltnis der Geschwindigkeitskomponenten auf einer Rand-
kurve vorgegeben ist. ’

Es wiirde zu weit fithren, auf alle Fallunterscheidungen einzugehen.

(Eingegangen am 10: Mirz 1950.)



