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Minkowskische Addition und Subtraktion 
beliebiger Punktmengen 

und die Theoreme yon Erhard Schmidt. 
Herrn ERICtt KAMKE zum 60. Geburtstag am 18. August 1950 gewidmet. 

Von 

H. Hadwiger in Bern. 

Seit l~ngerer  Zeit ist b ekann t  ~), daft der BRUNN-MINK0WSKISChe Satz,  
der  sich in seiner klass ischen Fo rm auf  die MI~K0WSKISChe Linear-  
kombina t ion  zweier konvex~r  KSrper  des k-dimensionalen euklidischen 
Raumes  bez ieh t ,  auf  beliebige abgeschlossene und beschr~nkte  Mengen 
ausgedehn t  werden  kann.  Die bisher durchgef t ihr ten E rwe i t e rungen  
beziehen sich auf  den e twas  spezielleren Fall~ wo eine der be te i l ig tea  
Mengen eine Kugel  ist. Dieser  Sonderfal l  reicht  bekannt l ich  aus, u m  
die bedeu t sams te  Fo lgerung  - -  n~tmlich das Bestehen der isoperi-  
metr i schen Ungle ichung mit  Mi~KOWS~ischen Maftzahlen - -  zu ziehen. 
In  bezug auf  d a s  I soper imet r ieproblem bei bel iebigen P u n k t m e n g e n  
wurden  in den le tzten J a h r e n  vor  al lem auch in methodischer  Be- 
ziehung einige bemerkenswer t e  For t schr i t te  erzielt. Vor  al lem sind 
hier die Arbe i ten  yon A. DINGHAS~), t~. SCHMIDT 3) und H. BUSEI~ANN a) ZU 
nennen.  Ein Vergleich mit  den ~tlteren Abhand lungen  (vor allem der  
beiden e r s tgenann ten  Autoren)  l eh r t ,  daft die Ve rwendung  der Ana-  
lysis zuguns ten  der Mengengeometr ie  s t a rk  zuri icktr i t t .  Die mengen-  

1) Eine erste Beweisskizze stammt von L. LUSTER~IK (Die BRUNN-MINK0WSKI- 
sche Ungleichung fiir beliebige meltbare Punktmengen. C.R. Acad. Sci. URSS~ 
1935m, 55--58). Vgl. aueh W. GRoss, Die Minimaleigenschaft der Kugel. Mh. Math. 
Physik 28 (1917), 77--97. Der erste syldmetrisierungsfreie Beweis wurde yon 
A. DINGHAS gegeben (Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel im 
n-dimensionalen Raum. S.-B. Akad. Wiss. Wien~ math.-naturw. K1. I Ia  149 (1940} 
399--432). Vgl. auch E. SC~mDT und A. DI~om~s, Einfacher Beweis der isoperi- 
metrischen Eigenschaft der Kugel im n-dimensionalen euklidischen Raum. Abh. 
Preul~. Akad. Wiss, math.-naturw. Kl. 1943, Nr. 7. 

~) A. DIr~0UAS, Einfacher Bewcs der isopeHmetrisehen Eigensehaft der Kugel 
im euklidischen Raum yon n Dimensionen. Math. Naehr. 2 (1949) 107--113. 

~) E. SCHMIDT, D]er Ungleichung und ihr Spiegelbild sowie 
die isoperimetrische Eigenschaft tier Kugel in der euklidischen und nichteuklidi- 
schen Geometrie. I und II, Math, Naehr. 1 (1948) 81--157 und 2 (1949) 171--244. 

~) H. BUSE~At~N, The isoperimetric problem for MINKOWSKI area. Amer. J. Math. 
17 (1949) 743--762. 
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geometrisehe Arbeitsmethode ist den hier in Frage stehenden Problemen 
unmittelbarer angepal~t und die damit verbundene hShere Leistungs- 
f~thigkeit tritt in den allerletzten Arbeiten deutlieh hervor. 

Die vorliegende Arbeit schlie~t an die kfirzlich erschienene Ab- 
handlung yon E. SCHMIDT 3) an~ in weleher simultan fiir den euklidischen, 
sph~risehen und hyperbolischen Raum ein Beweis des BRUNN-M1NKOWSKI- 
schen Satzes gegeben und au~erdem der Erweiterung des klassischen 
Satzes ein ,Spiegelbild" an die. Seite gestellt wird, dessen Geltung 
sich ebenso auf alle drei Geometrien erstreckt. - -  Meine Ausffihrungen 
beziehen sich vorl~ufig nur auf den euklidisehen Raum, dagegen wird 
tier BRUNN-MINKOWSKISChe Satz in al]gemeinerer Form filr zwei beliebige 
Punktmengen gewonnen. Dieser bezieht sich auf die MINK0WSKISChe 
Addition zweier Mengen, die in der fiblichen Weise definiert ist. Ver- 
schiedene Erwagungen legen es nahe, in geeigneter Weise eine 
MiNi~OWSKische Subtraktion zweier Mengen einzufiihren. Es zeigt sieh 
dann, da~  alas Spiegelbild des BRUNN-MINK0WSKISehen Satzes, das yon 
E. SC~MIDT in einer etwas spezielleren Form entdeckt wurde, in ana- 
loger Weise der Subtraktion zugeordnet ist, und zwar so, daft sich 
der eine "Satz unmittelbar und formal aus dem andern durch das 
Gesetz ergibt, welches Summe und Differenz miteinander verbindet. 

Das betonte Hervortretenlassen dieser formalen Beziehungen scheint 
mir mannigfache Vorteile zu bieten und an einer gewissen Symmetrie 
tier Aussagen wurde konsequent festgehalten. 

Eine unmittelbare Folgerung des hier betrachteten BRUNN=MINKOWSKI - 
schen Satzes in der erw~hnten allgemeinen Form i s t  das Bestehen 
der isoperimetrischen Ungleichung, welche sich nunmehr auf eine 
Relativoberfl~.che bezieht, die sich auf Grund einer be]iebig w~hlbaren 
,Eichmenge" definieren l~l~t. Ist die Eichmenge insbesondere die Ein-. 
heitskugel, so handelt es sieh um die ~ibliehe (untere) MINK0WSKIsehe 

Oberfl~che. F~ir konvexe Eichmengen mit inneren Punkten ergeben 
sich verallgemeinerte MINKOWSKISChe Oberfl~ehen, wie sie kfirzlich von 
I~I. BUSEMANN 4) untersucht wurden. 

I, 

In diesem ersten Abschnitt werden die in der vorliegenden Arbeit 
gewonnenen Resultate zusammengestellt. Die Beweise der einzelnen 
Aussagen erbringen wir im dritten Abschnitt. 

A und B sollen zun~chst beliebige Punktmengen des k-dimen- 
sionalen euklidischen Raumes bezeichnen. Die Wahl eines ausge- 
zeichneten Punktes Z als gemeinsames Bezugszentrum ist niitzlich. 

So kann ein beliebiger Punkt X gegebenenfalls durch den ihm 
zugeordneten im Zentrum Z entspringenden Ortsvektor ~ charakterisiert 
werden. Eine Translation v sell eine Punktmenge ~4 in die translations- 
g!eiche Punktmenge  g ~ fiberf~ihren. Die Translation v selbst wird in 
vielen F~tllen dureh Z ~ gekennzeichnet. 
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Zun~tehst wird eine Definition der MINK0WSKIsehen Addition gegeben; 
diese ist der klassisehen Linearkombination naehgebildet und ist ge- 
l~ufig. Neu wird eine Definition der MmKOWSKIsehen Subtraktion vor- 
gesehlagen. - -  Es bezeiehne A die am Zentrum Z gespiegelte Punkt- 
menge A. Nun formulieren wit die 

D e f i n i t i o n  1 a.b. 
a. Die MINK0WSKISehe Summe A + B zweier Punktmengen A und B 

ist die Vereinigungsmenge aller A ~, erstreckt fiber s~mtliche Trans- 
lationen z, ffir die Z~EB gilt. 

b. Die MINKOWSKISChe Differenz A - B zweier Punktmengen A und B 
ist der Durchschnitt aller A ~, erstreckt fiber s~mtliche Translafionen z, 
for die Z~EB gilt. 

Es gibt verschiedene M6glichkeiten , die' soeben definierten Mengen 
A + B und A--.B in anderer ~tquivalenter Weise zu charakterisieren. 
Wir erwlihnen n0ch eine vektorgeometrische Interpretation, welche 
getegentlich gute Dienste zu leisten vermag: Es sollen a und 15 Orts- 
vektoren von Punkten tier 'Mengen A und B bezeichnen. Es ist dann 
A ~-B die Menge derjenigen Punkte, deren Ortsvektor ~ die folgende 
Bedingung erftillt: Es gibt stets zwei Vektoren a und l), so dal~ 

= a + ]5 ist. Analog ist A -  B die Menge derjenigen Punkte, deren 
Ortsvektor t) die folgende Bedingung erftillt: Zu jedem Vektor b gibt 
es einen Vektor  a, so dal~ t ) =  a - b  ist. 

Eine singul~tre Rolle in unserem Zusammenhang spielt die leere 
Menge O. Einerseits kann ihre besondere Erw~thnung kaum unterlassen 
werden, da eine MINKOWSK~sehe Differenz A -  B in vielen F~llen leer 
wird; andererseits abet verlieren die folgenden, in diesem Abschnitt 
zusammengestellten Gesetze in d e r  Regel ihre Gtiltigkeit, wenn nicht 

a l l e  angeschriebenen P.unktmengen nichtleer sind. Die hier notwendigen 
�9 Konventionen A + 0 ~ O, A -- O --= O, O - - A  = O bedingen eine Un- 
stetigkeit, welche die meisten Regeln zu  Fall br ingt .  Es ist jedoch zu 
erw~thnm~, da~ unser Zentrum Z kalkfilm~liiig die Rolle des Null- 
elements fibernimmt. Dies erkennt man,  indem man die mfihelos verifi- 
zierbaren Relationen A + Z ---- A, A - Z ----- A, A - ,4 ~--- Z in Betracht 
zi:eht. Die letzte der drei Beziehungen ist zwar nut ffir beschrankte 

A r i c h t i g .  
Es bezeichne nun welter A* die zu A komplement~re Punktmenge. 

Es gilt nun 
( l a )  A - - B = ( A * - / T B ) * ;  ( lb)  4 + B  = ( A * - B ) * ,  

eine Beziehung also, welche ausdrfickt, daliI Addition rind Subtraktion 
durch eine komplementiire Transformation auseinander hervorgehen. 
Ferner gelten die Rechengesetze 

( 2 a )  ( A + B ) + C ~ - A + ( B + C ) ;  (2b) (A - B) -- C "--- A - - ( B + C ) .  
Weiter.gelten die Relationen 

(3a) (A -B)+B~A;  (35) (A+B)--B~A. 
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Im fo]genden werden die Punktmengen A und B als abgesehlossen 
und besehr~tnkt vorausgesetzt. - -  Es sei nun ~2 eine (k -1) -d imen:  
sionale Ebene dureh das Zentrum Z. S(A) bedeute sodann die dutch 
Symmetrisierung an der Ebene ~ aus A her~orgehende Punktmenge. 
Die Symmetrisierung S kann in der folgenden Weise kurz erkl~rt 
werden: Zuerst definieren wir S(A) ffir eine lineare auf einer ortho- 
gonal zu t~ stehenden Geraden a liegende Punktmenge A als eine in a 
liegende abgesehlossene und beztiglieh ~2 symmetriseh liegende Streeke 
der L~tnge V,(A), wobei V1 das lineare LEBESGUEsehe Mar5 bezeiehnen 
sol l. Um nun zu einer Definition von S(A) ffir ein beliebiges A zu 
gelangen, gehen wit wie  folgt vor: 

A ~ .SaA,. wobei sieh die Mengenaddition (im gew/3hnliehen Sinn) 
tiber alle auf t~ orthogonal stehenden Geraden a e rstreeken soll, 
welehe mit A einen niehtleeren Durehsehnitt haben. Nun definieren 
wir: S(A) = 2JS(aA). 

Die Symmetrisierung yon Summe und Differenz zweier abge- 
schlossener und beschr~tnkter Punktmengen unterliegt nun dem fol- 
genden Gesetz 

(4a) S(A+B)~=S(A)+S(B); ( 4 b )  S(A-B)~S(A)- -S(B) .  

Weiter bedeute r(A) den Volumradius yon A, d .h .  den Radius 
derjenigen Kugel, ' deren Volumen gleich dem k-dimensionMen LEBEs~UE- 
schen Mal~ V(A) ist. Sodann gelten die Relationen 

( 5 a )  r (A+B)~r(A)+r(B);  (5b) r(A B)<=r(A)--r(B). 

Diese beiden Gesetze verallgemeinern in der in der Einleitung an- 
gedeuteten Weise die sich auf den euklidischen Fall beziehenden 
'Theoreme yon E. SCHMID% n~tmlich den BRUt;N-MINKOWSKmChen S a t z  
(Relation (5 a)) und das Spiegeltheorem (Relation (5 b)). 

Bevor wir weitergehen, soll nochmals daran erinnert werden,  dag 
in den Satzen (1) bis (5) alle angeschriebenen Mengen (d. h. auch die 
in Klammer-gesetzten) als nichtleer vorausgesetzt werden mfissen. 
Dies  ist besonders beim Spiegeltheorem (5 b) zu beachten. 

Nun leiten wir fiber zum Problem der isoperimetrischen Ungleichung. 
Es bedeute V(A) das k-dimensionale LEBESGUEsehe Mal~ yon A. 

�9 D e f i n i t i o n  2 a.b. 
a. Die ituBere Relativoberfi~tel~e F+~(A) tier abgeschlossenen und 

beschr~nkter/ Punktmenge A bezfig!ich einer ebensolchen E!chpunkt- 
menge B erkl~tren wit dutch 

F+.(A) =- lim inf V(A + oB)-- V(.~) 
0--~+o 0 

b. Die innere Relativoberfl~tehe .FLB(A) ist analog dureh 

F_~(A) = lim inf ViA) --V(A --oB) 
o ~ . + o  0 

definiert. 
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Unter Q B verstehen wir die Menge der Punkte mit den 0r t s - ,  
vektoren 0b, wobei b die 0rtsvektoren der Punkte yon B bezeichnen. 

Die so eingeftihrten Relativoberfl~tchen gentigen simultan der fol- 
genden isoperimetrischen Ungleichung 

(6 ab) F+_~(A) ~ :> k~V(B) V(A) k-1. 

Ungleichungen dieser Art for verallgemeinerte MINKOWSKIsche Ober- 
fii~chen wurden yon H. BUSE~ANN 4) abgeleitet. 

II. 

In diesem zweiten Abschnitt treten wir knapp kommentiert auf 
die Spezialisierungen ein, die sich dadurch ergeben, dalt wir die eine 
der beiden im ersten Abschnitt betrachteten Punktmengen durch eine 
abgeschlossen c Kugel Ko yore Radius q ersetzen, deren Mittelpunkt 
im Zentrum Z des Raumes angenommen wird. Wir lassen Definitionen 
und S~tze in der gleichen Reihenfolge kurz passieren: 

D e f i n i t i o n  3 a.b.c .  Wit setzen 
a. A~ = A + K~ ; b. A_o == A - -  K o; c. AO = Ko--  A.  Ao und A_~ 

heif~en ~tul~ere und innere Parallelmenge yon A i m  Abstand 0; Ao ist 
die yon E. SCHMIOT betrachtete und auch so bezeichnete Punktmenge, 
auf die sich das Spiegeltheorem in der speziellen Form bezieht. 
Es ergeben sich jetzt die folgenden Relationen: 

(7 a) A_~ ---- ((A*)o)* ; (7 b) Ao = ((A*)-o)*; 

(8*a) (A + B)~ = A + Bo; (8b) (A -- B)_o = A -- Bo; 

(9a) ( A _ o ) ~ A  ; (9}0) (Ao)_o,~=A ; 

( 1 0 a )  S (Ao)~ (S (A) )o ;  (10b) S ( A _ o ) ~ ( S ( A ) ) _  o. 

Endlich gewinnt man ats verschiedene Varianten des BRU~N- 
MINKOWSt(Ischen Satzes die drei Ungleichungen 

(11a) ro(A ) ~ r(A) + q; 

(11 b) r_o(A) < 

(11 b) r~ ~ 0 - r(A). 

Die Funktionale der linken Seiten bezeichnen die Volumradien der 
Mengen Ao, A_ o un.d A t'. Diese Relationen ~)ilden in gewissem Sinn 
eine Schlfisselposition bei de r neuzeitlichen Behandlung der Isoperimetrie- 
probleme. Alle drei Ungleichungen wurden von E. SC~MIDT ~) abgeleitet. 
Die beiden ersten habe ich mit Erw~hnung des gegenseitigen Zu- 
sammenhangs gelegentlich kurz mitgeteilt~). Die erste und wesent- 

~) H.~ HADWmER, Inbaltsungleichungen ffir innere und ~u~ere Parallelmengem 
Experientia 2 (1946) 490. 
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l iehste Ungleiehung ist indessen berei ts  ~ yon L. LUSTERNIK angegeben  6) 
und sp~ter erstmals vollst~tndig und exak t  yon  A. DI~GHAS 7) begrfindet  
worden.  

Der  Vo!Ist~tndigkeit wegen formulieren wir noeh die 
D e f i n i t i o n  4 a .b .  
a. Die ~uftere MisKOWS~ische Oberfiiiehe F+(A) der abgesehlossenen 

mad beschr~tnkten Punktmer lge  A ist erkl~trt dureh 

F+ (A) -m- lim inf V ( A o ) -  V(A) 
o---> + o  0 

b. Die innere MINKOWSKISehe Oberfl~tehe F _ ( A )  ist analog dureh 

F_(A)  = lira inf V(A)- V(A--o) 

definiert.  
Diese MINK0WSKISehen 0berfl~tehenmafte gentigen der isoperimetri-  

schen Ungleichung 
(][2 a b) F+ (A) ~ ~ k k cok V (A) k-~, 

wobei  co, das Volumen der k-dimensionalen Einhei tskugel  bezeiehnet.  

III. 

In diesem dr i t ten  A b s c h n i t t  stellen wir die Beweise der im ersten 
Abschni t t  ausgesprochenen Behauptungen  ( 1 ) b i s  (6) zusammen;  die 

.Aussagen (7) bis (12) des zweiten Abschrfittes ergeben sich aus (1) 
bis (6) du tch  Spezialisierung und bedfirfen keiner  besonderen Beweis- 
ftihrung. 

B e w e i s (1 a). Nach Def. 1 b ist A -- B ~ / / A  ~ e rs t reck t  tiber alle 

mit Z ~ C B; hieraus folgt  zun~tehst (A - B)* ~ -  (17A~) * = .S(A~) * = X ( A * )  ~ 

A* + / ~  und hieraus A - B = (A* §  

B e w e i s  ( lb) .  Erse tzen  wir in ( l a )  A durch A* und B dutch  B, 
so ergibt- sieh A* -- B = (A + B)* oder  also A + B = (A* ,13)*.  

B e w e is  (2 a). E r  ergibt  sich n a c h  der vektor ie l len  In te rpre ta t ion  
der MI~K0WSKmehen Addit ion in t r ivialer  Weise. 

B e w e i s  (2b). Nach ( l a )  hat  man zun~ehst  

(A B) - C = ((A - B)* + ((A* + 

= (A*+~(B + C))* ---~ A -- (B + C). 

B e w e i s  (3a). Es sei P C ( A - B ) + B ;  naeh Def. l a  gibt es e ine  
Trans la t ion  �9 mit  Z * C B, so dal~ P C (A -- B) ~ gilt. Bezeiehnet  je tz t  -- 

die zu z inverse Translation~ so ist P - * C  A - - B ;  da nun Z -~ C B-gil t ,  

6) loe. tit. Ful~note 1). 
~) loe. t i t .  Fu l~note  1)~ " 
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hat man naeh Def. 1 b demnach P-~ E A -~ oder also P E A. Damit ist  
aber der Naehweis erbraeht.. 

B e w e i s  (3b). In (3a) ersetzen wir A dureh A* und B dhreh 

und gewinnen zun~tehst (A* - B) + B ~_ A*, also ((A*- B) + B)* ~ A. 
Verwenden wir nun (1 ~), so folgt ( A * - - B ) * - - B ~ A  und welter naeh 
(1 b) endlieh (A + B) - B _~ A. 

B e w e i s  (4a). 1. F a l l .  A ~ a  und B ~ b  sollen zun~ehst lineare 
Punktmengen sein, welehe auf den beiden orthogonal zu t2 stehenden 
Geraden a und b liegen. Es ist dann A + B  eine ebenfalls lineare 
Punktmenge, welche auf der Geraden c ~ - a  ~o ]iegt, wobei ~o irgend- 
eine Translation bezeiehnet, ftir die Z TM = b gilt. Es bedeute nun q(X) 
den orientierten Abstand eines beliebigen Raumpunktes X yon t2 und 
es sei P derjenige Punkt yon A, ftir welehen q(P) den maximalen 
Wert, Q dagegen derjenige Punkt yon B, ffir Welehen q(Q) den mini- 
malen Wert annimmt, Man bedenke hierbei, dal~ die Mengen A tlnd B 
abgesehlossen und besehr~nkt sind. Es sei nun a diejenige Translation, 
far die Z ~ ~- Q ist; naeh Def. 1 a gilt sodann A ~ ( A + B. Weiter sei r 
diejenige Translation, far die Z~ ~ P ist. Die Menge derjenigen Punkte 
PL for die Z~E B gilt, ist dann wie leieht ersiehtlieh mit Bz identiseh. 
Wieder naeh Def. 1 a ist demnaeh aueh Bz ~ A  + B. Andererseits ist 
der Durehsehnitt A ~B, ~ mit P~ identiseh. B e d ~ t e t  V,(A) alas LEBESaUE- 
sehe lineare Mag, so hat man tier oben erw~hnten Saehlage zufolge 
V,(A) + V,(B) < V,(A +B) .  - -  Nun sind S(A), S(B) und S(A +B) naeh 
Definition tier Symmetrisierung Streeken tier L~tngen V,(A), V,(B) und 
V,(A + B), die auf den Geraden a, b und c symmetriseh zu ~2 liegen. 
Da welter Z auf gt liegt, ist ebenfalls S(A)+ S(B) eine Streeke der 
L~tnge V,(A)+ V~(B). In Verbindung mit der oben gemaehten Fest- 
stellu ng betreffend die linearen Mage folgt offenbar S(A) + S(B)~ S(A + B), 
also die zu beweisende Behauptung ftir den betraehteten l. Fall. 

2. F a l l .  A und B sollen jetzt beliebig sein, u n d e s  sei PES(A) 
+ S(B). Naeh Def. 1 a ist dann P C (S(A)) ~", wobei Z TM E S(B) gilt. Es 
bezeiehne nun c diejenige auf tZ orthogonM stehende Gerade, ftir 
welehe P E c g~lt, undes  sei c = a~,.; also ist PE a~~ (S(aA))~o. 
Bezeiehnet noeh andererseits b diejenige auf ~2 orthogofial stehende 
Gerade, ftir welehe Z TM E b gilt, so hat man offenbar Z~oE b S(B) = S(b B). 
Mit Rfiekbliek auf die oben stehende Relation betreffend P sehliel3t 
man wieder naeh Def. 1 a P E S(aA) + S(bB) und im Hinbliek darauf, 
dag mmmehr aA und bB lineare Mengen sind, naeh dem 1.Fal l  
P E S(aA + bB), also erst reeht P E S(A + B). Damit ist der Naehweis 
abgesehlossen. 

B e w e i s  (4b). Naeh (3a) hat man zun~ehst S( (A--B)+B)_<S(A)  
und mit Verwendung von (4a) folgt hieraus S ( A - B ) + S ( B ) ~ S ( A )  
oder welter aueh ( S ( A -  B)+ S(B))- S(B)~ S(A)-- S(B); mit Ver- 
wendung yon (3 b) endlieh sehliegt man jetzt auf S(A--B)<=S(A)--S(B), 
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B e w e i s  5a.  Wir begrfinden zun~tchst in knapper Art ein yon 
A. D[NGHAS 8) herangezogenes Lemma, das sich auf die simultane Symme- 
trisierung zweier Mengen bezieht. Dieses  lautet:  

V(S(A) s(a)) = V(A B) + V(S(A B,) S(BA*)). 

In der Tat :  Bezeiehnet  g eine verAnderliche s t e t s  auf t2 orthogonal 
stehende Gerade, dg das (k--  1)-dim. Volumdifferential des Durchstoft- 
punktes g ~, so hat man zun~ehst 

V (S (A) S (B)) = f / ) / in  [V, (A g), V, (B g)] d g. 

Nun ist aber 

Min IV, (A g), V, (B g)] 

~--- V, (A B g) + Min [V 1 (A g) - V, (A B g), V, (B g) -- V, (A B g)], 

so dal~ sich dutch Integrat ion fiber alle g hieraus die Aussage des 
Lemmas ergibt. Nun zum eigentlichen Beweis: Es bedeute | alas 
System aller Punktmengen A ~, die sich dutch nacheinander ausgefiihrte 
Symmetrisierungen an versehiedenen durch alas Zentrum Z hindurch- 
laufenden Ebenen ~ aus A gewinnen lassen. Die A' sind abgeschlossen 
und gleichm~ftig beschrankt. Ferner bezeichnen wit mit ~" das System 
aller abgeschlossenen Punktmengen A", we}ehe als Limesmengen kon- 
vergenter Folgen aus | darstellbar sind.' Die Metrik sei hierbei auf  
die bier tibliche Distanz d(A,B)= infa(A~B,  B,~A) bezogen. Es 
bezeichne K eine Kugel vom Radius r(A) und dem Mittelpunkt in Z;  
offenbar ist V(A)= V(K). 

Nun setzen wir J~-supV(A~K), wobei 0 > 0  fest gedacht und. 
die Bildung" der oberen Schranke fiber alle A" des Systems ~" ver- 
standen wird. Naeh dem bekannten Auswahlsatz gibt es in 6"  ein A", 
so daft J-~-V(A~)  gilt. Gewift ist J ~ V(K); wir zeigen aber so- 
gleieh, daft J-~ V(K) ist. In der Tat:  Nehmen wit zun~chst J<V(K) 
an. Wegen V(A".o)~ V(K) --  man beachte bier, da~ fiir jedes A'E| 
stets V(A:)~ V(A)--~ V(K) gelten muft - -  folgert man wegen 
V(A'~K)< V(K), daft es zu einem geeignet klein gew~hlten , > 0  zwei 
kongruente Kugeln P, und Q, yore Radius s geben muft, so dal3 
P,~A'~K* und Q ~  KAy* gilt. Wenden wit nunmehr das einleitend 
bereit gestellte Lemma fiir A ~ A~ und B ~ K an, s,o gewinnt man 
zunachst V(S(A~)K) >= V(A~K)+ V(S(P~)S(Q~)). Hierbei sei die Symme- 
trisierung S so gew~thlt, daft t2 ~uf der Zentralen der beiden Kugeln 
P~ und Q, orthogonal s teht .  Im Hinblick auf (10a) - -  man bedenke, 
daft diese Relation dutch (4a) bewiesen ist - -  ergibt sich aus tier 
oben stehenden Beziehung jetzt V(A~'K) >= V(A~K) + V(P,), wobei wit 
abkfirzend A'"~- S(A") gesetzt  haben. Da. nun aber - -  wie leicht er- 

~) loc. tit. Ful3note 2); im folgenden iibernehme ich einige wesentliche Punkte 
der DINGnAS'Schen' Beweiskonstruktion. 
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sichtlieh ist - -  A"'E | gilt, hat man mit V(A;'K)> J einen Wider- 
sprueh mit tier Definition yon J. 

Es gibt nun offenbar eil~ A' C~ ' ,  so daft As also auch 
t t  ! 

A6o ~ A o und wegen V(A~K) -~ J ~--- V(K) endlieh Aeo =~ K gilt. 
Alle vorausgegangenen Betraehtungen tiber A gelten nattirlieh eben- 
so auch far B und zusammengefal~t l~lgt sich folgen'des sagen: 
Es gibt endlich viele Symmetrisierungen an Ebenen t2 durch Z, 
so daI~ simultan A in A' und B in B' tibergeftihrt wird, wobei 
A~o~Kr(a ) und B6o~=K.~(BI gilt. Nun ist aber naeh (4a) zun~tchst 
(A + B)' ~ A' + B' und naeh passender Verwendung yon (8 a) welter 
(A + B)'~ o >= A~o + B~,j. In Verbindung mit den oben stehenden erftillten 
Bedingungen ftir A' und B' einerseits und (10 a) andererseits gewinnt 
man hieraus ((A + B)~o)' ~ K~(a) + K~(BI = Kr(A)+r(B), SO daft sieh auf 
r~o(A + B) >= r(A) + r(B) und dann mit O ~ 0 auf r(A + B) >= r(A)+ r(B) 
schlieften l~Lftt. D~mit ist der Beweis beendet. 

B e w e i s  (5b). Naeh ( 2 a ) i s t  ( A - - B ) + B ~ A ,  so dag zun~chst 
~ ' ( ( A - B ) + B )  ~ r ( A )  ist; nach (5a) gilt d e m n a e h  aueh r ( A - B )  
+ r(B) ~ r(A) oder also r(A = B) <: r ( A ) -  r(B). 

B e w c i s  (6 ab). Diese Beweise ergeben sich in zwangsl~tufiger 
Weise durch Anwendung yon (5 a) und (5 b) auf Grund der Umrechnungs- 
formel V(A) ~ ~kr(A) ~ aus der Definition 2 a.b. dutch triviale Rechnung. 
cok ist das Volumen der k-dim. Einkeitskugel. 

(Eingegangen am 7. Mtirz 1950.) 


