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§1.

Ein elementarer Satz iiber Gleichungssysteme mit ehensoviel Gleichungen
wie Unbekannten,

1) Satz I. Es seien die Funktionen

(1) f‘v(w.l."-xm; 51---51)) y=1,. . m,

der m Variablen z, ... %, und der | Parameter &; ... ¢, in dem offenen
Gebiet O des (z, £)-Raumes, d.h. des Raumes mit den rechtwinkligen Ko-
ordinaten Z; ... Tm; & ... & definjert und einmal stetig differenzierbar. Es
liege das nach den #; ...z, aufzulésende System der m Gleichungen

@) L, =0, v=1...m,

vor. Man bezeichne dabei eine Losung als ,,mehrfach*, wenn in ihr die Funk-
tionaldeterminante
Gty ty) _

@) a(m,...mm)_o

ist, und als ,,ausgeartet”, wenn in ihr simtliche Unterdeterminanten m-ter
Ordnung der aus m Zeilen und m -+ I Spalten bestehenden Funktionalmatrix

{37‘, afv} v=1...m,

* 5_5;’75 u=1...m A=1..1

verschwinden. Jede ausgeartete Losung ist also a fortiori auch mehrfach.
Wir machen nun die alleinige Voraussetzung, daB in der beschrinkten, ab-
geschlossenen Teilpunktmenge 4 des offenen Definitionsgebietes O aus-
geartete Losungen nicht vorkommen.

Dann bildet tm I-dvmensionalen Parameterraum, d. h. im Raum mit den
rechiwinkligen Koordinaten &, ... &, die Gesamtheit derjenigen Punkte, fir
welche das Gleichungssystem (2) in A mehrfache Losungen aufweist, eine be-
schrimkte, abgeschlossenie Punktmenge vom dupferen Inhalt Null.

Dabei soll in der Folge, wenn vom #uBeren Inhalt die Rede ist, stets der
duBere Inhalt im Sinne von RIEMANN-PEANO-JORDAN gemeint sein.

DaB die Punktmenge beschrinkt und abgeschlossen ist, leuchtet ohne
weiteres ein. Denn im (m + [)-dimensionalen (z, £)-Raum bilden diejenigen
Punkte der beschrinkten abgeschlossenen Punktmenge A, welche den
Gleichungen (2) und (3) geniigen, wegen der Stetigkeit der linken Seiten dieser.
Gleichungen eine beschrinkte abgeschlossene Punktmenge, deren Projektion
auf den Parameterraum daher auch beschrinkt und abgeschlossen ist.

LaBt fiir einen Punkt des Parameterraumes das Gleichungssystem
unendlich viele Lésungen zu, so haben die entsprechenden Punkte des (z, £)-
Raumes, da 4 beschriankt ist, mindestens einen Haufungspunkt, welcher,



Isoperimetrische Eigenschaft der Kugel. §1. 1. 3

da 4 abgeschlossen ist, auch 4 angehért. In einem solchen miissen dann die
Gleichungen (2) und (3) gelten. Die betreffenden Punkte des Parameter-
raumes bilden daher einen Teil decjenigen beschrinkten abgeschlossenen
Punktmenge, deren dullerer Inhalt laut Satz I verschwindet. Also folgt aus
Satz I a fortiori der

Zusatz zu Satz I. Die Gesamtheit derjemigen Punkte des Parameter-
raumes, fir welche das Gleichungssystem (2) in A unendlich viele Losungen be-
sitzt, hat den duferen Inhalt Null.

Beweis des Satzes I. Es sei (&;...%,; &, ...5&;) ein Punkt von 4,
in welchem die Gleichungen (2) und (3) gelten. Dann gibt es voraussetzungs-
gemif in der Funktionalmatrix (4) mindestens eine Unterdeterminante m-ter
Ordnung, welche an dieser Stelle nicht verschwindet. Es sei also im Punkte
(£1...%m; & ... &) die Unterdeterminante

] 3 (fyee-iy)
(3) F:) (Ell . 51

" 3= 0.

¥ Tuer " )

Dabei bedeuten 4;...4, und y; ... u, Permutationen der Indizes 1...]
und 1...m, und es mufl wegen (3) neben

{6) kF=<1l und k=mauch k=1

sein. Da die betrachtete Stelle dem Bereich 4 und mithin a fortiori dem
offenen Definitionsgebiet O angehért, in welchem unsere Funktionen einmal
stetig differenzierbar sind, so lassen sich auf Grund des Fundamentalsatzes
iiber implizite Funktionen um den Punkt (5" L .5,%; ?lki-l .. ‘?lz) als
Mittelpunkt ein /-dimensionaler, abgeschlossener, achsenparalleler Wiirfel W
des [-dimensionalen Raumes mit den rechtwinkligen Koordinaten z, ... Ty
£, - - &, und um den Punkt By, - - - Ef‘m; Ell ... «,Zlk) als Mittelpunkt ein
m-dimensionaler, abgeschlossener, achsenparalleler Wiirfel W* des m-dimen-
sionalen Raumes mit den rechtwinkligen Koordinaten Typry =+ - Tms
&y Slk von folgenden Eigenschaften bestimmen:

Der durch die beiden Wiirfel W und W* als ihr sogenanntes topologisches
Produkt definierte abgeschlossene Teilbereich W W* des (w + I)-dimen-
sionalen (z, £)-Raumes liegt noch ganz in O; die Determinante auf der
linken Seite von (5) bleibt im Bereich W W* von Null verschieden; die
Gesamtheit derjenigen Punkte des Bereichs W W*, welche das Gleichungs-
system (2) befriedigen, wird gegeben durch Gleichungen von der Gestalt

(1) 519 = @@y, - &yys &y -5 e=1...%

(8) Ty = Po(@uy - o Tuys Eayy o &) e=k+1...=
1‘
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Dabei durchliuft der Punkt (z v T 51“1 ce 'flz) den Wiirfel W, und
die Funktionen ¢;...@n sind in diesem eindeutig definiert und einmal
svetig differenzierbar. In den durch die Gleichungen (7) und (8) bestimmten
Punkten des Bereichs W W*, oder was das gleiche bedeutet, in denjenigen
Punkten dieses Bereichs, welche dem Gleichungssystem (2) geniigen, gelten
nun, wenn man die totalen Differentiale

9) df,, v=1...m, dg,, 0=1...m,

als lineare homogene Formen der Unbestimmten dz;...dz,; d&,...d¢&
betrachtet, in diesen die Identititen

dfle—'d¢{)=2ra9,df,, 0= 1___]‘;’
(10) .
dw.u() -— d¢9 = ?.ag,.df,, o= E+1...m.

Dabei ist die Matrix
o=1...m,

(11) {a,.}

v=1...m

die Reziproke derjenigen Matrix, welche in dem betreffenden Punkte durch
die Koeffizienten der Funktionaldeterminante. (5) dargestellt wird, und deren
Determinante daher im Bereich W W*, wie festgesetzt, nicht verschwindet,
Bezeichnet also ¢ die Determinante der Matrix (11), so ist

0(fy---1y)
(12) I

)=1.

Andererseits erhilt man fiir die aus den Koeffizienten der Differentiale
dz,, ...dz, gebildete Determinante auf der linken Seite der Identitéiten (10)

(g1 .- @)

1’ THga1 “m

13 (— Ty e P
(13) ) 6(:::#1...3::”’:)
und auf der rechten Seite

O(fy o £
(14) ¢, 9=, )

Man hat also
Afy -1

{zy... %)

3 (... ‘Pk)

= lal

?

wobei a durch (12) gegeben ist.

Man betrachte nun das mit den Gleichungen (7) gleichbedeutende Glei-
chungssystem
() {51? = @y (B, - Tys Epy oo 1) e=1...%

5 —':51 Q=k+ll

i ’
2 v
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Man erhalt fiir die Funktionaldeterminante dieses Systems

(17) &3, - &) _ 0p-9y)

0 (:z')ul e By §2k+1 ces é"l) 0 By, -ee .z'”k)

und wegen (15)
05, - &)

8(:c.u1 e By s Elk+1 élt)

(.- 1)

= Ia"’(’)(:t:l...:l.'m)

(18)

Wir ziehen jetzt den folgenden Hilfssatz heran2):
Es seien die Funktionen

Vo= Pptir... ), e=1...10

in einem abgeschlossenen Wiirfel des (1)-Raumes, d.h. des Raumes mit den
rechtwinkligen Koordinaten u; . . . u; definiert und einmal stetig differenzier-
bar. Dann entspricht der Gesamtheit derjenigen Punkte des Wiirfels, in
welchen die Funktionaldeterminante

9{v; ... 7))
Ty =0
wird, im (v)-Raum, d.h. im Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten
93 ...v;, zundchst gewi eine abgeschlossene beschrinkte Punktmenge, die
natiirlich auch leer sein kann. Diese Punkimenge hat den duferen Inhalt Null.

Nun verschwindet wegen (18) die Funktionaldeterminante des Gleichungs-
systems (16) in denjenigen Punkten des Wiirfels W, welchen im Bereich W W*
Punkte entsprechen, die den Gleichungen (2) und (3) gleichzeitig geniigen.
Gemif dem Hilfssatz besitzen also die durch die Gleichungen (16) bestimmten
zugehorigen Punkte des Parameterraumes den dufleren Inhalt Null. Damit
ist bewiesen, dafl die Menge derjenigen Punkte des Parameterraumes, fiir
welche das Gleichungssystem (2) im Bereich W W* mehrfache Lésungen
aufweist, den duBeren Inhalt Null hesitzt. '

Nun bildet im (m + I)-dimensionalen (z, £)-Raum die Gesamtheit der-
jenigen Punkte von A, welche mehrfachen Losungen entsprechen, eine be-
schriinkte, abgeschlossene Punktmenge, die mit P bezeichnet werden mége.
Zu jedem Punkt von P laBt sich ein Bereich W W* von den oben pri-
zisierten Eigenschaften bestimmen, der den Punkt als inneren Punkt ent-
hilt. Nach dem BomEischen Satz wird daher P von endlich vielen
solchen Bereichen iiberdeckt. Da in jedem die Projektion von P auf den
Parameterraum, wie eben festgestellt, den #uBeren Inhalt Null besitzt,

2) Der Leser findet einen einfachen Beweis dieses Hilfssatzes 1. ¢.r § 4 III 8. 712.
Ein Beweis unter allgemeineren Voraussetzungen findet sich auch bei O. HAUPT u.
G. AUMANN, ,,Differential- und Integralrechnung®“. Berlin, W. de Gruyter, 1938.
Bd. 3, S.139.
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so hat die Vereinigungsmenge dieser Projektionen, welche die Projektion
von P auf den Parameterraum darstellt, ebenfalls den auBeren Inhalt
Null. Damit ist der Satz I bewiesen, aus welchem, wie schon bei der
Formulierung erklart, auch der Zusatz folgt.

2) DaB die Voraussetzung des Satzes I, laut welcher in dem betrachteten
Bereich ausgeartete Losungen nicht vorkommen diirfen, nicht itberfliissig
ist, und selbst bei seinem Zusatz, der doch bloS eine Konsequenz darstellt,
nicht entbehrt werden kann, ist trivial. Bildet doch schon der Fall, daB eine
der Gleichungen (2) eine identische Folge der iibrigen ist, ein Beispiel dafiir,
da ohne di¢ betreffende Voraussetzung, die Behauptungen des Satzes und
des Zusatzes nicht gesichert sind. Eindringender wird der Sachverhalt durch
das folgende Beispiel illustriert:

Man definiere die Funktion

T
3 cos —
@

fiir £ = 0 durch Null und setze

f(=, &) = 28 cos % — &zt

Dann ist f(z, &) fiir alle Werte von z und & einmal stetig differenzierbar und

weist fiir ganzzahlige n > % | €] an den Stellen z = 51;; und z = é—;—-:_l ent-

gegengesetzte Vorzeichen auf. Die Gleichung
f (m’ E) =0

besitzt daher fiir alle Werte des Parameters £ im Bereich |z < 1 unepdlich
viele Liosungen. Definiert man also etwa den Bereich 4 durch die Un-
gleichungen |&] < ¢, |#| < 1, wobei ¢ eine beliebige positive Konstante be-
deutet, so trifft die Behauptung des Zusatzes zum Satz I hier nicht zu. In
der Tat ist auch die Voraussetzung nicht erfiillt, indem an der Stelle 2 = 0
of . df

5—:;'71111(16E

geartete Losung darstellt.
3) Will man sich von Voraussetzungen befreien, so gestattet der Satz I
die folgende Abwandlung.

Es seten diz Funktionen (1) in dem offenen Gebtet O des (x, £)-Raumes
definiert und einmal stetig differenzierbar. Dann besitzt im Parameterraum die
Gesamiheit derjenigen Punkte, fiir welche das Gleichungssystem tm Definitions-
gebiet mehrfache Losungen aufweist, die nicht ausgeartet sind, das Maf Null.

Beweis. Essei(z...Zn; &y ... &) eine mehrfache, nicht ausgeartete
Lésung im Definitionsgebiet. Dann 1Bt sich, da dieses offen ist, eine den
Punkt als inneren Punkt enthaltende, innerhalb des Definitionsgebietes
bleibende, (m -+ l)-dimensionale, abgeschlossene Kugel 4 bestimmen, deren

verschwinden, und mithin diese Stelle fiir alle Werte von £ eine aus-
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Mittelpunkt rationale Koordinaten besitzt, und deren Radius ebenfalls
rational und so kiein ist, dall eine derjenigen Unterdeterminanten m-ter
Ordnung der Funktionalmatrix (4), welche im Punkte (zy...%n; & ... &)
voraussetzungsgemif nicht verschwinden, in der ganzen Kugel von Null
verschieden bleibt, Mithin kommen in der abgeschlossenen Kugel 4 keine
ausgearteten Losungen vor. Gem&B dem Satze I besitzt daher die Gesamt-
heit derjenigen Punkte des Parameterraumes, fiir welche das Gleichungs-
system in der Kugel mehrfache Losungen aufweist, den duBeren Inhalt Null
und mithin a fortiori auch das Maf} Null. Da nun, im (z, £)-Raum jeder
Punkt, der einer mehrfachen nicht ausgearteten Losung entspricht, wie
eben festgestellt, einer solchen Kugel angehért, da es ferner solcher Kugeln
offenbar nur abzihlbar viele gibt, und da die Vereinigungsmenge abzihl-
bar vieler Punktmengen vom MaBe Null ebenfalls das MaB Null besitat,
so ist der Beweis fiir unsere Behauptung erbracht.

§ 2.

~ Anwendungen des Satzes iiber die Gleiéhnngssysteme
auf den Sehnitt gegebener Mannigtaltigkeiten mit Scharen dquidistanter Flichen
konstanten Kriimmungsmages,

1) Im n-dimensionalen Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten ¢, ...4,
sei eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit gegeben durch die Gleichungen

@) Yy=Y01...8) v=1...9, k=n—1,

wobei der Punkt (¢ ...¢;) einen beschrinkten, abgeschlossenen Bereich T
aas (¢)-Raumes durchlduft, der nur solche Randpunkte enthalt, die Hiufungs-
punkte von inneren Punkten sind. Der Bereich T lasse sich in ein offenes
Gebiet Ty einbetten, in welchem die Funktionen (1) noch definiert und
2weimal stetig differenzierbar sind, und in welchem an keiner Stelle sémtliche
Unterdeterminanten k-ter Ordnung der Funktionalmatrix

0yy v =1...m,
(2) {57,,} x=1...k%,

gleichzeitig verschwinden,

Eine Mannigfaitigkeit, welche diesen Voraussetzungen geniigt, soll fortan
kurz als eine ,,beschrinkte zweifach glatte’ Mannigfaltigkeit bezeichnet werden.
Dabei ist festzustellen, daB bei einer eindeutigen und eindeutig umkehrbaren
zweimal stetig differenzierbaren Transformation des (y)-Raumes eine be-
schrinkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit wieder in eine solche iibergeht.
Unsere Begriffsbestimmung ist daher auch unabhingig vom Koordinaten-
system, sofern die in Betracht kommenden Koordinatentransformationen
eindeutig, eindeutig umkehrbar und zweimal stetig differenzierbar sind.
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Wird eine beschrinkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit in einem Punkte,
der einem inneren Punkte von T’ entspricht, von einer (# — 1)-dimensionalen
Ebene beriihrt, o ist das damit gleichbedeutend, daB die in dem Punkte an-
setzenden %k Vektoren mit den Komponenten

oy 29,

m;-é—t;, %=1...’G,

in die Ebene fallen, Dieser Sachverhalt diene fiir den Fall, da8 der Beriihrungs-
punkt einem Randpunkt von I’ entspricht, zur Definition der Berithrung.
Denn das entspricht, da jeder Randpunkt voraussetzungsgemif Hiaufungs-
punkt von inneren Punkten ist, der Anschauung und ist zur Erhaltung der
Stetigkeit offenbar geboten.

Eine Schar paralleler Ebenen wird durch Gleichungen von der Gestalt
n n
(3) %’vé,,y,, = konst., %‘,5,2 > 0,

gegeben, wobei die Scharen auf die durch den Koordinatenanfangspunkt
gehenden Geraden des (£)-Raumes eindeutig und eindeutig umkehrbar ab-
gebildet sind.

Wird die gegebene zweifach glatte Mannigfaltigkeit (1) von einer Ebene
einer solchen Schar beriihrt, so findet das seinen Ausdruck in den Gleichungen

4 fully-. i3 &1...8) =0, ==1...k

wobei die Funktionen f, definiert sind durch die Gleichungen

n ayv

(5) fx(tl--.tk; 51 5”) = T £,

v

Auf Grund der Voraussetzungen (1) sind nun die Funktionen £, in dem offenen
Gebiet O des (f, £)-Raumes, welches durch T, und den gesamten (£)-Raum
als sogenanntes topologisches Produkt dieser beiden Gebiete gegeben wird,
definiert und einmal stetig differenzierbar. Ferner ist vermége der iiber die
Matrix (2) gemachten Voraussetzung in jedem Punkte von O mindestens eine
der Funktionaldeterminanten von f, ... f; nach % unter den #» Argumenten
& ... &, von Null verschieden. Es kénnen daher im Gebiete O ausgeartete
Losungen des Gleichungssystems (4) nicht vorkommen. Betrachtet man
jetzt die #; ..¢ als die Variablen und die &, ... ¢, als die Parameter, so
erfiillt das Gleichungssystem (4) die Voraussetzungen des Satzes I und seines
Zusatzes fiir jeden beschrinkten abgeschlossenen Teilbereich 4 von O.
Wihlt man als solchen das topologische Produkt von I' mit einem beliebigen
beschrinkten, abgeschlossenen Bereich des (£)-Raumes, so ergibt der Zusatz
zunichst das folgende Resultat:
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Satz II. Injedem beschrinkten, abgeschlossenen Bereich des (£)-Raumes
besitzt die Gesamtheit derjenigen Punkte, welchen eine Ebenenschar ent-
spricht, die eine gegebene beschrinkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit in
unendlich vielen Punkten beriihrt, den #duBeren Inhalt Null.

Nun kann der duflere Inhalt einer unbeschrinkten Punktmenge definiert
werden als obere Grenze des duleren Inhalts ihres Durchschnitts mit simt-
lichen beschrinkten, abgeschlossenen Punktmengen. Daher gilt der

Satz IT'. Die Gesamtheit derjenigen Punkie des (&)-Raumes, welchen eine
Ebenenschar entspricht, die eine gegebene beschrinkte zweifach glatte Mannig-
faltigkeit in unendiich vielen Punkten beriihrt, besitzt den duferen Inhalt Null.

Nun besteht diese Punktmenge aus Geraden durch den Koordinaten-
anfangspunkt, und der duflere Inhalt des Durchschnitts einer solchen Punkt-
menge mit der Vollkugel

n
21153 é ”'2
1

ist gleich dem Produkt von —i— 7™ mit dem auf der Einheitskugel gemessenen

duBeren Inhalt der Projektion der Punktmenge auf diese. Daraus folgt
leicht, daf die obigen Sétze IT und II’ gleichbedeutend sind mit dem

Satz II"”. Auf der Einheitskugel

n

©) Zer=1

besitzt die Gesamtheit derjenigen Punkte, welchen eine Ebenenschar ent-
spricht, die eine gegebene beschrinkte, zweifach glatte Mannigfaltigkeit in
unendlich vielen Punkten beriihrt, den iuBeren Inhalt Null.

Eine unmittelbare Konsequenz des Satzes II"" ist der

Satz II'". Es seien im (y)-Raum endlich viele beschrinkte zweifach glatte
Mannigfaltigheiten — jede von beliebiger Dimensionszahl k — gegeben. Dann
besitzt auf der Einheitskugel (6) die Gesamtheit derjenigen Punkte, welchen eine
Ebenenschar entspricht, die eine der Mannigfaltigheiten in unendlich vielen
Punkten beriihrt, den duferen Inhali Null.

2) Wird die gegebene beschriankte zweifach glatte Mannigfaltigkeit (1)
im Punkte (t; . . . ;) von einer Kugel mit dem Mittelpunkt (y; . .. y.) beriihrt,
so findet das seinen Ausdruck in den Gleichungen
(7 folts .t 47 . yn) =0, x=1...k

wobei die Funktionen f, definiert sind durch die Gleichungen

n ayy
(8) fr = Eyat (Y —9), 2=1...k,
1 %
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in welchen y, durch y,(¢; ... ¢) zu ersetzen ist. Der Fall, daB der Punkt
(yy . .. y») auf der Mannigfaltigkeit Liegt, ist hierbei als Beriihrung mit der
Kugel vom Radius Null, der sogenannten Nullkugel, anzusehen. Auf Grund
der Voraussetzungen (1) sind die Funktionen f, in dem offenen Gebiet O des
(t, y*)-Raumes, welches durch das topologische Produkt von T, mit dem ge-
samten (y*)-Raum gebildet wird, definiert und nach allen ihren Argumenten
ty...te Y5 ... Y einmal stetig differenzierbar. Ferner ist vermoge der iiber
die Matrix (2) gemachten Voraussetzung mindestens eine der Funktional-
determinanten der Funktionen f,.. f; nach %k unter den «# Argumenten
41 ...yn von Null verschieden. Diese Feststellungen fithren genau so wie
oben bei der Herleitung des Satzes II’ zum

Satz III. Die Gesamtheit der Mittelpunkte der konzentrischen Kugel-
scharen, welche eine gegebene beschriinkte zweifach glatte Manwigfaltigkeit in
unendlich vielen Punkien beriihren, besitzt den duferen Inhalt Null.

3) Es sei hier zundchst gestattet, zur Einfiihrung an einige allbekannte
ganz elementare geometiische Zusammenhiinge zu erinnern,

Im n-dimensionalen Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten 4 . . . y,
stellt die Gleichung

n n
(9) %o %71' %2 +2§v“r?h+“n+1 =0
fiir oy = 0 eineEbene dar; fiir ay == 0 ist sie gleichbedeutend mit der Gleichung

n 9 Zn',,af—uoocn+1
(10) Zv (y’ + %:) = _L__;g___

und stellt daher fiir

(11) Zvavg T Oo%y 41 >0
1
eine Kugel dar, deren Mittelpunkt die Koordinaten

(12) =%, T %

Gy L)

besitzt, und deren Radius durch die Formel

Zﬂ'"“f - %o %y yy
(13) +V
o

2
. 0
gegeben wird,
Fiir

n
(14) Zvoy — dgotgrr =0
1
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stellt die Gleichung die Kugel mit dem Radius Null, die sogenannte Nullkugel
dar, welche lediglich aus ihrem Mittelpunkte besteht, der die Koordinaten

(15) _";“‘_1 _—_;ﬁ
0 (1}
besitzt.
Fiir
n
(16) A?., a? — X%y 1 <O

gibt es iiberhaupt keine reellen Punkte, welche der Gleichung geniigen. Die
Koeffizienten oy, &; . . . oty &6y, ;. 1 s0llen als homogene Koordinaten der Kugeln
und Ebenen betrachtet werden.

Sind o, 0y . .. 0y, tyyq und o, oy ... o, 0,1 die homogenen Ko-
ordinaten zweier Kugeln oder Ebenen, fiir welche (11) oder (14) gelten, oder
mit anderen Worten, welche beide reelle Punkte besitzen, so zeigt die Gleichung

n
(17) ?r 0,0, = & (#%y11 + %yyr¥%) =0

an, da} die beiden Kugeln sich reell und orthogonal schneiden. Dabei ist der
Schnitt einer Nullkugel mit einer durch sie hindurchgehenden Kugel oder
Ebene als orthogonal zu rechnen.

Man betrachte nun die Schar von Kugeln oder Ebenen, welche gegeben
ist durch die Gleichung

. n ' n n
(18) m(E, g+ D +22,m.9,+ 42,5 —1) =0,

wobei A den inueren Parameter der Schar bedeutet, und 7, %; .. . 7, nicht
simtlich verschwinden.

Fir
n
(19) Zmy—m >0

besteht die Schar aus der Gesamtheit der Kugeln oder Ebenen, welche durch
den Schnitt der Einheitskugel

n
mit derjenigen Kugel oder Ebene hindurchgehen, die durch die Gleichung
” n
(20) (S +1)+2 2.y, =0

bestimmt wird, und mithin gemi8 (19), (11), (17) die Einheitskugel reell und
orthogonal schneidet und keine Nullkugel ist.
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Ist
”n
(21) 2,y =15 =0,

so wird die Schar von denjenigen Kugeln oder Ebenen gebildet, welche mit
der Einheitskugel nur den Punkt

(22) (:_’7,1 ces ﬂ‘)

Mo Mo
gemein haben und sie daher in diesem Punkte beriihren. Dabei liegen sie bis auf
den Beriihrungspunkt fiir ”i > 0 ganz im Innern der Einheitskugel und fiir
0
ﬂi < 0 ganz im AuBern. Da nimlich wegen (21) #, = 0 ist, so ist die Glei-
0
chung (18) gleichbedeutend mit der Gleichung

n n
AU ] P
[3) —_— —_— =
D VRS T )
und diese Gleichung zeigt, daB, abgesehen vom Beriihrungspunkt (22),

n
3.9 -1 und L
1

%o

entgegengesetztes Vorzeichen besitzen.
Es sei endlich

&2 2
(24) %'vm —n < 0.

Setzt man dann

(2 o=+ )= Sk,

so wird in der Gleichung (18) die charakteristische quadratische Form
»
(26) 21:.' 0 — ooty = A2 — 22,

Es gibt daher fiir |A] < 4, iiberhaupt keine reellen Punkte, welche der Glei-
chung (18) geniigen, wihrend sie fiir 4 = 4 4, Nullkugeln darstellt. Diese
liegen in den sich an der Einheitskugel spiegelnden beiden Punkten

— —7 — -7
(27) (.770':}-0 " 7]0""20) ’ ('"n _"730 " ’70“";0).

Fiir |A] > 4 stellt die Schar gewohnliche Kugeln oder Ebenen dar. Weder
diese noch die Nullkugeln schneiden die Einheitskugel. Sie liegen vielmehr

fiir ni > 0 ganz im Innern derselben und fiir 1—;'— < 0 ganz im AuBlern. Da
0 0
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namlich wegen (24) 7, = 0 ist, so ist die Gleichung (18) gleichbedeutend mit
der Gleichung

n n
(28) PO %)+f1— +2 (3.w-1)=0

und diese Gleichung zeigt, daB

n 9 A
217" yy — 1 und .
entgegengesetztes Vorzeichen besitzen.

Endlich folgt noch aus dem bilinearen Charakter der Bedingung (17), da
eine Orthogonalkugel der Einheitskugel von den Kugeln einer Schar (18)
entweder alle oder keine senkrecht schneidet. Insbesondere ist dadurch fest-
gestellt, daB eine Orthogonalkugel der Einheitskugel entweder durch beide
oder durch keine der beiden Nullkugeln einer Schar (18) vom T ypus (24) hin-
durchgeht, und daB jede Kugel einer solchen Schar von allen Orthogonal-
kugeln der Hinheitskugel, die durch eine der beiden Nullkugeln gehen, senk-
recht geschnitten wird.

4) Es werde nun dem Innern der Einheitskugel, also dem Gebiete

(29) Zl‘ <1
die MaBbestimmung

Z,dyt
(30) ds2 =4 —1

n
(- Zl,'y )
aufgeprigt. Dadurch wird ein hyperbolischer Raum mit dem Kriimmungs-
mafl — 1 definiert. Die hyperbolischen Ebenen werden durch den im Innern

der Einheitskugel verlaufenden Teil ihrer Orthogonalkugeln reprisentiert.
Auf Grund von (11) und (17) werden sie durch die Gleichung

n n n

(31) (&g + 1) +2 29, =0 2 —m;>0
dargestellt, so daB also die 7y, #; ..., als homogene Ebenenkoordinaten
auftreten.

Die Schar (18) stellt daher gema8l den oben gemachten Feststellungen
im Fall (19) die Abstandsflichen der hyperbolischen Ebene mit den homogenen
Koordinaten 7y, 71 - . . 9, dar. Im Falle (21) stellt sie fiir ﬂi > 0 die Schar

0
dquidistanter Orizykelflichen dar, deren Euklidische Modellkugeln im Punkte
—m,, . T

(32) ( o 7o )
die Innenseite der Einheitskugel beriihren.



14 E. Schmidt.

Im Falle (24) stellt endlich die Gleichung (18) fiir [1] > 4y und ni >0

0
hyperbolische Kugeln dar. Nun wird gemidB den obigen Feststellungen
jede dieser Kugeln von allen hyperbolischen Ebenen, welche durch die im

Innern der Einheitskugel gelegene Nullkugel gehen, senkrecht geschnitten.
Die Nullkugel bildet daher den hyperbolischen Mittelpunkt jeder Kugel der

Schar. Wir sehen also, daB die Gleichung (18) im Falle (24) fiir 1—:— > 0 die
0

Schar konzentrischer hyperbolischer Kugeln darstellt, deren Mittelpunkt
(4% .- - y») gemiB (27) durch die Gleichungen
o _
(33) ¥ = gy — T SO
bestimmt ist.

5) Es sei nun in unserem hyperbolischen Raum (29), (30) die beschrinkte
zweifach glatte Mannigfaltigkeit (1) gegeben.

Wird die Mannigfaltigkeit im Punkte (¢;...¢,) von einer Fliche der
Schar (18) beriihrt, so findet das seinen Ausdruck in den Gleichungen

(34) et tis A o1 i) =0, 2=1...k+1,

wobei die Funktionen f, definiert sind durch die Gleichungen

n

a
@) = Gt st ], x=1..k
1 # i

n n n 9
(36)  fer =g+ Dm0+ 2 0n+ (S — 1) =0,

in welchen y, durch y,(¢; . . . ¢,) zu ersetzen ist. Der Fall, dal eine Nullkugel
auf der Mannigfaltigkeit liegt, ist dabei als Berithrung zu rechnen. Auf Grund
der Voraussetzungen (1) sind nun die Funktionen f, in dem offenen Gebiet O
des (¢, 4, n)-Raumes, welches durch das topologische Produkt von T, mit
der gesamten (4)-Geraden und dem gesamten (7)-Raum gebildet wird, definiert
und einmal stetig differenzierbar. Man hat bei festem ¢ ... ¢, und mithin
auch festem y; ...y, und bei festem 7,

n

dy,
(37) d= D, SEn+ydh x=1..k
1 x
” n
(38) dfis1 =2 Zl',y,dm—!— (%,ys —1)dA.

Wir wollen nun zeigen, dal in jedem Punkte des Gehietes O mindestens eine
der Funktionaldeterminanten von f, ... f., 1 nach k£ -+1 unter den # 4 1
Argumenten 4,7, ...7, von Null verschieden ist. Andernfalls gibe es
namlich in O einen Punkt, in welchem die nicht siamtlich verschwindenden



Isoperimetrische Eigenschaft der Kugel. §2. 5. 15

Koeffizienten ¢; ...c;.1 sich so- bestimmen lieflen, daB identisch in den
Differentialen di,dn,...dn,
B+l
(39) .odf, =0
wird., Setzt man hier

dn, = —y,d4, yv=1...1
80 wird

df, =0, x=1...k df,1= _({J,y3+1)dz.

Mithin miiite ¢,.; = 0 sein. Die Identitit (39) erhielt also die Gestalt

k
?xcudfx =0,

welche fiir d4 = 0 als Identitét in den Differentialen d#; . . . d7, zu der iiber
die Matrix (2) gemachten Voraussetzung im Widerspruch steht.

Damit ist festgestellt, daf das Gleichungssystem (34), wenn man
£ ...t, und A als die Variablen betrachtet und #g, %5 ..., als die Para-
meter, die Voraussetzungen des Satzes I und seines Zusatzes fiir jede
beschrinkte, abgeschlossene Punktmenge 4 des Gebietes O erfiiilt. Es sei
nun B ein beliebiger beschrankter abgeschlossener Bereich des (7)-Raumes.
Man definiere die Punktmenge 4 durch die Gesamtheit derjenigen Punkte
von O, welche der Gleichung

(42) feer1 =10

geniigen, wobei der Punkt (¢ ... ¢; 70, 71 . . . ) das topologische Produkt
von T und R durchliuft. Da durch diese Gleichung 1 wegen (29) als stetige
Funktion von #;...%&, 5o, %1 -..%, bestimmt wird, so ist der Bereich 4
beschrinkt und abgeschlossen. Auf Grund des Zusatzes zum Satz I ge-
leitet nunmehr genau derselbe Weg, der iiber den Satz IT zum Satz IT
fithrte, zu dem

Satz IV. Im Euklidischen (7, #; . . . 77,)-Raum besitzt die Gesamtheit
derjenigen Punkte, welche vermoge der Gleichung (18) eine Flichenschar
bestimmen, die im hyperbolischen Raum (29), (30) eine gegebene beschrinkte
zweifach glatte Mannigfaltigkeit in unendlich vielen Punkten beriihrt, den
duBeren Inhalt Null.

Beschrinkt man sich auf das durch (19) bestimmte Teilgebiet des
(7)-Raumes, so ergibt sich a fortiori der

Satz V. Im (n + 1)-dimensionalen Euklidischen Roum der homogenen
hyperbolischen Ebenenkoordinaten (31) bestizt die Gesamtheit derjenigen Punkte,
wclchen hyperbolische Ebenen entsprechem, deren Abstandsflichenschar eine
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gegebene beschrinkte zweifach glatte Mannigfaltigheit in unendlich vielen Punkten
beriihrt, den duferen Inkalt Null.

Da nach den oben gemachten Feststellungen die Voraussetzungen des
Satzes I und seines Zusatzes erfiillt bleiben, wenn 7, festgehalten wird, und
nur 7, .. .7, als die Parameter betrachtet werden, so bleibt, wenn 5, = 0
oder 7, = 1 gehalten wird, der Satz IV in bezug auf den nunmehr %-dimen-
sionalen (7, ... 7,)-Raum giiltig. Im Falle 5y =1 gilt das a fortiori unter
der Einschrinkung (24), die dann in der Gestalt

n
(43) %',, 2 <1
erscheint. So erhalten wir den

Satz VI. Im Innern der n-dimensionalen Euklidischen Einheitskugel (43)
besitzt, die Gesamtheit derjenigen Punkte, welche verméoge der Gleichung (18)
fiir 7y = 1 eine hyperbolische konzentrische Kugelschar bestimmen, die eine
gegebene beschrinkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit in unendlich vielen
Punkten beriihrt, den duBeren Inhalt Nall.

Der Mittelpunkt (y7 . . . y») der konzentrischen Kugeléchar ist in diesem
Fall gemaB (25), (33) gegeben durch die Gleichungen

l/}
44 *=—“_——v——-—“_‘, =1-..n, T’:-—'—-L——___.
(+4) Y= 1+11—¢%
oder
——2y:' 2r
T =15 e =i v=1...n,
wobei

n n
*2 2 2
72:2171-:% , 1r=0, 2= 11'1711’ =0

gesetzt ist.

Nun erhilt man, wenn @(#, . .. 7,) den Quotienten des hyperbolischen
Volumenelementes des (y5 ... yy)-Raumes durch das entsprechende Eukli-
dische des (#; . ..7,)-Raumes bedeutet, '

(45) Qm...nn) = (1 _2 rs)n
Ist

oyt ... yn)
Ol ..’

7'1<1:

s0 ist auch der entsprechende Wert
27, (1—ry)?
= s =1-— l
1471 147n

& <1

und es folgt aus
r<mn

e= o1
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Mithin gilt fir » < 7
(2 ym ayt ... gn)
(46) QM ...mm) = (1——1'12) ng?l ‘m
Da das Maximum auf der rechten Seite als Maximum des absoluten Betrages
einer stetigen Funktion in einem beschrinkten, abgeschlossenen Bereich
endlich ist, so entspricht einer Punktmenge vom dufleren Euklidischen Inhalt
Null des (7; . ..7,)-Raumes vermége der Gleichungen (44) im (yy ... %h)-
Raum eine Bildpunktmenge, deven Durchschnitt mit der Kugel r < r; den
suberen hyperbolischen Inhalt Null besitzt. Da das fiir jedes r; << 1 der
Fall ist, so ist der duBere hyperbolische Inhalt der gesamten Bildpunktmenge
gleich Null. Wir haben also als Konsequenz des Satzes VI den

Satz VI'. Die Gesamthet der Mittelpunkie der hyperbelischen konzen-
trischen Kugelscharen, welche eine gegebene beschrinkte zweifach glaite Mannig-
faltigheit in unendlich vielen Punkten bertihren, besiizt dem dGuferen hyper-
bolischen Inhalt Null.

6) Jetzt kommen wir zu den Scharen dquidistanter Orizykelflichen.

Wird die gegebene beschrinkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit (1) im
Punkte (t;...t;) von einer Orizykelfliche einer solchen Schar beriihrt, so
findet das gemaf (18), (21), (32) seinen Ausdruck in den Gleichungen

» 83/,
(47) N St n e+ =0, x=1...k
T ¥
(4.8) (%'v y3+1)7]0+24§'vy7777+(§1 y3—1)3-=0,

Dabei diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
(50) 7> 0

voraussetzen. Dann mufl, wie aus der unter (23) begriindeten Feststellung
hervorgeht, auch

(51) A>0
sein., Nun gilt die Identitét

n n n n
(52) %"1'773‘ - 77(? + ("70 + Z’) {nﬂ(“l\:"vyvz + 1) + 2){"7 Yy + A (?v yvz - 1)}

Ma

v [777 + %("70 + Z’)]z — 22,
Das Gleichungssystem (47), (48), (49) ist daher gleichbedeutend mit dem
Gleichungssystem

(63) et lono;me..ny) =0, z=1...k+2
Mathematische Zeitschrift. 49, 9

ot
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wobei die Funktionen f, definiert sind durch die Gleichungen

n

a
(54) f4=2,m!{![’7v+?/v(’70+1)], x=1...k,
T *
(55) fk+1 = (é.:‘v:l/v2+ 1)7]0+ 2?:%%'{‘(%»%2— l)ﬂ"
(56) frsz = Zubnt g o+ DR — 2

in welchen y, durch y, (ty...¢) zu ersetzen ist. Auf Grund der Voraus-
setzungen (1) sind die Funktionen f, in dem offenen Gebiet O, welches diirch
das topologische Produkt von T, mit den beiden Halbgeraden 7, > Ound 1 > 0
und dem gesamten (7 . . . 9,)-Raum gebildet wird, definiert und nach allen
k +n + 2 Argumenten einmal stetig differenzierbar. Man hat bei festen
t1 .. .4 und mithin auch festem g, ...y,

n

ay, . .
(67)  dfe= E,ﬁ[dm+%(d%+dl)l, x=1...k,
1 A

(58) dfk+1 = 2 zl:vyvdnw'l" (A::vy;? +1)dﬂ0+(§v yf - 1)dl,

(59) dfurs = 2§'v[m+y,(no+z>] [dn, -y, (@70 + )] — 24 dA.

Wir wollen jetzt zeigen, da in jedem Punkt von O mindestens eine der
Funktionaldeterminanten . von f,...fy.o nach k4 2 unter den = 4 2
Argumenten 4, 79, ;.. .7, von Null verschieden ist. Andernfalls giibe es
némlich in O einen Punkt, in welchem die nicht simtlich verschwindenden
Koeffizienten ¢;...c;,0 sich so bestimmen lieBen, dal identisch in den
Differentialen d4, dug, doy .. .dn,

E+2
(60) %1,, cdf, =0
wird. Setzt man hier
(61) dn, = —y,[@dny +di), v=1...n

so wird
n n
(62) df,=0,2=1...k df,.1=(1 —zljv y2) dno — (1 +12,, y2) da,
Afppe = —2AdA.

Man hitte daher identisch in d7 und d4

(63) (1 %'r 99) Ao —l6pu2 24 + 0y (14 %:v g} da = 0.
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Wegen (29) wire also ¢;,; = 0 und mithin wegen (51) auch ¢, o = 0. Die
Identitiat (60) erhielte also die Gestalt

(61) Swoydl, =0,
1

welche fiir d#y = 0, d1 = 0 als Identitat in den Differentialen d#; ... d1,
im Widerspruch zu der tiber die Matrix (2) getroffenen Voraussetzung steht.

Damit ist festgestellt, dafl das Gleichungssystem (53), wenn man
t1 ..ty A 7 als die Variablen betrachtet und #, ...#, als die Parameter,
die Voraussetzungen des Satzes I und seines Zusatzes fiir jede beschrinkte,
abgeschlossene Punktmenge 4 von O erfiilli. Es bezeichne nun R(x, f),
0 < a < B, den durch die Ungleichungen

n
(65) 2= X, = p
1

definierten beschréinkten, abgeschlossenen Bereich des (7 ... %,)-Raumes.
Man definiere den Bereich 4 durch die Gesamtheit derjenigen Punkte des
Gebietes 0, welche den Gleichungen

fk+1 =0, fk+2 =0

geniigen, wobei der Punkt (¢; . . . tx; 1 . . . ,,) das topologische Produkt von T
und R(x, §) durchlaaft. Nun ist dieses Gleichungspaar gleichbedeutend mit
dem Gleichungspaar (48), (49), und diese Gleichungen bestimmen wegen
(50), (29) 5, und A.als stetige Funktionen von ¢;...4; 7y ...7,. Daher’ist
der so definierte Bereich 4 in der Tat beschrinkt und abgeschlossen. Der
Zusatz zum Satz I liefert mithin zunichst das Ergebnis:

Im Bereich R(x, ) besitzt die Gesamtheit derjenigen Punkte, welche
vermoge (18) und (21) eine Flichenschar bestimmen, die eine gegebene be-
schrinkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit in unendlich vielen Funkten be-
rithrt, den duBleren Inhalt Null.

LaBt man jetzt « gegen Null und § gegen unendlich konvergieren, so
ergibt sich der

Satz VII. Im Euklidischen (#;...#,)-Raum besitzt die Gesamtheit
derjenigen Punkte, welche vermoge (18) und (21) eine Orizykelflichenschar
bestimmen, die eine gegebene beschriankte zweifach glatte Mannigfaltigkeit
in unendlich vielen Punkten berithrt, den duBleren Inhalt Null

Auf demselben Wege, der vom Satz II' zum Satz I1” fithrte, gelangen
wir wegen (32) und (49) vom Satz VII zu dem

Satz VIU'. Man bezeichne den Punkt, in welchem alle Modellkugeln einer
Orszykelflichenschar die Einheitskugel gemeinsam berihren, als den absoluten
2%
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Punkt der Schar. Dann besitzt die Gesamthest der absoluten Punkte der
Orizykelflichenscharen, welche eine gegebene beschrankte zweifach glatte Mannig-
faltigkest in unendlich vielen Punkten beriihren, auf der Einhestskugel den
dufleren Inhalt Null.

7) Wir kommen jetzt zu den entsprechenden Sitzen in der spharischen
Geometrie.

Man projiziere die Kugel

(66) S e
0
vom Punkte
(67) =1 & =0, y=1...n

aus stereographisch auf die Ebene
(68) & =0.

Bezeichnet man im stereographischen Bilde die &,-Koordinate mit y,, so
ergibt sich

£,
¥ =71"¢> v=1...n,
U
(69) {vy"_’l 2![,
Eo=" ’ f,,::———j——’ v=1...n,
Zut1 14+, v
n

agt = (L) Son Sawes T
Z Y 1-4/ & o (1+ z, y3)

Wir erhalten also die spharische Geometrie mit dem KriimmungsmaB 1, indem
wir dem (y; ... ¥,)-Raum die MaBbestimmung

LA
%‘,dy-
(71) ‘ ds* =4 —————
1+ {n )
aufprigen.

Auf der Sphiie (66) wird eine Schar konzentrischer Kugeln gegeben
durch die Schnitte der Sphire mit der Ebenenschar

n n n
(72) 21 7, bty + 2- = Oy - V%.:v 773 g 1 §. Vlzv 773,
0
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wobei 4 den inneren Parameter der Schar bildet, 2 = 0 der spharischen Ebene
der Schar entspricht, und die beiden diametralen Mittelpunkte auf dexr Sphire
die Koordinaten

(73)

0,1...n

— 1, M
B 3 Y =
V LAY V L
{,‘ Nu %'p e
besitzen. Dabei liegen der erste dieser beiden Mittelpunkte und der Nordpol
der stereographischen Projektion bei positivem Vorzeichen von (1 + 1) auf
entgegengesetzten, und bei negativem auf der gleichen Seite der betreffenden
Kugel der Schar oder, was dasselbe besagt, der sie tragenden Ebene (72).

Die Einfiihrung von (69) in (72) ergibt als Gleichung der Kugelschar im
(y)-Raum

n n n
(74) (2,9 —1) + 2 2oy, + 22,y + 1) =0

Fiir die Koordinaten der beiden Mittelpunkte im (y)-Raum erhalt man aus (73)
und (69)

— 1, My

LA ’ LAY
%'lu N +1’0 %‘,‘ Nu — Ng

(75)

, v=1...n

Dabei liegt der erste dieser beiden Mittelpunkte bei positivem Vorzeichen
von (5o + A) im Innern, und bei negativem im AuBern der durch die Glei-
chung (74) bestimmten Euklidischen Modellkugel.

Es sei nun auf der Sphire (66) eine beschriinkte zweifache glatte Mannig-
faltigkeit gegeben. Dann wihle man das Koordinatensystem so, daBl der
Nordpol (67) der stereographischen Projektion nicht auf der Mannigfaltigkeit
liegt. Dann bleibt sie in den stereographischen Koordinaten eine beschrinkte
zweifach glatte Mannigfaltigkeit, die durch die Gleichungen (1) gegeben sei
Wird die Mannigfaltigkeit im Punkte ¢, . .. ¢, von einer Kugel der konzen-
trischen Schar (74) beriihrt, so findet das seinen Ausdruck in den Gleichunger

(76) LGt A0, .. .10 =0, x=1...k+1,

wobei die Funktionen f, definiert sind durch die Gleichungen

n

a
(T7) I‘x=2,a—":'[m+yv(no+l)], x=1...k,
1 ’

(78) fk+1 == (21:1' !/3 - 1)770+ 2%‘7 yv"]v—*‘ (%‘ryi? +1)}'9
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in welchen y, durch g, (¢; ... &) zu ersetzen ist. Der Fall, dal einer der beiden
durch (75) gegebenen Mittelpunkte der Schar auf der Mannigfaltigkeit liegt,
is% dabei als Beriihrung mit der aus diesem Punkte bestehenden Nullkugel
zu rechnen. Die Funktionen f,,»% = 1...k+ 1, sind in dem offenen Gebiet O
des (¢, 4, )-Raumes, welches durch das topologische Produkt von T, mit der
gesamten (1)-Geraden und dem gesamten (7)-Raum gebildet wird, definiert
und einmal stetig differenzierbar. Die Funktionen (77) stimmen mit den
Funktionen (35) tiberein, wihrend die Funktion (78) aus der Funktion (36)
durch Vertauschung der Koeffizienten von 7, und 4 hervorgeht. Aus der ent-
sprechenden Feststellung hinsichtlich der Funktionen (35), (36) ergibt sich
daher durch Vertauschung von 7, und 4 das Resultat, daf in jedem Punkte
von O mindestens eine der Funktionaldeterminanten der durch (77), (78)
definierten Funktionen f;...f,,; nach k- 1 unter den n 4 1 Argu-
menten g, #; ...#%, von Null verschieden ist.

Damit ist festgestellt, daB das Gleichungssystem (76), wenn man
t...4 und A als die Variablen betrachtet und 7o, %, ... %, als die Para-
meter, die Voraussetzungen des Satzes I und seines Zusatzes fiir jede
beschrinkte, abgeschlossene Punktmenge 4 des Gebietes O erfiillt. Es sei
nun R ein beliebiger beschrinkter abgeschlossener Bereich des (n)-Raumes.
Man definiere die Punktmenge 4 durch die Gesamtheit derjenigen Punkte
von O, welche der Gleichung

fk+1 = 0

geniigen, wobei der Punkt (¢ ... #; %0, %1 . . . 77,) das topologische Produkt
von T und R durchliuft. Da darch diese Gleichung A als stetige Funktion
von ¢y ...4%; 9o, My . . . 4, bestimmt wird, so ist der Bereich beschrinkt und
abgeschlossen. Auf Grund des Zusatzes zum Satz I geleitet nunmehr genau
derselbe Weg, welcher iiber den Satz II zum II’ fiihrte, zunichst zu dem
Ergebnis: :

Im Euklidischen (19, #; - . . 7,)-Raum besitzt die Gesamtheit derjenigen
Punkte, welchen vermége der Gleichung (74) auf der Sphire (66) eine konzen-
trische Kugelschar entspricht, die eine gegebene beschrinkte zweifach glatte
Mannigfaltigkeit in unendlich vielen Punkten beriihrt, den #uBeren Inhalt
Null.

Aus dieser Feststellung folgert man wegen (73) genau so, wie der
Satz IT” aus dem Satz I’ abgeleitet wurde, den

Satz VIII. Im sphireschen Roum besitzt die Gesamtheit der Mittelpunkie
der konzentrischen Kugelscharen, welche eine gegebene beschrankte zweifach
glatte Mannigfaltigheit in unendlich vielen Punkten berihren, den duferen
Inhalt Null.
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8) Die Ausfiihrungen dieses Paragraphen mégen in den folgenden beiden
Ergénzungen, die unmittelbar einleuchten, ihren Abschlufl finden:

Satz IX. Dieselbe Verallgemeinerung, durch welche der Satz I1" zum
Satz 11" erweitert wurde, gilt fir alle sm laufenden Paragraphen bewiesenen
Siitze, d. k. alle diese Siitze bletben bestehen, wenn es sich nicht wm eine be-
schrinkte 2weifach glatte Mannigfaltigheit handelt, sondern wm endlich viele
mit beliebigen Dimensionenzahlen.

Da bei einer Punktmenge vom aufBleren Inhalt Null dieser Inhalt auch
bei Einbeziehung aller ihrer Haufungspunkte gleich Null bleibt, so ergibt
sich endlich der

Satz X. Der Zusatz zum Satz I sowie alle Sitze des laufenden Para-
graphen behalten ihre Giiltigkeit, wenn die Punktmengen, deren #uBerer
Inhalt laut Behauptung verschwindet, durch Einverleibung aller ihrer
Haufungspunkte abgeschlossen werden.

§ 3.

Die den &dquidistanten Fliichenscharen konstanten KriimmungsmaBes
angepalten Koordinatensysteme.

1) Ist im #n-dimensionalen Euklidischen Raum eine Schar paralleler
Ebenen gegeben, so kénnen wir das rechtwinklige Koordinatensystem so
wihlen, daB die Schar aus den Ebenen

(1) z, = konst

besteht. Man hat dann
) ds2=dwf+§vdw§:dxf+i(4 ;‘:,dzf).

Ist eine Schar konzentrischer Kugeln gegeben, so wihle man ihren
Mittelpunkt zum Anfangspunkt O des rechtwinkligen Koordinatensystems
& ... &,. Esseinun P ein von O verschiedener Punkt mit den Xoordinaten
& ... & und P’ seine Projektion von O aus auf die Einheitskugel. Man
projiziere diese stereographisch vom Punkte

(3) =1 &L=§&= " =§=0
aus auf die Ebene

51 '—'-:0.
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Sind dann & ... &, die Koordinaten von P, und 0, @, . .. 2, die Koordinaten
des stereographischen Bildes, so erhdlt man entsprechend § 2 (69), (70)

LA
g , ol 2,
4 2, =—,v=2...0, 5= = ———, v=2...1,
1§ noog LI
Z, a0 +1 1+ 2,

" s\ )”w
5 Jagr=|—2—) N aa.
©) Z <1 + f‘vm'ﬁ ‘E'J

2
Setzt man
n
(6) xlz = %’111 Ef’ (5% > 0:
so hat man
£ ' E‘l’
(6) 51’ == ;:-1, y =1 N n,
n n
(M det=2Z, a8 = Z[d(n&)P
s [ » ’ ’ N i ’
= (lz'vévz)dmlz +2 (%'v‘fvd f,)(l:ldil?] + $12 %‘vdgvz'
Da nun
" I n ’

) 41‘:,5,2 =1 und mithin %‘,5;45, =0

ist, so ergibt die Einfithrung von (5)

2 n
(9) ds2=dzf+z12<__2r_) D) dat z>0
1+, 2 2
2

Hierbei ist zu beachten, daB im Falle
(10) 52_-:53:"':.::§"=0
die Transformationsformeln (4) fiir £, = 0 also & = #; nicht definiert sind.

Sonst ist die Transformation regulir, eindeutig und eindeutig umkehrbar.
Der gegebenen konzentrischen Kugelschar entspricht die Ebenenschar

#; = konst.

2) Es sei auf der #-dimensionalen Einheitssphire, d. h. auf der Oberfliche
einer (n -+ 1)-dimensionalen Kugel vom Radius 1 eine Schar konzentrischer
n-dimensionaler Kugeln gegeben. Man wihle die rechtwinkligen Koordinaten
%o N1 - - - 7y S0, daff die Sphire die Gleichung

n

2 .
(11) %,vnv =1
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erhalt, und die beiden diametralen Mittelpunkte der konzentrischen Kugel-
schar in die Schnittpunkte der 7,-Achse mit der Sphire fallen. Nun definiere
man zunéchst die Koordinaten y; . . . y,, indem man in der stereographischen
Projektion § 2 (69), (70) &, durch 7, ersetzt. Man erhilt

” 2 n
My 2
(12) 9, = = V= 1...m, ds2= E Jdnl = <____7__2> E Lyl
0 1+2vy,, 1
1

Der auf der Sphire gegebenen konzentrischen Kugelschar entspricht jetat
im Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten y; ...y, eine konzentrische
Kugelschar um den Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt. Ersetzt man
jetzt in den Gleichungen (4), (5}, (7), (9) &, durch y, und z; durch 2z, wihrend
Ty . . . T, ungeiindert stehenbleiben, so werden die gy . . . 4, in die &}, z, ... 2,
transformiert, und man erhilt

n
(19 4= Lyl o>
Y,
(14) a;,,zxr_yi, y=2...n,
n g2 %

2

(15) ,dy; = da® + 2° <-——~> dz?.
12Y 1 +£’v zr g
2

Die Einfithrung in (12) ergibt

2\ 24 \2 e V¥ vy,
16 ds? = (————) dw*2+< ) ( ) dz.
( ) 1+m1=t2 1 1+x:s 1+£'vxf ;’1
2

Durch die Substitution
(17) #=tg3, O<m<a,
erhilt man schlieBlich das Resultat
2 n
(18) ds? = dzl+sin2 g, (—_2”__) Zv dz?, 0< z <,
143,20/ 2
2

wobei z; alle Werte zwischen 0 und = und z; . . . z, alle reellen Werte durch-
laufen. Wie aus der im Anschlul an (10) gemachten Feststellung hervorgeht,
sind die Transformationsformeln (13), (14) fiir

(19) Ye=Ys=- """=4=0, 151 =20
oder, was wegen des ersten Gleichungssystems (12) gleichbedeutend ist, fiir

(19" Ne=mg="'+=0,=0, 75 =0
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nicht definiert. Sonst ist die Transformation regulir, eindeutig und ein-
deutig umkehrbar. Der gegebenen konzentrischen Kugelschar entspricht
im Modellraum (z; ... «,) die Ebenenschar

29) z; = konst.

Diese Modellebenenschar stellt gleichzeitig auch die Abstandsflichen der
durch die Gleichung

T
n=3

bestimmten sphirischen Ebene dar, welche die beiden Mittelpunkte der
konzentrischen Kugelschar zu Polen besitzt. Die konzentrische Kugelschar
kann nun gleichzeitig auch als Schar der Abstandsfléichen zu dieser sphirischen
Ebene aufgefat werden. Es ist bei dieser Auffassung der Schar zweckmiBig,

€, = 5 — #, zu setzen. Die MaBbestimmung (27) erhilt dann die Gestalt

2
2 B
(21) ds? = dz,* + cost 2 (*_2—> 2 dz?.
. n v
145, 2/ 2
2

Dabei erhilt die sphéirische Ebene die Gleichung
7 = 0,
wihrend die Schar der Abstandsflichen durch die Gleichung

(21) 7 =c=konst, —% <¢<

O]

dargestellt wird.

3) Es sei im hyperbolischen Raum vom Kriimmungsma -1 eine
konzentrische Kugelschar gegeben. Man wihle das Modell § 2 (29), (30) so,
daB der gegebene Mittelpunkt der Kugelschar zam Mittelpunkt der Einheits-
kugel (29) wird. Der gegebenen konzentrischen Kugelschar entspricht dann
im Modellraum (y; . . . y,) die Euklidische Kugelschar um den Koordinaten-
anfangspunkt als Mittelpunkt. Bei der Transformation (13), (14), (15) erhilt
man

n
(22) 72 = ‘1‘: 2, 0<af<l,
(23) g, =, v=2...m,
¥ — Y,
n 2 n
e Sag-anrear (2 Y 3 aa
1 2
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Die Einfithrung dieser Gleichung in § 2 (30) ergibt

@ am (e (2 () e

\1+Z‘ 2

Durch die Substitution

(26) @y = tgh %

erhilt man schlieBlich das Resultat

2 n
(27) ds? = dzl 4 sinh2z, <_2n__> 2‘,dxf, z > 0,
14+ 3,2/ 2
2

wobei x, alle positiven. Werte durchlauft und z, . . . z, alle reellen Werte. Fiir

(28) - Yo=Ys= " "=4=0, y1 =0

sind die Transformationsformeln (23) nicht definiert. Sonst ist die Trans-
formation regular eindeutig und eindeutig umkehrbar. Der gegebenen konzen-
trischen Kugelschar entspricht im Modellraum (z, ... %,) die Ebenenschar

(29) z; = konst.

4) Es sei im hyperbolischen Raum vom Kriimmungsmafl — 1 eine
Schar dquidistanter Orizykelflichen gegeben. Man transformiere das Modell
§ 2 (29), (30) durch reziproke Radien so in den Raum mit den rechtwinkligen
Koordinaten wf, Ty . .. &,, daB die Einheitskugel in die Ebene

thr Inneres in den Halbraum
(31) zy > 0

und der gemeinsame Berithrungspunkt der Orizykelfiichenschar mit der
Einheitskugel in den unendlich fernen Punkt iibergeht. Im so transformierten
Modell geht die gegebene Orizykelflichenschar in die Ebenenschar

(32) #; = konst, konst > 0,
itber, und man erhilt die MaBbestimmung

d n
(33) PR S ), dalo).

Zy S

3) Eine Ausfilhrung der kleinen Rechnung findet der Leser auch L ¢.2 8. 230.
Dabeiist #, y; ... y,_jdurch o}, 2,...2,,&,&;...&,_; durch y, ... 9,, 48 durch
d & zu ersetzen und zu beachten, daB in der letzten Zeile unter dem vorletzten Summen-
zeichen der Index O stehen muf anstatt des Druckfehlers 1.
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Durch die Substitution
(34) z = &

erhalt man schlieBlich das Resultat

(35)  dst=dal+ ﬁni’vdapf ~ da?+ ":“ (4 j’,dw‘?),
2 2

wobei die z; . .. %, alle reellen Werte durchlaufen.
Der gegebenen Schar dquidistanter Orizykelflichen entspricht die Ebenen-
schar

(36) x; = konst.
5) Es sei endlich im hyperbolischen Raum mit dem Kriimmungsmaf — 1
eine Schar von Abstandsflichen einer Ebene gegeben.

Man transformiere zunfchst das Modell § 2 (29), (30) durch reziproke
Radien so in den Halbraum

(37) 2 >0

mit den rechtwinkligen Koordinaten 2, . .. z,, da die Einheitskugel in die
Ebene

(38) Zl = O
iibergeht und die gegebene hyperbolische Ebene die Gleichung
(39) 23=0

erhilt. Dann entsprechen den Abstandsflichen der Schar im neuen Modell
die Ebenen

(40) ’ Zo + }.zl =0,

Ferner hat man fiir die hyperbolische MaBbestimmung

n

(41) dsz == ¥ 424

v
lev

Setzt man bei Beriicksichtigung der Ungleichung 2, > 0

(42) 2y =12,,,008¢9, 23=12,.,8in¢, 2,,,>0 — % < @p< %,
so erhilt man
d ot 1 1 n+1
2 29 2
(43) ds cos*¢p+cos“¢p L,’ngv dz,},

4) Siehe Anmerkung 3), S. 27.
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und die Abstandsflichen erhalten die Gleichung

(44) ¢ = konst, — %— < konst < %
Transformiert man jetzt den (» — 1)-dimensionalen Halbraum
Znyi > 0

mit den rechtwinkligen Koordinaten 23, z4...2,,1 durch reziproke Radien
so in das Gebiet

(45) 2l <,
dafl die Ebene

Zoi1 =0

in die Einheitskugel iibergeht, so ergibt sich

1 nj%l ’ o \ 2 %
R . 25
(46) 23H% a2 (1 2 2) grda:,. )
: - X,
2
Man setze ferner
(47) sinh z; = tg ¢.

Dann ist wegen || < % x, eindeutig und eindeutig umkehrbar durch ¢

bestimmt, und man hat

cosh2 ; = 1 + sinh? z; = 1 + tg2¢ =

cos? ¢
(48) cosh 27 = — -
Ferner ergibt die Differentiation von (47)
(49) coshz, dz; = Eg‘;;%
und bei Einfithrung von (48)

dgp
(50) conp = dz,.
Die Einfiithrung von (48), (48), (50) in (43) ergibt schlieBlich
2
(61) dst = daf + cosh?z, <~_—-2;‘-—-—> Zv dz?,
1—Y, 27/ 2
2

wobei z; alle reellen Werte durchlduft, wihrend der Punkt (z,... z,) auf
das Innere der Einheitskugel (45) beschrinkt bleibt.

§) Siehe Anmerkung 3).
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Wie die Gleichungen (2), (9), (18), (21), (27), (35), (51) zeigen, erscheint
die MaBbestimmung in den unseren Fliachenscharen angepaBten Koordinaten-
gystemen stets in der Gestalt

2 n
(52) ds? = da? + G (xy)? <__2_n_> 2
1+K 5, a/ 2

2
dz},

v

wobei man K auf die Werte 0, — 1, -~ 1 beschrinken kann, und G (z;)
eine Funktion von ; bezeichnet.

§4.
Die Differentiation von Oberflichenintegralen bei gegebener MaBbestimmung.

1) Die nachstehenden Ausfiihrungen greifen vielfach auf Begriffe und
Sitze zuriick, welche 1. c.1 entwickelt worden sind, und welche ich daher,
am Wiederholungen zu vermeiden, im wesentlichen als bekannt voraussetzen
muBl. Zunichst seien hierzu die folgenden Feststellungen vorausgeschickt:

Wie aus der Erklarung der Begriffe eines k-dimensionalen Grundgebildes
(1 £k £ n — 1), einer k-dimensionalen reguliren Mannigfaltigkeit und eines
n-dimensionalen reguliren Korpers im #n-dimensionalen Raum unmittelbar
einleuchtet, bleiben die definierenden Eigenschaften dieser Gebilde bei einer
eindeutigen und eindeutig umkehrbaren zweimal stetig differenzierbaren
Transformation des s-dimensionalen Raumes invariant, und die Gebilde
gehen daher in ebensolche im transfermierten Raum iiber. Die Definition
dieser Gebilde ist also auch unabhingig vom Koordinatensystem, sofern die
in Betracht kommenden Koordinatentransformationen eindeutig, eindeutig
umkehrbar und zweimal stetig differenzierbar sind.

Ein k-dimensionales Grundgebilde im #-dimensionalen Raum (1 < k
<n —1) ist gemaB der L. ¢.1 § 5 I gegebenen Definition auf ein k-dimen-
sionales achsenparalleles Parallelotop eines k-dimensionalen Parameterraumes
mit den rechtwinkligen Koordinaten ¢, . . . ¢, eindeutig, eindeutig umkehrbar
und zweimal stetig differenzierbar bezogen. Damit ist das Grundgebilde
noch keine beschrinkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit im Sinne von § 2 (1);
denn dazu fehlt noch die Einbettung. Um diese zu erreichen, bezeichne man
einen solchen Teil eines Grundgebildes, der einem ganz im Innern des Bezugs-
parallelotops liegenden, zu diesem etwa #hnlichen und konzentrischen
Parallelotop entspricht, als ein eingebettetes Grundgebilde. Ein solches
stellt dann auch eine beschrinkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit dar, wobei
das Innere des umfassenden Bezugsparallelotops, von welchem ausgegangen
wurde, als das von der Definition geforderte offene Einbettungsgebiet T dient.

Man bezeichne nun die Gesamtheit derjenigen Punkte einer Mannig-
faltigkeit M, welche von einem ihrer Punkte P um weniger als §, 6 > 0,



Isoperimetrische Eigenschaft der Kugel. §4. 1. 31

entfernt sind, als die 6-Umgebung von P auf M. Dann gehort zu den 1. ¢.}
§ 6 IIT S.725, § 5 III formulierten Definitionseigenschaften einer k-dimen-
sionalen reguliren Mannigfaltigkeit M, im n-dimensionalen Raum die folgende:

Zu jedem Punkte P von M, gibt es ein p > 0 und ein k-dimensionales
Grundgebilde Gy, so dafl die § ,-Umgebung von P auf M; vom Innern von G
itberdeckt wird, Da man erforderlichenfalls ¢, verkleinern kann, so darf an-
genommen werden, daB @, ein eingebettetes Grundgebilde und mithin
auch eine beschrinkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit ist. Da nun M,
beschrinkt und abgeschlossen ist, so kann man unter den Kugeln mit dem
Mittelpunkt P und dem Radius ¢, gemifl dem BoreLschen Satz schon endlich
viele so auswihlen, daB M, von ihnen iiberdeckt wird. Also wird M, auch
von den entsprechenden endlich vielen zweifach glatten Mannigfaltigkeiten
iiberdeckt. Da die endlich vielen %'-dimensionalen (1 < %’ < %) Rand-
mannigfaltigkeiten einer k-dimensionalen reguliren Mannigfaltigkeit de-
finitionsgem#B ebenfalls regulire k'-dimensionale Mannigfaltigkeiten sind,
so haben wir das Ergebnis, dal eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit ein-
schlieBlich ihrer simtlichen Randmannigfaltigkeiten niedrigerer Dimen-
sionenzahl von endlich vielen beschrinkten zweifach glatten Mannig-
faltigkeiten iiberdeckt wird, deren jede natiirlich die Dimensionenzahl der
Mannigfaltigkeit besitzt, zu deren Uberdeckung sie verwendet wird.

Wir sagen, eine k-dimensionale regulire Mannigfaltigkeit im n-dimen-
sionalen Raum werde in einem threr Punkte von einer durch ihn gehenden
(h — 1)-dimensionalen Ebene berithrt, wenn diese die %-dimensionale
Tangentialebene des Panktes enthilt, oder wenn der Punkt einer &'-dirhen-
sionalen Randmannigfaltigkeit (1 < &’ < k) angehort, deren £’-dimensionale
Tangentialebene in die Ebene fillt, oder endlich, wenn der Punkt einer
0-dimensionalen Randmannigfaltigkeit angehort, d. h. ein Eckpunkt ist. Die
oben prizisierte Uberdeckung der reguliren Mannigfaltigkeit durch endlich
viele beschriankte zweifach glatte Mannigfaltigkeiten gewihrleistet die
Giiltigkeit des Satzes II'”, § 2 und seiner Erweiterung Satz X, § 2. Dieser
Sachverhalt 188t sich auch folgendermafBen aussprechen:

Man bezeichne eine Richtung in bezug auf eine gegebene k-dimensionale
reguldre Mannigfaitigkeit im n-dimensionalen Euklidischen Raum als ,,eigent-
lich singulir”, wenn die Mannigfaltigkeit in unendlich vielen Punkten von
der zu dieser Richtung senkrechten (# — 1)-dimensionalen Ebene im oben
festgestellten Sinn berithrt wird, und als ,,singuldr, wenn sie eigentlich
singuldr oder Haufungsrichtung eigentlich singuldrer Richtungen ist. Man
markicre jede Richtung durch das Paar der beiden diametralen ,,Richtungs-
punkte®, in welchen die Einheitskugel von dem parallelen Durchmesser
geschnitten wird. Dann bilden auf der Einkeitskugel dve Richtungspunkte der
singuliren Richtungen eine abgeschlossene Punkimenge vom duferen Inhalt Null,
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2) Man prige dem Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten z, . . . z,
die MaBbestimmung

n
(1) dszzglyaludwlda;u, Gy = By

auf, wobei die Koeffizienten a;, stetige Funktionen von z; ... =, sind, die
Matrix einer positiv definiten quadratischen Form bilden und fiir x = 2
(2) Uy =0 = 0
ist.

Werden zwei im Punkte 2; ...z, ansetzende Richtungen durch die

Vektoren U und V mit den Komponenten #; . .. %,und ¢, . .. v, reprisentiert,
so hat man fiir den Winkel zwischen den beiden Richtungen, der mit

A{U. 7V}
bezeichnet werden mdge, in der Euklidischen MaBbestimmung die Formel
zn‘v‘uy Vy

(U, V)
(3) cos X{U,V} = — ! SIS £ N4 —
no.qfn o V(U U)WV, V)
V%:v Uy Vlzvv"

wobei das Klammersymbol wie iiblich das innere Produkt der beiden ein-
geklammerten Vektoren bedeutet, und den Quadratwurzeln hier wie fortan
allen Quadratwurzeln das positive Vorzeichen beizulegen ist.

Man definiere nun das innere Produkt der Vektoren U, V in der MaB-
bestimmung (1), das mit

#) (U, 7)
bezeichnet werden moge, durch die Gleichung

n

(5) (U, V)= %'“alﬂulv,,.

Dann hat man fiir den in der MaBbestimmung (1) gemessenen Winkel zwischen
den Vektoren U und V, der mit

(6) 2{U, v}
hezeichnet werden moge, die Formel
) cos X{T, 7} = 27

Voo Yir
Durch die Gleichungen (2) wird daher sichergestellt, dal der Einheitsvektor
der w;-Achsenrichtung, d.h. der Vektor mit den Komponenten u; = 1,
Uy = %g...= 4, = (0 dann und nur dann zu einem anderen Vektor in der
MaBbestimmung (1) senkrecht steht, wenn das auch in der Euklidischen
MaBbestimmung der Fallist, d. h. wenn dessen erste Komponente verschwindet.
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3) Es sei nun im Euklidischen Modellraum mit den rechtwinkligen
Koordinaten #;...x, M;, 1<k =n —1, eine k-dimensionale regulire
Mannigfaltigkeit, in bezug auf welche die z;-Achsenrichtung nicht singulir ist.
Dann gibt es also nur endlich viele Werte von &, fiir welche M, im oben
erklirten Sinn von der Ebene #; = £ beriithrt wird, und in jeder dieser Ebenen
findet die Beriihrung nur in endlich vielen Punkten statt. Diese Werte von
& sollen als die ,,Ausnahmewerte’* bezeichnet werden.

Dieses vorausgeschickt — gelten die folgenden Sétze:

Satz XI. Es bezeichne y eine sietige Funktion auf M,. Dann ist das
Integral
® | vas

' Mp(z =95

fiir alle Werte von &, insbesondere also auch einschlieflich der endlich vielen
sogenamnnten Ausnahmewerte, bestimmt und, als Funktion von & stetig. Dabes
bedeutet ds,, das k-dimensionale Flichenelement in der Mapfbestimmung (1) und
M, (x, < &) denjenigen Teil von My, fir welchen z, < & ist.

Satz X1I. Abgesehen von den endlich vielen sogenannien Ausnahmewerten
von & qilt ferner noch fir 2 <k <n —1

a = Va : der—1
(9) E—é j. "/’dsk = ﬂ;—______._—_',
M =5 sy = o *® A E T

und der durch diese Gleichung dargestellte Differentialquotient des Integrals (8)
ist als Funktion von & an der betrachteten Stelle stetig. Dabes bedeutet M, (z, = &)
den Schwitt von M, mit der Ebene z, = &, welcher gemdf 1.c.1 § 6 TII (13)
aus endlich vielen reguliren (k — 1)-dimensionalen Mannigfaltigheiten besteht,
die nur Randpunkte miteinander gemein haben kinnen. Ferner bedeutet T die
i der Mapbestimmung (1) semkrechte Projekiion des Einheitsvektors der
xy-Achsenrichtung auf die k-dimensionale Tangentialebene von M. Da voraus-
setzungsgemi in keinem Punkte von M, die k-dimensionale Tan-
gentialebene in die Ebene z; = & fillt, so ist der Einheitsvektor der
#;-Achsenrichtung in keinem Punkte zur k-dimensionalen Tangentialebene
im Euklidischen Sinn orthogonal. Nach der oben gemachten Feststellung
steht also auch in keinem Punkte von M, der Einheitsvektor der z;-Achsen-
richtung zuv %-dimensionalen Tangentialebene in der MaBbestimmung (1)
senkrecht. Daher verschwindet der Veltor T nirgends, und der Winkel

(10) Zg {wl i _T—}

ist mithiv iiberall bestimmt und von einem Rechten verschieden. Da endlich
gemif 1. ¢ §6 IIT (11, 12) die k-dimensionale Tangentialebene einer k-dimen-
Mathematische Zeitschrift, 49. 3
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sionalen reguliren Mannigfaltigkeit sich mit dem Berithrungspunkte stetig
andert, so gilt das auch fiir die Projektion T. Mithin ist auch

(11) cos X {z;, T}

auf My stetig, von Null verschieden und zwar, wie die Gleichung (43) zeigen
wird, positiv.

Dem Beweise der Siitze XI und XII, welche der infinitesimalen An-
schauung freilich ohne weiteres einleuchten, seien die folgenden elementaren
Ausfithrungen vorausgeschickt.

4) Esseien V, ... V; k linear unabhingige Vektoren im n-dimensionalen
Euklidischen Raum. Man bilde die Grammschen Determinanten

Vi, Vo) o (V, Vi
(12) D=| -
Ve Vi) - (Vi Vi)
(V‘z’_- V’l) ' (V2s Vk)
(13) Di=| . |
(Vk: V‘Z) Tt (Vk, Vk)
Es sei ferner
E
(14) 2ueV

die senkrechte Projektion von ¥V, auf das von den Vektoren V... V; aof-
gespannte lineare Vektorgebilde, so daf man also hat
k

(15) Vi=Zuob,+L
(16) L Vy)=0, pu=2...k
und mithin

1n (Vy, L) = (L, L).

Multipliziert man in der Determinante (12) fiir u = 2...k die u-te Zeile
mit ¢, und subtrahiert sie von der ersten, so erhiilt man wegen (15), (16),
(17), (13)

(18) D = (L, L)D,.

Diese Gleichung liBt leicht erkennen, dafl die GramMsche Determinante
von k linear unabhingigen Vektoren positiv ist, und zwar gleich dem Quadrat
des Inhalts des von den Vektoren als Kanten gebildeten k-dimensionalen
Parallelotops. Da niamlich L wegen der linearen Unabhingigkeit der Vektoren
Vi Va... Vg nicht verschwinden kann, und (L, L) das Quadrat der Hdohe
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des Parallelotops auf dem von ‘den k& — 1 Vektoren V,... ¥, als Kanten
gebildeten Grundfléchenparallelotop darstellt, so zeigt (18), daB die beiden
zu beweisenden Behauptungen fiir & Vektoren zutreffen, wenn sie fiir k ~ 1
gelten. Da sie nun fiir k = 1 offenbar giiltig sind, so sind sie damit fiir
jeden Wert von % bewiesen.

Besteht aber zwischen V, ...V, eine lineare Abhingigkeit, so besteht
dieselbe auch zwischen den Zeilen der Grammschen Determinante, und
diese verschwindet mithin.

Es sei nun F ein weiterer von Nall verschiedener Vektor und 7 seine

senkrechte Projektion auf das von den linear unabhingigen Vektoren V; ... V,
aufgespannte lineare Vektorgebilde. Dann hat man

(19) T = %k',. aV,,
(20) E=T+P,
(21) (P,V,)=0, »=1...k
und mithin
(22) (£, T)= (T, T).
Es sei ferner
(23) T +o.
Dann ist entsprechend (3)
E, T
(24) cos X {E, T} = TEF_(?)V—(—)T“_E
und wegen (22)
(24) cos X{E,T} = %
Hieraus folgt zunichst
(25) cos X {E, T} > 0.
Es gelte endlich
(26) (B, V,)=0 pu=2.. .k
Dann ist wegen (20), (21) auch
@7) (T,V,) =0, u=2...L

Ist jetzt BL die senkrechte Projektion von T' auf die den Vektor L tragende
Gerade, so hat man

(28) T=8L+W,

(29) (W, L) = 0.
3%
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Aus (16), (27), (28) folgt

(30) W, V=0, u=2.. .k
und mithin wegen (15), (29)
(31) (W, V3) = 0.
Wegen (30), (31), (19) ist auch
(32) (W, T) =0
und mithin wegen (28), (29)
(W, W) =0.
Also hat man
(33) W=0
und wegen (28), (23)
(34) I'=8L B=+0.
Die Einfiihrung in (24) ergibt
(35) cos? X {E, T} = (E(—g)%%f)
Nun ist wegen (15) und (26)
(36) (B,L) = (E, V).
Man erhilt daher
37) cost X (B, T} = (&7

(E, E) (L, L)
und bei Einfiilhrung von (18)

(38) cost X {E, T} = %)7271))“’
wobel gemifl (25)

(39) cos X{E, T} >0

ist.

Von diesen Formeln zur Bestimmung des Winkels zwischen dem Vektor &
und seiner senkrechten Projektion auf das von den Vektoren V...V, auf-
gespannte lineare Vektorgebilde, welche unter den Voraussetzungen (23)
und (26) gelten, wird in der Folge Gebrauch gemacht werden. Zunichst

bedarf es noch einer Verallgemeinerung,.

5) Man betrachte in der MaBbestimmung (1) Vektoren, welche Richtungen
reprisentieren, die in einem Punkte z, . . . z, ansetzen, und bediene sich der
Bezeichnungsweise (4), (5), (6), (7). Dann gilt, wie gezeigt werden soll, die

der Gleichung (18) entsprechende Gleichung
(40) D = (L,L) D,.
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Dabei ist L durch die den Gleichungen (15), (16) entsprechenden Gleichungen

k — —
(41) Vi=3u6VutL LV)=0 p=2..k
2

bestimmt, und D und 171 gehen aus D und D, hervor, indem man in den de-
finierenden Determinanten (12) und (13) die gewShnlichen inneren Produkte
durch die in der MaBbestimmung (1) definierten, mittels Uberstreichung der
Klammersymbole bezeichneten inneren Produkte ersetzt.

Es bezeichne ferner T die in der MaBbestimmung (1) senkrechte Pro-
jektion des Vektors E auf das von den % linear unabhéngigen Vektoren ¥; ...V,
aufgespannte lineare Vektorgebilde. Es sei

(42) T +o.
Dann ist, wie ebenfalls gezeigt werden soll,
V=37
(43) cos X {E, T} = 1) ~ o,
V& o
Gilt endlich
(44) EV)=0 p=2...k
so hat man
e — 9
(45) cos? X {E, T} = “ﬁll_)—_ ;
(B, E) (L, L)
P, S,
. m (%, Vy) D,
2 = W Dh
(46) cosz X {H,T} B D

Beweis. Man transformiere bei festem % ...z, die %, linear so in die
u¥, v=1...n, daB
A{-:'l,[t QppUy Yy = Zn'v “:2
1 1
wird. Dann gilt, wenn die v} aus den v, durch dieselbe Transformation
hervorgehen, auch '

(47) (U,7) = %'“a;,, v, = {:,u:‘ ¥,

Das innere Produkt in der Mafbestimmung (1) geht also im transformierten
Raum in das gewthnliche innere Produkt iiber, wodurch die auf Grund der
Voraussetzungen (42), (44) zu beweisenden Gleichungen (40), (43), (45), (46)
in die auf Grund der entsprechenden Voraussetzungen (23), (26) schon be-
wiesenen Gleichungen (18), (24'), (37), (38) iibergehen.

6) Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum Beweise der Sitze X1

und XII.
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Im Euklidischen Modellraum mit den rechtwinkligen Koordinaten
%y ..., konnen die Richtungen der Achsen ...z, in bezug auf M,
singuldr sein. Da aber, wie oben am SchluB des Abschnitts 1 des laufenden
Paragraphen festgestellt, die Gesamtheit der singuliren Richtungspvnkte auf
der Einheitskugel den duBeren Inhalt Null besitzt, so gibt es in beliebiger Nihe
jeder der Achsenrichtungen #, ... x, eine Richtung, die nicht singulér ist.
Legt man nun im Euklidischen Modellraum senkrecht zu jeder dieser Rich-
tungen durch den Koordinatenanfangspunkt eine (» — 1)-dimensionale
Ebene, bezeichnet mit a, . .. x, die Abstinde des Punktes (z; ... ,) von
diesen Ebenen und setzt z; = @;, so gehen die z] ... z, aus den ;... z,
durch eine lineare Transformation mit konstanten Koeffizienten hervor.
Dabei darf durch Einschrinkung der Abweichung der gewihlten nichtsingu-
laren Richtungen von den entsprechenden z,-Achsenrichtungen als bewirkt
vorausgesetzt werden, daB die Determinante der Substitution nicht ver-
schwindet. Mithin sind die #; ..., und die @] . .. z, durch eine nicht aus-
geartete lineare Transformation mit konstanten Koeffizienten aufeinander
bezogen. Deutet man die #; ... %, als rechtwinklige Koordinaten in einem
anderen Raum, so entspricht in diesem der Mannigfaltigkeit M, eine Mannig-
faltigkeit M;,, welche gem#B der am Eingang dieses Paragraphen gemachten
Feststellung ebenfalls eine regulire k-dimensionale Mannigfaltigkeit darstellt.
Nun entsprechen den Parallelebenenscharen, welche im (z')-Raum durch die
Gleichungen z, = konst, v = 1. ..n, dargestellt sind, im (z)-Raum Parallel-
ebenenscharen, welche zu den entsprechenden nichtsinguliren Richtungen
senkrecht stehen, d. h. weder selbst M, in unendlich vielen Punkten berithren,
noch Hiaufungsscharen solcher Parallelebenenscharen sind, welche M; in
unendlich vielen Punkten berithren. Mithin sind im (z')-Raum die Achsen-
richtungen in bezug auf M, nichtsingulir. Es gelten daher fiir M, die
Sitze 1 ¢.1 §8 VI (1), (2) GL (114), (116). Es ist also fiir jede auf M, stetige
Funktion ¢ das Integral

(48) | eads
M2y =&

fiir alle Werte von £, d.h. einschliellich der endlich vielen sogenannten
Ausnahmestellen, bestimmt und als Funktion von £ stetig. Dabei bedeutet dsf,
das Euklidische k-dimensionale Flichenelement im (2')-Raam.

Ferner gilt fiir ¥ = 2 abgesehen von den endlich vielen Ausnahmestellen
von &
49 _d_ ( (] v 14 d S;;_ 1
(49) a¢ | PESy = cos Az, T}’
M (wy = ) My =6



Isoperimetrische Eigenschaft der Kugel. §4. 6. 39

und zwar ist der durch diese Gleichung dargestellte Differentialquotient des
Integrals (48) als Funktion von £ an der betrachteten Stelle stetig. Dabei
besteht der Schnitt

M(z1 = &)

aus endlich vielen reguliiren (k — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, welche
nur Randpunkte miteinander gemein haben, I bedeutet die senkrechte
Projektion des Einheitsvektors der #;-Achsenrichtung auf die 4-dimensionale
Tangentialebene von M, . Da voraussetzungsgemill keine der endlich vielen
Auspahmestellen von & vorliegt, so fallt das k-dimensionale Tangentialgebilde
in keinem Punkte in die Ebene &; = konst, oder mit anderen Worten, die
#;-Achsenrichtung stehtnirgendssenkrecht aufder k-dimensionalen Tangential-
ebene, und T’ verschwindet daher in keinem Punkte. Mithin ist der Winkel
Ao, T

iiberall bestimmt, stetig, von einem Rechten verschieden und sein Kosinus
entsprechend (24’), (25) von Null verschieden, und zwar positiv.

Wir wollen nun zeigen, da8

ds;

(60) Fra
auf M, eindeutig, bestimmt und stetig ist, wobei ds, das ds, entsprechende
Fliachenelement des (z)-Raumes in der MaBbestimmung (1) bedeutet. Ist
nimlich in der Umgebung des betreffenden Punktes die Mannigfaltigkeit M,
auf die Parameter ¢; ... ¢; bezogen durch die Gleichungen

{51) z, = a0ty ... L), v=1...m

50 erhilt man fiir die entsprechenden Punkte von M, die Werte von z, durch
die oben festgestellte lineare Transformation mit konstanten Koeffizienten.
Man bezeichne mit V;, 4 ==1...%, den Vektor mit den Komponenten

oz, o=,
2 o o
im (z)-Raum und mit ¥} den entsprechenden Vektor im (#')-Raum mit den
Komponenten
dxy oz,
(53) a—tl- L a—tl .

Dann sind zunichst die k& Vektoren ¥, ... V, und ebenso auch die ; Vektoren
Vi ... Vilinear unabhingig; denn bei der Darstellung einer ¥-dimensionalen
reguliren Mannigfaltigkeit in der Umgebung einer Stelle kénnen gemiB
l.c2 §5 II1 b die Parameter stets so gewihlt werden, da die Funktional-
matrix den Rang k besitzt. Es mégen nun D’ und D} aus D und D, hervor-
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gehen, indem man in den definierenden Determinanten (12) und (13) die
inneren Produkte durch die im Euklidischen (z’)-Raum gebildeten inneren

Produkte (V,, V;) ersetzt, und D und 51 wie oben unter (44), indem man

die in der MaBbestimmung (1) gebildeten inneren Produkte (Vy» V,) einsetazt.
Dann hat man

(54) ds, = VD' dy, . . . d1,,

(55) Is,=VDay ... du,
i VD

56 ==

( ) d&k V__D-'

Dieser Ausdruck ist offenbar von der Wahl des Parametersystems unabhangig,
da bei einer Parametertransformation D und I sich beide mit dem Quadrat
der Funktionaldeterminante der Transformation multiplizieren. Da die
Parameterdarstellung (51) einer reguliren k-dimensionalen Mannigfaltigkeit
zweimal stetig differenzierbar ist, so wird dadurch a fortiori auch die behauptete
Stetigkeit des Quotienten der Flichenelemente durch (56) sichergestellt.
Wegen z, = ; ergibt sich nun der zu beweisende Satz XI aus dem
zitierten, das Integral (48) betreffenden Ergebnis, indem man dort

Vo
(57) P= vy
setzt. Denn man hat
ds, = doy g fD_d .
(8 [ vas= [ virai- [ »Zas
My (2 = D) Hp (2 =) My ey =9

Es sei jetzt £ = 2, und es liege keine Ausnahmestelle von & vor. Dann
folgt aus (58) und (49)

'Pj d,g;c 1
d - d Vf g Vﬁ _
® % | vE=z | Yyp = | wamry

Myl =3 My (zy =6 My (zy =6

wobei der durch diese Gleichung dargestellte Differentialquotient als Funktion
von & an der betrachteten Stelle stetig ist. Ferner wird dann M; von der
Ebene | = & nirgends beriihrt. Es kann daher, wie l.c.1 §6 ITI (13) (A)
8. 727 gezeigt, in dieser Ebene das Parametersystem in der Umgebung jedes
Punktes von M; so gewihlt werden, daB

’
t1=$l
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wird. Mithin gilt auf den endlich vielen (¢ — 1)-dimensionalen reguliren
Mannigfaltigkeiten, aus welchen der Schnitt M} (2] = £) besteht, ent-
sprechend (56)

(60)

Daher hat man

@ | WRE = Vo __ds
Y VoD, o X(e T YYD s K& T
My(xy =5 My (zy=4)
Mithin ist wegen (59)
d P VED'I a8 _,
(62) iF pds = j v Vo b 8 &= T
My ey = 6 Mr@m =9 !
Nun ist wegen
:(63) X = Ty = U
dx; ET _
(64) .a_tl,_l, T,)Z_O, u=2..k
, o0m _ g 9m -
(64) =1 =0 u=2..k

Bei der linearen Transformation mit konstanten Koeffizienten, durch welche
der (z)-Raum und der (z')-Raum aufeinander bezogen sind, folgt natiirlich
aus (63) nicht, daB die z,-Achse und die #;-Achse ineinander iibergehen. Man
bezeichne im (z)-Raum den Einheitsvektor der z;-Achsenrichtung mit K
und im (2')-Raum den Einheitsvektor der zj-Achsenrichtung mit . Dann
gilt wegen (64'), (53)

(65) (B, V) =0, nu=2..k
und wegen (64), (52), (2)

(66) (EV)=0 u=2...k
Ferner hat man wegen (64'), (53)

(67) (B B) = (E", V) =1
und wegen (64), (52), (2)

(68) (EE—)= (m = a11.

Nuan ist 7" als die senkrechte Projektion von E” auf die k-dimensionale
Tangentialebene von M, oder mit anderen Worten auf das von den k Vektoren
Vi...V, aufgespannte lineare Vektorgebilde definiert und verschwindet,
wie im AnschluB an (49) festgestellt worden ist und iibrigens auch aus (67)
unmittelbar hervorgeht, in keinem Punkt der Ebene 2} = £ In Verbindung
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mit (65) sind damit die Voraussetzungen (23) und (26) fiir die Giiltigkeit der
Gleichungen (38), (39) sichergestellt, und diese ergeben

2 Copn g v mny __ (B, V)2 Dy e
(69) CcOs: A{ﬁ]_,T}——GOS A{E,T}——m, COSA{.’D],.T}>0.
Wegen (67) erhilt man also

(70) cos X {7, T} = VE—%
Ebenso ist 7 als die in der MaBbestimmung (1) senkrechte Projektion von &
auf die k-dimensionale Tangentialebene von M} oder mit anderen Worten auf
das von den k Vektoren V; . . . V, aufgespannte lineare Vektorgebilde definiert
und verschwindet, wie im Anschlull an (9) festgestellt und iibrigens auch aus
(68) unmittelbar folgt, in keinem Punkte des Schnittes #; = & In Verbindung
mit (66) sind damit die Voraussetzungen (42), (44) fiir die Giiltigkeit der
Relationen (43), (45), (46) sichergestellt, und diese ergeben bei Einfithrung
von (68}

a4
b

(71) cos A{:El, T} = COS A{E’ T} o .V—

L, I)
(12) cos X {on, T} = !SQ%EgEEQ.
D
Die Einfithrung von (70) und (72) in (62) ergibt die zu beweisende Gleichung (9),
wobei die Stetigkeit des durch diese Gleichung dargestellten Differential-
quotienten als Funktion von & schon im AnschluB an (59) festgestellt worden ist.
Damit sind die Sitze XI und XII vollftdndig bewsesen.

7) Wir wollen unsere Formeln in einem Spezialfall etwas niher aus-
fithren, und zwar unter der Voraussetzung, dafl die MaSbestimmung (1) die
Gestalt

n
(73) ds? = alda? + o} Zudzl, a1>0, a5>0, n 23
annimmt, wobei a; und @, stetige Funktionen von ...z, bedeuten.

Es bezeichne im Euklidischen (z)-Raum T die senkrechte Projektion des
Einheitsvektors £ der z,-Achsenrichtung auf die k-dimensionale Tangential-
ebene von M oder mit anderen Worten auf das lineare Vektorgebilde, welches
von den k durch (64) definierten Vektoren V,...V, aufgespannt wird.
Dementsprechend bezeichne

X{z,, T} = X{E T}
den Euklidischen Winkel zwischen der z,-Achsenrichtung und ihrer Pro-

jektion T. Dann ist I durch die Gleichungen (19), (20), (21) bestimmt. Ferner
bleibt, wenn & keiner der endlich vielen Ausnahmewerte ist, fiir ;= &

(74) T <o
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Endlich gilt wegen (64)
(15) (B, V)=0, pu=2...F
Mit den Gleichungen (74), (75) sind die Voraussetzungen (23}, (26) fiir die
Giiltigkeit der Relationen (37), (39) sichergestellt, Man hat also

(76) cos X {#, T} = cos X {E, I} = VT(_E_%—;—‘(%—’_—L_),

wobei L durch die Gleichungen (15), (16) bestimmt ist. Nun ist wegen (64)
an (B, E) = (E, V) = 1.

Mithin gilt

(78) !

S B
s A =
Ferner hat man gemiB (71) bei der Spezialisierung (73) wegen a;; = a7
{79) cos X {@, T} = —=tiee.
V@
Nun ist, da gem38 (64) die erste Komponente der Vektoren ¥, fiiru =-2... %
verschwindet, fiir jeden Vektor U

(80) U, V,) =a(U,V,).
Daber folgt aus (16)
81 (L,V,)=0 wu=2...F

Diese Gleichungen in Verbindung mit (15) sind der definitionsmillige Aus-
druck dafiir, daB L auch in der MaBbestimmung (1) derjenige Vektor ist, der
die senkrechte Projektion von V, auf das von den Vektoren Vs ...V auf-
gespannte lineare Vektorgebilde zu Vy erginzt. Mithin gilt bei der Speziali-
sierung . (73)

(82) L =L

Nun ist wegen (15) und (64) die erste Komponente von L gleich 1. Die iibrigen
Komponenten seien I, ...1,. Dann hat man

(83) (L, L) =1+ %7 12

und wegen (82) und (73)

(84) (L, L) = (I,L) = a? + a2 Zu 2.
Aus (83) und (78) folgt

n P 1
(85) é“l‘% == (LsL) —1= W—- 1= tgz A{CBI, T}n
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Bei Einfithrung von (84) in (79) erhilt man
1 2
—_— 1
(86) cos X {z,, T} “1 al + o2 Z

und mithin wegen (85)

1
cos X {z,, T}

Hieraus folgt noch wegen (72), (73), da a;; = af wird,

(87) = o Vai +aftg® X (o, T}.

) VD = Vai + at e X o, ) VD,
und, da wegen (80)

(89) D, = a2* 2D,

ist,

(90) VD — o5~ Va? + of tg* X {2y, 7} VD,

Hieraus folgt fiir das k-dimensionale Flachenelement in der MaBbestimmung
(73) entsprechend (55) wegen (63)

91) ds; = Vz_)dtl v dt, = af? Vaf + af tg? X {a;, T} VD]d:cldtg...dtk
und bei festem x, wegen (89)

(92) (Ek._l = 1/.-5; dtg PN dtk = ag"l VDl dtz dtk = 612 dsk 1s
wobei dsy_ das Euklidische (k —1)-dimensionale Flichenelement bezeichnet.

Gemif Satz XII gilt endlich, sogesehen von den endlich vielen Ausnahme-
werten von & bei der MaBbestimmung (73) wegen (87)

. . o '
pds, = v Voi + af tg® X (m, T} dsi s

Mi (2 =8 M@y =8

(93)

|

und bei Einfithrung von (92)

d » — ,
(94) i3 pds, = pai Vol + aftg® X {ay, T} dsi_,

Mp(ey = b) Myl =8)

webei der durch diese Gleichung dargesteilte Differentialquotient als Funktion
von £ stetig ist.

Endlich sei noch festgestellt, da von den fiir die Ma8bestimmung (73)
abgeleiteten Formeln nur die letzten beiden Gleichungen (93) und (94) sich
auf die Voraussetzung stiitzen, da M, eine reguldre k-dimensionale Mannig-
faltigkeit ist. Alle iibrigen Gleichungen dagegen bediirfen lediglich der
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Voraussetzung, dal M, in der Umgebung des betrachteten Punktes eine einmal
stetig differenzierbare, den Gleichungen (64) geniigende Darstellung durch
k Parameter mit einer Funktionalmatrix vom Range k zuldBt, worin zugleich
enthalten ist, da die z;-Achsenrichtung nicht senkrecht auf dem %-dimen-
sionalen Tangentialgebilde steht.

8) Zusatz 1 zu den Sitzen XI und XII. Die Sitze XI und XII
bleiben unveréndert bestehen, wenn die Voraussetzung, daf die Richtung
der z,-Achse nicht singulér ist, dahin eingeschrinkt wird, daf sie nicht
eigentlich singulér ist.

Bei der oben auseinandergesetzten Zuriickfithrung dieser Sitze auf die
im Abschnitt 6) des laufenden Paragraphen unter (48) und (49) reproduzierten
l. ¢1 bewiesenen S#tze wird ndmlich nur von der letzteren Voraussetzung
Gebrauch gemacht. Was nun den in der zitierten Arbeit durchgefithrten
Beweis anlangt, so wird dort hinsichtlich der ersten Achsenrichtung ebenfalls
nur die Voraussetzung eingesetzt, daB die Richtung nicht eigentlich singalir
ist. Hinsichtlich der iibrigen Achsenrichtungen wird allerdings die volle
Voraussetzung der Nichtsingularitit herangezogen, welche aber auch in dem
eben durchgefiihrten Beweise durch die Auswahl der Achsen zj ...z, als
erfilllt betrachtet werden kann.

Zusatz 2 zu den Siétzen XI und XII. Selbst wenn die Ma8bestim-
mung (1) die Euklidische ist, und die Behauptungen der Sitze XI und XII
daher mit den Behauptungen der hier unter (48) und (49) reproduzierten,
L. ¢t bewiesenen Sitze iibereinstimmen, bringen die Satze X1 und XTI gegen-
itber den herangezogenen doch einen Fortschritt in Gestalt einer wesentlichen
Einschrankung der Voraussetzungen. Denn die Forderung der vollen Nicht-
singularitét aller Achsenrichtungen wird auf die nur die erste Achsenrichtung
betreffende und zudem noch geringere Voraussetzung reduziert, daf die
Richtung nicht eigentlich singuldr sei.

9) Es sei im Raum mit den rechtwinkiigen Koordinaten z, . . . «, K ein
regulirer Korper im Sinne der Definition 1. ¢t § 6 IV. Man bezeichne eine
Richtung in bezug auf K als eigentlich singulir, wenn sie in bezug auf eine
der endlich vielen reguliren (» — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, aus
welchen der Rand von K besteht, eigentlich singuldr ist, oder mit anderen
Worten, wenn eine dieser Mannigfaltigkeiten in unendlich vielen Punkten
von den zu dieser Richtung senkrechten Ebenen in dem im Abschnitt 1) des
laufenden Paragraphen erklirten Sinne beriihrt wird. Man bezeichne eine
Richtung in bezug auf K als singulir, wenn sie eigentlich singulir oder
Haufungsrichtung eigentlich singulérer Richtungen ist. Aus der am Schluf§
des Abschnitts 1) des laufenden Paragraphen gemachten Feststellung folgt
dann, daf auf der Einheitskugel die Richtungspunkte der zu emem gegebenen
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requlliven Korper singuldren Richtungen eine abgeschlossene Punktmenge vom
duperen Inhalt Null bilden.

Wir machen nun die Voraussetzung, dafi das Koordinatensystem so
gewihblt ist, daf die w;-Achsenrichtung zum gegebenen Koérper K micht
eigentlich singuldr liegt. Es gibt dann also nur endlich viele Werte von &,
die sogenannten ,,Ausnahmestellen®, fiir welche eine der endlich vielen
(» — 1)-dimensionalen reguliren Mannigfaitigkeiten, aus welchen der Rand
von K zusammengesetzt ist, von der Ebene z; = & im oben bezeichneten
Sinn beriihrt wird, und fiir jeden dieser endlich vielen Werte von & kann die
Beriihrung nur in endlich vielen Punkten stattfinden.

Es bezeichne pun

(95) P = @(a1...2)

eine in K definierte stetige Funktion. Man definiere die Funktion ® (&) durch
die Gleichung
(96) o@) = [ ol u...0)d5...dz,

K@ =48
wobei K (z1 = &) den Schnitt des Korpers mit der Ebene z; = £ bedeutet.
Dann ist, wie L. c.2 § 8 IIT bewiesen, fiir alle Werte von &, also inshesondere

auch fiir die sogenannten Ausnahmestellen, das Integral (96) bestimmt und
stellt eine stetige Funktion von £ dar. Endlich gilt

14
(7) qu;dzl ... dz, = (D) de,

wobei o und B so gewahlt sind, daB fiir alle Punkte von K

(98) e=2 =B
ist.

Dieser Satz ist zitierten Ortes zwar unter der stirkeren Voraussetzung
ausgesprochen, daB die Richtung der z;-Achse in bezug auf K nicht singulir
ist. Er gilt aber auch unter der hier angegebenen Voraussetzung, daB die
Richtung nicht eigentlich singulir ist. Denn nur von letzterer Annahme wird
beim Beweise Gebrauch gemacht.

Ebenso wie (97) hergeleitet wurde, ergibt sich natiirlich auch fiir & >a,
und zwar fiir alle diese Werte von &

.
(99) [ vde .. .de,=[o@ae

K@=

wobei K (z; < &) denjenigen Teil von K bezeichnet, in welchem z; < & ist.
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10) Es sei nunmehr & keine der endlich vielen sogenannten Ausnahme-
stellen. Dann besteht gem#8 1. ¢ § 6 IV (14) K (z; < &) aus endlich vielen
reguldren Korpern. Die endlich vielen (» — 1)-dimensionalen reguliren Rand-
mannigfaltigkeiten dieser Kérper erfiillen den Schnitt K(z; = &) und die
Ounktmenge R(z; < &), d.h. denjenigen Teil des Randes R von K, fiir
welchen z; < & ist. Dabei konnen je zwei dieser endlich vielen regularen
(n — 1)-dimensionalen Randmannigfaltigkeiten nur Punkte gemein haben,
die fiir beide wiederum auf dem Rande liegen, die also endlich vielen reguléren
(» — 2)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten angehdren.

Indem man auf jeden dieser Kérper das GREENsche Lemma®) anwendet
und dann das Resultat iiber alle Kérper summiert, ergibt sich fiir eine in K
einmal stetig differenzierbare Funktion y

(100) s‘ ycos X {xy, N} ds,_; + g 78%y . ..daz,

RE = K@ =8

wobei N die duBere Normale bezeichnet und ds,_; das (» — 1)-dimensionale
Euklidische Flichenelement.
Gemif (99) ist

§I
o — 9%
(101) ‘[ a—%dxl...dxn”jdf j a—%da‘g...dm,,.
K(mz=§ e K@ =8
Mithin folgt aus (100)
(102) j 14y ... iz,
K (xy =§£)
;I
= — j xcoszg{a;],N}ds,,_l—f-".dE j ‘;a—a:dasz...dw,,,
Rz = ¥) 3 K(zy = &

wobei der Faktor von d£ unter dem zweiten Integral auf der rechten Seite
gemiB der Feststellung (96) eine fiir alle Werte von & stetige Funktion von ¢
darstellt.

Es sei nun R]_, eine de- endlich vielen reguliiren (% — 1j-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten, aus welchen R als Rand von K zusammengesetzt ist.
In bezug auf R}_, ist dann die Richtung der x,-Achse a fortiori nicht eigentlich
singuldr und & a fortiori kein Ausnahmewert. Daher kénnen wir auf R,

%) Einen Beweis dieses Lemmas, der den hier geltenden Voraussetzungen angepalit
ist, findet der Leser auch l.c! §9 L
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den Satz XTI in seiner Spezialisierung fiir die Euklidische MaBbestimmung
anwenden, wobei fiir ¢ die Funktion

(108) z cos X {z;, N}
eingesetzt werde. Man erhilt, da hier £ = # — 1 wird,
d P {2y, Nydsn-
(104) iF .[ xcos X {z, N}ds,_1 = ". ,ccos(iss:;l{xv}T;n 2
By ym=4) Ry 1@1=)

wobei T' wie oben die Euklidische senkrechte Projektion des Einheitsvektors
der z;-Achsenrichtung auf die (» — 1)-dimensionale Tangentialebene von
R;_; bedeutet und ds,_, das (» — 2)-dimensionale Euklidische Flichen-
element. Wegen

(105) cos X {#;, T} = sin X {2,, N}

ergibt sich nach Summation iiber alle Randmannigfaltigkeiten R, _,
(106) ;% "' xcos X {z;, N} ds,_1 = j yootg X {x;, N} ds,_s.

Rz =5 R(zy=¢)
Dabei ist wegen (105) und (25)
(107) sin X {z;, N} > 0
und mithin :
(108) sign. (cotg X {z;, N}) = sign.(cos X {x;, N}),

oder mit anderen Worten, es ist fiir den Winkel zwischen dem Einheitsvektor
der z;-Achsenrichtung und der #uBeren Normalen der zwischen 0 und =
liegende Wert zu wihlen.

Durch die Differentiation von (102) nach ¢’ gelangt man bei Einfiihrung
von (106) zu

(109) 7d%s . ..dz,

d
a¢
Kizy = §)

= — j. 7 cotg X {x;, N}ds,_o + j. ;x dzy...dx,.

K(zy = £) Kz =
Dabei ist auf der rechter Seite das erste Integral a.bgesehen von den so-
genannten Ausnahmewerten bestimmt und als Funktion von & stetig und
das zweite fiir alle Werte von &’. Das Integral
(110) j 74%y...dx,

Kz, =§)

ist also als Funktion von & abgesehen von den endlich vielen Ausnahmestellen -
stetig differenzierbar. Aber auch an diesen bleibt das Integral selbst gemifl
der unter (96) gemachten Feststellung stetig.



Tsoperimetrische Eigenschaft der Kugel. §4. 11. 49

11) Man setze

(111) ‘g (&) = J' day . ..dw,.
Ktz = §)

Dann stellt Vg (£) das Euklidische (» —1)-dimensionale Volumen des Schnittes
des Korpers K mit der Ebene z; = & dar und ist gemif der unter (96) ge-
machten Feststellung fiir alle Werte von & stetig.

Bezeichnet o* das Minimum und f* das Maximum von #; in K so isb
fiir &£ < o* und & > f*

(112) Ve (§) = 0.
Auf Grund der eben festgestellten Stetigkeit von Vg (&) ist mithin
(113) Ve () = Ve (6%) = 0.

Da nun wegen der Definitionseigenschaft 1. c.1§6 IV (d) eines reguliren
Korpers jeder Randpunkt von K Héiufungspunkt von inneren Punkten ist,
80 ist o* die untere Grenze von z; fiir alle inneren Punkte von K und fg* die
obere. Ist daher

(114) o < &< ¥,

s0 gibt es einen inneren Punkt P”, fiir welchen ; << £ ist und einen inneren
PunktP?’, fiir welchen 2, > & ist. Gemil der Definitionseigenschaft 1. ¢.2
§ 6 IV (e) lassen sich nun P” und P’ durch einen ganz im Innern von K
verlaufenden Weg verbinden. Also mufl es auf der Ebene z; = & innere
Punkte von K geben. Diese sind a fortiori auch relativ zur Ebene z; = &
innere Punkte des Schnittes K (x; = £). Daher verschwindet im Intervall

(115) a* < &< pr
Vz(£) nur an den Stellen o* und f*, welche iibrigens offenbar auch zu den
sogenannten Ausnahmestellen gehoren.

Aus den unter (109), (110) gemachten Feststellungen ergibt sich ferner
fiir = 1, daB abgesehen von den endlich vielen Ausnahmestellen

AVg(#
(116) z

bestimmt und stetig ist.
Setzt man in (109) und (110) y = x,, # = 2...m, so folgt, dal das
Integral

1 [ zde,.. . da,
Kz =9

als Funktion von £ iiberall stetig und abgesehen von den endlich vielen Aus-
nahmestellen auch stetig differenzierbar ist.
Es sel nun
(118) a¥ < & < f*.
Mathematische Zeitschrift, 49. 4
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Man bezeichne die Koordinaten des Euklidischen Schwerpunktes des Schnittes
K(z; = £ mit m,(§), # = 2...n. Dann hat man

1
(119) mu(£)=m j T, dzy...d2,,

Ky =15
wobei der Nenner, wie eben festgestellt, nicht verschwindet. Die obigen
Ausfithrungen ergeben also:

Die Koordinaten m,,(£), 4= 2...n, des Schwerpunktes des Schnittes,
welchen der regulire Korper K mit der Ebene z; = & bildet, sind fiir
a* < & < f* als Funktionen von & iiberall stetig und, abgesehen von den
endlich vielen Ausnahmestellen, auch stetig differenzierbar.

§5.
Die Abrundung nach dem Vorbilde von Schwarz 7).

1) Es sei fiir » = 3 dem n-dimensionalen Raum mit den rechtwinkligen
Koordinaten u, v; ... v,_; die MaBbestimmung

(1) ds? = du + az?,ldvf, n=3
aufgeprigt. Wir setzen ferner noch voraus, da

@) e =GH

ist, wobei

@) G =Gu)

eine stetige, positive Funktion von « bedeutet, und
4) H=H@ ...v,_,)

eine stetige, positive Funktion von v,...v,_;. Es gelten also die Unglei-
chungen

(5) G>0, H>0.

Es bezeichne im Euklidischen Modellraum mit den rechtwinkligen
Koordinaten u, v, . ..v,_, K einen reguliren Korper, in bezug auf welchen
die Richtung der u-Achse nicht eigentlich singulir ist, und R den Rand
von K.

Auf jede der endlich vielen reguliren (» — 1)-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten, aus welchen R als Rand eines reguliren Korpers definitionsgema8

1) Vgl. H. A. SCEWARZ, ,,Beweis des Satzes, daB die Kugel kleinere Oberfliche
besitzt, als jeder andere Korper gleichen Volumens*. Gesammelte Mathematische
Abhandlungen, Bd. II, 8. 327—340.
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zusammengesetzt ist, wende man jetzt den Satz XI, §4 fiirp = 1 an und
summiere iiber alle Mannigfaltigkeiten. So ergibt sich das Resultat, da
das Integral

(6) _‘. ds, _4

Ru=g9
fiir alle Werte von & bestimmt und als Funktion von & stetig ist. Dabei
bedeutet ds,_; das (n — 1)-dimensionale Flichenelement in der MaB-
bestimmung (1).

Man setze jetzt voraus, daB & keine der endlich vielen sogenannten Aus-
nahmestellen ist, fiir welche eine der Randmannigfaltigkeiten des Korpers K
von der Euklidischen Ebene # = £ in dem im § 4, Abschnitt 1) festgelegten
Sinne beriihrt wird. Dann ergibt der Satz XII, §4 in der Spezialisierung
§4(93) fiir £ =% —1 und 9 = 1, wenn man ihn wie bei der Herleitung
von (6) zuniichst auf alle (n — 1)-dimensionalen Randmannigfaltigkeiten
von K anwendet und dann summiert,

m & | Be= | iTew A @ B,

Ru=<9H R(u == §)

wobei X {4, T} den Euklidischen Winkel zwischen dem Einheitsvektor der
u-Achsenrichtung und seiner Euklidisch senkrechten Projektion auf die
Tangentialebene bedeutet. Bezeichnet nun N die suflere Euklidische Normale
und X {u, N} den zwischen 0 und = gelegenen Euklidischen Winkel zwischen
dieser und dem Einheitsvektor der u-Achsenrichtung, so hat man wegen
§ 4 (26)

8) cos X {u, T} = sin X {u, N} >0,

9) sign. (cotg X {u, N} = sign. (cos X {u, N}.

Die Einfiihrung von (8) in (7) ergibt

(10) i& j’ d8y_1 = j‘ V1 + azcotg X {u, N} ds,_,.
R{u=§ Ru=1¥9

Dabei ist gemiB Satz XII, § 4 der durch diese Gleichung dargestellte Diffe-
rentialquotient des Integrals auf der linken Seite an der betrachteten Stelle,
d.h. also allein unter AusschluB8 der endlich vielen Ausnahmestellen, als
Funktion von & stetig. Da das Integral selbst, wie unter (6) festgestellt, fiir
alle Werte von & stetig und zwar monoton ist, so folgt

. A —
(1) O=(ds,r=[d& [ VI+atcotg? X{u, N}ds,_o,
R

a* Rx=§

4?!
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wobei O die Oberfliche des Korpers K in der MaBbestimmung (1) be-
deutet, und

(12) «* = Min(%) in K, p* = Max(u) in K

gesetztist. Ferner ist dabeidasinnere Integral auf der rechten Seite abgesehen
von den endlich vielen Ausnahmestellen von & bestimmt und als Funktion
von ¢ stetig.

_ Es sei £ keiner der Ausnahmewerte. Dann hat man, da wegen § 4 (92)
ds,_s = a3 ~%ds,_g ist, wobei hier fiir @; @ = G'H einzusetzen ist, gemiB
der Ungleichung von Scrwarz8)

(13) J. V1 + a2 cotg? X {u, N} ds,_,

Ru=§

— | @Er-tVE* @R H cotgz X {u, N}ds,_,

R(u=§

> G 2V H”‘zds,,_z]z-f-G(f)z[ | H" Lootg X {1, N} ds, "

Rum=¢ R(w=§

Das Gleichheitszeichen gilt hierbei dann und nur dann, wenn

(14) H(v; ...v,_;)cotg X {u, N}

fiir 4 = & konstant bleibt.

Aus der Gleichung § 4 (109) fiir y = H™~! erhilt man jetzt wegen
oH
F =0

bei Beriicksichtigung der Ubereinstimmung der Vorzeichenbestimmungen
§ 4 (108) und § 5 (9)

(16)

(16) [ H™cotg X (w, Nyds,_o = — 2518,
Ru=4§)

wobei

(17) JE = [ B 'dv,... dv,_,

KE(@u=§)
gesetzt ist, und, wie § 4 unter (109), (110) festgesteilt, fiir alle Werte von &
stetig und bis auf die endlich vielen Ausnahmewerte auch stetig differenzierbar
ist. Die Einfithrung von (16) in (13) ergibt das Resultat:
Es ist, abgesehen von den endlich vielen Ausnahmewerten,

(18) _f V1 + a2 cotg? X {u, N} ds, _»

Ru=§)

10 2]/[ Lt S+ e (B0

8) Ein Beweis dieser Ungleichung findet sich auch l.c.! §41I.
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wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn der Ausdruck (14)
fiir w = & konstant bleibt.

9) Bezeichnet ¥ das Volumen des Korpers K in der MaBbestimmung (1),
so hat man

(19) 7 =fa"'dudo,...dv,_, = [@@~ " H* 'dudo,...dv,_,.
K K

Aus § 4 (96), (97) folgt daher, wenn

(20) g=a""1=G"1H"?
und mithin
@) S@=6@T | H"du .. de=GEPTI@
K(u=¢§)
gesetzt wird, das Ergebnis
E.
(22) 7 =[a@r-tr@ade

wobei o* und f* durch (12) erkléirt sind.
3) Nunmehr spezialisieren wir weiter, indem wir im Hinblick auf § 3 (52)
(23) H@y...001) = — o
14K 3, 0
1
setzen, wobei K eine Konstante bedeutet. Ist dabei K < 0, s0 wird der Modell-

raum nur von demjenigen Bereich des (%, v)-Raumes gebildet, der durch die
Gleichung

n—-1
1+ K%‘,v3>0

oder gleichbedeutend
n-1 1

’ 2
(23) ‘].vav< m

bestimmt ist. Da K als regulirer Korper abgeschlossen ist, so besitzt die
Funktion

n-1 2
1+K 2,0,
1
in K ein Minimum, das mit d{K) bezeichnet werden moge. Es gilt also fiir alle
Punkte von K die Ungleichung

1

"
(23") 1+ K %‘ v = d(K) > 0.
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Ist ferner K = 0, so erhilt die MaBbestimmung (1) durch die Substitution

i
v, = —= ¢
ikT >
die Gestalt
n—1 ,
ds = duz+‘%‘f—’ﬂ'zz,dvf,
1

wobei
2

H = _
K n-1 g

ST

ist. Wir kénnen uns daher darauf beschrinken, K die Werte 0, — 1, + 1

zu erteilen,

Die MaBbestimmung
-1
(24) i = B2 'Y, 4o}
1

besitzt das konstante Kriimmungsma K und definiert daher je nachdem,
ob K verschwindet, negativ oder positiv ist, im (n — 1)-dimensionalen
(v)-Raum eine Euklidische, hyperbolische oder sphéirische Geometrie. Jeder
Bewegung des (v)-Raumes in dieser Geometrie entspricht im (u, v)-Raum
bei festgehaltenem w, da die beiden MaBbestimmungen sich bei festem  nur
um einen konstanten Faktor unterscheiden, in der MaB8bestimmung (1) eben-
falls eine Bewegung, d. h. eine ein-eindeutige Transformation des Raumes,
welche die MaBbestimmung invariant 148t. Jeder Drehung des (v)-Raumes
um einen festen Punkt mit den Koordinaten v, =¢,, ¥ =1...#% —1, ent-
spricht daher im (¥, v)-Raum bei festgehaltenem # in der MaBbestimmung (1)
eine Bewegung, bei welcher jeder Punkt der durch die Gleichungen v, =¢,,
v=1...n — 1 gegebenen geodiitischen Linie festbleibt, und die mithin
als eine Rotationsbewegung um diese geoditische Linie als Achse zu bezeichnen
ist. Als Rotationskorper um diese Achse ist dementsprechend ein solcher
Korper zu bezeichnen, der bei allen Rotationsbewegungen um die Achse in
sich selbst iibergeht. Das ist offenbar damit gleichbedeutend, daB jeder
Schnitt des Koérpers mit einer Euklidischen Ebene % = konst in der durch die
MaBbestimmung (24) definierten Geometrie von konzentrischen Kageln
begrenzt wird, deren Mittelpunkt die Koordinaten v, =¢,, v =1...n — 1,
besitzt.

Wir nehmen jetzt als bewiesen an, daB in der (» — 1)-dimensionalen,
durch die MaBbestimmung (24) definierten Geometrie die Kugel eine kleinere
Oberfliche besitzt als jeder andere regulire Korper gleichen Volumens. Mit
anderen Worten, wir setzen die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel in
dieser Formulierung im (% — 1)-dimensionalen Raum — und zwar fiir K = 0
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im Euklidischen, fiir K = — 1 im hyperbolischen und fiir K = 1 im sphéri-
schen — voraus.

Man bezeichne im (n — 1)-dimensionalen Euklidischen, hyperbolischen
oder sphirischen Raum die Oberfliche und das Volumen einer Kugel vom
Radius 7 mit

(25) 0% = 0%(r) und V* = V*(r),

wobei diese Funktionen natiirlich noch von der Dimensionenzahl und vom
KriimmungsmaB abhingen, welches auf die Werte 0, — 1, 4 1 beschrinkt
sein moge. Die Funktionen O*(r) und V* (r) sind dann im Euklidischen und
hyperbolischen Fall fiir r = 0 definiert und verschwinden fiir » = 0. Im
sphirischen Fall dagegen sind sie nur fiir 0 < r < = definiert, fiir r = 0
verschwinden O*(r) und V*(r), wihrend fiir r = n O*(r) verschwindet und
V*(r) gleich dem Volumen des Gesamtraumes, d. h. also gleich der Gesamt-
oberfliche der Einheitskugel im Euklidischen #-dimensionalen Raum wird,
so dafl man also hat

(25') V*(@) = nE,,

wobei E, das Volumen der sn-dimensionalen Euklidischen Einheitskugel
bedeutet. Man betrachte jetzt die Oberfliche einer Kugel als Funktion ihres
Volumens und setze

(25") O% = 0*[V*],

wobei auch diese Funktion von der Dimensionenzahl und von dem auf die
Werte 0, — 1, + 1 beschrinkten Kriimmungsmall abhingt. Die Funktion
O0*[V*] ist im Euklidischen und hyperbolischen Fall fiir V* = ¢ definiert
und verschwindet fiir V* = 0. Im sphirischen Fall ist sie nur fiir 0 < V*
< nE, definiert und verschwindet fiir V* = 0 und V* == nE,. Bei Ein-
fithrung dieser Funktion 1aBt sich unsere oben gemachte isoperimetrische
Voraussetzung dahin formulieren, da in dem (n — 1)-dimensionalen, durch
die MaBbestimmung (24) definierten, je nach dem Betrage des Kriimmungs-
mafes K Euklidischen, hyperbolischen oder sphirischen Raum fiir jeden
reguliren Korper die Ungleichung

(26) 0 = 0*[V]

gilt, wobei O und V Oberfliche und Volumen des Kérpers bedeuten, und das
Gleichheitszeichen allein der Kugel vorbehalten bleibt.
Zunschst besteht durchweg die triviale Gleichung

(@0 i . o9,

9) Siehe 1. c.2 S.221, GL (75) und L c¢.® 8. 770, Gl. (83), (84).
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und man hat mithin im Euklidischen und hyperbolischen Fall fiir » > 0
und im sphérischen fir 0 <r <a
d0* _ 1 do*

(28) avs = 0% dr
a2 0% 1 d /1 dO*,
(29) ave = 0% dr ('0_* TzT)

Bezeichnet ferner E,, _; das Volumen der (» — 1)-dimensionalen Euklidischen
Einheitskugel, so gelten im (# — 1 -dimensionalen Raum die Formeln20)

@0) firK =0, r>0, O*= (n—1)E,_ 12,

1d0*__n—2 d 11 dO* __ n—-2
o* dr ~ ¢ ° (Tr('o"‘ff)_"—rf"
31) firK=-1 r>0 O0*=(n—1)E,_;sinh*-27,
1 d0* d /1 do* n—2
oo = = ootghr, (5 Gr) = — Em
32 firK=1 o0<r<<an, 0*= (n—1)E,_;sin*-2r,
1 d0* d 11 dO* n—2
o5 ar = (m—eotgr, 7 (5 TT) = -1

Die Einfithrung dieser Formeln in (29) zeigt, daB in der Euklidischen und
hyperbolischen Geometrie fiir V* > 0 und in der sphérischen fiir 0 < V*

<ank,
d20*
(33) apa <0

bleibt. Bezeichnet nun F () eine fiir * > 0 zweimal stetig differenzierbare,
an der Stelle 2 = 0 noch stetig verschwindende Funktion, deren zweite
Ableitung F” () fiir > 0 negativ bleibt, so hat man fiir ¢; >0, ¢; > 0

Cy [+
(34)  Flog+ o) —Flo)) —Fles) = (l.’l}JF"(.’E +ydy <o.
g
Hieraus folgt fiir Vi >0, V; >0
(35) 0*[Vy + V3l < O*[V1]+0*[Vz]
und durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung
m mw
(36) fir Vy; >0, u=1...m m=2 O* [é',, Va < {.‘,,0* Vi,
wobei im sphirischen Fall natiirlich noch die Voraussetzung
2 u V:<nE,
“n ¥
erfiillt sein muf.

10) Siehe Anmerkung ?).
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Schreibt man in dieser Funktionalungleichung statt der willkiirlichen ¥

V,, so ergibt sich

(37 firm=2 V,>0,u=1...m O* [{.‘,‘V,‘] < %ﬁuo*[m,

wobei in der sphirischen Geometrie die Summe der V, nE, nicht iber-
schreiten darf.

Es seien nun in dem durch die MaBbestimmung (24) definierten (n — 1)-
dimensionalen Euklidischen, hyperbolischen oder sphérischen Raum m
regulire Korper mit den Volumina ¥V, und den Oberflichen O,, p = 1.
gegeben, von denen je zwei nur Punkte gemein haben soller, die fiir kemen
von beiden innere Punkte oder Randpunkte sind, die im Innern einer seiner
reguldren (n — 2)-dimensionalen Randmannigfaltigkeiten liegen. Bezeichnet
dann V das Volumen der Vereinigungsmenge dieser Korper und O die Ober-
flache, so hat man zunichst

(38) V,>0, p=1...m, V_Z,LV,,, 0 = 20
Auf Grund von (26) erhilt man

1
(39) 0, Z 0*[V,] und mithin 0= ?,lo* V.l
Die Einfiithrung von (37) ergibt fiir m = 2
(40) 0 > 0O* [2# V] =0*[V].

Es gilt also auch in diesem Falle
(1) 0 =z 0*{V],

wobei das Gleichheitszeichen nur dann besteht, wenn es sich um einen
einzigen Korper handelt, und dieser eine Kugel ist.

Mit diesem Ergebnis kehren wir nun zu unserer Ungleichung (18) zuriick.
Wir schicken voraus, da8 im folgenden durchweg a* < & < §* vorausgesetzt
wird. Ist dann & keine der endlich vielen Ausnahmestellen, zu welchen
auch o* und f* zu zihlen sind, so enthilt der Schnitt K(u = §), wie § 4,
Abschnitt 11} festgestellt, innere Punkte von K und besteht gemifl l. el
§6 IV (13) aus endlich vielen reguliren (n» — 1)-dimensionalen Kérpern,
welche den Voraussetzungen der Ungleichung (41) geniigen. Bezeichnet daher
in der MaBbestimmung (24) O die Oberfliiche und ¥ das Volumen des Schnittes
K (u = £), so hat man
(42) 0= | H %ds,5, V= [ H"'de,... do,_,

K (u=%) E@m=§
und mithin wegen (17)

(43) V = J©).
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Die Einfithrung dieser Gleichungen in (41) ergibt

(44) [ B 2ds,_, 2 0* [ (5)].

E(u=¢)
Dabei gilt das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn der Schnitt
K (v = &) aus einer einzigen Vollkugel des (» — 1)-dimensionalen (v)-Raumes
besteht, und die Funktion O* ist, wie wiederholt werden darf, noch von der
Dimensionenzahl und dem Kriimmungsma8 abhingig.

Die Einfithrung von (44) in (18) und (10) ergibt, abgesehen von den
endlich vielen Ausnahmewerten von &,

- dJ
w) 7 | Toazeer Youerreer (@),
Ru=¥§
wobei beide Seiten als Funktionen von &, abgesehen von den Ausnahme-
stellen, stetig sind. Ebenso folgt aus (11)

ﬂ’

(45) 0= e for@r+eer Q) e,

a*

wobei der Integrand, abgesehen von den endlich vielen Ausnahmestellen,
bestimmt und stetig ist. Das Gleichheitszeichen in (45) fiir alle Werte von &
bis auf die endlich vielen Ausnahmewerte oder, was damit gleich-
bedeutend ist, das Gleichheitszeichen in (45’) gilt dann und nur dann, wenn,
abgesehen von den endlich vielen Ausnahmestellen, der Schuitt K (u = &)
in der MaB8bestimmung (24) durch eine (n — 1)-dimensionale Vollkugel dar-
gestellt wird, wihrend ferner noch auf dem Schnitt der Ausdruck (14) konstant
bleibt.

4) Wir wollen jetzt zeigen, daB die im letzten Absatz festgestellten not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Gleichheits-
zeichens in der Ungleichung (45’) dann und nur dann erfiillt sind, wenn es sich
um einen Rotationskérper in der Mafbestimmung (1) handelt, dessen Achse
durch Gleichungen von der Gestalt

(46) v,=¢, v=1...n-—1

bestimmt ist, wobei die ¢, Konstanten bedeuten, und dessen Schnitte mit den
Modellraumebenen % = konst in der MaBbestimmung (24) (#» — 1)-dimensionale
Vollkugeln sind.

VoraussetzungsgemiB bildet, abgesehen von den endlich vielen Ausnahme-
stellen, der Schnitt K (4 = £) im (v)-Raum bei der MaBbestimmung (24) eine
Vollkugel. Diese wird im (v)-Raum als Euklidischem Modellraum ebenfalls
durch eine Vollkugel oder durch einen von einer Ebene begrenzten Halbraum
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dargestellt. Da aber der Korper K voraussetzungsgemi im Euklidischen
(#, v)-Raum regular und mithin auch beschrinkt ist, so ist auch jeder Schnitt
K (u = &) im Euklidischen (v)-Raum beschriinkt. Daher wird, abgesehen von
den endlich vielen Ausnahmewerten, jeder Schnitt K(u = &) in dem das
Euklidische Modell bildenden (v)-Raum durch eine Vollkugel dargestelit.

Man bezeichne nun fiir alle Werte von & das Euklidische Volumen des
Schnittes K (% = &) mit Vg(£). Dann ist also
(47) Ve = | dv...do,_,.

Ku=¢)

Wie § 4, Abschnitt 11) festgestellt, ist die Funktion Vg (£) fiir alle Werte von &
stetig, abgesehen von den endlich vielen Ausnahmewerten auch stetig diffe-
renzierbar und verschwindet im Intervall «* < & = 8* nur an den Stellen o*
und f*, die ebenfalls zu den Ausnahmewerten zihlen.

Man definiere jetzt die Funktion ¢(&) durch die Gleichung

(48) B, 108" = Vi),

wobei E,_; wie oben das Volumen der (» — 1)-dimensionalen Euklidischen
Hinheitskugel bedeutet. Dann folgt aus den iiber Vg(£) gemachten Fest-
stellungen, dafl auch ¢(£) im Intervall a* < & < f* nur an den Stellen o*
and B* verschwindet, fiir alle Werte von § stetig und, abgesehen von den
endlich vielen Ausnahmewerten, stetig differenzierbar ist.

Endlich definiere man im offenen Intervall «* < £ < f* die Funktionen
m,(£), v =1...n — 1, durch die Gleichung

1
(49) m® = v j v, dvy ... dva_r.
K@u=§

Dann stellen die Funktionen m,(£) die Koordinaten des Schwerpunktes des
Schnittes K (u = &) in dem das Euklische Modell bildenden (v)-Raum dar
and sind, wie § 4, Abschnitt 11) festgestellt, in ihrem offenen Definitions-
intervall a* < & < B* ebenfalls fiir alle Werte von £ stetig und, abgesehen
von den endlich vielen Ausnahmewerten, auch stetig differenzierbar. Da
nun, abgesehen von diesen Ausnahmewerten, der Schnitt in dem das Eukli-
dische Modell bildenden (v)-Raum durch eine Vollkugel dargestellt wird, so
wird ihr Radius durch die Funktion g (&) gegeben, wihrend die Koordinaten
ihres Mittelpunktes, weil dieser mit dem Schwerpunkt zusammenfllt, durch
die Funktionen m, (&) bestimmt sind.

Tst also & keiner der endlich vielen Ausnahmewerte, so hat die Oberfliche
der Vollkugel, aus welcher der Schnitt K(w = #) besteht, die Gleichung

n—-1
(50) Z. (o, —m &) —o(82 = o.
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Die Oberfliche des Korpers K hat daher, abgesehen von den endlich vielen
Ausnahmewerten von u, die Gleichung

(51) F=Fuuv...0,_1)= ?: (v, — m,(w))2 — o(u)2 = 0.

Es sei nun & einer der endlich vielen Ausnahmewerte im offenen Intervall
a* < & < f*. Liegt dann der Punkt »f ...v¥_ ; im Innern der Kugel

n~-1
(52) 2y (v, — my () — o ()2 =0,

so liegt wegen der Stetigkeit der Funktionen m,(£) und (&) bei geniigend
kleinem | — &’| der Punkt auch im Innern der bei festem % durch (51) be-
stimmten Kugel. Da bei geniigend kleinem von Null verschiedenem [« — &'|
% kein Ausnahmewert ist, so gehort daher bei geniigend kleinem von Null
verschiedenem [w — &'| der Punkt (u, of...o¥_;) zum Korper K, und da
dieser abgeschlossen ist, so gehért auch der Punkt (&, of...v¥ ;) zu K.
Also gehéren alle Punkte im Innern der Kugel (52) zu K und mithin wegen dev
Abgeschlossenheit von K auch ibre Oberfliche. Ebenso schlieft man, da8,
wenn der Punkt of . ..v*_; im AuBern der Kugel (52) liegt, alle nicht auf
der Ebene u = &’ gelegenen Punkte des (%, v)-Raumes in einer gewissen Um-
gebung des Punktes (&, vf ... v} ;) dem Korper K nicht angehéren. Der
Punkt (£, of . . . o¥_,) kann daher nicht Hiufungspunkt von inneren Punkten
von K sein. GemiB der Definitionseigenschaft 1. c.1 §6 IV (d) muBl aber jeder
Punkt eines reguliren Korpers Haufungspunkt von inneren Punkten sein.
Also gehort der Punkt (&, oF ...v¥_,) nicht zu K. Damit ist gezeigt, daB
die Gleichung (51) auch an den endlich vielen Ausnahmestellen von % zwischen
o* und f* die Oberfliche des Kérpers K darstellt. An den Stellen % = a*
und = B* it die Gleichung (51) dagegen zunéchst iiberhaupt nicht definiert.

Es sei nun u keiner der endlich vielen Ausnahmewerte. Da die Funktion
F(u,v,...v,_;) im AuBern der Schnittkugel (51) positiv und im Innern
negativ wird, so erhilt man

oF
cos X {u,N} = AT ,
|+ Xy
(53) aF
€08 A{'I),,N} = o s
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und entsprechend der Vorzeichenbestimmung (9)

aF
) cotg 2 u, N} = ——-2=

\/2 (5o
Nun ist
(85) gu%y=4$hm—mwv=wwﬁ
(56) %=—2Zﬂwwmwmw~umyw
Mithin ist

— m, ) m, (%) + o (¥) o' (u)
e(u) |

n—1
6 cotg XfuNy= — Y,
1

Da der Ausdruck (14) voraussetzungsgemiB eine Funktion von u darstellen
soll, so hat man, wenn diese mit g(%) bezeichnet wird,

(58) H cotg X {u, N} = q(u).
Die Einfithrung von (23) und (57) ergibt

n1 n-1
(69) {: 2 my () (v, —m, () + 2 o(¥) o' (%) + ¢(u) o () (1 +KZ w?) =0

Setzt man zur Abkiirzung m, = m,(u), m, = m,(u), ¢ = o(u), ¢’ = o' (u),
¢ = ¢(w), und subtrahiert die mit K¢ multiplizierte Gleichung (51) von der
Gleichung (59), so ergibt sich

1

n- -1 n—1
’ ’ ’ 2
(60) _.51:» 2(m, + Kqgom,) v, + (2 00 —AIYV 2m,m,,> + qu(gz ~—§r mv)

+qo=0.
Es sei jetzt

(61) K=+ 0.
Man definiere die Funktion mg = mg(u) durch die Gleichung
n—1
3 3
1+ K( e %’v mv>

2

(62) My =
Dann erhilt die Gleichung (60) die Gestalt

n-1 2
(63) 25 2(m; + Kgom,)v,+ g (mg + Kgomo) = 0.
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Diese Gleichung stellt bei festem u, wenn sie nicht identisch verschwindet,
im (v)-Raum eine Ebene dar, was unmoglich ist, da auf ihr alle Punkte der
Kugeloberfliche (51) liegen miilten. Also hat man die Gleichungen

(64) mg + Kgemy =0, m, + Kgom, =0, »=1...n—1

Man definiere jetzt die Funktion m = m(u) durch die Gleichung

-1
(65) m? = mg + K %‘ mZ, m = 0.
Man erhilt
. n-1
(66) mm’ = momy + K ?’ m, m,.

Addiert man zu (66) die mit Kgqp multiplizierte Gleichung (65), so ergibt sich
wegen (64)

(67) m (m' -+ Kgom) = 0.

Wir wollen jetzt zeigen, daB m nirgends verschwindet.
Man hat bei Einfithrung von (62)

(68) 4me — <1+ K(e2— "%T:mf))2+ 4 K,é‘,—'vlmf

=142 K(92 + ti‘—:m,z)-i- k2(92 —"%—',lmf)z

n—1 2 n—-1 2
- o2 _ 2
_(1+ K(g+ ?.m,>><1+K(g V%’m))
Bezeichnen nun 9, = v,(x) und v, =9v,(u), » = 1...%n — 1 bei festem u

die Koordinaten des vom Punkte v»,=0, »=1...% — 1, Euklidisch
weitesten und niéichsten Punktes der Kugeloberfliche (51), so ist

n—1 2 n-1 n—-1 2 n—1
©)  (e+)Zm) =% (o—)ZTm) =T
1 1 1 1 —

Mithin ist

n—1 n~-1
(70) m’-=f}(1+K2,Z’?, (1+Kz,v3).
1 1 -
Hieraus folgt fiir
(71) K>0 m=1
und wegen (23”) fiir
(12) K<o mz% .,

Diese Ungleichungen sind zun#chst nur bis auf die endlich vielen Ausnahme-
werte von % bewiesen. Da aber die Funktionen m, (#) und p (u) fiir alle Werte
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von u im offenen Intervall zwischen «* und g* definiert und stetig sind, so
gilt dasselbe auch von den durch (62) und (65) definierten Funktionen mq(u)
und m (#). Es gelten daher auch die Ungleichungen (71), (72) fiir alle diese
Werte von . Daher sind auch die Funktionen

(13) i R

im offenen Intervall zwischen a* und §* fiir alle Werte von « definiert und
stetig. Abgesehen von den endlich vielen Ausnahmewerten folgt aus (67)
wegen (71), (72)

(74) m' + Kgom = 0.

Diese Gleichung ergibt in Verbindung mit den Gleichungen (64)
d m d m,
(75) a(Tn"-)=o, E(W)=0, v=1...n—1
Da die letzten Gleichungen, abgesehen von den endlich vielen Ausnahmestellen

m m
gesichert sind, wihrend die Funktionen —,;“1, ;nl auch in diesen Punkten stetig

bleiben, so bleiben die Funktionen im gesamten offenen Intervall zwischen
o* und B* konstant. Man kann also setzen

m m,

(76) R‘) = No, m = = Uy

wobei 7o, %1 . . . %.—; Konstanten bezeichnen.
Ist endlich
K =0,

so stellt schon die Gleichung (59), bei festem %, wenn sie nicht identisch
verschwindet, eine Ebene dar. Man erhilt daher durch dieselbe SchluBweise
wie oben die Gleichungen

(77) m, =0, v=1...n—1,
und kann mithin setzen
(78) m,=—mn, r=1...0—1

wobei die %, Konstanten bedeuten.
Die Gleichung (51) gewinnt also fiir K = 0 die Gestalt

n—1

(79) Zv (o, + m)t — oluft =0,

wobei 7 .. .7,_; Konstanten bezeichnen.
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Fir K == 0 gilt die identische Umformung

n—1 n—-1 1
Sommp—et=m( 3 0-3) -
1 g
1 i K(z "Z'=1 2 1
n— — Q¢ — m) n—
17 1
_zzl;'vm,v,+ 5 <217703—|— ?).

Dadurch erhilt die Gleichung (51) nach Division durch m die Gestalt

n—-1 N\ n-1 n—1
(80) 770<2,’0,2—%)+22vmv,+ MW(ZJ’?"‘%) =0,
. 1 1 1

wobei A(u) durch die Gleichung

n-1
1— I((g2 — vaz)
1

2m

(81) Aw) =

im offenen Intervall zwischen «* und g* als stetige Funktion von u definiert
ist, und die Konstanten 7, 7; ... 7,_, wegen (65) durch die Gleichung

n—1
(82) 72 + Kg, n2=1

normiert sind.

Fiir K = — 1 nimmt die Gleichung (80) die Gestalt der Gleichung § 2 (18)
an, wobei durch (82) die Ungleichung § 2 (24) sichergestellt ist. Wie am Schlufl
von § 2, Abschnitt 4) festgestellt, sind daher die durch die Gleichung (51)
des laufenden Paragraphen bei festem u bestimmten Kugeln im hyperbolischen
(v)-Raum vom Kriimmungsmall — 1 konzentrisch. Bezeichnen ¢, ... ¢, die
Koordinaten des gemeinsamen Mittelpunktes der Kugeln, so erhdlt man
aus §2 (33), da die dort figurierende Grofe A, wegen § 2 (25) und der Glei-
chung (82) des laufenden Paragraphen gleich 1 wird,

_. — nv
10 + sign(no)’
Aus (62) und (76) folgt wegen K = — 1

. 1—e)?
7702 2m(u) ’

¢, y=1...n—1.

und hieraus ergibt sich, da g (v), wie im AnschluB an (48) festgestellt, mit
(4 — o*) gegen Null konvergiert, wihrend 7, eine Konstante darstellt,
(83) 7 > 0.

Man hat also die Gleichungen

—,

(84) Cy = I+ 9,

y=1...n-—1, 770>0.
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Fiir K = + 1 nimmt die Gleichung (80) die Gestalt der Gleichung § 2 (74)
an, wobei das gleichzeitige Verschwinden séimtlicher 5y, #; . . . #,_, durch (82)
ausgeschlogsen ist. Mithin sind die durch die Gleichung (51) bei festem u
bestimmten Kugeln in dem mit der nunmehr sphirischen MaBbestimmung (24)
versehenen (v)-Raum ebenfalls konzentrisch. Fiir die Koordinaten ¢; ... ¢,
desjenigen der beiden Mittelpunkte dieser konzentrischen Kugeln, der im
Innern der durch (51) bestimmten Euklidischen Kugeln des (v)-Raumes legt
und mithin fiir «* < # << * dem Korper K angehért, erhélt man gemal
§ 2 (75) und der Gleichung (82) des laufenden Paragraphen
—,
14’
denn es gilt fiir diesen Mittelpunkt das erste der beiden Formelsysteme §2 (75),
da wegen (62), (71), (72), (76), (81)

(86) M+ A= >0
bleibt.

Fiir K = 0 zeigt endlich die Gleichung (79) unmittelbar, da es sich um
konzentrische Kugein handelt. Fiir die Koordinaten ¢, .. .e¢,_; des gemein-
samen Mittelpunktes im (v)-Raum erhdlt man in diesem Fall

(87) ¢, = — 1,.

Da in allen drei Fillen der Punkt (%,¢,,...¢,_;) fiir o* <# < * dem
Korper K angehort, so gehoren die Punkte (a*, ¢y ... ¢, 1), (f*.¢1...€0_1)s
da K abgeschlossen ist, ebenfalls zu K. Da ferner, wie im Anschlufl an (48)
festgestellt, der Euklidische Radius p (%) der ,,Breitenkugeln mit (u — o*)
und (B* — u) gegen Null konvergiert, so kann kein anderer Punkt der beiden
Ebenen ¥ = o* und ¥ = f* Hiufungspunkt von inneren Punkten von K sein.
Gemil der Definitionseigenschaft 1.¢1§6 IV (d) eines reguliren Kaorpers
kann daher kein anderer Punkt dieser beiden Ebenen K angehoren. Also
schneiden die Ebenen # = o* und # = f* den Korper K nur in den Punkten
(o*,¢1...¢,_1) und (f*. ¢1...Cp1)-

Damit ist der am Eingang dieses Abschnitts angekiindigte Bewets vollstindig
durchgefiihrt, und wir haben also festgestellt, daff in der Ungleichung (45') das
Gleichhestszerchen dann und nur damn gilt, wenn der Korper K in der Map-
bestimmung (1) einen Rotationskorper darstelli, dessen Achse durch die Glei-
chungen v, =c¢,, v = 1...n = 1, gegeben 4st.

Bringt man im (v)-Raum mit der MaBbestimmung (24) durch eine Bewegung,
der ja bei festgehaltenem » auch eine Bewegung im (, v)-Raum in der Mafb-
bestimmung (1) entspricht, den Punkt (6, ...¢,_;) mit dem Koordinaten-
anfangspunkt zur Deckung, so folgt aus der Symmetrie der MaBbestimmung (1)
in bezug auf den Koordinatenanfangspunkt, daB ein solcher Rotations-
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(85) ¢ =
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kérper der MaBbestimmung (1) nunmehr auch im Euklidischen (u, v)-Raum
einen Rotationskérper bildet.

5) Wir konstruieren nun zu dem gegebenen Kérper K einen Euklidischen
Rotationskérper K’ nach der folgenden Vorschrift:

Die Rotationsachse sei die #-Achse. Die Schnitte mit den Ebenen
u = konst seien Vollkugeln, welche in der MaBbestimmung (24) das gleiche
(n — 1)-dimensionale Volumen besitzen wie der Querschnitt mit K. Dann
stimmen die beiden Volumina auch in der MaBbestimmung (1) miteinander
iiberein, da die beiden MaBbestimmungen bei festem w sich nur um einen
konstanten Faktor unterscheiden, und der Kérper K’ ist wegen der Rotations-
symmetrie der MaBbestimmung (1) auch in dieser ein Rotationskorper. Be-
zeichnet r = r(£) den in der MaBbestimmung (24) gemessenen Radius der
auf der Ebene 4 = £ liegenden Vollkugel, die auch als Breitenkugel bezeichnet
werden kann, so ist die Funktion r(£) bestimmt durch die Gleichung

(88) V*(r) = J(8),

wobei die Funktion V*(r) wie in der Gleichung (25) das Volumen der Kugel
vom Radius 7 in der -MaBbestimmung (24) ansdriickt, und die das Volumen
des Querschnitts K (v = £) darstellende Funktion J (&) durch die Gleichung (17)
gegeben ist. Wie im AnschluB an diese Gleichung festgestellt, ist J (&) fiir alle
Werte von & stetig und, abgesehen von den endlich vielen Ausnahmewerten,
zu denen, wie wiederholt werden darf, auch «* und g* zihlen, stetig differenzier-
bar. Da die Funktion J (&) fiir & < o* und & > f* verschwindet, so folgt aus
ihrer Stetigkeit, daB sie auch an den Stellen a* und 8* verschwindet. Da ferner,
wie § 4, Abschnitt 11) festgestellt, fiir a* << & < f* der Querschnitt K (v = &)
innere Punkte von K enthilt, so verschwindet J(§) an keiner dieser Stellen.
Die Funktion J (&) verschwindet also im Intervall «* < & < 8* nur an den
Stellen a* und §*. Aus diesen Feststellungen folgt wegen (88), dafl auch die
Funktion r(£) im Intervall a* < £ < B* fiir alle Werte von ¢ stetig bleibt,
abgesehen von den endlich vielen Ausnahmewerten stetig differenzierbar ist
und nur an den Stellen o* und §* verschwindet. Da die Euklidischen Geraden
durch den Koordinatenanfangspunkt des (v)-Raumes auch in der Maf-
bestimmung (24) Geraden darstellen, so hat man fiir dic vom Koordinaten-
anfangspunkt in der MaBbestimmung (24) gemessene Entfernung ¢ und fiir
die Euklidische Entfernung ¢z die Gleichung
dt 2
) T Ky
Es ist daher
rgp )

| =24  ar 2
(%0) r(6) _(j 14Ki? dry ~ 1+Krp'’
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wobei rg = rg(£) den Euklidischen Radius der auf der Ebene u = ¢ liegenden
Breitenkugel bedeutet. Die Oberfliche der Breitenkugel wird gemal (25),
(25’) und (88) gegeben durch die Funktionen

(91) 0*(r) = O*[V*(n)] = O*[J (§)].

Da nun der Quotient des (» — 2)-dimensionalen Oberflichenelements in der
MaBbestimmung (24) durch das entsprechende Kuklidische Oberflichen-
element gleich H"~? ist, und auf der Breitenkugel

2
(%) H=irr
bleibt, so hat man

n—2 2 n—2

—(n—NE, /2725 _

(93) 0*(7') ("’ ) n-17E (1+ Kré) ’

wobei K, _; wie frither das Volumen der Euklidischen Einheitskugel im (» — 1)-
dimensionalen Raum bezeichnet.
Die Gleichung der Oberfliche des Rotationskérpers K’ ist

n—1
(94) %‘r o2 — rg(u)? = 0.

Man hat daher auf der Oberfliche abgesehen von den endlich vielen Ausnahme-
werten von % gemal (54), (55), (56)

(95) cotg X {u, N} = — r(u),

und wegen (92)
— 2rp(u)

(96) Hcotg A {M,N} = i’m .

Mithin erhalt man bei Einfithrung von (90) abgesehen von den endlich vielen
Ausnahmewerten von %

o7 H cotg X {u, N} = — %r};(u) = — ' (u).
(98) V1 + Gy H2 cotgz X {u, N} = V1 + Gu)2 # (upe.

Wir diirfen nun nicht etwa ohne weiteres schlieBer, daf fiir den Ro-
tationskirper K’ die Gleichung (22) und die Ungleichung (45) bei ausgeschlos-
senem Ungleichheitszeichen, d. h. also als Gleichung, Geltung besitzen. Denn
diese Relationen sind fiir einen reguliren Korper hergeleitet worden. Der
Korper K’ braucht aber nicht regulér zu sein, da die 2weimalige Differenzier-
barkeit von 7() und mithin auch von 7g(u) nach  nicht gesichert ist. Es ist
aber leicht, diese Gleichungen direkt nachzuweisen.

x4
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Es bezeichnen R’ die Oberfliche von K’ als Punktmenge und O’ jhren
Flicheninhalt in der MaBbestimmung (1). Dann hat man zunichst

(99) 0 = [dsus.
Rl

Fithrt man hijer die Gleichungen § 4, Abschnitt 7) (91), (92) fir bk =n — 1
bei Beriicksichtigung der SchluBbemerkung dieses Abschnitts ein, so ergibt sich

(100) 0 =[G 2 H"* Y1 + G2 H2 tg® X {u, T}du ds,_,
RI

wobei ds, _, das Euklidische Oberflichenelement der Breitenkugel bedeutet.
Wegen (8), (9), (92), (98) erhilt man
(101 0= |@r2(oe—n) YL+ GEEr (@pduds
i +KrE(u)2) -2
RI

wobei die Funktionen G (4) und rg () iiberall stetig sind und + () bis auf die
endlich vielen Ausnahmewerte, in welchen diese Ableitung nicht zu existieren
braucht.

Integriert man jetzt zuerst bei festem u iiber die Breitenkugel, so erhilt

man
g
(102) 0’ = | G(wr~2(n=1) B ruur~2( ) VI G R,

Schreibt man hier & statt % und fiihrt (93) ein, so ergibt sich

- £ —_— e
(103) 0 =[G 0x(r©) V1 + GEr (@R ds.
Nun ist gemall (27)
(104) 0% (r(8)) = &
und mithin wegen (88)
(105) O*(r(8) = Fris
(106) 0% (r(&) 7' (&) = 3.
Andererseits ist gemif (25’) und (88)
(107) O*(r(§) = O*[V*(r(&)] = O*[J ($)]-
Die Einfithrung der beiden letzten Gleichungen in (103) ergibt

ﬁt

a0y 0= [ewr Joruem+eer (%) ac.

a®
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Bezeichnet endlich V' das Volumen von K’ in der MaBbestimmung (1),
so hat man

(109) V= jG(u)""IH('vl e Oy duduy . du, .
K'

Integriert man zuerst bei festem u iiber die Breitenkugel, so erhilt man, da
das Volumenelement des (v)-Raumes in der MaBbestimmung (24) durch

(110) H@,...v,_1)" ‘dv,...dv,_,
gegeben wird,

_ B
a1 V' =[G V*(r(w) du.
Fiithrt man hier (88) ein und schreibt & statt «, so ergibt sich
I
(112) V' =[eEr-tuede

Die Zusammenstellung der Gleichung (112) mit der Gleichung (22) und
der Gleichung (108) mit der Ungleichung (456") und der am Schluf des Ab-
schnitts 4) festgestellten notwendigen und hinreichenden Bedingung fiir die
Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in dieser Ungleichung ergibt, da8 in der
MaBbestimmung (1) der konstruierte Korper K’ im Vergleich mit dem ge-
gebenen Korper K bei gleichem Volumen eine, wenn die beiden Kérper nicht
kongruent sind, kleinere Oberfliche aufweist.

6) Wir konnen diese Feststellungen zu dem folgenden Hauptsatz zu-
sammenfassen:

Das erste Abrundungstheorem.

Es sein = 3. Man seize voraus, daf in dem durch die Maflbesiimmung {24)
definserten (n — 1)-dimensionalen Euklidischen, hyperbolischen oder sphirischen
Raum die Kugel eine kletnere Oberfliche besitzt als jeder andere Korper gleichen
Volumens.

Es sev im Modcllrawm mit den rechlwinkligen Koordinaten w, vy ... v, 5
K ein requlirer Korper, auf dessen Randmannigfaltigkeiten nicht unendlich viele
Punkte vorhanden sind, in welchen eine Beriihrumg mit einer Ebene « = konst
tm Stnne von § 4 Abschnitt 1) statifindet.

Es sei K’ derjenige Euklidische Rotationskiorper um die u-Achse, dessen
Schnitte mit jeder Ebene w = konst Vollkugeln sind, welche in der Maf-
bestimmung (1), (23) das gleiche (n — 1)-dimensionale Volumen besitzen wie der
Querschnitt mit K.

Dann besitzt der Kirper K’, welcher auch in der Mafbestimmung (1), (23)
einen Rotationskorper um die u-Achse darstellt, bes dieser Mafbestimmung im
Vergleich mit K bet gleschem Volumen eine, wenn die beiden Korper nicht kon-
gruent sind, kleinere Oberfliche.
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Zusatz zum ersten Abrundungstheorem. Wie aus dem Beweise unmittelbar
hervorgeht, gestattet das Abrundungstheorem die folgende Verallgemeinerung:

Es bestehen fiir jedes Paar positiver stetiger Funktionen o (%), 7 () die
Relationen

13 [ @@HE,...v, 1) dudv, ... dv,_,
K
=j[ @) G H®©,...v,_ ) 'dudy,...dv,_;.

(114) Jo@s,1 = [o@ s,
4

Dabei ist der Rotationskérper K’ durch die oben gegebene Vorschrift bestimmt
und also von der Wahl der Funktionen ¢ (%) und 7 (%) unabhingig, R und R’
bezeichnen die Berandungen von K und K’, und das Gleichheitszeichen gilt
in der zweiten Relation nur dann, wenn die beiden Korper in der Maf-
bestimmung (1), (23) kongruent sind.

7) Zum SchluB wollen wir noch iiber die Linge der Meridiankurve unseres

Rotationskorpers K’ Klarheit gewinnen.
Zunachst folgt aus (11) und (18)

ﬁ‘
wer [4966) 5
[e@r|4@|ae <0
und mithin
{3‘
aJ 1 5
(115) j 0 ag < 150

wobei i das wegen (5) positive Minimum von G (£) fiir o* < & < f* bedeutet.
Fiir das Euklidische Bogenelement der Meridiankurve erhélt man gemi8
(94) und (90)

() = 1+ (R = 1+ (CEE) (G

und bei Einfiihrung von (106), (107)

(116) ;1:) 14+ (1+ Krg (“)}20* T (dJ(u))z?
14-Krg (@),
(317) (ZE) <14 (— o )o*[J(u)] =

Nun sind, wie im Abschnitt 5) mehrfach hervorgehoben, die Funktionen
J () und mithin auch r (%), rg (%), O* [J (4)] im Intervall a* < u < B* stetig,
bis auf endlich viele Punkte stetig differenzierbar und verschwinden nur an
den Stellen o* und f*. Daher gewihrleistet die Ungleichung (117) in Ver-
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bindung mit (115) die Endlichkeit der Euklidischen Lange der Meridiankurve
auf jedem Bogen, der von keinem ihrer beiden Endpunkte begrenzt wird,
welche durch ihre beiden auf den Ebenen % = o«* und % = f§* liegenden
Schnittpunkte rait der Rotationsachse gegeben sind. Dagegen muf} zugelassen
werden, daB8 die Linge bis zu einem oder beiden Endpunkten unendlich wird.
Da ferner das Verhiltnis des Euklidischen Linienelements und des Linien-
elements in der MaBbestimmung (1) in jeder beschrinkten abgeschlossenen
Punktmenge des Modellraumes wegen (23') zwischen zwei positiven endlichen
GroBen bleibt, so gelten dieselben Feststellungen auch fiir die Bogenlinge der
Meridiankurve in der MaBbestimmung (1).

§ 6.

Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel
im FEuklidischen und hyperbolischen Raum,

1) Unter der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel soll in der Folge stets
die Eigenschaft der Kugel verstanden werden, eine kleinere Oberfliche zu besitzen
als jeder andere requldre Korper gleichen Volumens.

Es bezeichne wie §5(256”) im Euklidischen, hyperbolischen und
sphirischen Raum das Symbol

1) 0*[V]
die Oberfliche einer Kugel als Funktion ihres Volumens, wobei die Funktion
natiirlich noch von der Dimensionszahl und dem Kriimmungsmal abhingt.

Dann 188t sich die isoperimetrische Eigenschaft det Kugel auch in Gestalt
der Ungleichung

@) 0 =z 0*[¥]

schreiben, wobei O und ¥ Oberfliche und Volumen eines reguldren Kérpers
bedeuten, und die Gleichheit nur von der Kugel erreicht wird.

Nun ist im Euklidischen und hyperbolischen Raum die Funktion (1) fiir
alle nicht negativen Werte von V stetig definiert und wichst mit V eigentlich
monoton von Null iiber alle Grenzen. In der sphérischen Geometrie dagegen
ist die Funktion, wenn wir etwa den auf der (n -+ 1)-dimensionalen Eukli-
dischen Einheitskugel ausgebreiteten n-dimensionalen sphérischen Raum
zugrunde legen, nur fiir

(3) 0=V =(m+1)E,
definiert, wachst fiir

(4 0V s "TE,.,
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mit ¥V stetig und eigentlich monoton von 0 bis #E, und nimmt fiir
1
(5) B SVS@+ DE,,

mit wachsendem .V stetig und eigentlich monoton von nE, bis 0 ab. Dabei
bedeutet wie schon fritheren Ortes E,, das Volumen der m-dimensionalen
Euklidischen Einheitskugel.

In der Euklidischen und hyperbolischen Geometrie1a8t daher die Gleichung

®) 0*[V] = 2
die eindeutige Umkehrung
(7 V =V*{Q}

zu, wobei die Umkehrungsfunktion ebenfalls fiir alle nicht negativen Werte
von (2 stetig definiert ist, mit ©Q eigentlich monoton iiber alle Grenzen wichst
und das Volumen einer Kugel als Funktion ihrer Oberfliche ausdriickt. Aus
der isoperimetrischen Ungleichung (2) folgt daher

®) VHO} = VHO* [V} =V

— und umgekehrt. Dieisoperimetrische Eigenschaft der Kugel 148t sich mithin
auch dahin definieren, da8 die Kugel groBeres Volumen besitzt als jeder andere
Korper gleicher Oberfliche.

Im sphirischen Raum ist diese Umkehrung der isoperimetrischen Aus-
sage offenbar nicht zulissig. Sie gilt nur dann, wenn lediglich solche Korper
und Kugeln in Betracht gezogen werden, deren Volumen die Schranke

1—;'——1 E,,1, d.h. die Hilfte des Gesamtraumes nicht iiberschreitet. Bei

dieser Einschrinkung ist namlich die Umkehrungsfunktion (7) eindeutig und
wichst fiir

00 < nE,

1

eigentlich monoton mit £ von 0 bis 7% E,,, Es folgt daher unter dieser

Einschrinkung aus (2) (8) und aus (8) (2).

Ferner laBt im Euklidischen und hyperbolischen Raum die isoperimetrische
Eigenschaft der Kugel noch die folgenden beiden Formulierungen zu:

Erstens: Zu jedem von einer Kugel verschiedenen reguliren Korper
gibt es eine Kugel von kleinerer Oberfliche und nicht kleinerem Volumen.

Denn es besitzt dann wegen der Monotonie der Funktion (1) die Kugel
gleichen Volumens a fortiori kleinere Oberfliche.

Zweitens: Zu jedem von einer Kugel verschiedenen reguliiren Korper gibt
es eine Kugel von nicht gréBerer Oberfliche und groBerem Volumen.

Denn es besitzt wegen der Monotonie der Funktion (7) die Kugel gleicher
Oberfliche a fortiori groBeres Volumen.
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In der sphirischen, etwa auf der Oberfliche der (n 4 1)-dimensionalen
Euklidischen Einheitskugei veranschaulichten Geometrie dagegen besitzt die
Kugel vom Radius 7 die Oberfliche Null und das Volumen des Gesamtraumes,
und es sind daher die Aussagen der beiden letzten Formulierungen trivial und
fiir die Einsicht in die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel belanglos. Die
beiden Formulierungen bleiben wiederum nur insoweit ein #quivalenter Aus-
druck fiir die isoperimetrische Bigenschaft der Kugel, als man nur solche
Korper in Betracht zieht, deren Volumen die Hilfte des Gesamtraumes nicht
itberschreitet. Diese Bedingung, an welche die Schliisse a fortiori, die durch
die letzten beiden Formulierungen an die Hand gegeben werden, gekniipft
sind, kompliziert die isoperimetrischen Betrachtungen in der sphirischen
Geometrie, in welcher die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel daher erst
im § 8 zum Beweis gelangen wird.

2) Man verstehe in der Euklidischen, hyperbolischen und sphérischen
Geometrie unter einer ,,einfachen’‘ Rotationsfliche eine solche, deren Meridian-
kurve aus einem einfachen Jordanbogen besteht, welcher die Rotationsachse
nur in seinen beiden Endpunkten trifft. Dementsprechend bezeichne man als
einen ,,emfachen’ Rotatsonskirper einen solchen, dessen Oberfliche wvon
einer einfachen Rotationsfliche gebildet wird.

Unter der Voraussetzung, daB die Koordinaten des laufenden Punktes
der Meridiankurve sich als stetige und bis auf endlich viele Punkte stetig
differenzierbare Funktionen der Bogenlinge darstellen lassen, habe ich an
fritherer Stelle11) die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel im Vergleich mit
einfachen Rotationskérpern im n-dimensionalen Euklidischen hyperbolischen
und sphirischen Raum bewiesen.

Dabei habe ich in der Euklidischen und hyperbolischen Geometrie die
Fagsung gewihlt:

Die Kugel besitzt groBeres Volumen als jeder andere einfache Rotations-
kérper gleicher Oberfléche.

Das ist die der Ungleichung (8) entsprechende Fassung, welche, wie oben
festgestellt, in der Euklidischen und hyperbolischen Geometrie mit der ersten
der Ungleichung (2) entsprechenden Formulierung gleichbedeutend ist.

1) Let §3L1I; L.c? §3; Lc® §4, In dem wunter Le.! §31,1II zitierten Be-
weise findet sich noch die Voraussetzung, daf die Gesamtlinge der Meridiankurve
endlich ist. Jedoch bleibt der Beweis unverindert bestehen, wenn die Voraussetzung
dahin erweitert wird, daB zwar jeder Teilbogen, der nicht von einem der beiden
Endpunkte der Meridiankurve begrenzt wird, endliche Lénge besitzt, wiahrend die
Linge bis zu einem oder beiden Endpunkten unendlich werden kann. Einfache Be-
weise fiir die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel im Vergleich mit Rotations-
korpern gab auch A. DINGHAS, ,, Zum isoperimetrischen Problem in Réumen konstanter
Kriimmung®, Math. Zeitschr. 7 (1942), S.677—1737.
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In der sphérischen Geometrie, in welcher jede einfache Rotationsfliche
die Oberfliche zweier einfacher Rotationskérper bildet, die sich zum Gesamt-
raum erginzen, habe ich zitierten Ortes die folgende Fassung gewihlt:

Die nicht groBere der beiden Vollkugeln, in welche der Gesamtraum
durch eine Kugelfliche zerlegt wird, besitzt groferes Volumen als der nicht
groBere der beiden Rotationskérper, in welche der Gesamtraum durch jede
andere oberflichengleiche einfache Rotationsfliche zerlegt wird.

Das ist wiederum die der Ungleichung (8) entsprechende Fassung, aber
unter der, wie oben besprochen, bei dieser Fassung notwendigen Einschrinkung
auf Korper, deren Volumen die Hilfte des Gesamtraumes nicht iiberschreitet.
Unter dieser Einschrinkung ist, wie oben festgestellt, die gewihlte Fassung
ebenfalls mit der ersten, der Ungleichung (2) entsprechenden Formulierung
gleichbedeutend. In dieser letzteren Formulierung folgt aber aus der Giiltig-
keit der Aussage fiir Volumina, welche die Hilfte des Gesamtraumes nicht iiber-
steigen, ihre Geltung auch ohne diese Einschrinkung. Denn liegen eine Voll-
kugel und ein einfacher Rotationskérper gleichen Volumens vor, welches die
Hilfte des Gesamtraumes iiberschreitet, so besitzen die von denselben Flichen
begrenzten Komplementérkorper ebenfalls gleiches Volumen. Dieses ist aber
jetzt kleiner als die Hilfte des Gesamtraumes, und daher ist, wenn sie nicht
kongruent sind, die Oberfliche der Vollkugel kleiner.

Damit ist gezeigt, daf in der Euklidischen, hyperbolischen und sphérischen
Geometrie von beliebig viel Dimensionen die Kugel eine kleinere Oberfliche besitzt
als jeder andere einfache Rotationskorper gleichen Volumens, dessen Meridian-
kurve eine bis auf endlich viele Punkte stetig differenzierbare Darstellung der
Koordinaten als Funktionen der Bogenlinge erlaubt.

Diese Voraussetzung involviert also insbesondere nicht die Endlichkeit
der Gesamtlinge der Meridiankurve. Denn fiir die Darstellbarkeit ihrer
Koordinaten als Funktionen der Bogenlinge geniigt es, wenn jeder Teilbogen,
der nicht von einem der beiden Endpunkte der Meridiankurve begrenzt wird,
endliche Linge besitzt, wihrend die Linge bis zu einem oder beiden End-
punkten unendlich werden kann.

3) Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel im Euklidischen Raum.

Es sei # = 3. Wir setzen im (» — 1)-dimensionalen Euklidischen Raum
die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel in der am Eingang dieses Para-
graphen formulierten Fassung, welche fortan durchweg festgehalten werden soll,
als bewiesen voraus.

Es sei im n-dimensionalen Euklidischen Raum der regulire Korper K
gegeben.

Man wihle das rechtwinklige Koordinatensystem u, v, . . . v, dergestalt,
daB die Richtung der u-Achse in bezug auf den Korper nicht eigentlich singulér
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ist. Das ist stets moglich, da die Richtungspunkte der singuldren Richtungen
auf der Einheitskugel, wie am Eingang von §4 Abschnitt 9) ausgefiihrt, den

duBeren Inhalt Null besitzen. Da
i

n—
ds? = du? + %', dv?
wird, so ist in den Gleichungen § 5 (1), (2), (3), (23)
K=0 H=2 6G=1}

zu setzen. Laut dem ersten Abrundungstheorem it sich nun zu K ein Ro-
tationskérper K’ konstruieren, der, wenn die beiden Kérper nicht kongruent
sind, bei gleichem Volumen eine kleinere Oberfliche aufweist. Dabei wird die
Rotationsachse von der u-Achse gebildet, und die Entfernung des laufenden
Punktes der Meridiankurve von ihr ist eine fiir o* < w < f* definierte stetige,
bis auf endliche viele Punkte stetig differenzierbare Funktion von w, welche
nur an den beiden Endpunkten o* und f* verschwindet. Da endlich gemiB
§ 5 Abschnitt 7) auf der Meridiankurve jeder nicht von einem ihrer beiden
Endpunkte begrenzte Bogen endliche Linge besitat, so ist K’ ein einfacher
Rotationskorper, der den Voraussetzungen des Satzes gentigt, welcher am
Schlusse des votigen Abschnitts iiber die isoperimetrische Eigenschaft der
Kugel im Vergleich mit einfachen Rotationskdrpern formuliers worden ist.
Diesem Satz zufolge besitzt der Rotationskérper K’, wenn er keine Kugel ist,
eine groBlere Oberfliche als die thm volumengleiche Kugel. FaBt man die
Ergebnisse des Vergleichs zwischen dem gegebenen reguliren Korper K und
dem konstruierten volumengleichen einfachen Rotationskérper K’ wund
zwischen letzterem und der ihm volumengleichen Kugel zusammen, so folgt,
daB ein regulirer Korper, wenn er keine Kugel ist, eine groBere Oberfliche
besitzt, als die volumengleiche Kugel. Damit ist die isoperimetrische Eigen-
schaft der Kugel in der Euklidischen Geometrie fiir #» Dimensionen bewiesen
unter der Voraussetzung, da8 sie fiir # — 1 Dimensionen gilt. Da sie endlich
fiir zwei Dimensionen gilt, d. h. dem Kreise zukommst, so ist auf Grund des
Induktionsschlusses der Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel tm
Eullidischen Raum fiir jede Dimensionenzahl erbracht.

4) Erster Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel im hyper-
bolischen Raum.

Es sei dem Innern der Einheitskugel

©) 2,y <1
die MaBbestimmung
2 ”
(10) ds = ( 3 ) Z, a2

1 — 3
-?v-’/v
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aufgeprigt. Dadurch wird ein hyperbolischer Raum mit dem Kriimmungs-
maf — 1 definiert. Es sei K in diesem ein gegebener regulirer Korper.

Nun la8t sich, wie § 4 Abschnitt 1) ausgefiihrt, jede der endlich vielen
reguliren Randmannigfaltigkeiten aller Dimensionenzahlen von K durch
endlich viele beschriankte zweifach glatte Mannigfaltigkeiten iiberdecken.
Aus dem Satze VII” § 2 Abschnitt 6) in seiner Verallgemeinerung durch den
Satz IX § 2 Abschnitt 8) folgt daher, daB die Gesamtheit der absoluten
Punkte derjenigen #quidistanten Orizykelflichenscharen, von welchen die
Randmannigfaltigkeiten von K in unendlich vielen Punkten beriihrt werden,
auf der Oberfliche der Euklidischen Einheitskugel (9) den #uBeren Inhalt
Null besitzt. Man kann daher die Orizykelfliichenschar so wahlen, da8 die
Gesamtheit aller Randmannigfaltigkeiten aller Dimensionenzahlen von K
von ihr nur in endlich vielen Punkten beriihrt wird. Fiihrt man jetzt wie
§ 3 Abschnitt 4) das dieser Schar entsprechende Koordinatensystem ein, so
erhilt man gemaB § 3 (35), indem man statt #; wund statt @5 .,. 2, v, ... 9,_;
schreibt,

n—1
(11) ds? = du? 4 ¢~ %',dvf,

wobei sichergestellt ist, daB auf den Randmannigfaltigkeiten von K nicht
unendlich viele Punkte vorhanden sind, in welchen eine Berithrung mit einer
der die Orizykelflichen darstellenden Ebenen u = konst stattfindet. Setzt
man in den Gleichangen §5 (1), (2), (3), (23) K=0, H =2, @ = }¢™",
80 nimmt das Linienelement § 5 (1) die Gestalt unseres Linienelementes (11)
an. Da ferner fiir K = 0, also im Euklidischen Fall, die isoperimetrische
Eigenschaft der Kugel fiir alle Dimensionenzahlen im vorigen Abschnitt be-
wiesen worden ist, so ist die vom Abrundungstheorem als Voraussetzung
geforderte Giiltigkeit der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel im (n — 1)-
dimensionalen (v)-Raum gewihrleistet. Damit sind alle Voraussetzungen
des ersten Abrundungstheorems sichergestellt. Laut diesem liflt sich in
der MaBbestimmung (11) zu K ein einfacher Rotationskérper K’ konstra-
ieren, welcher, wenn die beiden K&rper nicht kongruent sind, bei gleichem
Volumen eine kleinere Oberfliche aufweist, und tiber dessen Meridian-
karve alle die Feststellungen sich wiederholen lassen, welche im vorigen Ab-
schnitt hinsichtlich der Meridiankurve des dort konstruierten Rotationskérpers
gemacht worden sind.

Da nun kraft des am Schlusse des Abschnitts 2) formulierten Satzes
in der MaBbestimmung (10), (11) des hyperbolischen Raumes ein solcher
Rotationskorper K’, wenn er keine Kugel ist, eine gréBere Oberfliche besitzt
als die volumengleiche Kugel, so gilt dasselbe a fortiori fiir den gegebenen
reguliren Kérper K. Damat ist die tsoperimetrische Eigenschaft der Kugel im
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hyperbolischen Raum von n Diménsionen fiir n = 3 vollstindsg bewiesen. Fiir
n = 2 ist sie an fritherer Stelle1Z) von mir bewiesen worden.

5) Zweiter Bewers der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel im hyper-
bolischen Raum.

Der im vorigen Abschnitt auseinandergesetzte Beweis macht den Induk-
tionsschluf3 entbehrlich, indem er die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel
im Euklidischen Raum heranzieht. Wir wollen jetzt einen Beweis geben, der
ohne Anleihe bei der Euklidischen Geometrie sich anf den Induktionsschlufl
stiitzt.

Durch dieselbe SchluBweise wie im vorigen Abschnitt folgt aus dem
Satz V § 2 Abschnitt 5) in seiner Verallgemeinerung durch den Satz IX § 2
Abschnitt 8):

Im (n + 1)-dimensionalen Euklidischen Raum der hyperbolischen
Ebenenkoordinaten besitzt die Gesamtheit derjenigen Punkte, welche hyper-
bolischen Ebenen entsprechen, deren Abstandsflichenschar die Randmannig-
faltigkeiten eines gegebenen reguliiren Korpers K in unendlich vielen Punkten
beriihrt, den #uBeren Inhalt Null. Man kann daher eine hyperbolische Ebene
so wihlen, daB auf den Randmannigfaltigkeiten von K nicht unendlich viele
Punkte vorhanden sind, in welchen eine Beriihrung mit einer Abstandsfliche
dieser Ebene stattfindet. Fithrt man jetzt gemif § 3 Abschnitt 5) ein dieser
Schar entsprechendes Koordinatensystem ein, so erhilt man gemal §3 (51),
wenn statt x; » und statt z,...®, v;...v,_; geschrieben wird,

P] 2p-1
(12) ds? = du? - cosh?u ( s > 5 dvy,
1— X, o T
1

wobei sichergestellt ist, daf auf den Randmannigfaltigkeiten von K nicht
unendlich viele Punkte vorhanden sind, in welchen eine Berithrung mit einer
der die Abstandsflichen darstellenden Ebenen % = konst stattfindet. Setzt
man in den Gleichungen §5 (1), (2), (3), (23)

2 -
=—1, H=-—75—, @ =coshu,

1-2X v v‘?
1
so nimmt das Linienelement § 5 (1) die Gestalt unseres Linienelements (13} an.

Esseinun # = 3. Man mache die Voraussetzung, dafl die isoperimetrische
Eigenschaft der Kugel im (n — 1)-dimensionalen hyperbolischen Raum be-
wiesen sei. Dann sind fiir unser Linienelement (12) alle Voraussetzungen des
ersten Abrundungstheorems sichergestellt. Laut diesem 1a8t sich in der Mal-
bestimmung (12) zu K ein einfacher Rotationskérper K’ bestimmen, welcher,

12y L e.? 8. 204218,
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wenn die beiden Korper nicht kongruent sind, bei gleichem Volumen eine
kleinere Oberfliche aufweist, und iiber dessen Meridiankurve alle die Fest-
stellungen sich wiederholen lassen, die im Abschnitt 3) hinsichtlich der Meridian-
kurve des dort konstruierten Rotationskérpers gemacht worden sind.

Hieraus ergibt sich jetzt genau so wie im Abschnitt 4), da der gegebene
regulire Korper K, wenn er keine Kugel ist, eine gréBere Oberfliche besitzt
als die volumengleiche Kugel. Damit ist in der hyperbolischen Geometrie
die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel fiir # Dimensionen bewiesen unter
der Voraussetzung, da sie fiir # — 1 Dimensionen gilt. Da sie endlich, wie
an friitherer Stelle12) von mir bewiesen, fiir zwei Dimensionen gilt, d. h. dem
Kreise zukommt, so ist auf Grund des Induktionsschlusses der Bewess fiir die
ssopersmetrische Eigenschaft der Kugel im hyperbolischen Raum fiir jede Dimen-
sionenzahl erbrachi.

§7.
Das zweite Abrundungstheorem,

1} Es sei M, eineregulire k-dimensionale Mannigfaltigkeit, 1 <k <#n—1,
im Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten z,...x,. Wir sagen, die
Mannigfaltigkeit werde in einem jhrer Punkte von einer Kugel

n
?1 (z, — )2 == 12

beriihrt, wenn deren (» — 1)-dimensionale Tangentialebene die k-dimensionale
Tangentialebene von M, enthilt, oder wenn der Beriihrungspunkt einer
¥'-dimensionalen Randmannigfaltigkeit, 1 < %' < &, angehéort, deren &'-dimen-
sionale Tangentialebene in die (n — 1)-dimensionale Tangentialebene der
Kugel fillt, oder endlich, wenn der Punkt einer nulldimensionalen Rand-
mannigfaltigkeit angehort, d.h. ein Eckpunkt ist.

Es werde nun M, von einer Kugel

n
(1) %:v fL‘,z = y2

dergestalt geschnitten, daB eine Berithrung nirgends stattfindet.

Dann besteht, wie wir alsbald beweisen wollen, der Schnitt aus endlich
vielen reguliren (¢ — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Wenn zwei der-
selben Punkte gemein haben, so miissen diese fiir beide Mannigfaltigkeiten
Randpunkte sein — und zwar Randpunkte hoherer Ordnung, d.h. solche
Randpunkte, welche nicht im Innern einer (¢ — 2)-dimensionalen Randmannig-
faltigkeit liegen und mithin einer (k — 3)-dimensionalen Randmannig-
faltigkeit angeh6ren. Ferner geht jeder innere Punkt von M, in einen inneren

12) 1. c.2, S.204—218.
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Punkt einer der endlich vielen reguliiren (k — 1)-dimensionalen Schnitt-
mannigfaltigkeiten iiber, wihrend jeder Randpunkt von M, zu einem Rand-
punkt der gesamten Schnittmannigfaltigkeit im Sinne der Definition 1. ¢.2 § 5
IIT (b) wird.

Endlich wird die Mannigfaltigkeit M, selbst durch die Kugel in endlich
viele regulire k-dimensionale Mannigfaltigkeiten zerlegt, von denen das Innere
mindestens einer ganz im AuBeren der Vollkugel liegt und das Innere
mindestens einer ganz im Innern.

Beweis. Man betrachte M, als eine regulire k-dimensionale auf der
Ebene z, = 0 gelegene Mannigfaltigkeit im (n + 1)-dimensionalen Raum
mit den rechtwinkligen Koordinaten w,, #; . ..%,. Man spiegele den Raum
an der Kugel mit dem Mittelpunkt o, =1, ; =0, ...z, = 0 und dem
Radius V2. Dabei gehe der Punkt y, z; . .. @, in den Punkt zg, «7 ... %,
iiber. Man erhilt
2 (2 — 1) @ = 24, y=1,...n

(%"1)2‘5‘2’},,“3’ (zo — 1) + zn'yxf’
1 1

n 2 n
(3) dzy? + E,dw;z———-( 2 ) (dmg—i—zvdwf).
1 1

(@ — 1) + T, 2
1

@ o-—1=

Die Ebene x, = 0 wird dabei stereographisch auf die Einheitskugel mit dem
Mittelpunkt im Koordinatenanfangspunkt projiziert, und die Formeln (2), (3)
gewinnen die Gestalt

Ty = O,

- 2
(4 %= A S

I+t Satt1

1 1 .

n 2 2 n

dx62+gvd$;2 == (7—,—;\) Zvdxf,

®) A

j,dxf = (I_L%)2 (dz;,2+ jvdxf).

Da die Transformation, abgesehen vom Transformationszentrum, eindeutig,
eindeutig umkehrbar und zweimal stetig differenzierbar ist, so entspricht,
wie § 4 Abschnitt 1) festgestellt, jeder reguldren %-dimensionalen Mannig-
faltigkeit auf der Ebene y = 0 eine nicht durch das Transformationszentrum
gehende regulire k-dimensionale Mannigfaltigkeit, welche auf der Einheits-
kugel ausgebreitet ist — und umgekehrt. Das mithin regulire k-dimensionale
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auf der Einheitskugel gelegene Spiegelbild von M, werde mit M} bezeichnet.
Einer auf der s-dimensionalen Ebene z, = 0 gelegenen Kugel

n

(6) Dad =2

1 .
entspricht jetzt gemédB (4) der Schnitt der Emheitskugel mit der Ebene

u?—1
) =@y

Dabei geht eine im obigen Sinn erklérte Beriihrung von M, mit der Kugel (6)
in eine im gleichen Sinn erklirte Beriihrung, d. h. also eine gemif §4 Ab-
schnitt 1) definierte Berithrung von M, mit der Ebene (7) itber — und um-
gekehrt. Machen wir also die Voraussetzung, da M, die Kugel nicht beriihrt,
so findet zwischen M} und der Ebene (7) ebenfalls keine Beriihrung statt.
Es gelten daher fiir M}, die Sitze 1 c.1 §6 III (13) und (14), aus deren Uber-
tragung auf M, die zu beweisenden Behauptungen sich ablesen lassen.

2) Wir machen jetzt die Voraussetzung, da8 es auf M, nicht unendlich
viele Punkte gibt, in welchen M, von einer Kugel der konzentrischen Kugel-
schar (6) beriihrt wird. Man bezeichne denjenigen Teil von M, fiir welchen

Sl 20
1
ist, mit dem Symbol 7
M & 211' v 1'3 = §2> .
1

Dann ist, wie wir alsbald beweisen wollen, das Integral

®) [ pds,
(3= )

1

wobel @ eine auf M, stetige Funktion bedeutet und ds, das k-dimensionale
Flichenelement, fiir alle Werte von & bestimmt, als Funktion von & stetig
und, abgesehen von den endlich vielen sogenannten Ausnahmewerten, fiir
welche M, von der Kugel

a2
szv :52
1

beriihrt wird, auch stetig differenzierbar. Man hat daher fiir alle Werte von &

&
9) I pds, = “iu( j pds; | du,
;
Mk(

nog .
M, (%v"v é;z)
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wobei auf der rechten Seite der Integrand unter dem duBleren Integral bis auf
die hochstens endlich vielen Ausnahmewerte definiert und als Funktion
von % stetig ist.

Beweis. Es habe M dieselbe Bedeutung wie bei dem im vorigen Ab-
schnitt durchgefithrten Beweise. Dann folgt aus den dort gemachten Fest-
stellungen, daB M, nicht in unendlich vielen Punkten von der Ebenenschar (7)
berithrt wird. Aus den Satzen XI, XII § 4 in ihrer Spezialisierung auf die
Euklidische Mafbestimmung folgt daher zunéchst:

Das Integral
(10) f vas,

M (xg =)
wobei y eine auf M, stetige Funktion bedeutet und ds; das k-dimensionale
Euklidische Flichenelement, ist fiir alle Werte von # bestimmt, als Funktion
von 7 stetig und bis auf die endlich vielen Ausnahmewerte, fiir welche M)
von der Ebene zj = % beriihrt wird, auch stetig differenzierbar.

Nun ist gemal (4)

n 2
N
$0 = = —_ =
2, %2 +1 14 X a2
1 1
Wegen
£-1_ 2
g1 T 1+8
sind mithin die Ungleichungen
3 2 ' 52 —1
%Tv z, < &2 und Ty = 5—21_‘1
miteinander gleichbedeutend. Man hat daher wegen (5)
an) j pds, = j s, = j vis,,
i, (5,23 =) w (sh = 577) M (g = )
1

wobei
=81 -9
T=Err YT aar
gesetzt ist, und ds, und ds, die einander entsprechenden Flichenelemente

bedeuten. Also gilt, abgesehen von den endlich vielen Ausnahmewerten von £

. d T ,
(12) iz j pds; = CESTR T [ vds,.
i, (%‘,xfé&z) ¥y (2 =)

Mathematische Zeitschrifs. 49. [
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Die iiber das Integral (10) gemachten Feststellungen in Verbindung mit (11)
und (12) ergeben die zu beweisenden, das Integral (8) betreffenden Behaup-
tungen.

3) Da bei der gewdhlten Transformation (2), (3), (4), (5) ein im Raum
mit den rechtwinkligen Koordinaten z; ..., gelegener regulérer Koérper in
eine auf der Einheitskugel ausgebreitete, das Transformationszentrum nicht
enthaltende regulire n-dimensionale Mannigfaltigkeit iibergeht, so erhélt man
durch dieselbe Ubertragung wie oben unter 1) aus dem Satz 1. ¢.1 § 6 ITI (13)
das folgende Ergebnis: :

Es werde im Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten z, . .. z, der
regulire Korper K von einer Kugel dergestalt geschnitten, dafl sie nirgends
eine der Randmannigfaltigkeiten im oben erklirten Sinn beriihrt. Dann be-
steht der Schnitt aus endlich vielen reguliren (» — 1)-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten. Wenn zwei derselben Punkte gemein haben, so miissen diese fiir
beide Randpunkte sein — und zwar fiir beide Randpunkte hoherer Ordnung,
d. h. solche Randpunkte, welche nicht im Innern einer ihrer reguliren (n — 2)-
dimensionalen Randmannigfaltigkeiten liegen und mithin einer (n — 3)-dimen-
sionalen Randmannigfaltigkeit angehoren. Ferner geht jeder Randpunkt
von K in einen Randpunkt des Schnittes im Sinne der Definition 1. ¢.1 § 5 I1I (b)
iiber und jeder innere Punkt von K in einen inneren Punkt einer der endlich
vielen reguliren Mannigfaltigkeiten, aus welchen der Schnitt besteht.

Wir wollen jetzt zeigen, dafl ein Randpunkt des Schnittes in der Definition
Le! §51IIb auch im gewdhnlichen Sinn ein Randpunkt der den Schnitt
bildenden Punktmenge relativ zur Kugeloberfliche (6) sein mufl. Gemif der
Definition 1. ¢.1 § 5 ITI b gilt ein Punkt dann als ein Randpunkt des Schnittes,
wenn es kein (» — 1)-dimensionales Grundgebilde gibt, das diesen Punkt nebst
den Punkten des Schnittes in einer gewissen Umgebung im Innern enthilt
und ganz aus Punkten des Schnittes besteht. Ware nun der betrachtete
Randpunkt P des Schnittes kein Randpunkt im gewohnlichen Sinn relativ
zur Kugeloberfliche, so bestinde eine gewisse Umgebung von P auf dieser
ganz aus Punkten des Schnittes, und innerhalb einer solchen liele sich ein P
noch im Innern enthaltendes (# — 1)-dimensionales Grundgebilde abgrenzen
— im Widerspruch zur Voraussetzung. Wir sehen also, dal, wenn auf einer
den Rand von K nicht beriihrenden Kugel (6) Randpunkte von K liegen, auf
ihr auch Punkte liegen miissen, die nicht za K gehoren.

Ebenso folgt aus L c.! §6 III (14), dal der Korper K durch eine ihn.
schneidende, aber den Rand im obigen Sinne nirgends beriihrende Kugel (6)
in endlich viele reguliire Kérper zerlegt wird, so daB jedes der beiden offenen
Raumgebiete, in welche der Gesamtraum durch die Kugel zerlegt wird, das
Innere mindestens eines der Teilkorper enthdlt. Durch Wiederholung folgt
hieraus, daB der regulire Korper K durch zwei ihn schneidende, aber den
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Rand nirgends beriihrende konzentrische Kugeln (6) in endlich viele reguliire
Korper zerlegt wird, so daB jedes der drei offenen Gebiete, in welche der
Gesamtraum durch die beiden Kugelflichen zerlegt wird, das Innere mindestens
eines der Teilkorper enthslt. Dabei bleibt jeder Randpunkt ein Randpunkt,
und die inneren Punkte auf den beiden konzentrischen Kugeloberflichen
werden ebenfalls Randpunkte. Abgesehen von diesen geht jeder innere Punkt
in einen inneren Punkt eines der Teilkorper iiber. Wenn endlich zwei Teil-
kérper, welche beide in demselben der drei von den beiden Kugeloberflichen
abgegrenzten Gebiete liegen, also etwa beide sich zwischen den beiden Kugel-
oberflichen befinden, Punkte gemein haben, so miissen diese fiir beide Rand-
punkte hoherer Ordnung sein, d. h. einer (» — 2)-dimensionalen Randmannig-
faltigkeit angehoren.

4) Wir machen jetzt wieder die Voraussetzung, dall es auf den Rand-
mannigfaltigkeiten des reguliren Korpers K nicht unendlich viele Punkte gibt,
in welchen eine Berithrung mit einer Kugel der konzentrischen Kugelschar (6)
stattfindet. Man bezeichne mit B den Rand von K, mit RX_,, 2 =1,2,...
die endlich vielen reguliren Randmannigfaltigkeiten, aus welchen R besteht,
und mit ¢ eine stetige Funktion auf R. GemiB den unter 2), (8) (9) gemachten
Feststellungen ist dann das Integral

J‘ pds,_y
R:.l—l(%‘nv “’3 §€2)

bestimmt, fiir alle Werte von £ stetig und, abgesehen von den endlich vielen
Ausnahmewerten, fiir welche die Mannigfaltigkeit von der Kugel

L
3t
beriihrt wird, auch stetig differenzierbar. Nun ist

pds,_y = 2 j. ¢ds,_1,
s(Fi=e) i (Bt =2)

wobei auf der rechten Seite iiber alle Randmannigfaltigkeiten zu summieren
ist. Denn da wegen 1. ¢.1 § 6 III (f) zwei Randmannigfaltigkeiten nur Punkte
gemein haben konnen, die fiir beide wiederum Randpunkte sind, d. h. also
einer (n — 2)-dimensionalen reguliren Randmannigfaltigkeit angehéren, so
liefern die in der Summe auf der rechten Seite mehrfach in Anschlag kommenden
Teile von R keinen endlichen Beitrag zu den Integralen. Daher ist auch das
Integral

(13) | pdss

6%
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fiir alle Werte von £ bestimmt, als Funktion von & stetig, und abgesehen von
den endlich vielen Ausnahmewerten, fiir welche eine der Randmannigfaltig-
keiten von K von der Kugel

beriihrt wird, auch stetig differenzierbar. Man hat folglich

(14) j ¢dsu_1=jdit j. pds,—, |dt,
s(Ba=e) 0 M(gas=e)

wobei auf der rechten Seite der Integrand unter dem duleren Integral bis auf
die hochstens endlich vielen Ausnahmewerte definiert und als Funktion
von ¢ stetig ist.

5) Wir bleiben bei der Voraussetzung, daB auf den Randmannigfaltig-
keiten des reguliren Korpers K nicht unendlich viele Punkte vorhanden sind,
in welchen eine Beriihrung mit einer Kugel der konzentrischen Schar (6)
stattfindet, und bezeichnen die endlich vielen Radien der beriihrenden Kugeln
als die Ausnahmewerte von .

Ferner setzen wir voraus, dal der Koordinatenanfangspunkt nicht auf
dem Rande von K liegt.

Es bezeichne a* den kleinsten und g* den groiten Abstand des reguliren
und mithin abgeschlossenen Korpers K vom Koordinatenanfangspunkt.
Dann liegt der Koordinatenanfangspunkt, da er voraussetzungsgemill nicht
Randpunkt ist, fiir «* = 0 im Innern des Korpers, fiir o* > 0 im Aufiern. Da
ferner wegen derDefinitionseigenschaft 1. ¢.1 §6 I11 (d) eines reguliiren Korpers
jeder Randpunkt von K Haufungspunkt von inneren Punkten ist, so ist o*
auch die untere Grenze des Abstandes der inneren Punkte von K vom Ko-
ordinatenanfangspunkt und p* die obere Grenze. Ist daher

o* <u < g,

go gibt es einen inneren Punkt P’, dessen Entfernung vom Koordinaten-
anfangspunkt groBer als  ist, und einen inneren Punkt P, dessen Entfernung
kleiner als % ist. Gem#B der Definitionseigenschaft 1. ¢.1 § 6 IV (e) lassen sich
nun P’ und P” durch einen ganz im Innern von K verlaufenden Weg ver-
binden. Also mufl es auf der Kugel

(15) Lot —w
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innere Punkte von K geben. Diese sind a fortiori auch relativ zur Kugel-
oberfliiche innere Punkte des Schnittes, welchen diese mit dem Kérper bildet,
und welcher mit dem Symbol

(16) K(g". 2 — u)

bezeichnet werden mége.

Liegt also # im offenen Intervall zwischen «* und f*, so sind nur die
folgenden drei Fille moglich:

1. Die Kugeloberfliche (6) besteht nur aus inneren Punkten von K.

II. Die Kugeloberfliche enthilt innere und Randpunkte, aber keinen
guBeren Punkt von K.

Da, wie im vorletzten Absatz des Abschnitts 3) festgestellt, auf eine
die Randmannigfaltigkeiten von K nirgends beriihrenden Kugel, auf welche
Randpunkte von K liegen, auch #auBBere Punkte von K vorhanden sein miissen
50 kann der Fall II nur eintreten, wenn die Kugel eine der Randmannigfaltig-
keiten von K ‘beriihrt, d. h. wenn % einen der endlich vielen Ausnabhmewerte
annimmt,

II1. Die Kugeloberfliche enthalt sowohl innere als #ufBlere und mithin
auch Randpunkte von K.

Fiir die Kugeloberfliche

(17) Z = pre

gilt auf Grund der Definition von g* das folgende: Die Kugeloberfliche kann
keinen inneren Punkt von K enthalten, und da sie Punkte von K enthalten
muB, so liegen auf ihr Randpunkte von K. In jedem dieser Randpunkte muf
sie eine Randmannigfaltigkeit berithren, Es sei nimlich P ein auf der Kugel
gelegener Randpunkt von K, k die niedrigste Dimensionenzahl der ihn ent-
haltenden Randmannigfaltigkeiten, und R} eine solche. Ist dann k = 0, so
ist P ein Eckpunkt, und in einem solchen beriihrt definitionsmiBig jede durch
ihn gehende Kugel den Rand. Ist aber X > 0, so muB P ein innerer Punkt
von R sein, denn sonst miite P einer der (k¥ — 1)-dimensionalen Rand-
mannigfaltigkeiten von R{’ angehéren — im Widerspruch zur Definition von k.
Finde nun in P keine Beriihrung statt, so konnte dort die %k-dimensionale
Tangentialebene von R{"’ nicht in die (» — 1)-dimensionale Tangentialebene
der Kugel fallen. Es gibe also auf R{ eine P im Innern enthaltende Kurve,
welche die Tangentialebene der Kugel (17) nicht beriihrt. Auf dieser miite
es aber Punkte geben, deren Entferhung vom Koordinatenanfangspunkt g*
iibersteigt — im Widerspruch zur Definition von g*. Da voraussetzungs-
gemiB auf dem Rande von K nicht unendlich viele Punkte vorhanden sind,
in welchen eine Beriihrung mit einer Kugel der Schar (6) stattfindet, so
liegen auf der Kugel (17) nur endlich viele Randpunkte von K. Sie besteht
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also, abgesehen von diesen, nur aus #uBeren Punkten von K. Dasselbe
gilt fiir «* > 0 auch von der Kugel

n

(18) %'v z2 = o*2, o* > 0.

Fiir die Kugel mit dem Radius §* und im Falle «* > 0 auch noch fiir die Kugel
mit dem Radius o* und nur fiir diese beiden Kugeln gilt also der FallIV:

IV. Die Kugel enthilt keine inneren und nur endlich viele, aber mindestens
einen Randpunkt von K.

Auf der Halbgeraden % > 0 bilden diejenigen Punkte, fiir welche der
Fall T eintritt, eine offene Punktmenge. Ebenso diejenigen Punkte, fiir welche
der Fall ITI Platz greift. Es seinun I die, wie oben festgestellt, endliche Anzahl
derjenigen Punkte, welche zum Fall IT gehoren, wobei [ natiirlich auch ver-
schwinden kann. Die Werte von « in diesen Punkten der Gréfe nach
geordnet seien

(19) Y1 <’}’2...<7;-

Dann kénnen die Randpunkte relativ zur Halbgeraden = 0 sowohl der-
jenigen Punktmenge, fiir welche der Fall I Platz greift, als auch derjenigen,
welche zum Fall ITI gehéren, nur von den Punkten

(20) Yo < <yz2...<Pi<%iit1, po=0&% =B

gestellt werden. Jede der beiden Punktmengen besteht also aus endlich vielen
offenen Intervallen, deren jedes von zwei aufeinanderfolgenden Punkten der
I + 2 Punkte (20) begrenzt wird. Dabei konnen fiir 1 < A <[ in keinem
Punkte p, zwei der offenen Intervalle aneinanderstofen, in welchen der Fall
stattfindet. Dann miiBte nimlich das gesamte von den beiden konzentrischen
Kugeloberflichen

n n
2 2 2 2
%"’wv =%i-1> %"’ Ty = Yi+1

begrenzte Gebiet des n-dimensionalen Raumes zu K gehéren, und es kénnten
daher auf der Kugel

“ 2
2
%" zv = 71

keine Randpunkte von K liegen — im Widerspruch zur Voraussetzung, dafl
fiir v = yp, der Fall I eintritt. Fiir 1 < 4 < [ ist also jeder Punkt y, Rand-
punkt von einem oder zwei der offenen Intervalle, welche zum Fall IT1 gehoren.
Der Punkt y,; . ; ist wegen y;,1 = p* Endpunkt eines zum Fall IIT gehorigen
Intervalls. Ebenso ist der Punkt ¢, wegen ¢y = o* fiir «* > 0 Anfangspunkt
eines solchen, wihrend er fiir * = 0 Anfangspunkt eines zum Fall I gehorigen
Intervalls ist.
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Es sei nun m die Anzahl der uffenen zum Fall TIT gehorigen Intervalle,
und es mégen y, und y,', 4 = 1...m, ihre Anfangs- und Endpunkte sein.
Dann hat man

(21) Vo<V, B=1l...m /Sy, p=1...m~—1,
(22) VYo = ¥, y; = a* fiir «* >0, ) > a* fir «* = 0.

Dabei gehoren samtliche Punkte, fiirx welche der Fall I1 eintritt, zu den
Anfangs- und Endpunkten dieser Intervalle, und es tritt in diesen Anfangs-
und Endpunkten auch der Fall IT ein mit Ausnahme des Punktes ¢,/ = g*
und fiir «* > 0 noch des Punktes y{ = «*, in welchen der Fall IV Platz greift.

6) Unter den Voraussetzungen des vorigen Abschnitts projizieren wir
vom Koordinatenanfangspunkt M aus den Schnitt

(23) E(Z.0? = ua)
1

auf die Einheitskugel

(24) 2l =1

1
und bezeichnen den Flicheninhalt der Projektion mit J (4). Dann ist, wie wir
zunichst beweisen wollen, die Funktion J () fiir alle Werte von # bestimmt
und stetig und, abgesehen von den endlich vielen Ausnahmestellen, auch
stetig differenzierbar.

Fir v > g* ist J(u) konstant gleich Null, ebenso im Falle «* > 0 fiir
% < o*. Ista* = 0, s0 158t sich ein o' > 0 80 bestimmen, daB fiir 0 <« < o’
J (u) konstant gleich der Gesamtoberfliche der Kinheitskugel bleibt, so
da8 also
(25) J(u) = nE,
gilt, wobei wie schon fritheren Ortes E, das Volumen der sn-dimensionalen
Einheitskugel bedeutet. Ebenso gilt die letzte Gleichung in allen Punkten,
fiir welche der Fall I eintritt, und welche, wie wiederholt werden darf, eine
offene Punktmenge bilden. In allen den genannten Gebieten ist also J (%)
konstant und mithin, da sie offen sind, auch stetig. Definiert man J (0) im
Falle «* == 0 durch 8%, und im Falle «* > 0 durch 0, so bleibt die Funktion
auch an der Stelle # = 0 stetig.

7) Es liege nun an der Stelle ¥ = & der Fall III vor. Dann gehort &
einem der m offenen Intervalle (21), (22) an. Es sei also

(26) Yu <& <.
Da im Falle ITI auf der Kugel

L
%'v wf = §'%
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sowohl innere als auch iuflere Punkte von K liegen, so gilt zunichst

27) nE, > J(¢&) > 0.

Ey sei ferner N ein auf dieser Kugel gelegener Punkt, der nicht zu K gehort,
und N’ seine Projektion auf die Einheitskugel (24). Dann kann man £ und &
80 bestimmen, daf N

(28) Va<E<E& <E<yy

ist, dall weder &;‘ noch £ in eine der e:.dlich vielen Ausnahmestellen fallen, und
daB auf dem von M nach N’ gerichteten Halbstrahl die Punkte in der Ent-
fernung u von M fiir £ < u < & noch im AuBeren von K liegen. Man projiziere

jetzt die Einheitskugel stereographisch vom Nordpol N’ aus auf die durch M
gehende, zum Halbstrahl M N’ senkrechte Ebene. Es sei P ein beliebiger
Punkt mit den Koordinaten z, . . . z,, P’ seine Projektion von M aus auf die
Einheitskugel. Es sei

(29) . w=MP = V%n'v a2,

und es seien auf der Ebene der stereographischen Projektion v; ...wv,_; die
rechtwinkligen Koordinaten der stereographischen Projektion von P’. Man
erhélt entsprechend der Formel § 3 (9)
2 n-1
2
—,.3“) 2, a0

(%0) dst =) da? = du2+u2<
1 14 2,0/ T
1

v

Es bezeichne K* das Bild von K im Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten
U, V1...0_1. Da die Transformation bei AusschluB des von M iiber N’
hinausweisenden Halbstrahls eindeutig, eindeutig umkehrbar und zweimal
stetig differenzierbar ist, so ist sie beriihrungserhaltend und fithrt, wie § 4 1)
festgestellt, regulire Mannigfaltigkeiten und Koérper in ebensolche iiber. Der

zwischen den beiden konzentrischen Kugeln mit den Radien £ und £ gelegene
Teil von K, der in unserer Schreibweise mit dem Symbol

E¢<ux<}

zu bezeichnen ist, besteht nun, wie im laufenden Paragraphen unter 3) fest-
gestellt, aus endlich vielen reguliren Kérpern, welche nur Randpunkte hoherer
Ordnung miteinander gemein haben konnen. Da dieser abgeschlossene Teil
von K keinen Punkt des von M nach N’ gerichteten Halbstrahls enthilt, so
folgt, daB im Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten w, v, . . .%,_, auch
der zwischen den beiden Ebenen # = & und u = £ liegende Teil von K*

E*f<ux?
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aus endlich vielen reguliren Kérpern besteht, welche nur Randpunkte héherer
Ordnung miteinander gemein haben konnen. Ebenso entspricht jeder Be-
rithrung einer Kugel

n —

Zimp=uf, §swm st

mit einer der Randmannigfaltigkeiten von K bei der Transformation in dem
Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten w,%;...v,_; eine Beriihrung
der Ebene # = %, mit der entsprechenden Randmannigfaltigkeit von K*
und umgekehrt. Es gibt daher im Bereich & < w < Z auf den Randmannig-
faltigkeiten von K* nur endlich viele Pun—kte, in welchen eine Beriihrung
mit einer Ebene der Ebenenschar « = konst stattfindet. Man bezeichne mit
K* 3 =1,2..., die endlich vielen reguliren Teilkérper, aus welchen
K* (£ < u < &) besteht. Dann folgt aus den obigen Feststellungen gemiB
(30) fiir

(31) E<E<é

n—1
39) JE =), j (—f;—> doy...dv, 1.
K*l(u=$) 1+ ‘1‘:"7 Yy

Dabei ist, wie den Feststellungen im AnschluB an § 5 (17) entspricht, auf
der rechten Seite jedes einzelne der Integrale und mithin auch ihre Summe
J (&) als Funktion von £ fiir alle Werte des Intervalls stetig und, abgesehen
von den endlich vielen Ausnahmewerten, fiir welche eine Berithrung der
Kugel

n

Zv mf = 52

1
mit dem Rande von K stattfindet, auch stetig differenzierbar.

Damit sind unsere hinsichtlich des Verhaltens der Funktion J () unter &)
ausgesprochenen Behauptungen fiir alle Werte von « bis auf die Anfangs- und
Endpunkte y,, 7, , ¢ = 1 ... m der m Intervalle (21), (22) bewiesen. In diesen
Punkten haben wir, da sie zu den endlich vielen Ausnahmestellen zu zihlen
sind, lediglich die Stetigkeit der Funktion nachzuweisen, was jetzt geschehen
soll.

8) Im Punkte y, = p* verschwindet J (%); denn auf der Kugeloberfliche
" 2 — f*2
%‘ v By ﬁ
liegen, wie oben festgestellt, nur endlich viele Punkte von K. Dasselbe gilt

im Falle «* > 0 fiir den Punkt y; = o*. Die iibrigen Punkte v, y,/ gehéren
alle zum Fall II, und es gilt daher in diesen Punkten

J(u) =nk,.
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Es sei nun N ein auf der Kugel

f‘v 2 = ﬂ*2

l v
gelegener Punkt, der nicht zu K gehért, und N’ seine Projektion auf die Ein-
heitskugel. Dann kann man £ und Z 50 bestimmen, daB

vm <E<PF<E
ist, daB £ in keine der endlich vielen Ausnahmestellen ﬁllt, was bei £ durch

& > p* gesichert ist, und daB auf dem von M nach N’ gerichteten Halbstrahl

alle Punkte in der Entfernung « von M fiir § < w < & noch im AuBeren von K
liegen. Dann ergibt genau dieselbe Koordinatentransformation wie oben auf
dem Wege iiber die Gleichung (32) die Stetigkeit der Funktion J (£) im Intervall

§ < & < £, und mithin auch an der Stelle
= f* =y,
Ebenso beweist man im Falle «* > 0 die Stetigkeit von J (%) an der Stelle
% = a¥* = yi'.

Wir wenden uns jetzt zum Beweise der Stetigkeit der Funktion J ()
in denjenigen Anfangs- und Endpunkten der m Intervalle (21), (22), welche
nicht mit 8* oder «* zusammenfallen, d. h. also nach den unter 5) gemachten
Feststellungen in allen etwa vorhandenen Punkten, in welchen der Fall 1T
eintritt. Es sei nun y eine solche Stelle. Dann ist zunichst, wie oben fest-
gestellt, J (y) = nE,. Es seiferner N ein innerer Punkt von K auf der Kugel

n
vz} =y

und N’ die Projektion von N auf die Einheitskugel. Dann kann man ein £
und ein £ so bestimmen, daB 0 < & < y < £ ist, daB keiner der beiden Werte
in eine der Ausnahmestellen fallt, und daB auf dem von M nach N’ gerichteten
Halbstrahl die Punkte in der Entfernung % von M fiir £ < u < & noch im
Innern von K liegen. Zunichst besteht dann wie oben K ¢(=sus= &) aus

endlich vielen reguliren Korpern K’, die nur Randpunkte héherer Ordnung
miteinander gemein haben kénnen. Ferner 148t sich ein Winkel % > 0 so
bestimmen, daB jeder Punkt P, fiir welchen

(33) APMN' sy, ¢<MP<E

gilt, noch im Innern von K liegt. Aile diese Punkte gehéren offenbar ein und
demselben der endlich vielen Teilkérper an, aus welchen K (=sus= £)
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besteht. Dieser Teilkdrper mége mit K! bezeichnet werden. Man schneide
nun aus K1 denjenigen Teil heraus, fiir dessen Punkte P

(34) XPUN <y

gilt. Der ubrigbleibende Teil bildet dann offenbar wieder einen reguliren
Korper, der mit K1 bezeichnet werden mége. Bezeichnet also K (L &)
denjenigen Teil von K(§ S u < g), der nach dem Herausschneiden des
Teiles (34) iibrigbleibt, so besteht auch K (5 Sus 5) aus endlich vielen
reguliren Kérpern, die nur Randpunkte hoherer Ordnung miteinander gemein
haben. Bezeichnet J (§) den (»n — 1)-dimensionalen Flicheninhalt der Pro-
jektion von K (w = &) auf die Einheitskugel, so hat man

(35) J@=J® +7,,

wobei J, den (n — 1)-dimensionalen Flicheninhalt der Projektion des heraus-
geschmttenen Teiles auf die Einheitskugel bedeutet und mithin gleich dem
Volumen der Kugel mit dem sphirischen Radius % im (% — 1)-dimensionalen
auf der Einheitskugel ausgebreiteten sphirischen Raum ist. Da nunmehr

K (_5 Su< E_) keinen Punkt des von M nach N’ weisenden Halbstrahles
enthilt, so ergibt dieselbe SchluBweise wie oben, daB im Intervall £ < £ < £

die Funktion J (&) fiir alle Werte von & stetigist. Daendlich J, in dem Intervall
eine Konstante darstellt, so ist auch die Fynktion J (&) in dem Intervall und
mithin auch an der Stelle y stetig, was zu beweisen war.

9) Wir machen jetzt die Voraussetzung, daB im (» — 1)-dimensionalen
spharischen Raum, d. h. also auf der Oberfliche der #-dimensionalen Eukli-
dischen Einheitskugel die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel in der am
Eingang des § 6 prizisierten Formulierung bewiesen sei.

Es liege an der Stelle v = &’ der Fall III vor. Dann gehért & einem der
m offener Intervalle (21), (22) an. Es sei also wie im Abschnitt 7) (26)

(36) Ve <& <yp,.
Wir kehren zu der im Abschnitt 7) eingefithrten Koordinatentransformation
unter Beibehaltung sémtlicher in diesem Abschnitt benutzten Bezeichnungen
zuriick.

Es bezeichne ¢ (%) eine in K definierte positive stetige Funktion der Ent-

fernung % vom Koordinatenanfangspunkt, R den Rand von K und R* den
Rand von K*. Dann hat man fiir

37) f<EsE

(38) I oWds,a= | o@ds_y,

=5 s E=w=}H

]
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wobei ds, _, das (» — 1)-dimensionale Buklidische Flachenelement im Raum
mit den rechtwinkligen Koordinaten z; .. ., bedeutet, und ds:_, das in
der Mafbestimmung (30) gemessene entsprechende Flichenelement im Raum
mit den rechtwinkligen Koordinaten «, v;...v,_;.

Genau 80, wie im § 5 die Ungleichung (45) hergeleitet und die notwendigen
und hinreichenden Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens
in dieser Ungleichung festgestellt wurden, gelangt man zu den folgenden
Ergebuissen:

Es gilt im Intervall

§< &<

abgesehen von den endlich vielen Ausnahmestellen,

69 & [ cwdze@er Yower+e (RN

RE=u=H

wobei wie § 5 (25”) die Funktion O* [V]in dem auf der Oberfliche der Einheits-
kugel ausgebreiteten (n — 1)-dimensionalen sphirischen Raum die Oberfliche
einer Kugel als Funktion ihres Volumens ausdriickt. Beide Seiten der Un-
gleichung sind, abgesehen von den Ausnahmestellen, als Funktionen von ¢
stetig, und das Gleichheitszeichen greift, abgesehen von den Ausnahme-
stellen, dann und nur dann im gesamten Intervall § < &< & Platz, wenn

K*¢ <u< £) in der MaBbestimmung (30) einen Rotationskorper darstellt
— und zwar dergestalt, dall die Schnitte mit den Ebenen « = konst fiir alle
Werte von % im Intervall { <u < & in der Magbestimmung (30) (n — 1)-
dimensionale Vollkugeln sind, deren Radius wegen (27) nirgends verschwindet,
und deren innerer Mittelpunkt durch die Gleichungen

(40) v,=c¢, ?=1...0—1,

bestimmt ist, wobei die ¢, Konstanten bedeuten. Die Rotationsachse wird also
durch die Gleichungen (40) gegeben.

Durch Ubertragung auf den (z)-Raum erhilt dies Ergebnis die folgende
Gestalt:

Das Gleichheitszeichen fiir das gesamte Intervall £ < & < £, abgesehen
von den Ausnahmestellen, gilt dann und nur dann, wenn im Euklidischen

Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten ; ..., K(§ <wu < £) einen
Rotationskérper um die Achse M C bildet, wobei der Punkt C als stereo-
graphisches Bild des Punktes », = ¢,, » = 1...#n — 1 auf der Einheitskugel
liegt. Dabei miissen noch die Schnitte K(u = £) des Korpers K wit den
Kugeloberflichen .

n

(41) 2ol =8

1
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fiir alle Werte von £ des Intervalls § < & < £ (% — 1)-dimensionale sphirische
Vollkugeln sein, deren Radius nirgends verschwindet, und deren innerer
Mittelpunkt durch den Schnittpunkt der Kugeloberfliche (41) mit dem Halb-
strabl M C gegeben ist.
Die Ungleichung (39) ist wegen (38) und der selbstverstindlichen Identitét
dié j o‘(u) ds,,,_l = a% ‘. a(u) d.S‘n_l

Rm=p RE=u=}

gleichbedeutend mit der Ungleichung

w & [ cwdsizo@ e Jorwer e (0N
Ru=5H
Diese Ungleichung gilt also, abgesehen von den endlich vielen Ausnahme-
stellen, im Intervall § < & < & wobei beide Seiten, abgesehen von diesen
Ausnahmestellen, stetig sind, und die fiir das gesamte Intervall, abgesehen
von den Ausnahmestellen, bestehende Giiltigkeit des Gleichheitszeichens
an die eben formulierten notwendigen und hinreichenden Bedingungen ge-
kniipft ist.
Nun a8t sich zu jedem Punkt & des offenen Intervalls

Ve <& <y,

ein solches ihn im Innern enthaltendes Teilintervall mit dem Anfangspunkt &

und dem Endpunkt f bestimmen, daB fiir dieses die eben gemachten Fest-
stellungen gelten. Daraus folgt, dal, abgesehen von den endlich vielen Aus-
nahmestellen, die Ungleichung (42) fiir alle Punkte & des offenen Intervalls

(43) Ve < &<y,

Giiltigkeit besitzt, und daB das Gleichheitszeichen dann und nur dann im ge-
samten Intervall (43), abgesehen von den Ausnahmestellen, Platz greift,
wenn der Schnitt K(u = &) des Koérpers K mit der Kugeloberfliche

n

Zof=o

fiir alle Werte von &, welche dem offenen Intervall (43) angehéren, eine (n — 1)-
dimensionale sphirische Vollkugel bildet. Dabei mufl die Projektion des
inneren Mittelpunktes dieser spharischen Vollkugeln auf die Einheitskugel,
da sie fiir jeden Wert & nach den obigen Feststellungen in einer gewissen von
einem £ < & und einem & > & begrenzten Umgebung konstant bleibt, im
gesamten offenen Intervall (43) fest bleiben. Man bezeichne sie mit C,.
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10) SBetzt man in der Gleichung (14)

(44) =0, u= szvwvz §=p*

und beriicksichtigt, daB auBerhalb der m Intervalle y;, < u <y, Rand-
punkte des Kérpers K nicht vorhanden sind, so ergibt sich

m y"
(45) Ja(u)ds,,_1=%’#j:”a%( j a(u)ds,,_l)dt,

Ta Ru=10
und mithin wegen (42)

”

m A
) fowdnaz Y, [o@e forverta (O
R Yo
Dabei sind auf der rechten Seite die Integranden bis auf die endlich vielen
Ausnahmewerte bestimmt und stetig. Das Gleichheitszeichen gilt nach den
im vorigen Abschnitt gemachten Feststellungen dann und nur dann, wenn fiir

alle Punkte &, welche einem der m offenen Intervalle zwischen ¥, und Vu s
# =1...m, angehdren, der Schnitt K (u = £) des Korpers K mit der Kugel

(1) %”‘ zf = g2

aus einer (n — 1)-dimensionalen sphérischen Vollkugel besteht, deren innerer
Mittelpunkt, durch den Schnittpunkt der Kugel (47) mit dem Halbstrahl
MC,, p=1...m, gegeben wird. Hierbei bedeutet C, einen Punkt auf der
Einheitskugel, der fiir jedes der m Intervalle y, < & < . fest bleibt. Die
Projektion des Schnittes K (% = £) auf die Einheitskugel besitzt voraus-
setzungsgemél den (» — 1)-dimensionalen Euklidischen Flacheninhalt J (&),
oder mit anderen Worten — in dem auf der Einheitskugel ausgebreiteten
sphirischen Raum das spharische Volumen J (£). Bezeichnet also r(£) den
sphiirischen Radius der sphirischen Vollkugel, aus welcher im Falle der Giiltig-
keit des Gleichheitszeichens in (46) die Projektion besteht, so ist 7 (&) bestimmt
durch die Gleichung

(48) VE(r (&) = J(8),
wobei die Funktion V*(r) wie § 5 (25) in dem auf der Euklidischen Einheits-
kugel ausgebreiteten (n — 1)-dimensionalen sphirischen Raum das Volumen

einer Kugel als Funktion jhres sphiirischen Radius ausdriickt. Da gemiB (27)
fiir alle Punkte £ der offenen Intervalle y;, < & < Vs mh=1...m,

(49) nE, >J() >0
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gilt, so ist in allen diesen Punkten auch
(50) w>7r(f) >0

In denjenigen Punkten zwischen o* und f*, welche weder als innere
Punkte noch als Anfangs- und Endpunkte einem der Intervalle y,, 3./,
u = 1...m angehdren, tritt der Fall I ein, und besteht mithin der Schnitt
K (u = £) aus der gesamten Kugeloberfliche

”
4::,‘,3)? = 52‘

Scheiden wir zunichst den Punkt ¢, = g*, und im Falle «* > 0 noch den
Punkt y] = o* aus, so gehoren die iibrigen Punkte y,, y;' zum Falle II, und
es erfiilllen daher auch die Schnitte K (v = y,), K(u = y,’) die gesamten
Kugeloberflichen

n n

o Zat =yl Xt =y

Im Falle o* = 0 besteht der Schnitt K (% = a*) nur aus dem Koordinaten-
anfangspunkt M, der dann ein innerer Punkt von K ist. Es eriibrigt also
nur noch die Klarstellung des Schnittes K(u = $*), und im Falle «* > 0
noch des Schnittes K (u = o*).

Im offenen Intervall
(52) Ym < & <pp = p*
liegt der innere Mittelpunkt der (» — 1)-dimensionalen sphérischen Vollkugel,
aus welcher der Schnitt K(u = &) im Falle der Giiltigkeit des Gleich-
heitszeichens in (46) besteht, auf dem -festen Halbstrahl MC,,, wihrend
ihr Radius wegen (50) nicht verschwindet. Daraus folgt, daB der Schnitt-
punkt des Halbstrahls mit der Kugel

(53) 2,0l = g2

als Hiufungspunkt von Punkten des abgeschlossenen Kérpers K dem Korper
angehort. Andererseits verschwindet, wie unter 8) festgestellt, J (&) an der
Stelle £ = p* und bleibt dort stetig. Man hat mithin wegen (48) fiir & — g*

(54) r(&) — 0.

Daher konvergieren im offenen Intervall (52) simtliche Punkte des Schnittes
K(u = &) fiir £ — B* gegen den Schnittpunkt des Halbstrahls M C,, mit der
Kugel (53). Daraus folgt, daB ein von diesem Schnittpunkt verschiedener
Punkt auf der Kugel (53), der mit P bezeichnet werden mdoge, nicht Héufungs-
punkt von Punkten des Korpers K sein kann, deren Entfernung vom Ko-
ordinatenanfangspunkt < g* ist. Da auf Grund der Definition von f* der
Korper Punkte, deren Entfernung vom Koordinatenanfangspunkt g* iiber-
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steigt, iiberhaupt nicht enthilt, so kann P nicht Haufungspunkt von Punkten
des Korpers sein, welche nicht auf der Kugel (53) liegen.

Mithin kann P weder innerer Punkt von K sein, noch Hiufungspunkt von
inneren Punkten. Da gemi8 der Definitionseigenschaft 1. ¢.1 § 6 IV (d) jeder
Randpunkt eines reguliren Korpers Hiaufungspunkt von inneren Punkten
sein muB, so kann P auch kein Randpunkt von K sein und mithin iiberhaupt
nicht zu K gehdren. Also besteht der Schnitt K (¢ = #*) nur aus dem Schnitt-
punkt des Halbstrahls M C,, mit der Kugel (53). Ebenso beweist man, da8
im Fall o* > 0 der Schnitt K (% = «*) nur aus dem Schnittpunkt des Halb-
strahls M C; mit der Kugel

2”' L &2 = q*2
1
besteht.

Damit haben wir vollstindig festgestellt, an welche Gestalt simtlicher
Schnitte K (u = &) die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in der Un-
gleichung (46) als notwendige und hinreichende Bedingung gekniipft ist.
Nunmehr wollen wir uns die dadurch festgelegte Gestalt des Korpers niher
veranschaulichen : Randpunkte besitzt er tiberhaupt nur in einer Entfernung u
vom Koordinatenanfangspunkt, welche einem der m abgeschlossenen Intervalle
Yus Y » #=1...m, angehort. Der Rand wird durch Rotation von m Meridian-
kurven erzeugf, welche den Intervallen yaSu=y/, p=1...m, an-
gehoren, oder mit anderen Worten in den abgeschlossenen Bereichen
zwischen den beiden Kugeln

n
2

n
%‘,mf:y;z, %’vm'?:y# , w=1...m,
verlaufen, und deren jede um eine zugehorige Achse M C, rotiert. Es be-
zeichne z(u) die von O aus in der Richtung M C, gemessene senkrechte Pro-
jektion des in der Entfernung u von O befindlichen laufenden Punktes der
Meridiankurve auf die Rotationsachse M C, und g (4) seine Entfernung von
der Achse. Dann erhilt man

(55) z(u) = ucosr(u), p(%) = usinr(u).

Dabei ist die Funktion 7 (%) wegen (48) auf Grund der im Abschnitt 6) betreffs
der Funktion J (%) gemachten Feststellungen fiir alle Werte von u stetig und
bis auf die endlich vielen Ausnahmewerte stetig differenzierbar. Ferner gilt
wegen (50) fiir

(56) Ve <u<yp), p=1...m,

(57) o(u) > 0.

Wie eingangs des Abschnitts 8) festgestellt, gilt wegen 3,/ = g*

(68) Jlym) = J(p*) =0



Isoperimetrische Eigenschaft der Kugel. §7. 10. 97

und mithin

(59) ryy) = r(f%) = 0.

Im Falle o* > 0 gilt wegen y{ = «* auch noch
(60) T4 = J@*) = 0

und mithin

(61) Flyy) = r(«*) = 0.

In allen iibrigen Punkten y,,y,’ ist dagegen

(62) J(,) = nk,, () = nE,
und mithin

(63) ) = r(y)) ==

In jedem der Intervalle y, < % < y;’ verliuft also die zugehérige Meridian-
kurve dergestalt, dall sie die Rotationsachse M C, nur in denjenigen beiden
Punkten trifft, welche die Entfernungen v =y, und v = 7. von M besitzen
— und zwar gilt in diesen beiden Schnittpunkten wegen (55), (59), (61)

(64) T(yn) = ©(f*) = p*

und im Falle o* > 0 noch

(65) 2(y1) = a(o*) = o*,
withrend in allen iibrigen Punkten y;, , wegen (63)
(66) y) = —v'; /)= —yp/
ist.

Es bezeichne nun F,, u=1...m,die einfache Rotationsfliche, welche
durch Rotation der im Intervall ¢, < <y, verlaufenden Meridiankurve
erzeugt wird, und K, den von ihr umschlossenen einfachen Rotations-
korper. Sind P; und Py zwei von M um weniger als y!, entfernte Punkte,
so trifft die Strecke P P,, da F, in dem von den beiden kongzentrischen

Kugeloberflichen
() Foat eyt Zot =g

begrenzten Bereich verliuft, keinen Punkt von F,. Daher liegen entweder
alle Punkte der offenen Vollkugel

n
(68) Tt <y

im Innern oder alle im AuBern von K,. Im ersteren Fall gehért mithin auch

die abgeschlossene Vollkugel zu K,,. Der erstere Fall tritt offenbar dann ein,
Mathematische Zeitschrift. 49, 7
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wenn der Koordinatenanfangspunkt M im Innern des von den beiden Schnitt-
punkten der Meridiankurve mit der Rotationsachse M C,, auf dieser gebildeten
Intervalls liegt, der letztere — wenn M im AuBern dieses Intervalls sich be-
findet. Es liegt mithin die offene Voltkugel (68) ganz im Innern oder gangz
im AuBern von K,, je nachdem ob z(y,) und z(y.’) entgegengesetztes oder
gleiches Vorzeichen haben. In letzterem Fall liegt also der Korper K, ganz in
dem von den beiden Kugelflichen

n n

2, oy =yt und Xz =y

begrenzten Berei_ch, in beiden Fillen — ganz in dem von der zweiten Kugel-
fliche umschlossenen Raum.

Da wegen (66) fir 4 = 2,3...m —1 die Vorzeichen von (y,) und
z(y,’) iibereinstimmend negativ sind, so folgt, daB unter den Korpern
K,;, K5...K, _, keine zwei einen inneren Punkt gemein haben. Ebenso
folgt, daB keiner von ihnen mit dem Korper K, einen inneren Punkt
gemein hat.

Unter den Oberflachen Fy, F,...F, _; dieser Kérper kénnen nur zwei
unmittelbar aufeinander folgende F, und F, _, einen Punkt gemein haben
— und zwar nur einen einzigen. Das tritt nimlich dann und nur dann ein,
wenn y;’ = y;,, ist und C, mit C,, zusammenfillt, indem in diesem Falle
der auf der Kugel v =y}’ gelegene Punkt von F, mit dem auf der Kugel
% = y;,; befindlichen Punkt von F, , koinzidiert. Im Falle m = 2 ist
endlich wegen (66) x(y,,) negativ und wegen (64) z(y,,) = z(f*) = * und
mithin positiv, Daher iiberdeckt der Korper K,, die gesamte Vollkugel

n
(69) Z,ol sy

und mithin auch die in dieser enthaltenen Korper K, K,...K,,_ ;. Die
Oberflache F,, kann wiederum nur einen eingigen Punkt mit einer der Flichen
F,...F,_, gemein haben, und zwar nur mit der Fliche F,, _,, wo das dann
und nur dann eintritt, wenn y,,_; = y,, ist und der Punkt C, _; mit dem
Punkt C,, zusammenfillt,

Da die Berandung des Kérpers K aus den Flichen Fy, F, . . . F,, besteht,
so tritt uns seine Gestalt in der folgenden Erzeugung vor Augen:

Der Kérper K entsteht, indem man aus dem einfachen Rotationskérper K,
die in ihm enthaltenen einfachen Rotationskérper K, K, . . . K, _; heraus-
schneidet. Dabei verstehen wir laut § 6, Abschnitt 2) unter einem ,,einfachen¢
Rotationskorper einen solchen, dessen Oberfliche durch Rotation einer
Meridiankurve erzeugt wird, weiche aus einem einfachen Jordanbogen besteht,
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der die Rotationsachse nur in seinen beiden Endpunkten trifft. Die Korper

Kﬂ, u=2...m—1, liegen in den konzentrischen Schichten
[
(70) Y= %‘ R VAR

(7) Z, 2t S
iiberdeckt. Der Korper K, liegt wegen (65), (66) im Falle «* = 0 in der Schicht
(12) 0<y®=2,2’ =%

wihrend er im Falle a* > 0 in der Vollkugel mit dem Radius p;’ enthalten
ist und die Vollkugel mit dem Radius y; = o* iiberdeckt. Die Korper K,
# = 2...m — 1, haben mit den beiden Kugeloberflichen mit den Radien y,
und y, je einen Punkt gemein, ebenso der Kérper K, mit der Kugeloberfliche
mit dem Radius g* und der Kérper K; mit der Kugeloberfliche mit dem
Radius »;’ und im Falle o* = 0 auch noch mit der Kugeloberfliiche mit dem
Radius y;.

Der Korper K, der im allgemeinen kein Rotationskoiper ist, gestattet

n
eine beliebige Verdrehung der m konzentrischen Schichten 2 < Y, 27 < 9./
. = ;

u

gegeneinander, ohne dabei der Eigenschaft verlustig zu gehen, in der Un-
gleichung (46) die Gleichheit zu erreichen. Das leuchtet auch unmittelbar
ein, da bei jeder Drehung einer der Schichten um O sowohl die Funktion J (u)
als auch das Oberflichenintegra] auf der linken Seite von (46) invariant
bleiben.

11) Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zur Formulierung des
folgenden Satzes:

Das zweite Abrundungstheorem.

Man mache die Voraussetzung, daf die isoperimetsische Eigenschaft der
Kugel im (n — 1)-dimensionalen sphdrischen Raum, d. k. also auf der Oberfliche
der n-dimensionalen Euklidischen Kugel bewiesen sei.

Es sei tm Euklidischen Raum mat den rechtwinkligen Koordinaten z, . . . z,
K ein regulirer Korper, auf dessen Randmannigfaltigheiten nur endlich wviele
Punkte vorhanden sind, in welchen eine Berihrung mit einer der Kugeln wm
den Koordinatenanfangspunkt als Mittelpunkt statifindet.

7*
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Der Koordinatenanjangspunkt M liege nicht auf dem Ramde von K. Es
bezeichne K’ denjenigen abgeschlossenen Euklidischen Rotationskirper um die
xy-Achse, dessen Durchschwnits mit jeder Kugeloberflache
(73) 2zt = w2

ll' v

ewne spharische Vollkugel bildet, welche dasselbe sphirische Volumen, d. h. also
denselben (n — 1)-dimensionalen Euklidischen Flicheninhalt besitzt wie der
Durchschwitt von K mit der Kugeloberfliche. Dabei ist der inmere Mittelpunkt
der sphdarischen Vollkugel im Schnittpunkt der Kugeloberfliche mit dem positiven
Halbstrahl der x1-Achse zu fizieren. Dann gilt fiir jedes Paar positiver stetiger
Funktionen o(u) und v(u)

(74) [tw)de, .. do, = [r(u)ds,...dg,
K K'
(75) [o@) dsu s = [o@)ds,_,.
R R'

Daber bedeuten R wnd R’ die Berandungen von K und K', ds,_, das (n — 1)-
dimensionale Euklidische Flichenelement und u die Entfernung vom Koordinaten-
anfangspunki. Das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn der Korper
die am Schlusse des vorigen Abschnitts festgestellte Gestalt besitzt, oder mat anderen
Worten, wenn er mit K' zur Deckung gebracht werden kann, indem man jedeé'
etnzelnen der m konzenirischen Kugelschichten

n
(76) yES Tt So% w—1...m,

eine passende Drehung wm M erteilt.

Beweis. Da die Funktion J(u), wie eingangs des Abschnitts 6) fest-
gestellt, fiir alle Werte von u stetig ist, und der Durchschnitt von K mit der
Kugeloberfliche

n
(17) 21: L T2 = u?
den Flicheninhalt
(78) u" 1 (u)
besitzt, so erhilt man
p*
(79) j‘r(u) dz, ...dx, = j.t(u)u""lJ(u)du.
K a*
Ebenso ergibt sich aus der Konstruktionsvorschrift von K’
(80) j- t(u)ydz,...dz, = [ r(w)u" "1 J (w)dw.
K' a*

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt die zu beweisende Gleichung (74).
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Wir kénnen nun nicht ohne wetteres behaupten, dal fiir den Kérper K’
in der Ungleichung (46) das Gleichheitszeichen gilt, d. h. also, daB die Gleichung

(81) ga(u)dSn—1 = 2" S o (&) En-2 VO*[J I+ &2 (dJ(§)> de
B 1

bestebt. Denn der Korper K’ erfiillt zwar die in den vorigen Abschnitten an
die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in dieser Ungleichung gekniipften not-
wendigen und hinreichenden Bedingungen. Diese wurden jedoch unter der
Voraussetzung hergeleitet, daB der Korper ein reguldrer ist, was fiir K’ nicht
zuzutreffen braucht, da die zweimalige Differenzierbarkeit auf den Randmannig-
faltigkeiten von K’ nicht gesichert ist. Es ist jedoch leicht, die Gleichung (81)
direkt zu beweisen. Man bezeichne wie im vorigen Abschnitt mit K|,
u = 1...m, diejenigen einfachen Rotationskérper um die ;-Achse, deren
Oberfliche F, durch Rotation der in der Schicht

(82) ve = 2 T <y,

verlaufenden Meridiankurve erzeugt wnd. Dann entsteht also der Korper K',
indem aus dem Korper K, die in ihm enthaltenen Koérper K ... K,
herausgeschnitten werden. Die ;-Koordinate des in der Entfernung u
von M befindlichen laufenden Punktes der erzeugenden Meridiankurve von
F', werde mit x, (u) bezeichnet, die Entfernung des Jaufenden Punktes von der
z,-Achse mit g(). Dann wird entsprechend (48), (55) die Meridiankurve
durch die Gleichungen
(83) x,(u) = wcosr(u), ou)=wusinry), y;, =u =y,
dargestellt, wobei die Funktion r(«) wie unter (48) durch die Gleichung
(84) V*(r(w)) = J(u)
gegeben ist. Entsprechend l.c¢.1 §3 1V (7") ergibt sich hieraus
Vu
(85) J-a(u) ds,_1 = — 1E,_, _fa(u)u” “2gin"~2r(u) V| (u)2 + o (w)2du
F,', yu
'}/.,, R
ja(u "~2(y — 1)E,_;sin” "2r(u) V1 + u2r (u)2 du.
yl(
Nun ist wegen §5 (25), (27), (32)
dV* (r @)
dr(u)
und mithin wegen (84)

(87) d—jgﬂ = 0*(r(u))r’ (u) = (n — 1) B, _ysin" " Zr(u)r’ (u).

(86) = 0*(r(w)) = (n — 1)E,_ sin™ ">r(u)
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Man erhilt also
e [ — d
88) (5 — 1)E,_;sin® 2r(u) V1 +u2r (u)?2 = VO* (r(w)) + u2 (%ﬁ)z,
und da wegen § 5 (25), (25")

(89) O* (r(u)) = O*[V*(r(w))]
ist bei Einfithrung von (84)
(90) O* (r(u)) = O* [J (u)].

Mithin ergibt sich

91) (1 — 1)E, _;sin" Zr(u) V1 + u2 ¢ (u)2 = Vo* [ ()]2 + u2 (”%Li) ).2
und bei Einfihrung in (85)

Yu
(92) ( o(u)ds,_y = j o(u)u"? ]/0* T ()P + w2 (d”“*gz(‘u)y du.
7, Vi

Summiert man iiber g = 1...m und bezeichnet auf der rechten Seite die
Integrationsvariable mit £, so erhilt man in der Tat die erwartete Gleichung

Ya ‘
(93) 'o-(u) ds,,_l = ZM j 0.(5) §n—2 Vo* [J(-f)]z oy (d;’(;))zdf.
R 1 v,

Diese Gleichung in Verbindung mit der Ungleichung (46) und den im Ab-
schnitt 10) iiber den Eintritt des Gleichheitszeichens in letzterer gemachten
Feststellungen ergeben die zu beweisende Ungleichung (75) und die im Ab-
rundungstheorem iiber die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in dieser formu-
lierten notwendigen und hinreichenden Bedingungen.

12) Wir wollen uns jetzt noch iiber das Verhalten der Bogenlinge auf den
m Meridiankurven des konstruierten Hilfskérpers K’ orientieren.
Zunichst folgt aus (46) fiir o(u) =1

"

Tn

S dJ ‘
(94) Z“jgn—l %ﬂids < | dsaos

1 k) K.
und mithin

m 7'/4“ .
(&) 1 ,
(95) g‘“j —dT‘gdstéy,lTiO, y1>0,
T

wobei O die Oberfliche von K bezeichnet.
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Fiir das.Bogenelement der Meridiankurve erhiilt man gemiB (83)

(96) % = V1+4u2r(u2s1+u|rw)
und wegen (87)

ds " dJ (w)
(97) du| = (n—1) Eﬂ_lsin“‘zr(u) |

Nun ist wegen (84) r(u) stetig, ferner gilt entsprechend (49), (50) fiir
Ve <w<yp/, u=1l...m
(98) 0 <J(u) <nE, und mithin 0 < r(u) <a.

Daher sichern die Ungleichungen (97) und (95), dafl auf jeder der m Meridian-
kurven jeder Bogen, der von keinem der beiden Endpunkte « =y, und
% =y, begrenzt wird, endliche Lange besitzt.

13) Das zweite Abrundungstheorem bleibt unverindert giiltig, wenn dle
Voraussetzung, daB der Koordinatenanfangspunkt nicht auf der Berandung
des Kérpers liegt, fallengelassen wird. Befindet er sich némlich auf dem
Rande, so schalte man zuniichst eine Kugel um ihn als Mittelpunkt aus, deren
Radius kleiner gewihlt ist, als der kleinste Radius der voraussetzungsgemif
nicht unendlich vielen konzentrischen Kugeln, welche die Berandung von K
berithren. L&Bt man dann den Radius der ausgeschalteten Kugel gegen Null
konvergieren, so ergibt sich der Beweis. Da derselbe keine Abinderung des
Verfahrens erfordert, so kann hier auf die Ausfithrung verzichtet werden,
zuma] da von dieser Erweiterung in der Folge kein Gebrauch gemacht
werden soll.

§ 8.
Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel im sphiirischen Raum.,

1) Es sei » = 3. Man mache die Voraussetzung, da im (» — 1)-dimen-
sionalen sphirischen Raum, d. h. also auf der Oberfliche der #-dimensionalen
Euklidischen Kugel, die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel bewiesen sei.

Es sei im n-dimensionalen sphérischen Raum, d.h. auf der Oberfliche
der (n + 1)-dimensionalen Euklidischen Einheitskugel X ein gegebener
reguldrer Korper.

Durch dieselbe SchluBweise wie § 6 Abschnitt 4) folgt aus dem Satz VIII,
§2 Abschnitt 7) in seiner Verallgemeinerung durch den Satz IX, §2 Ab-
schnitt 8), daB in unserem n-dimensionalen sphirischen Raum die Gesamtheit
der Mittelpunkte der konzentrischen Kugelscharen, welche die Randmannig-
faltigkeiten von K in unendlich vielen Punkten beriihren, den &uBeren Inhalt
Null besitzt. Ebenso besitzt die Berandung von K den &uBeren Inhalt Null,
withrend der duflere Inhalt der Gesamtheit der duBleren Punkte von K und
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mithin auch der Gesamtheit ihrer diametralen Gegenpunkte nicht verschwindet.
Daher gibt es einen Punkt 8, dessen Gegenpunkt N im AuBern von K liegt,
wihrend § nicht dem Rande von K angehért, und die konzentrische Kugelschar
mit dem Mittelpunkt § die Berandung von K nicht in unendlich vielen Punkten
berithrt. Man projiziere nun die Oberfliche der (n + 1)-dimensionalen
Einheitskugel stereographisch von N aus auf die durch den Mittelpunkt
der Einheitskugel gehende zur Achse S N senkrechte Ebene. Es seien 2, . . . z,
die rechtwinkligen Koordinaten der stereographischen Projektion, ihr Anfangs-
punkt M sei der Mittelpunkt der (#n -+ 1)-dimensionalen Einheitskugel. Dann
geht 8 in M und die sphiirische konzentrische Kugelschar mit dem Mittel-
punkt 8 in die konzentrische Kugelschar

1) Soal = w2

iilber. Da die Transformation, abgesehen von dem nicht zu K gehérigen
Punkte N, eindeutig, eindeutig umkehrbar, zweimal stetig differenzierbar
und mithin auch beriihrungserhaltend ist, so geht K dabei in einen ebenfalls
reguliren Korper K* iiber, auf dessen Randmannigfaltigkeiten nicht unendlich
viele Punkte vorhanden sind, in welchen eine Beriithrung mit einer Kugel der
konzentrischen Schar (1) stattfindet.

Damit sind alle Voraussetzungen des zweiten Abrundungstheorems
gegeben. Man seuze in diesem

2 ”» 2 n—1
& v = () o0 = ()
bezeichne mit B* den Rand von K*, mit K*’ den nach der Vorschrift des
Abrundungstheorems konstruierten Euklidischen Rotationskérper um die
#;-Achse und mit R*’ seinen Rand. Dann hat man laut dem Abrundungs-
theorem

3) f(lfus)"d,wl coday, = s(lfuﬁ)"dxl oz
K' K*/
(4) j(l_ﬁuﬂ)n_l dSn_—l = j (1_5“2)."“1 dsn__l.
R* R*'

Dabei besteht K*’ aus dem einfachen Rotationskorper K}’, aus welchem die
einfachen Rotationskorper K¥’' ... K}’ , herausgeschnitten sind, und das
Gleichheitszeichen gilt in der letzten Ungleichung dann und nur dann, wenn
die beiden Korper K* und K*' zur Deckung gebracht werden kénnen, indem
man jeder der m konzentrischen Schichten

e

n
(5) pPs el <yl u=1...m,
‘ 1
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eine passende Drehung um den Koordinatenanfangspunkt M erteilt. Im
Falle m =1 wird aus dem Korper K*' = K¥’ nichts herausgeschnitten. Er
ist also mit K*’ identisch und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann,
wenn die beiden Kérper K* und K*’ durch eine Drehung um den Koordinaten-
anfangspunkt M zar Deckung gebracht werden konnen.

Es mégen nun ds und ds die einander vermége der stereographischen
Projektion entsprechenden Linienelemente im sphérischen Raum und im
Euklidischen (z)-Raum bezeichnen. Dann hat man
(6) o= — 2 s = 2

n a 1 u?
14 2, = T
1

ds.

Den Bewegungen des (z)-Raumes, welche den Punkt M fest lassen, entsprechen
die Bewegungen des sphirischen Raumes, welche das diametrale Punktepaar
8, N fest lassen. Denjenigen Bewegungen des (z)-Raumes, welche jeden Punkt
einer durch M gehenden Geraden fest lassen, also den Rotationen um diese,
entsprechen diejenigen Bewegungen des sphirischen Raumes, welche jeden
Punkt der das stereographische Bild der Geraden darstellenden, durch §
und N gehenden sphirischen Geraden fest lassen, also die Rotationen um
diese. Daher ist das stereographische Bild eines Rotationskérpers des (z)-
Raumes mit einer durch M gehenden Achse im sphiarischen Raum ein Ro-
tationskorper mit einer durch § und N gehenden Achse. Die den Rotations-
korpern K*’, K}’ ... K}’ entsprechenden Rotationskérper im spharischen
Raum mégen mit K', K; ... K, bezeichnet werden, ihre Volumina und
Oberflichen mit V', V... V,, 0,0;...0,,. Dann haben diese Kérper
ebenfalls eine gemeinsame Rotationsachse, und X’ entsteht, inder man aus
dem einfachen Rotationskorper K, die einfachen Rotationskorper Ky ... K, _,
‘herausschneidet. Man hat also

m m—1
(7) O =20, V=V,— 2.V,

T 1
Wie nun aus den Gleichungen §7 (83), (84) und den Feststellungen §7 Ab-
schnitt 12) hervorgeht, geniigen die Meridiankurven der einfachen Rotations-
kérper K ... K, den Voraussetzungen des Satzes, der am Schlusse von
§ 6 Abschnitt 2) iiber die isoperimetrische Eigenschaft der Kuge] im Vergleich
mit einfachen Rotationskérpern formuliert worden ist. Man hat daher
(8) 0, z0%[V;], u=1...m—1, O, =0*[V,],

wobel das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn die betzeffenden
Rotationskorper Kugeln sind. Da zwei Kugeln, deren Volumina sich zum
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Volumen des Gesamtraumes, d. h. zu (» + 1)E,,; erginzen, gleiche Ober-
fliche besitzen, so 148t sich die letzte Gleichung auch in der Gestalt
(9) O;n = o* [(” + 1) En-}—l - V;n]

schreiben. Wegen (7) ist jetzt
1

(10) ‘1‘:’4 V;,; + (” +1) En+1 - V;n = ("+1) En+1_ V.

Auf Grund der fiir jede Dimensionenzahl giiltigen Funktionalungleichung
§ 5 (36) ist daher

m—1
(1) Zu O*[V,] + 0% (8 +1) Bypy — V3] 2 0% [(n+1) By — V']
und wegen
(12) O*[(n +1)E, ., — V'] = 0%[V"]

m—-1
(13) ?n O*[V,]1+0*[(n+1) B, .1 — V,] 2 O*[V'],

wobei das Gleichheitszeichen nur in dem trivialen Falle gilt, daBl m = 1 ist.

Die Zusammenstellung dieser Ungleichung mit (8) und (9) ergibt wegen (7)

(14) 0 =z 0x[V],

wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn m = 1 und K’ eine Kugel ist.
Andererseits werden wegen (6) das Volumen V und Oberfliche O des

gegebenen reguliren Korpers K durch die linken Seiten der Gleichung (3)

und der Ungleichung (4) dargestellt und Volumen und Oberfliche von K’
durch die rechten. Es ist daher

(15) V=1V,
(16) 0=z0.
Aus (14) und (15) folgt

1mn 0 = 0*[V]
und aus (16) und (17)

(18) 0 = 0*[V].

Das Gleichheitszeichen gilt hier dann und nur dann, wenn es in (16) und (17)
und mithin auch (14) gilt. Letzteres findet dann und nur dann statt, wenn
m = 1 und K’ eine Kugel ist. Das Gleichheitszeichen in (16) gilt dann und
nur dann, wenn es in (4) gilt, und das findet, wie oben ausgefiihrt, im Falle
m = 1 dann und nur dann statt, wenn die beiden Kérper K* und K*’ durch
eine Drehung um M miteinander zur Deckung gebracht werden kénnen. Da
einer Drehung um M im (z)-Raum im sphérischen Raum ebenfalls eine Drehung
entspricht, so miissen K und K’ kongruent sein, und es mu8, da K’ eine Kugel
ist, auch K eine solche sein. Also gilt in der Ungleichung (18) das Gleichheits-
zeichen dann und nur dann, wenn K eine Kugel ist.
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Damit ist die isoperimetrische EKigenschaft der Kugel in der sphirischen
Geometrie fiir # Dimensionen bewiesen unter der Voraussetzung, da8 sie fiir
n — 1 Dimensionen gilt. Da sie endlich fiir zwei Dimensionen gilt, d. h. dem
Kreise auf der Kugel zukommt, so st auf Grund des Induktionsschlusses der
Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel im sphdrischen Raum fiir
jede Dimenstonenzahl erbracht.

2) Der auseinandergesetzte Beweis fiir die isoperimetrische Eigenschaft der
Kugel im sphirischen Raum stiitzt sich nicht auf ihre Giiltigkeit in der Eukli-
dischen und hyperbolischen Geometrie. Es la8t sich vielmehr auf Grund der
isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel in der sphérischen Geometrie ein
weiterer Beweis fiir diese Eigenschaft der Kugel im Euklidischen und hyper-
bolischen Raum aufbauen, welcher vom Induktionsschluf8 keinen Gebrauch
macht. Man zieht zu diesem Zwecke das zweite Abrundungstheorem heran
und schlieBt genau so, wie oben durchgefiihrt. Dabei bietet sich jetzt die
wesentliche Vereinfachung, daB der Mittelpunkt der konzentrischen Kugel-
schar vom Korper K so weit entfernt gewshlt werden kann, daf es einen von
ihm ausgehenden Halbstrahl gibt, der den Koérper nicht trifft, Dann besteht
keine der konzentrischen Kugeloberflichen nur aus Punkten des Kérpers,
und die Anzahl m wird daher gleich eins. Im Euklidischen Fall sind ferner
die Funktionen o(u) und 7(u) gleich eins zu setzen; im hyperbolischen Fall
ist der Mittelpunkt der konzentrischen Kugelschar zum Mittelpunkt der das
Modell umschlieBenden Einheitskugel § 6 (9), (10), der sogenannten absoluten
Kugel, zu wihlen, und es ist entsprechend der dem Innern derselben auf-
geprigten MaBbestimmung bei der Heranziehung des zweiten Abrundungs—
theorems

o) = () 0 = ()

zu setzen.

§ 9.
Weitere Anwendungen der Abrundung,

Diejenige Voraussetzung der Abrundungstheoreme, welche die isoperi-
metrische Eigenschaft der Kugel in einem Euklidischen, hyperbolischen oder
sphiirischen Raum mit einer um eins geringeren Dimensionenzahl postuliert,
entfillt, da nunmehr diese Eigenschaft in allen drei Geometrien fiir jede
Dimensionenzahl bewiesen ist, als iiberfliissig, und die beiden Abrundungs-
theoreme bieten sich als eine unbedingte und fruchtbare Einsicht dar. Als
unmittelbare Anwendung ergibt sich durch Wiederholung der Schlufiweise
der Paragraphen 6 und 8 der folgende in allen drei Geometrien bei jeder
Dimensionenzahl geltende Satz:
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Man schneide 1m Euklidischen, hyperbolischen oder sphérischen Raum
von n Dimensionen einen reguldren Korper K mat esner Schar von Abstands-
flichen eincr Ebene, von konzentrischen Kugeln, oder sm hyperbolischen Fail
auch noch mit einer Schar von dquidistanten Orizykelflichen. Dabei sei die
Schar so gewiklt, daff auf den Randmannigfaltigheiten des Korpers nicht unend-
lich viele Punkte vorhanden sind, in welchen eine Beriihrung mit einer Fliche
der Schar stattfindel. Auf jeder der Flichen besteht eine (n — 1)-dimensionale
Mapbestimmung von ebenfalls konstantem Krimmungsmafle, und zwar ist sie
auf den Abstandsflichen Euklidisch, hyperbolisch oder sphirisch je nachdesn,
ob das fir den n-dimensionalen Rowm gilt, auf den konzentrischen Kugeln
spharisch und auf den Orizykelflichen Euklidisch. Man konstruiere nun einen
Korper K’ nach der folgenden Vorschrift. Der Durchschnitt von K' mit jeder
Fliche der Schar bestehe aus einer (n — 1)-dimensionalen Vollkugel, deren
Volumen gleich dem (n — 1)-dimensionalen Volumen des Durchschnitts der
Fliiche mit dem Korper K ist, und deren Mittelpunkt sm Schwittpunkt der Fliche
mst ewner der 2u allen Flichen der Schar senkrechten Geraden fixiert sei.

Dann ist K’ ein Rotationskirper, der im Vergleich mit K bei gleichem
Volumen eine nicht gréfere Oberfliche aufweist — und zwar sind die Ober-
flichen im Falle des Schnitts mit Abstandsflichen sm Euklidischen und hyper-
bolischen Bawm oder mit Orizykelflichen in der hyperbolischen Geometrie dann
und nur dann gleich, wenn die beiden Kérper kongruent sind. Im Falle des
Schunittes mit konzentrischen Kugeln besteht dagegen die Gleichheit dann und
nur dann, wenn die besiden Korper dadurch zur Deckunyg gebracht werden kinnen,
dap den bei der Formulierung des zweiten Abrundungstheorems angegebenen m
konzentrischen nicht ineinandergreifenden Kugelschichten wm den gemeinsasmen
Mustelpunikt passende Drehungen erteilt werden. Dasselbe gilt natiirlich in
der sphirischen Geometrie auch fiir den Schunitt mit den Abstandsflichen einer
Ebene, indem diese Flichen mit den konzentrischen Kugeln wm die beiden Pole
der Ebene identisch sind.

Dabei sind die durch die Voraussetzung hinsichtlich der Berithrung mit
den Randmannigfaltigkeiten von K ausgeschlossenen Flichenscharen als
Ausnahmen zu betrachten — und zwar in der folgenden quantitativen Prazi-
sierung: Die Gesamtheit der Mittelpunkte der ausgeschlossenen Scharen
konzentrischer Kugeln besitzt den #uBeren Inhalt Null. Dasselbe gilt von dem
auf der absoluten Einheitskugel gemessenen #uBeren Inhalt der Gesamtheit
der absoluten Punkte der ausgeschlossenen Scharen dquidistanter Orizykel-
flichen und im Raum der Ebenenkoordinaten von dem #uBeren Inhalt der
Gesamtheit derjenigen Punkte, welche Ebenen entsprechen, deren Abstands-
flichenschar ausgeschlossen ist.

Der eben auseinandergesetzte Abrundungssatz in Verbindung mit den
von mir fiir Rotationskorper aufgestellten Verschirfungen der isoperi-
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metrischen Abschétzung, insbesondere mit der sogenannten linearen isoperi-
metrischen Ungleichung3) fijhrt zu den entsprechenden isoperimetrischen
Verscharfungen und linearen Ungleichungen fiir beliebige regulire Kérper,
auf die an dieser Stelle niher einzugehen der Rahmen verbietet, welcher
der vorliegenden Arbeit gesteckt ist.

Es ist mir nicht gelungen, in der hyperbolischen und sphirischen Geo-
metrie das Abrundungsverfahren auf die Schar der zu einer Geraden serkrechten
Ebenen auszudehnen. Das liegt daran, dal diese Schar nicht dquidistant ist.
Der Erfolg des Abrundungsverfahrens stiitzt sich eben wesentlich darauf,
daB einerseits die auf jeder einzelnen Fliche herrschende MaBbestimmung
konstantes Kriimmungsmal besitzt, wihrend andererseits die Schar #qui-
distant ist. Dieser Umstand bringt in die Ubertragung der feineren Struktur
des isoperimetrischen Sachverhalts, also insbesondere auch der linearen Un-
gleichung von Rotationskérpern auf beliebige regulire XKorper, eine gewisse
Friktion. Denn bei der Betrachtung von Rotationskérpern bietet der Schnitt
mit der Ebenenschar senkrecht zur Rotationsachse die einfachsten Verhiltnisse,
indem dieser Schar vor den anderen der Vorzug innewohnt, bei einer Ver-
schiebung lings der Rotationsachse in sich selbst {iberzugehen. In der Sprache
der Variationsrechnung laft sich das auch so ausdriicken: Das durch die
Ebenenschar senkrecht zur Rotationsachse an die Hand gegebene Koor-
dinatensystem ist der infinitesimalen Transformation angepaBt, welche von
dem zweidimensionalen Variationsproblem zugelassen wird, auf das die
isoperimetrische Aufgabe fiir Rotationskérper fithrt.

Wie in der Folge zur Ausfithrung gelangen wird, reichen die in der vor-
liegenden Arbeit gewonnenen Ergebnisse aus, um in einfacher Weise auch
den Bruny-Mivkowskischen Satz auf die nichteuklidische Geometrie zu
iibertragen — und zwar in der folgenden Gestalt:

Es sei im n-dimensionalen Euklidischen, hyperbolischen oder sphiirischen
Raum K eine abgeschlossene beschrinkte Punktmenge und K, die sie um-
hiillende Menge derjenigen Punkte, deren Entfernung von K 5 nicht iiber-
steigt. Das MaB von K seim (K)und das von K, m (K;). Wie oben bezeichne
ferner in der betrachteten Geometrie V*(r) das Volumen der Kugel mit dem
Radius r. Es sei endlich o der Radius der mit K mafigleichen Kugel, d. h. also
definiert durch die Gleichung

(1) V* (o) = m(K).
Dann gilt
@ m(K,) = V*(g+ h,

wobei das Gleichheitszeichen der Kugel vorbehalten bleibt.
13) el §11; Lel§ 1.

(Eingegangen am 22. Juli 1942,)



