
Beweis der isoperimetrisehen Eigenschaft der Kugel 
im hyperbolischen und sphiirischen Raum 

jeder Dimensionenzahl 1). 
Von 

Erhard  Sehmidt in Berlin. 

Inhaltsverzeichnis. 
$eite 

w 1. Ein elementarer Satz fiber Gleichungssysteme mit ebensoviel 
Gleichungen wie Unbekannten . . . . . . . . . . . . . . . .  2 

w 2. Anwendungen des Satzes fiber die Gleichungssysteme auf den 
Schnitt  gegebener Mannigfaltigkeiten mit Scharen ~quidistanter 
Fl~chen koDstanten KriimmungsmaBes . . . . . . . . . . . .  7 

3. Die den ~quidistanten F l~henseharen  konstanten Kriimmungs- 
maBes angepaBten Koordinatensysteme . . . . . . . . . . . .  23 

w 4. Die Differentiation von Oberfl~chenintegra]en bei gegebener MaB- 
bestimmung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  30 

w 5. Die Abrundung nach dem Vorbilde yon Sc~wAxz . . . . . . .  50 

w 6. Beweis der isoperimetrischen Eigensehaft der Kugel im Euklidischen 
und hyperbolischen Raum . . . . . . . . . . . . . . . . . .  71 

w 7. Das zweite Abrundungstheorem . . . . . . . . . . . . . . . .  78 

w 8. Beweis der isoperimetrischen Eigensehaft der Kuge] fin sph~irischen 

Raum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  103 

w 9. Weitere Anwendungen der Abrundung . . . . . . . . . . . .  107 

1) Die vorliegende Abhandlung muB mehffach au/ friihere Arbeiten des Verf. 
fiber die isoperimetrische Aufgabe zuriickverweisen -- und zwar unter 1. c. 1 auf die 
Arbeit ,,•ber das isoperimetrische Problem im Raum yon ~ Dimensionen,', Math. 
Zeitschr. 44 (1939), S. 689--788; unter 1. c. 2 auf die Arbeit ,,(~ber die isoperimetrische 
Aufgabe im ~-dimensionalen Raum konstanter negativer Krfimmung. I.", ebenda 46 
(1940), S. 204--230; unter 1. c. 8 auf die Arbeit ,,Die isoperimetrischen Ungleichungen 
auf der gew6hnlichen Kugel und ffir Rotationsk6rper im n-dimensionalen sph~rischen 
Raum", ebenda 46 (1940), S. 743--794. 

~fathematische Zeilmchrift. 49. 1 



2 E. ~hmidt. 

w 

Ein elementarer Satz fiber gleiehungssysteme mit ebensoviel Gleiehungen 
wie Unbekannten. 

1) Sa tz  I. Es seien die Funktionen 

(])  /~(~.l . . . .  X~n; ~ 1 " ' "  ~l), Y = l . . . m ,  

der m Variablen x l . . .  x~ und der I Parameter ~1- . .  $~ in dem offenen 
Gebiet 0 des (x, :)-Raumes, d.h.  des Raumes mit den rechtwinkligen Ko- 
ordinaten xl . . .  x~; ~1 . . .  ~z definiert und einmal stetig dffferenzierbar. Es 
liege das nach den x 1 . . .  x~ aufzulSsende System clef m Gleiehungen 

(2) t , = 0 ,  ~ = l . . . m ,  
vor. Man bezeichne dabei eine LSsung als ,,mehrfach", wenn in ihr die Funk- 
tionaldeterminante 

a (t~ . . .  t,,,) _ 0 (3) a (~,~ . . .  %, )  

ist, und als ,,ausgeartet", wenn in ihr s~imtliche Unterdeterminanten m-ter 
Ordnung der aus m Zeilen und m fl- 1 Spalten bestehenden Funktionalmatrix 

{ o f ,  al, } ~ ,=  1 . . . m ,  
(4) 0%' O~ f f = l . . . m ,  ; t = l . . . 1 ,  

verschwinden. Jede ausgeartete LSsung ist a]so afortiori  aueh mehrfach. 
Wit machen nun die alleinige Voraussetzung, da~ in der beschriinkten, ab- 
gesehlossenen Teilpunktmenge A des offenen Definitionsgebietee O aus- 
geartete LSsungen nicht vorkommen. 

Dann bildet im 1-dimensionalen Parameterraum, d.h. im Raum mit den 
rechtwinkligen Koordinaten $1. . .  ~ die qesamtheit derjenigen Punkte, ]iir 
welche das Gleichungssystem (2) in A mehr/ache LSsungen au/weist, eine. be- 
schr~inkte, abgeschlossene Punktmenge yore aufleren InhaIt Null. 

Dabei soil in der Folge, wenn vora ~ul]eren Inha]t die Rede ist, stets der 
~uJ]ere Inhalt im Sinne yon R z m ~ - P ~ o - J o a D A N  gemeint sein. 

Dal3 die Punktmenge beschr~nkt und abgeschlossen ist, leuchtet ohne 
weiteres ein. Denn im (m -F l)-dimensiona]en (x, ~)-Raum bilden diejenigen 
Punkte der beschr~inkten abgeseh]ossenen Punktmenge A, welche den 
Gleichungen (2) und (3) geniigen, wegen der Stetigkeit dez ]inken Seiten dieser 
Gleiehungen eine beschr~nkte abgeschlossenePunktmenge, deren Projektion 
auf den Parameterra~m daher auch beschr~inkt und abgeschlossen ist. 

L~l~t fiir einen Punkt des Parameterraumes das Gleichungssystem 
unendlich viele LSsungen zu, so haben die entsprechenden Punkte des (x, ~)- 
Raumes, da A beschriinlrt ist, mindestens einen H~i,ufungspunkt, welcher, 
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da A abgeschlo~sen ist, auch .4 angehSrt. In einem so]chen mii~sen dann die 
Gleichungen (2) und (3) gelten. Die betreffenden Punk~e des Parameter- 
raumes bilden daher einen Tail decjenigen beschr~inkten abgeschlossenen 
P,mktmenge, deren ~ul]erer Inhalt laut Satz I verschwindet. Also folgt aus 
Satz I a fortiori der 

Zusa t z  zu Sa tz  I. Die Gesa~theit derjenigen Punkte des Parameter- 
raumes, ]iir welche das Gleichungssystem (2) in A u~ndlich vide LSsungen be- 
sitzt, hat den ttufleren Inhalt Null. 

Beweis  des  S a t z e s I .  Es sei ( x l . . - x ~ ; ~ l . . . ~ )  ein Punkt  yon A, 
i~l welchem die Gleichungen (2) und (3) gelten. Dann gibt es voraussetzungs- 
gem~I~ in der Funktionalmatrix (4) mindestens eine Unterdeterminante m-ter 
Ordnung, welche an dieser Stelle nicht versehwindet. Es sei also i~l Punkte 
( x ] . . .  x~; ~1 - . .  ~)  die Unterdeterminante 

a (1~ . . .  I~) 
(5) a (~h "'" ~k; %k+~ "'" =,~) t 0. 

Dabei bedeuten ) t l . . .  :t~ und ~u] . . .  ~u~ Permutationen der Indizes 1 . . .  l 
und ] . . .  m, und es mu/~ wegen (3) neben 

(6) /c ~ l  und k ~ m  auch k>__l 

sein. Da die betrachtete Stelle dam Bereich A und mithin afortiori  dem 
offenen Definitionsgebiet 0 angehSrt, in welehem unsere Funktionen einmal 
stetig differenzierbar sind, so lassen sich auf Grund des Fundamentals~tzes 
t~ber implizite Funktionen um den Punl~ (x,~. .  "X"k; ~k+l"" "~a~) als 

Mittelpunkt ein l-dimensionaler, abgesehtossener, achsenparalle]er W~ffel W 
des l-dimensionalen Raumes mit den rechtwinkligen Koordinaten x ~ . . .  x~k ; 

S~k§ ~,z und um den Punkt  (~sk+,""" X--~m; ~ h ' ' "  ~ak) als Mittelpunkt ein 
m-dimensionaler, abgesehlossener, achsenparalleler Wiirfel W* des m-dimen- 
sionalen Raumes mit  den reehtwinkligen Koordinaten x~+ . . .  xm; 

~ ~ von folgenden Eigensehaften bestimmen: 
�9 . . _ ~ 2 k  

Der dureh die beiden Wiirfet W und W* als ihr sogenanntes topologisches 
Produkt definierte abgeschlossene Teilbereich W W* des (m-}-l)-dhnen- 
sionalen (x, ~)-Ramnes liegt noah ganz .~n O; die Determinante auf der 
]inken Seite von (5} bleibt im Bereich W W* yon Null verschieden; die 
Gesamtheit derjenigen Punk'te des Bereiehs W W*, welche das Gleiehungs- 
system (2) befriedigen, wird gegeben dutch G]eiehungen yon der Gestalt 

(7) $~e= q~ ~+~. . .$~) ,  e = ] . . . k ,  

(8) x~e = ~%(x~,...  %~; $ ~ + . . .  ~ ) ,  e = k + 1 . . .  ~. 

1" 
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Dabei durchl~uft der Punkt  (x , . . .  x~k; $a~+1 ' " " $~z ) den Wiirfel W, und 

die Funktionen ~ 1 . . .  ~ sind in diesem eindeutig definiert und einmal 
s~etig differenzierbar. In den dutch die Gleichungen (7) und (8) bestimmten 
Punkten des Bereichs W W*, oder was das gleiche bedeutet,  in denjenigen 
Punkten dieses Bereichs, welche dem Gleichungssystem (2) geniigen, gelten 
nun, wenn man die tota]en Differentia]e 

(9) d[,,  �9 = 1 . . .  m, d ~e' ~ = 1 . . .  m, 

als lineare homogene Formen der Unbest immten d x z . . ,  dx ,  n; d ~ e l . . ,  d~e~ 
betrachtet,  in diesen die Identit~iten 

(10) 

Dabei ist die Matrix 

m 

d ~ e  -- dq~ e = ~,a( , , ,d / , ,  9 ---- 1 . . .  k, 

dx%--dq~o, = ~,ae , .d[ , ,  e = k + l . . . m .  

t ,/a.o,.% q = 1 . . .  m, (11) 
~---~- I . . . m  

(14) 

Man hat also 

die Reziproke derjenigen Matrix, welche in dem betreffenden Punkte  dutch 
die Koeffizienten der Funktionaldeterminante (5) dargestellt wird, und deren 
Determinante daher im Bereich W W*, wie festgesetzt, nicht verschwindet. 
Bezeichnet also a die Determinante der Matrix (11), so ist 

a (h.... 1~) 
(12) a a (r "'" r %k+1 "'" ~,~) = 1. 

Andererseits erh~ilt man fiir die aus den Koeffizienten der Dffferentiale 
d x m . . .  d x~m gebildete Determinante auf der linken Seite der Identit~iten (10) 

a (~01 . . .  Ck) 
(13) ( -  1)k a (x~t . . .  a x~k) 

und auf der rechten Seite 
a (h ... t,,,) 

a ( % . . ,  a ~ )  

I I la(/'"'/")l (15) a (x~t x ) ' 

wobei a dutch (12) gegeben ist. 
Man betrachte nun das mit den Gleichungen (7) gleichbedeutende Glei- 

cbungssystem 
j'~:~ = %, (x , ,  ...:%; ~ +  . . .  ~,), e = 1 . . . ~  

(16) 
l~ ~ =~,~,., q = k + l . . . l .  
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Man erhiilt fiir die Funktionaldeterminante dieses Systems 

(17) 0 (~1 " ' "  ~t ) a (~1 ..- ~k) 
a (%1 "'" %k; ~+1 "'" ~t ) -- O (%1 ... x,, k) 

und wegen (15) 

(18) 1O(-,,,. . . . , u k ; ~ , + l . . . * ~ , ) [ = ' a ' l a ~ - : - ~ ) J "  

Wir ziehen jetzt den folgenden/-Iilfssatz heranZ): 

Es seien die Funktionen 

v e = ~ e ( u ~ ' " u 3 '  e = l . . . 1 ,  

in einem abgeschlossenen Wiirfe] des (u)-Raumes, d.h.  des Raumes mit den 
rechtwinkligen Koordinaten Ul. �9 �9 uz definiert und einmal stetig differenzier- 
bar. Dann entsprieht der Gesamtheit derjenigen Punkte des Wiiffels, in 
welchen die l~unktiona]determinante 

a ( v l  . . .  vz) = 0 
O ( '~ i  �9 �9 �9 u z )  

wird, ira (v)-Raam, d.h.  im Raum mit den reehtwinkligen Koordinaten 
v l . . .  vz, zun~hst  gewiB eine abgesehlossene besehritnkte Punktmenge, die 
natiirlieh aueh leer sein kann. Diese Punktmenge hat den iiufleren Iflhalt Null. 

Nun verschwindet wegen (18) die Funktionaldeterminante des Gleiehungs- 
systems (16) in denjenigen Punkten des Wiiffels W, welehen im Bereieh W W* 
Punkte entspreehen, die den Gleiehungen (2) und (3) gleiehzeitig geniigen. 
Gem~i~ dem Hflfssatz besitzen also die durch die Gleiehungen (16) bestimmten 
zugehSrigen Punkte des Parameterraumes den ~tufteren Inhalt Null. Damit 
ist bewiesen, dal~ die Menge derjeuigen Punkte des Parameterraumes, ftir 
welehe das Gleichungssystem (2) im Bereieh W W* mehffache L6sungen 
aufweist, den iiul]eren Iulmlt Null hesitzt. 

Nun bildet im (m + l)-dimensionalen (x, ~)-Raum die Gesamtheit der- 
jenigen Punkte yon A, we]ehe mehrfachen L6sungen entspreehen, eine be- 
schrKnkte, abgeschlossene Punktmenge, die mit P bezeichnet werden mSge. 
Zu jedem Punkt yon P l~id~t sieh ein Bereich W W* von den oben pr~- 
zisierten Eigensehaften bestimmen, der den Punkt als inneren Punkt ent- 
hK]t. Nach dem B o ~ L s e h e n  Satz wird daher P yon endlieh vielen 
solehen Bereiehen iiberdeckt. Da in jedem die Projektion yon P auf den 
Parameterraum, wie eben festgestellt, den Kul~eren Inhalt Null besitzt, 

~) Der Leser finder einen einfachen Beweis dieses Hilfssatzes 1. c. 1 w 4 III S. 712. 
Ein Beweis  mater allgemeineren u finder sich auch bei 0. I~AUPT n. 

G. AUI~NN,  ,,Differential- und Integralrechnung". Berlin, W. de Gruyter,  1938. 
Bd.  3, S. 139. 
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so hat die Vereinigungsmenge dieser Projektionen, welche die Projektion 
yon P auf den Parameterraum darstellt, ebenfalls den i~u~eren Inhalt 
Null Damit ist der Satz I bewiesen, aus welchem, wie schon bei der 
Formulierung erkliirt, auch der Zusatz fo]gt. 

2) Dal3 die Voraussetzung des Satzes I, laut welcher in dem betrachteten 
Bereich ausgeartete LSstmgen nicht vorkommen diirfen, nicht iiberfliissig 
ist, und selbst bei seinem Zusatz, der doch blo/] eine Konsequenz darstellt, 
nicht entbehrt werden kann, ist trivial. Bildet doch schon der Fall, dag eine 
der Oleichungen (2) eine identische Folge der iibrigen ist, ein Beispiel dafiir, 
dal~ ohne die betreffende u die Behauptungen des Satzes und 
des Zusatzes nicht gesichert sind. Eindringender wird der Sachverhalt dutch 
das folgende Beispiel iUustriert: 

Man definiere die Funktion 

~3 CO8 ~r 
x 

fiir x = 0 dutch Null und setze 

= x s  c o s  

Dann ist !(x, ~) fiir alle Werte yon x und ~ einma] stetig differenzierbar und 

weist fiir ganzzahlige ~ > 1 i~ I an den Stellen x ---- ~-~ und x -- 2~+1 ent- 

gegengesetzte Vorzeichen auf. Die Gleichung 

t ( x ,  = o 

besitzt daher fiir aUe Werte des Parameters ~ im Bereich I xl ~ 1 unendlich 
viele LSsungen. Definiert man also etwa den Bereich A durch die Un- 
gleichungen I~l ~ v, I xl ~ 1, wobei c eine beliebige positive Konstante be- 
deutet, so trifft die Behauptung des Zusatzes zum Satz I bier nicht zu. In 
der Tat ist auch die Voraussetzung nicht effiillt, indem an der Stelle x = 0 
~ u n d  O! b-~ verschwinden, und mithin diese Stelle ftir alle Werte yon ~ eine aus- 

geartete LSsung darste]]t. 
3) Will man sich yon Voraussetzungen befreien, so gestattet der Satz I 

die folgende Abwandlung. 

Es seien dio~ Funktionen (1) /~ don ollvnen Gebiet 0 des (x, ~)-Raumes 
de/iniert und einmal stetig dif[erenzierbar. Dann besitzt im Parameterraum die 
fesamtheit der,jeni41en Punlae, ]iir welche das Oleichungssystem im Definitions- 
9ebiet mehr/ache L6sunge~ au[weist, die nicht ausgeartet sind, das Marl Null. 

Beweis.  Es sei (xl.  �9 �9 x=; ~1 �9 �9 �9 ~t) eine mehrfache, nicht ausgeartete 
LSsung im Definitionsgebiet. Dann liiflt sieh, da dieses often ist, eine den 
Punkt als inneren Punkt enthaltende, innerhalb des Definitionsgebietes 
bleibende, (m + l)-dimensionale, abgeschlossene Kugel A bestimmen, deren 
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Mittelpunkt rationale Koordinaten besitzt, und deren Radius ebenfalls 
rational und so klein ist, dab eine derienigen Unterdeterminanten m-ter 

Ordnung der Funktionalmatrix (4), we]che ira Punl~e (xl.  �9 . z~; ~1 �9 �9 . ~) 
voraussetzungsgemii~ nicht verschwinden, in der ganzen Kugel yon :Nu|l 
verschieden bleibt. Mithin konunen in der abgeschlossenen Kugel A keine 
ausgearteten LSsungen vor. Gem~i~ dem Satze I besitzt daher die Gesamt- 
heir derjenigen Punk te  des Parameterraumes, fiir welche das Gleichungs- 
system in der Kugel mehffache LSsungen aufweist, den ~iu~eren Inhalt ~-ull 
und mithin a fortiori auch das MaB Null. Da nun, im (x, ~)-Raum jeder 
Punkt,  der einer mehrfachen nieht ansgearteten LSsung entspricht, wie 
eben festgestellt, einer solchen KugeI angehSrt, da es ferner solcher Kugeln 
offenbar nut abz~ihlbar viele gibt, und da die Vereinigungsmenge abz~hi- 
bar vieler Punktmengen vom MaBe :Null. ebenfa]ls das MaB Null besitzt, 
go ist der Beweis fiir unsere Behauptung erbracht. 

w 

Anwendungen des Satzes fiber die Gleiehungssysteme 
auf den Sehnitt gegebener Mannig~altigkeiten mit Seharen ~quidistanter Fl~ehen 

konstauten Kriimmungsmages. 

1) Im n-dimensionalen Raum mit den reehtwinkligen Koordinaten Yl... Y~ 
sei eine k-dimensionale l~annigfaltigkeit gegeben dutch die Gleiehungen 

(1) Y v = Y , ( t l . . . t ~ ) ,  v = l .  . . n ,  k <= ~ - -  l ,  

wobei der Punkt  ( t l . . .  tk) einen beschr~inkten, abgeschlossenen Bereich T 
dzs (t)-Raumes dureM~uft, der nut solche Randpunkte enth~lt, die H~ufungs- 
punkte yon inneren Punkten sind. Der Bereich T lasse sich in ein offenes 
Gebiet To einbetten, in welchem die l~unktionen (1) noch definiert und 
zweimal stetig differenzierbar sind, und in welchem an keiner Stelle s~imt]iche 
Unterdeterminanten k-ter Ordmmg der Funktionalmatrix 

t 0 y , /  = 
(2) /0tx! ~ = l . . . k ,  
gJeiehzeitig versehwinden. 

Eine Mannigfaltigkeit, welehe diesen Voraussetzungen geniigt, so]] fortan 
karz als eine ,,beschrankte zwei]ach ,qlatt~" Mannigfaltigkeit bezeichnet werden. 
Dabei ist festzustellen, dab bei einer eindeutigen und eindeutig umkehrbaren 
zweimal stetig differenzierbaren Transformation des (y)-Raumes eine be- 
sehr~,nl~te zweifach glatte Mannigfaltigkeit wieder in eine solche iibergeht. 
Unsere Begriffsbestimmung ist daher aach unabh~ngig vom Koordinaten- 
system, sofern die in Betraeht kommenden Koordinatentransformationen 
eindeutig, eindeutig umkehrbar und zweimal stetig dffferenzierbar sind. 
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Wird eine beschriinlcte zweifach glatte Mannigfaltigkeit in einem Punkte, 
der einem inneren Punkte yon T entspricht, yon einer (n -- 1)-dimensionalen 
Ebene berfihrt, so ist das damit gleichbedeutend, dab die in dem Punl~e an- 
setzenden k Vektoren mit den Komponenten 

0 Y._A... 0 Y____n ~---- 1 . . . k ,  
0 $~ 0 t x ' 

in die Ebene fallen. Dieser Sachverha]t diene fiir den Fall, dab der Beriihrungs- 
punkt einem Randpunkt yon T entspricht, zur Definition der Beriihrung. 
Denn dab entspricht, da jeder Randpunkt voraussetzmagsgemi~ Hiiufmags- 
punkt yon inaeren Punkten ist, der Anschauung mad ist zur Erhaltung der 
Stetigkeit offenbar geboten. 

Eine Schar para]leler Ebenen wird dutch Gleichungen yon der Gestalt 
n 

(3) ~ , ~ , y ,  = kon~t ,  _ r ~ l  > 0, 

gegeben, wobei die Scharen auf die dutch den Koordinatenanfangspunkt 
gehenden Geraden des ($)-Raume s eindeutig und eindeutig umkehrbar ab- 
gebildet Bind. 

Wird die gegebene zweifach glatte Mannigfaltigkeit (1) yon einer Ebene 
einer solehen Sehar berfihrt, so findet das seinen Ausdruek in den Gleichungen 

(4) / ,~ ( t l . . .  t~; ~ . . .  ~n) = 0, ~. = 1 . . .  k, 

wobei die Funktionen /x definiert sind dutch die Gleichungen 

n 
0 y~ 

(~) /, ( t l . . .  tk; ~ . . .  ~,) = - ~ '  -~, r 
1 

Auf Grund der Voraussetzungen (1) sind nun die Funktionen Ix in dem offenen 
Gebiet 0 des (t, ~:)-Raumes, welches durch T o and den gesamten (~)-Raum 
als sogenanntes topologisches Produkt dieser beiden Gebiete gegeben wird, 
definiert mad einmal stetig differenzierbar. Ferner ist vermSge der fiber die 
Matrix (2) gemaehten Voraussetzung in iedem Punkte yon O mindestens eine 
der Funktionaldeterminanten yon /a �9 �9 �9 nach 1~ mater den n Argumenten 
~1 �9 �9 �9 ~. yon Null verschieden. Es kSnnen daher im Gebiete 0 ausgeartete 
L6sungen des Gleichungssystems (4) nicht vorkommen. Betrachtet man 
jetzt die tl . .  t~ als die Variablen und die ~1 �9 �9 �9 ~ als die Parameter, so 
effiiIlt dab Gleichungssystem (4) die Voraussetzungen des Satzes I mad seines 
Zusatzes fiir jeden beschr~nkten abgeschlossenen Teilbereich A v o n  0. 
W~ihlt man als s01chen dab topologische Produkt yon T m i t  einem beliebigen 
beschr~inkten, abgesehlossenen Bereich des (~)-Raumes, so ergibt der Znsatz 
zma~hst das folgende Resultat: 
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S atz  II. In jedem beschr~akten, abgeschlossenen Bereich des (~)-Raumes 
besi~zt die Gesamtheit derjenigen Punkte, welchen eine Ebenenschar ent- 
spricht, die eine gegebene beschr~ink~e zweffach glatte Mannigfaltigkeit in 
unendlich vielen Punkten beriihr~, den ~tttl3eren Inhalt Null. 

Nun kann der ~ttBere Inhalt einer unbeschr~inkten Punktmenge definiert 
werden als obere Grenze des ~iuBeren Inhalts ihres Durchschnitts mit sgmt- 
lichen beschr~nkten, abgeschlossenen Punktmengen. Daher gilt der 

Satz  II'. Die Gesamtheit derjenigen Punkte des (~)-Raumes, welchen eine 
Ebenenschar entspricht, die eine gegebene beschrgnkte zwei]ach glatte Mannig- 
faltigkeit in unendtich vielen Punkten beriihrt, besitzt den aufleren Inhalt Null. 

Nun besteht diese Punktmenge aus Geraden dureh den Koordinaten- 
anfangspunkt, und der ~uBere Inhalt des Durchschnitts einer solchen Punkt- 
menge mit der Vollkugel 

n 

1 

1 rn mi~ dem auf der Einheitskugel gemessenen ist gleich dem Produkt yon ~- 

~iuferen Inhalt der Projektion der Punk~menge auf diese. Daraus folgt 
leicht, daft die obigen S~tze II und II '  gleichbedeutend sind mit dem 

Satz  II". Auf der Einheitskugel 
n 

(6) X,  ~ = 1 
1 

besitzt die Gesamtheit derjenigen Punkte, welchen eine Ebenenschar "ent- 
sprieht, die eine gegebene beschr~nkte, zweffach glatte Mannigfaltigkeit in 
unendlich vielen Punktea beriihrt, den ~itLBeren Inhalt Null. 

Eine nnmittelbare Konsequenz des Satzes II"  ist der 

Satz  II" ' .  Es seien im (y)-Raum endlich viele beschri~nkte zwei]ach glatte 
Mannig]altiflceiten -- jede yon beliebiger DimensionszahI k -- gegeben. Dann 
besitzt au] der Einheitskugel (6) die Gesamtheit derjenigen Punkte, welchen eine 
Ebenenschar entspricht, die eine tier Mannig]altigkeiten in unendlich vielen 
Punkten beriihrt, den aufleren Inhalt Null. 

2) Wird die gegebene beschr~nkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit (1) 
im Punkte (tl �9 �9 �9 tk) yon einer Kugel mit dem Mit~elpunkt (y~ . . .  y*) beriihrt, 
so finder das seinen Ausdruck in den Gleichungen 

(7) / ~ ( q . . .  tk; y ~ . . .  y*) = 0, ~ = 1 . . .  k, 

wobei die Funktionen ]~ definiert sind dutch die Gleichungen 

n 0 y~ 
(8) /* = Z~ ~ ( y * -  y')' ~ = I... k, 

1 
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in welchen y, durch y , ( t l . . ,  tk) zu ersetzen ist. Der Fall, dab der P,,nI~t 
(y~ . . .  y~*) auf der Mannigfaltigkeit liegt, ist hierbei als Beriihrung mit der 
Kugel vom Radius Null, der sogenannten Nullkugel, anzusehen. Auf Grund 
der Voraussetzungen (1) sind die Funktionen/~ in dem offenen Gebiet O des 
(t, y*)-Raumes, welches dutch das topologische Produkt yon To mit dem ge- 
samten (y*)-Raum gebfldet wird, definiert und nach allen ihren Argumenten 

. 
tl �9 �9 �9 t~; y ~ . . .  Yn emmal stetig dffferenzierbar. Feruer ist verm6ge der fiber 
die Matrix (2) gemachten Voraussetzung mindestens eine der Funktional- 
determinanten der Funlrtionen ]1-.  [k nach k unter den n Argumenten 
Yl . . -Y~ yon Null verschieden. Diese Feststellungen fiihren genau so wie 
oben bei der Herleitung des Sa~zes II '  zum 

Satz  III. Die Gesamtl~it der Mittelpunkte der konzentrischen K.u~el- 
sdmren, welche eine gegebene beschr~in~e zwei/ach glatte Mannig/altigkeit in 
unendlich vielen Punkten beriihren, besitzt den ~ufleren Inhalt Null. 

3) Es sei bier ztm~hst  gestattet, zttr Einfiihr~ng an einige alIbekannte 
ganz elementare geometlische Zusammenh~inge zu erinnern. 

Im n-dimensionalen Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten yl . . . .  y.  
stellt die Gleichung 

(9) ~o X ,  Y: "~- 2 Z" 0~,, y ,  "~- ~n+l = 0 
1 1 

fiir ao : 0 eineEbene dar; fiir ao =~ 0 ist sie gleichbedeutend mit der Gleichung 
n 

$ 
~ " ~  (xv - -  ~XO O~n + 1 n 

~u) 2 1 

1 

(10) 

und stellt daher fiir 

(11) 
n 

2 

1 

eine Kugel dar, deren Mit te lp~kt  die Koordinaten 

(12) - ~ I . . .  --%" 
~ 0  (ZO 

besitzt, und deren Radius dutch die Formel 

(13) 

gegeben wird. 
Ffir 

(14) 

+ -2- 

n 

1 
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stellt die Gleichung die Kugel mit dem Radius Null, die sogenannte Nullkugel 
dar, welche lediglich aus ihrem Mittelpunl~e besteht, der die Koordinaten 

--___~1 ~ ~ - -  ~- 
(X0 r162 

(16) X ,  ~ -- O~oO~n+ 1 < 0 
I 

gibt es iiberhaupt keine reellen Punkte, welche der Gleichung geniigen. Die 
Koeffizienten ~o, al �9 �9 �9 ~n, ~ + 1 sollen als homogene Koordinaten der Kuge]n 
und Ebenen betrachtet werden. 

i r t , l  p, ~ f l  

Sind o~, ~1 �9 �9 �9 ~n, ~, + 1 und %, ~1 �9 �9 �9 a-,, ~-n + 1 die homogenen Ko- 
ordinaten zweier Kuge]n oder Ebenen, fiir welche (11) oder (14) gelten, .oder 
mit anderen Worten, welche beide reelle Punkte besitzen, so zei~ die Gleichung 

t ~t t I i  r t r  

(17) --Y',. ~v~,, -- ~ - ( ~ o ~ + i  + ~.n+1~o) = 0 
1 

an, daI~ die beiden Kugeln sich reell nnd orthogonal schneiden. Dabei ist der 
Schnitt einer Nuilkugel mit einer durch sie hindurchgehendea Kugel oder 
Ebene als orthogonal zu rechnen, 

Man betrachte nun die Schar yon Kugeln oder Ebenen, welche gegeben 
ist durch die Gleichung 

(lS) 7~ '4-1) H - 2 ~ " ~ ' Y ' - ~ ( ~  " ~ - 1 ) 1  = 0 ,  

wobei )L den inneren Parameter der Schar bedeutet, und 70, W �9 �9 �9 ~n nicht 
s~mtlich verschwinden. 

Ffir 
n 

(19) X ,  7 - > 0 
1 

besteht die Schar aus der Gesamtheit der Kugeln oder Ebenen, welche dutch 
den Schnitt der Einheitskugel 

,Y, vy ,-1 = o 
1 

mit derjenigen Kugel oder Ebene hindurchgehen, die durch die Gleichung 

n 

(20) 7o ,  , y , §  + 2  

bestimmt wird, und mithin gem~iB (19), (11), (17) die Einheitskugel reell trod 
orthogonal schneider und keine Nullkugel ist. 

(15) 

besitzt. 
Fiir 



12 E. Schmidt. 

Ist 
n 

(21) 2:,.,j~ - ,7~ = o, 
1 

so wird die Sehar yon denjenigen Kugeln oder Ebenen gebildet, welehe mR 
der Einheitskugel nur den Punkt 

- -  7n . . . .  

gemein haben und sie daher in diesem Punkte beriihren. Dabei liegen sie bis auf 

den Beriihrungspunkt fiir ~ > 0 ganz ira Innern der Einheitskugel und f'tir 
7o 

7o < 0 ganz im J~uBern. Da n~imlich wegen (21) % ~= 0 ist, so ist die Glei- 

chung (18) gleichbedeutend mit der Gleichung 

+ + ,o  
I 1 

und diese Gleichung zeigt, daB, abgesehen vom Beriihrungspunkt (22), 

Z~Y~- - I  und -- 
1 7 0  

entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. 
Es sei endiich 

n 

(24) 2:, ~ -  no ~ < o. 
1 

Setzt man dann 

{25) 2 0 = +  ~o ~ -  ~ ,  

so wird in der Gleichung (18) die charakteristische quadratische Form 

n 

(26) 2:, a~ -- ~o~+1 = 23 -- 20~. 
1 

Es gibt daher fiir I AI < 20 iiberhaupt keine reellen Punkte, welche der Olei- 
chung (18) geniigen, wahrend sie fiir 2 = 4- ~o Nullkugeln darsteUt. Diese 
liegen in den sich an der Einheitskugel spiegelnden beiden Punkten 

c27~ (~-:~ 7~o) '  - 7 , .  - 71 ( ~  77: to) 
Fiir ]21 > 2o stellt die Schar gew6hnliche Kugeln oder Ebenen dar. Weder 
diese noch die Nullkugeln schneiden die Einheitskugel. Sie liegen vielmehr 

fiir ~ > 0 ganz im Innern derse]ben und fiir ~ < 0 ganz im ~ullern. Da 
~o *7o 
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(29) 

die Mal]bestimraung 

n~mlieh wegen (24) 70 =t = 0 ist, go ist die Gleichung (18) gleichbedeutend mit 
der Gleiehung 

n 

' (Z,.:- =~ (28) 
i 

und diese Gleichung zeigt, dal~ 

2 ;~ 
y , -  1 und -- 

~0 
1 

entgegengesetztes Vorzeichen besitzen. 
Endliehfo|gt noch aug dem biUnearen Charakter der Bedingung (17), dal] 

eine Orthogonalkugel der Einheitskugel yon den Kugeln einer Schar (18) 
entweder alle oder keine senkrecht schneidet. Insbesondere ist dadurch fest- 
gestellt, dal~ eine Orthogonalkugel der Einheitskugel entweder dutch beide 
oder dutch keine der beiden Nullkugeln einer Schar (18) yore Typus (24:) hin- 
clurchgeht, und dab jede Kugel einer golchen Schar yon allen Orthogonal- 
kugeln der Einheitskugel, die durch eine der beiden Nullkugeln gehen, senk- 
recht geschnitten wird. 

4) Es werde nun dem Innern der Einheitskugel, also dem Gebiete 
?b 

Z~y~ < 1 
1 

R X~dy~ 
(30) d s ~  = 4: 1 

n 

1 

aufgepr~gt. Dadurch wird ein hyperboSscher Raum rait dem Kriimraungs- 
ma~ -- 1 definiert. Die hyperbolischen Ebenen werden dutch den im Innern 
der Einheitskugel verlaufenden Tell ihrer Orthogonalkugeln repr~isentiert. 
Auf Grund yon (11) und (17) werden sie dureh die Gleiehung 

( 3 1 )  ~ ~ 2 4 7  : T r y ' - - 0 '  Z'~'~'--~~ 

dargestellt, so da~ also die ~o, Vl �9 .- ~,, als homogene Ebenenkoordinaten 
auftreten. 

Die Schar (18) stellt daher gemiil~ den oben gemachten Festgtellungen 
im Fall (19) die Abstandsfliichen der hyperbolischen Ebene mit den homogenen 

Koordinaten ~o, ~ �9 �9 ~n dar. Im Falle (21) Stellt sie fiir ~-- > 0 die Schar 

i~quidistanter Orizykeffli~chen dar, deren Euklidische Modelikugeln im Punkte 

( 3 2 )  ( - - ' ~ 1  , .  "-~./~n.) 

die Innenseite der Einheitskugel beriihren. 
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Im Falle (24) stellt endlich die Gleichung (18) fiir/21 > 2o und --~ > 0 
% 

hyperbolische Kugeln dar. Nun wird gem~iB den obigen Feststellungen 
jede dieser Kugeln yon allen hyperbolischen Ebenen, welche durch die im 
Innern der Einheitskugel gelegene Nullkugel gehen, senkrecht geschnitten. 
Die Nulllmgel bildet daher den hyperbolischen Mittelpunkt jeder Kugel der 

Schar. Wit sehen also, da~ die Gteichung (18) ira Falle (24) fiir ~ > 0 die 
To 

Schar konzentrischer hyperboliseher Kugeln darstel|t, deren Mittelpunkt 
(y~ .... y*) gem~i~ (27) dutch die Gleichungen 

(33)  Y'*' = ,7o + sign(To) 4o ----- - -  s i gn  (Z/o) 4o + ['7ol 

bestimmt ist. 

5) Es sei nun in unserem hyperbolischen Raum (29), (30) die beschriinkte 
zweifach glatte Mannigfaltigkeit (1) gegeben. 

Wird die Mannigfalhgkeit im Punkte ( t l . . .  t~) yon einer Fliiche der 
Sehar (18) beriihrt, so findet das seinen Ausdruek in den Gleichungen 

(34) /x(tl...tk,~t; ~/o,~/a...~n) = 0 ,  ~ = 1 . . . k +  1, 

wobei die Funktionen ]~ definiert sind dureh die Gleiehungen 

~2 OYv (35) ] ~ =  , . ~ [ ~ / , + Y , ( ~ / o + 2 ) ] ,  ~---- 1 . . k ,  
1 

n 2 n n 

(36 )  ]k+i--~(Zvyv + 1)Vo + 2 Z ,  y,~/, + (Z ,  y~ -- 1)2 ---- 0, 
1 1 1 

in welchen y, durch y , (q . . ,  re) zu erseSzen ist. Der Fall, daft eine Nullkugel 
auf der Mannigfaltigkeit liegt, ist dabei als Beriihrung zu rechnen. Auf Grund 
der Voraussetzungen (1) sind nun die Funk%ionen ]x in dem offenen Gebiet 0 
des (t, 2, ~/)-Raumes, welches dutch das topologische Produkt yon To mit 
der gesamten (~)-Geraden und dem gesamten (~/)-Raum gebildet wird, definiert 
und ejnmal s t e t i g  dffferenzierbar. Man hat bei festem tl �9 �9 �9 tk und mithin 
such festem Yl - . .  Y, und bei festem ~/o 

0y, 
(37) d],---- , ~T (dth + y,d~), ~ =  1 . . . k ,  

1 

(38) = 2 X ,  v,  an,  + ( X , v ;  - 1)a . 
i 1 

Wir wollen nun zeigen, dafl in jedem Punkte des Gebietes 0 mindestens eine 
der Funktionaldeterminanten yon /1 �9 �9 �9 ]r+l nach k + 1 unter den n + 1 
Argumenten ~, ~/1... ~/n yon 5lull versehieden ist. AndernfaLls g/ibe es 
n/ianlich in O einen Punkt, in welchem die nieht s~xntlieh verschwindenden 



Isoperimetrische Eigensehait der Kugel. w 2. 5. 15 

Koeffizienten c : . . .  c~+1 sich s~ bestimmen lieBen, dab identisch in den 
Dffferentialen d t ,  d 71. . . d T~ 

(39) 

wird. Setzt man hier 

d ~  = -- 
so wird 

d/~,=O, z = l . . . k ,  

~ + i  

1 

y,d & v =  1.  . . n, 

Mithin mfifSte C~+l = 0 sein. Die Identiti~t (39) erhielt also die Gestalt 
k 

= o ,  
1 

welche fiir d t  = 0 als Identi t~t  in den Differentialen d T : . . ,  d~?~ zu der fiber 
die Matrix (2) gemachten Voraussetzung in: Widersprueh steht. 

Damit ist festgestellt, dal~ das Gleichungssystem (34), wen~ man 
tl �9 �9 te und t als die Variablen betrachtet und 70, 71 �9 " �9 7n als die :Para- 
meter, die Voraussetzungen des Satzes I und seines Zusatzes fiir jede 
beschri~nlcte, abgeschlossene Punktmenge A des Gebietes 0 erffiilt. Es sei 
nun R ein beliebiger beschrimkter abgesehlossener Bereich des (~)-Raumes. 
Man defilfiere die Punktmenge A durch die Gesamtheit derjenigen Punkte 
von 0, welche der Gleichung 

(42) /~+: = 0 

genfigen, wobei der Punkt  (t: �9 �9 �9 t~; 7o, ~1 �9 �9 �9 7-) das topologische Produkt 
yon T und R durchl/iuft. Da durch diese Gleichung X wegen (29) als stetige 
Funktion yon t : . . .  t~, ~]0, 7 : - - .  7~ bestimmt wird, so ist der Bereich A 
beschrs und abgeschlossen. Auf Grund des Zusatzes zum Satz I ge- 
leitet nunmehr genau derselbe Weg, der fiber den Satz II  zum Satz II '  
ffihrte, zu dem 

S a t z  IV. Im Euklidischen (70, ~h �9 �9 �9 7,) -Raum besitzt die Gesamtheit 
derjenigen Punkte,  welche vermSge der Gleichung (18) eine F]~henschar  
bestimmen, die ira hyperbolischen Raum (29), (30) eine gegebene beschr~inkte 
zweffach glatte Mannigfaltigkeit in unendlich vielen Punkten beriihrt, den 
i~uf~eren Inhalt  Null. 

Beschrs man sich auf das dutch (19) bestimmte Teilgebiet des 
0])-Raumes, so ergibt sich afor t ior i  der 

S a t z  V. Im  (n + 1)4imensionale~ Euklidischen Raum der homogenen 
hyperbolischen Ebenenkoordinaten (31) besitzt die Gesamtheit derje~ige~ Punkte, 
v, clche~ hyperbolische Ebenen entsprechen, deren Abstandsfl~ichenschar eine 
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(44) 

oder 

ge~lebene beschrdnkte zwe#ach glatte Mannig/altigkeit in unendlich vivlen Punkten 
beriihrt, den gufleren Inhalt Null. 

Da nach den oben gemachten Feststellungen die Voraussetzungen des 
Satzes I u n d  seines Zusatzes erfiillt bleiben, wenn 7o festgehalten wird, und 
nut 71 �9 �9 �9 7, als die Parameter betrachtet werden, so bleibt, wenn 7o = 0 
oder 7o ---- 1 gehalten wird, der Satz IV in bezug auf den nunmehr n-dimen- 
sionalen (71. -- 7,) -Raum giiltig. Im Falle 7o -- 1 gilt das afor t ior i  unter 
der Einschr~inkung (24), die dann in der Ges~a]t 

n 

(43)  ,,jy < 1 

erscheint. So erhalten wir den 

S atz VI. Im Innern der n-dimensionalea Euklidisehen Einheitskugel (43) 
besitzt.die Gesamtheit derjenigen Punkte, welehe verm5ge der Gleichung (18) 
fiir 70 : 1 eine hyperbolische konzentrische Kugelschar bestimmen, die eine 
gegebene beschr~nkte zweffach glatte Mannigfaltigkeit in unendlich vielen 
Punkten beriihrt, den ~iufleren Inhalt Nail. 

Der Mittelpunkt ( y ~ . . .  y~*) der konzentrischen Kugelschar ist in diesem 
Fall gem/ifl (25), (33) gegeben durch die Gleichungen 

y .  = - , 7 ,  

1+r 1 . . . . ,  I+VI_TF, 

wobei 

--s 2r 
7 " =  l + r  '~' Q -- l + r ~ '  v =  1 . . . n ,  

n 

r " ~ : Z  *~ ~' > 0 ,  0 2 1~ '~ ~ - -  , 7 , ,  O :> 0 ,.Y, -- : = 

gesetzt ist. 
Nun erh~lt man, wenn Q (#1-. �9 #~) den Quotienten des hyperbolischen 

Volumenelementes des ( y ~ . . .  y*)-Raumes dutch das entsprechende Eukli- 
dische des (71 . - .  7,) -Raumes bedeutet, 

2 ~],00~(Y~'": y*) (4a) Q (71. . .  7.) = fin) 
o 

Ist 
r l  <~ 1, 

so ist auch der entsprechende Weft 

r____x_~ --- (1_-_ r,)~ 
~01 = 1+9.1f 1 1 l + r ~  < 1 

und es folgt aus 
r ~ r  1 
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Mithin gilt fiir r --~ rl 

Da das Maximum auf der rechten Seite als Maximum des absoluten Betrages 
einer ste~igen Funktlon in einem beschr~nkten, abgeschlossenen Bereich 
endlich ist, so entspricht einer Punktmenge vom ~uBeren Euklidischen Inhalt 
Null des ( • i . . .  ~)-Raumes vermSge der Gleichungen (44) im ( y ~ . . .  yn,)_ 
Raum eine Bildpunktmenge, deren Durchschnitt mit der Kugel r ~ rl den 
guBeren hyperbolischen Inhalt Null besitzt. Da das f'tir jedes rl < 1 der 
Fall ist, so ist der i ~ e r e  hyperbolische Inhalt der gesamten Bildpunktmenge 
gleich Null. Wit haben also als Konsequenz des Satzes u  den 

Sa tz  VI'. Die Gesamthe:t der Mittelpunkte der hyperbclisvhen konzen- 
trischen Kugelscharen, welche eine gegebene beschrgnkte zwe#ach ylatte Mannig- 
]altigkeit i~ unendlich vielen Punkte~ beriihren, besit:t den ~iufleren hyper- 
bolischen Intuit Null. 

6) Jetzt kommen wir zu den Scharen ~quidistanter Orizykelfl~chen. 

Wird die gegebene beschr~nkte zweffach glatte Mannigfaltigkeit (1) im 
Punkte ( t l . . .  tk) yon einer Orizykelfl~che einer solchep Schar beriihrt, so 
finder das gem~B (18), (21), (32) seinen Ausdruck in den Gleichungen 

0y,, 
(47)  , ~ [v ,  + y , ( v o  + ~)]  = 0, ~ = 1 . . .  k ,  

1 

n 2 I~ n 

(48) (27, y, + 1),~o + 2 27, y, v, + (X~ u~ - l)  ~ = o, 
1 1 1 

n 

(49) X ,  n~ - -  ~/o g = 0. 
1 

Dabei diirfen wit ohne Beschr~nkung der Allgemeinheit 

(50) ~/o > 0 

voraussetzcn. Dann muB, wie aus der unter (23) begrfindeten Feststellung 
hervorgeht, auch 

(51)  ~ > 0 

sein. Nun gilt die Identit~it 
n ~ n 

(52) z , ~  - ~o ~ + (~,o + ~ ) ~ , o ( ~  + 1) + ~ ~ ~,~, + ~ (~ ~ - ~)} 

--= 27, [~ ,  + y ,  (~o + ~)]~ - ~ .  
1 

Das GIeichungssystem (47), (48), (49) ist daher gleichbedeutend mit dem 
Gleichungssystem 

(53)  1~ (h  �9 �9 �9 t~, )., ~/o; ~ .  �9 �9 ~ . )  = 0, ~ - I . . .  k + 2, 
M~thematiseh~ Z � 9  49.  2 
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wobei die Fuaktionen ]x definiert sind dutch die G]eichungen 
n 

(54) /~ = ~ ,  atx [7, + y, (~o + ~)], ~ = 1 . . .  k, 
1 

n n 

(55) t~+1 ( Z ,  ~ " -~ y ~ - - f - 1 ) % - l - 2 X , . y , 7 , - f - ( X v y ~ - l ) 4 ,  
1 1 1 

n 

(56) t~+2 = 27, [7, + y, (70 + 4)]~ - 42, 
1 

in welchen y, dutch y, ( t l . . .  t~) zu ersetzen ist. Auf Grund der Voraus- 
setzungen (1) sind die Funktionen ]~ in dem offenen Gebiet O, welches dtlrch 
das topologisehe Produkt yon To mit den beiden ttalbgeraden % > 0 und 4 > 0 
und dem gesamt~n (71 �9 �9 �9 7,)-Raum gebildet wird, definiert und nach allen 
/~-f-n + 2 Argumenten einmal stetig dffferenzierbar. Man hat bei festen 
t l . . .  tk und mithm auch festem Y l . . .  Y, 

~ y, 
(57) d],, = ~ ,  -g-~. [ d T , - - f - y , ( d 7 o - l - d 4 ) ] ,  ~ ~- l . . .  k ,  

1 

n ~ n 

(58) d h §  = 2 Z ,  y, d 7 , - t - - ( Z , y ~ - t - 1 ) d % + ( Z , y ~ - l ) d 4 ,  
1 1 1 

(59) dt~+~ = 2 Z', [7, + y, (70 + 4)] [d ~, + y, (d7o + d4)] -- 2 ~ d 4. 
1 

Wir wollen jetzt zeigen, dal~ in jedem Punkt yon O mindestens eine der 
Funktionaldeterminanten von /1 �9 �9 �9 ]~+~. nach k + 2 unter dell n + 2 
Argumenten 4, %, ~/1 �9 �9 �9 7, von bTull versehieden ist. Andernfalls giibe es 
n~mlich in O einen Punkt, in welchem die nicht s~tmtlich verschwindenden 
Koeffizienten c x . . .  ck+e sich so bestimmen lieBen, da~ identisch in den 
Differentialen d4, d%, d 7 1 . . ,  d7~ 

k + 2  

(60) X, ,  c~dl,, = 0 
1 

wird. Setzt man hier 

(61) d%.-- --y,(d7o--f-d4), ~ :  1 . . . n ,  

so wird 

(62) d/~ = o, ~ = 1 . . . k ,  d h + l  = (1 - Z ~ y ~ , ) @ o  - ( 1  + Z ,  y~)d,~, 
1 1 

d/~+z = --  2 4 d 4 .  

Man h~tte daher identisch in d% und d4 
n n 

(63) Ok+l(1 - -~Y' , .y ,e)d7o --/ck+2 24 -}- Vk+l (1 + ~ y 2 , ) } d 4  = 0 .  
1 
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Wegen (29) ware also Ck+l = 0 und mithin wegen (51) auch cl;+o = 0. Die 
IdentitAt (60) erhielte also die Gestalt 

(6.0 X~ c~ dl~ = o, 
I 

welehe fiir d~/o -- 0, d~ ~ 0 als Identiti~t in den Differentialen d~l �9 �9 d~. 
im Widersprueh zu der iiber die Matrix (2) getroffenen Voraussetzung steht. 

Damit ist festgeste]It, dab das Gleiohungssystem (53), wenn man 
tl �9 �9 tk, ), ~7o als die Yariablen betraehtet und ~/1 �9 �9 �9 7, als die Parameter, 
die Voraussetzungen des Satzes I und seines Zusatzes fiir jede besehr~inkte, 
abgesehlossene Punktmenge .4 yon 0 effiill~. Es bezeiehne nun R(:r 8), 
0 < :r < 8, den dureh die Ungleiehungen 

n 

1 

definierten beschr~nkten, abgeschlossenen Bereich des ( ~ i . . .  ~,)-Raumes. 
Man definiere den Bereich A durch die Gesamtheit derjenigen Punkte des 
Gebietes O, welehe den Gleichungen 

tk+l=O, 1,:+2=0 

geniigen, wobei der Punkt  (tl �9 �9 �9 t~; ~/1 �9 �9 �9 ~,) das topologische Produkt yon T 
und R(~, fl) durchliiuft. Nun ist dieses Gleichungspaar gleichbedentend mit  
dem Gleiehungspaar (48), (49), und diese Gleichungen bes~immen wegen 
(50), (29) V0 und )..als stetige Funktionen yon tl �9 �9 �9 tk; ~l �9 �9 �9 V,. Daher ' is t  
tier so definierte Bereich A in der Tat beschr~nl,~ und abgeschlossen. Der 
Zusatz zum Satz I liefert mithin zuniichst das Ergebnis: 

Im Bereich R(~, 8) besitzt die Gesamtheit derjenigen Punkte, welche 
vermSge (18) und (21) eine l~l~henschar bestimmen, die eine gegebene be- 
schri~nkte zweifaeh glatte Mannigfaltigkeit in unendlich vielen Pnnkten be- 
riihrt, den i~uBeren Inhal t  Null. 

Lii~t man jetzt ~ gegen Null und fl gegen unendlich konvergieren, so 
ergib$ sich der 

S a t z  VII. Im Eukhdischen (~1 - . .  ~ ) -Raum besitzt die Gesamtheit 
derjenigen Punkte,  welche vermSge (18) und (2l) eine Orizykelfl~chenschar 
bestimmen, die eine gegebene besehr~nkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit 
in unen41ich vielen P u n ~ e n  beriihrt, den iiul~eren Inhalt  ~ull.  

Auf demselben Wege, der yore Satz II '  zum Satz I I "  fiihrte, gelangen 
wit wegen (32) und (49) yore Satz VII  zu dem 

S a t z  VII ' .  Man bezeivhne den Pu~kt, in welchem alle Modctlkugeln e,i.n~r 
Orizykcl]l~chenschar die F, inheitskugel geme6~sam beriihrea, als den absolutely, 

2* 
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Punkt der 8ohar. Dann besitzt die. Oesamtl~zit de," absoluton Punkte der 
Orizykelfl~h~sdutren, welc~ ei~ gegebene beschrankte zwei/ach glatte Man~ig- 
/altigkeit in u~utlieh vielen Punkten beriihre~, au/ der Einhe~kugel den 
aufleren bd~alt Null. 

7) Wit kommen je t~  zu den entsprechenden S~.tzen in der sph~risehen 
Geometrie. 

Man projiziere die Kugel 

(66)  ,~-,, $2 _-- 1 
0 

vom Pnnl r~  

(67) $ o = 1 ,  ~ , = 0 ,  ~,= 1 . . . n  

aus stereographisch auf die Ebene 

(68) #o = 0. 

Bezeichnet man hn stereographischen Bflde die ~,-Koordinate mit y,., 
ergibt sich 

(69)  

8 0  

v ~  1 . . . n ,  
y ,  ~--- 1 _ / ~  o, 

2 

1~', y,. -- 1 2 y, 
, $ , , ~  ,, , ~,= l . . .n ,  

~ , y , +  1 1 + 1L't, y ~ 

n 

: o o (: + ~,, y;)' 

Wit erhMten also die sph~che Geometrie :nit dem K~mmungsmal3 I, indem 
wir dem ( y : . . .  y~)-Raum die Mallbes6mmung 

n 2 

ZI ~dY" 
(71) ds s = 4 

n 
(1 "b ~v" y~)' 

1 

aufpr~gen. 
Auf der Sphiiae (66) wird eine Schar konzentrischer Kugeln gegeben 

dutch die 8chnitte der Sphere mit der Ebenenschar 

" V;  (72) ~', ~/, $, + 2 = 0, -- : r/, ~ ~ ~l ~ , ~/,~, 
0 
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wobei 2 den inneren Parameter der Schar bildet, ~ = 0 der sph/irischen Ebene 
der Schar entspricht, und die beiden diametralen Mitte]punkte auf dex Spb ~ire 
die Koordinaten 

( 7 3 )  - v" v ,  , - - ,  ~,-~- O , l . . . r ~  

besi~zen. Dabei liegen der erste dieser beiden Mi~telpunkte und der Nordpo] 
der stereographischen Projektion bei positivem u yon (no + 2) auf 
entgegengesetzten, und bei nega~ivem auf der gleichen Seite der betreffenden 
Kugel der Schar oder, was dasselbe besagt, der sie tragenden Ebene (72). 
Die Einftihrung yon (69) in (72) ergibt als Gleichmag der Kugelschar im 
(y)-Raum 

f$ n 

2: l) 0. no(Z,y  - , )  + z , n , y ,  + 2 ( ,  ,y ,  + : 

F i i r  die Koordinaten der beiden Mittelpunkte im (y)-Ralma erh~It man aus (73) 
und (69) 

(75) - ';" ~" , , ~ , ~  1 . . . n .  

Dabei ]iegt der erste dieser beiden Mittelpunkte bei positivem Vorzeichen 
yon (~]o + 2) im Innern, mad bei negativem im.~uBern der durch die Glei- 
chung (74) bestimmten Euklidischen Modellkugel. 

Es sei nun auf der Sph~e  (66) eine beschrgnkte zweffache glatte Mannig- 
faltigkeit gegeben. Dann w~hle man das Koordinatensystem so, dab der 
Nordpol (67) der atereographischen Projektion nicht auf der Mannigfaltigkeit 
lie~. Dann bleibt sie in den stereographischen Koordinaten eine beschr~ukte 
zweifach glatte Mannigfaltigkeit, die dutch die Gleichungen (1) gegeben sei 
Wird die Mannigfaltigkeit im PunkCe t l .  �9 �9 t~ yon einer Kugel der konzen- 
trischen Schar (74) beriihrt, so finder das seinen Ausdruck in den Gleichunger 

(76) / x ( t , . . .  t~, 2; %, nl ---  %) = 0, ~ = 1 . . .  k + 1, 

wobei die Funktionen /x definiert sind dutch die Gleichungen 

0y, 
(77) 1~ = , ~ [ n , + Y , ( T o - ~ 2 ) ] ,  u = 1 . . . k ,  

1 

n _ _  2 n n 
(78) h + ,  (X,y~ 1)7o+ X, y ,n ,  + (X,y~ + 1)2, 

1 1 1 
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in welchen y, durch y,(tl . . .  tk) zu ersetzen ist. Der Fall, daft einer der beiden 
dutch (75) gegebenen lVIittelpunkte der Schar auf der Mannigfaltigkeit liegt, 
is~ dabei als Berfihrung mit der aus diesem Punkte bestehenden Nullkugel 
zu rechnen. Die Funktione,/~,  ~ = 1 :.. k -b 1, sind in dem offenen Gebiet 0 
des (t,)t, 7)-Raumes, welches dutch das topologische Produkt yon To mit der 
gesamten (2)-Geraden und dem gesamten 0?)-Raum gebildet wird, definiert 
und einmal stetig differenzierbar. Die Fnnktionen (77) stimmen mit den 
Funktionen (35) fiberein, w/ihrend die Funktion (78~ aus der Funktion (36) 
dutch Vertauschung der Koeffizienten yon 70 und 2 hervorgeht. Aus der ent- 
sprechenden Feststellung hinsiehtlich tier Funktionen (35), (36) ergibt sich 
daher dutch Vertauschung yon 7o und 2 das Resultat, daI~ in jedem Punkte 
yon 0 mindestens eine der Funktionaldeterminanten der (lurch (77), (78) 
definierten Funktionen / 1 . . . ] k + l  nach k-}-1 unter den n -k  1 Axgu- 
menten 70, 7 1 . . .  7. yon Null verschieden ist. 

Damit ist festgestellt, dab das Gleichungssystem (76), wenn man 
tl �9 �9 �9 tk und 2 sis die Variablen betrachtet und ~]o, 71 �9 �9 �9 7, als die Para- 
meter, die Voraussetzungen des Sa~zes I u n d  seines Zusatzes ffir jede 
beschr~inkte, abgeschlossene Punktmenge A des Gebietes 0 efffillt. Es sei 
nun R e i n  beliebiger beschr~nkter abgeschlosseuer Bereich des (7)-Raumes. 
Man definiere die Punktmenge A dutch die Gesamtheit derjenigen Punkte 
yon O, welche der Gleiehung 

/k+l = 0 

geniigen, wobei der Punkt (tl �9 �9 �9 tk; 70, 71 �9 �9 �9 7,) das topologische Produkt 
yon T und R durchl/iuft. Da darch diese Gleichung 2 als stetige Funktion 
yon tl �9 �9 �9 tk; ~o, 71 �9 �9 �9 ~7, bestimmt wird, so ist der Bereich beschr~nkt und 
abgeschlossen. Auf Grand des Zusatzes zum Satz I geleitet nunmehr genau 
derselbe Weg, welcher fiber den Sa~z II zum II '  ffihrte, zun~ichst zu dem 
Ergebnis: 

Ira Euklidischen (7o, 71- - -  7n)-Raum besitzt die Gesamtheit derjenigen 
Punkte, welchen vermSge der Gleichung (74) auf der Sphere (66) eine konzen- 
trische Kugelschar entspricht, die eine gegebene beschr~inkte zweifach glatte 
Mannigfaltigkeit in unendlieh vielen Punkten beriihrt, den /iu6eren Inhalt 
Null. 

Aus dieser Feststellung folgert man wegen (73) genau so, wie der 
Satz Ir" aus dem Satz II '  abgeleitet wurde, den 

Sa t z  VIII. Im splgirischen Raum besitzt die Gesamt~eit der Mittelp~nkte 
der konzentrischen Kugelscharen, welche eine gegebene beschr~inkte zwei]avh 
glatte Mannig/altigkeit in unendlich viele~ Punlcten beriihren, den aufleren 
Inhalt Null. 
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8) Die Ausfiihrungen dieses Paragraphen mSgen in den folgenden beiden 
Erg~nzungen, die unmittelbar einleuchten, ihren AbschluB linden: 

Satz  IX. Dieselbe Verall~emeinerun9, dutch welehe der Satz I I"  zum 
Satz II '" erweitert wurde, gilt {iir alle im lau]enden Paragraphen bewiesenen 
Satze, d.h. aUe diese Sgtze bleiben bestehen, we'an es sich nicht um eine be- 
schri~nhe zwei]ach glatte Mannigfaltigkeit handelt, sondern um endl ich viele 
mit beliebigen Dimensionenzahlen. 

Da bei einer Punktmenge yore aul]eren Inhalt Null dieser Inha]t auch 
bei Einbeziehung a]ler ihrer tiiiufungspunkte gleich Null bleibt, so ergibt 
sich endlich der 

Sa tz  X. Der Zusatz zum Satz I sowie alle S~tze des laufenden Para- 
graphen behalten ihre Giiltigkeit, wenn die Punktmengen, deren ~ugerer 
Inhalt laut Behauptung verschwindet, dutch Einverleibung a]ler ihrer 
Hiiufungspunkte abgeschlossen werden. 

w 

Die den iiquidistanten Fliichenscharen konstanten Kriimmungsmages 

angepaflten Koordlnatensysteme. 

1) Ist im n-dimensionalen Euklidischen Ramn eine Schar paral]eler 
Ebenen gegeben, so k6nnea wit das rechtwinldige Koordinatensystem so 
wKhlen, dab die Schar aus den Ebenen 

(I) xa----konst 

besteht. Man hat dann 

n 

(2) = + z v d x  = + t ( (  z ,  dx . 

Iat eine Schar konzentrischer Kugeln gegeben, so w~hle man ihren 
Mittelpunkt zum Anfangspunkt 0 des rechtwinkligen Koordinatensystems 
~I �9 �9 �9 ~ .  Es sei nun P ein yon 0 verschiedener Punkt mit den Koordinaten 
~1 . . .  $, und P'  seine Projektion yon 0 aus auf die Einheitskugel. Man 
projiziere diese stereographisch vom Punkte 

aus auf die Ebene 
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Sind dann ~x �9 .- ~ die. Koordmaten yon P' ,  und 0, x 2 . . .  x~ die Koordinaten 
des stereographischen Brides, so erh~ilt man entsprechend w 2 (69), (70) 

2 ~, I ,x ,  -i ~x, 
(4) x , =  1--z--~, , , = ~ . . . - , ~ : i =  ~ ,, ,, , ~, = , , ~ ,  v --- 2. . .n ,  

2 2 F 

(5) 

Setzt man 

(6} 

so hat  man 

(6') 

(7) 

ag 1 

= a ~ .  = [ d ( x t ~ . ) ]  d 8  2 ~ ~ 2 1 ' 2 

Da nun 

(8) Z,#~ 2 = 1 und mithin s = 0 
1 1 

ist, so ergibt die Einfiihrung yon (5) 

(9) ds 2 dx~ + x~ (1 2 )" 2 = ,, dx2. ,  ~ >  O. 

2 

Hierbei ist zu beaohten, dab im Falle 

(lo) ~ = ~8 . . . . .  ~ .  = o 

die Transformationsformeln (4) fiir ~1 ~-- 0 also ~1 = xl n b h t  definiert sind. 
Sonst ist die Transformation regul~ir, eindeutig und eindeutig umkehrbar. 

Der gegebenen konzentrisehen Kugelschar entsprioht die Ebenenschar 

x 1 = konsb. 

2) Es sei aufder  ~-dimensionalen Einheitssph~re, d. h. aufder  Obeff l~he 
einer (n + 1)-dimensionalen Kugel veto Radius 1 eine Sohar kon~entriseher 
n-diraensionaler KugeJn gegeben. Man wfi.hle die rechtwinkligen Koordinaten 
70, ~i �9 �9 �9 ~ so, da~ die Sphere die Gleiehung 

( n )  X , ~ ,  ~ = 1 
0 
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erh~lt,  und die beiden d iamet ra len  Mi t te lpunkte  der  konzenr Kugel-  
schar in die Schn i t tpunk te  der  ~o-Achse mi t  der  Sph/ire fallen. N u n  definiere 
man  zun~chst  die Koord ina t en  Yl �9 �9 �9 Y~, indem m a n  in der  s tereographischen 
Pro jekt ion  w 2 (69), {70) $,. durch 7,  ersetzt .  Man crh~lt  

" ( y 2  n, , v =  l . . . n ,  d s ~ =  ~ d ~  = 2 ,. ,, , . d Y e ,  �9 (12) Y, -= 1 - ~0 - 5 -  1 + y 1 

De r  auf  der  Sphiire gegebenen konzentr ischen Kugclschar  entspr icht  je tz t  
im R a u m  mit  den rechtwinkligen Koord ina ten  Yl �9 �9 �9 Y~ eine konzenSrische 
Kugelschar  um den Koord ina t enan fangspunk t  als Mittelpunk?5. E r se t z t  man  
je tz t  in den Gleichungen (4), (5), (7), (9) ~,, durch y,  und x i durch  x~, w/~hrend 
x 2 . . .  x ,  unge~indert s tehe~bleiben,  so werden die Y l  � 9  �9 Y ,  i n  die x 1 , x 2 . . .  x ,  
t ransformier t ,  und man  erh~ilt 

(13) x 1 = 

Y, (14) % - -  x '~ - y , '  

(15) ax7 + x7 2 = dx2.  

2 

X 1 > 0 ,  

~ :  2 . . . ~ ,  

Die Einf i ihrung in (12) ergibt  

; 
D u t c h  die Subst igut ion 

(17) x 1 = tg -~, 

erh/ilt man  schlielllich das Resu l t a t  

(18) ds2 = dz~ + sin2 ~ ( 2 d z~, 
\ 

2 

n 2 + z,, ,J 

n 

2 

0 < ;vl < zt, 

wobei xl  alle Wer t e  zwischen 0 und  r~ und  x ~ . . .  x,, alle reellen Wer te  durch-  
laufen. Wie aus der  im Anschlu]] an (10) gemach~en Fes ts te l lung hervorgeht ,  
s ind die Transformat ionsformeln  (13), (14) fiir 

(19) Y 2 = Y a  . . . . .  y ,  =~ O, Y l  > 0  

oder,  was wegen des ers ten  Gleichungssystems (12) gleichbedeutend ist, fiir 

(19') ~/2 = ~/a . . . . .  */, = 0, ~h --~ 0 
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nicht definiert. Sonst ist die Transformation regallgr, eindeutig und ein- 
deutig umkehrbar. Der gegebenen konzen~rischen Kugelschar entspricht 
im Modellraum (x 1 . . .  x~) die Ebenenschar 

(2r xl = konst. 

Diese Modellebenensehar stellt gleichzeitig aueh die Abstandsflgchen der 
dureh die Gleiehung 

x a = ~  

bestimmten sphiirisehen Ebene dar, welehe die beiden Mittelpunkte der 
konzentrischen Kugelschar zu Polen besitzt. Die konzentrische Kugelsehar 
kann nun gleiehzeitig aueh als Sehar der Abstandsfl~tchen zu dieser sphgrischen 
Ebene aufgefal3t werden. Es ist bei dieser Auffassung der Schar zweekm~i~ig, 

F 
xl = ~ -- xl zu setzen. Die Mal~bestimmaug (27) erhglt dann die Gestalt 

(1 (21) ds 2 = dx[ z + oos~ x 1 2 dx2. 
t l  2 

+27, ~ , /  ~ 
2 

Dabei erhglt die sph~isehe Ebene die Gleichung 
t 

x 1 ~ 0, 

wghrend die Sehar der Abstandsflgehen dureh die G]eichung 

t 
(21') x 1 - - - c = k o n s t ,  - - y < e < ~ , n  n .  

dargesteUt wird. 

3) Es sei im hyperbolisehen Raum vom Kriinmmngsma]~ - -1  eine 
konzentrische Kugelschar gegeben. Man wiihle das ModeU w 2 (29), (30) so, 
da]~ der gegebene Mittelpunkt der Kugelschar zorn Mittelpunkt der Einheits- 
kugel (29) wird. Der gegebenen konzentrisehen Kugelsehar entsprieht dann 
im ModeUraum (Yl �9 �9 �9 Yn) die Euklidische Kugelschar um den Koordinaten- 
anfangspunk~ als Mittelpunkt. Bei der Transformation (I3), (14), (15) erhiilt 
m a n  

n 

(22) x~ 9 , ~ ,  0 < xx < 1, 

Y, v = 2 . . . n ,  (23) ~" x~-v~ 

2 n 

lb 
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Die Einfiihrung dieser Gleichung in w 2 (30) ergibt 

Durch die Substi tut ion 

* = t g  h x: (26) x: T 

erh~lt man  schliel~lich das Resul ta t  

(27) d s ~ = d x~ + sinh 2 xi 2 
n 

+ Z~ z, g / 
2 

2) 2 rt 2 ~' 

+ 2~ t. x~ 2 

2 

xi > 0, 

wobei xl alle posit iven Werte  durchl~iuft und x e . . .  x~ alle reellen Werte.  F i i r  

(28) Y ~ = Y s  . . . . .  y ~ = 0 ,  y~ ~ 0  

sind die Transformationsformeln (23) nicht definiert. Sonst ist die Trans- 
formation regul i r  eindeutig und eindeutig umkehrbar.  Der gegebenen konzen- 
trischen Kugelschar entspricht im Modellraum ( X l . . .  x~) die Ebenenschar 

(29) x 1 = konst.  

4) Es sei hn hyperbolischen Raum vom Kriimmungsmat3 - - 1  eine 
Schar hquidistauter Orizykelfliichen gegeben. Man transformiere das Modell 

w 2 (29), (30) dutch reziproke Radien so in den R a u m  mit  den rechtwinkligen 
Koordinaten xl,  xe . . .  x~, dab die Einheitskugel in die Ebene 

(30) = o, 

ihr Inneres  in den Ha lb raum 

(31) x7 > o 

und der gemeinsame Beri ihrungspunkt  der Orizyke.lfl~chenschar mi t  der 
Einheitskugel in den unendlicb fernen Punk t  iibergeht. I m  so transformierten 
Modell geht die gegebene Orizykelfl ichenschar in die Ebenenschar  

(32) x~ = konst ,  kons t  > 0, 

fiber, und man  erhi l t  die Ma$best immung 

(33) ds 2 -  z~ I -~---~ ~ d x  v 2 3 ) .  

271 2 ~' 

s) Eine Ausfiihrung der kleinen Rechnung finder der Leser auch 1. e. z S. 230. 
Dabei ist x, Yl - �9 �9 Yn-1 durch x~, z z . . .  x~, ~o, ~l- �9 �9 ~n-1 dutch Yt- - �9 Y~, d8 durch 
d~ zu ersetzen und zu beachten, dab in der letzten Zeile unter dem vorletzten Summen- 
zeichen der Index 0 stehen muB anstatt des Druckiehlers 1. 
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Durch die Substitution 
* (34) x 1 ~- e ~' 

erhiilt man sehlieBlieh das Resultat  

- 2 x t  2 

2 
= d ~ + -  T -  

9. 

wobei die x 1 . . .  x, alle reelIen Werte durchlaafem 
Der gegebenen Schar gquidistanter Orizykelfl~hen entspricht die Ebenen- 

schar 

(36) x 1 = konst. 

5) Es sei endlich im hyperbolischen Raum mit dem Kriimmungsmal~ -- 1 
eine Schar von Abstandsfliichen einer Ebene gegeben. 

Man transformiere zungchst das Modell w 2 (29), (30) durch reziproke 
Radien so in den Halbraum 

(37) zl > 0 

mit den rechtwinkligen Koordinaten za �9 �9 �9 z,, dab die Einheitskugel in die 
Ebene 

(38) zl = 0 

iibergeht und die gegebene hyperbo]ische Ebene die Gleichung 

(39) z2 = 0 

erhglt. Danu eutsprechen den Abstandsfl~ichen der Schar im neuen Modell 
die Ebeuen 

(40) z~ + Jlzl = 0. 

Ferner hat  man fiir die hyperbolische Ma~best;mmung 

1 
(41) dsZ = z~ 1 " 

Setzt man bei Beriicksichtigung der Ungleichang zl > 0 
7g 

(42) zl  = z , , + l c o s ~ ,  z e = z , + l s i n r  z , + l > 0 ,  - - ~ < :  r  

so erhglt man 
z nq-1 

~ + ~o-~ , ~ ,  

41 Siehe Anmerkung ~), S. 27. 
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(45) 

dal] die Ebene 

und die Abstandsfl/ichen erhalten die Gleichung 

7g 
(44) ~ = k o n s t ,  - - ~ < k o n s t < ~ .  

Transformiert man jetzt  den (~ - 1)-dimensionalen Halbraum 

$,,+1 ~ 0 

mit den reehtwinkligen Koordina~en z 3, z 4 . . .  z~+ 1 durch reziproke Radien 
so in das Gebiet 

S,~ ,2  < i, 
2 

Zn+ 1 ~ 0 

in die Einheitskugcl iibergeht, so argibt sich 

1 ~ 7  o 2 
(46) ,~ ,. d z 7 ~ . 

2 

Man setze ferner 

(47) sinh Xl = tg ~. 
fig 

Dann ist wegen I~] < y Xl eindeutig und eindeutig umkehrbar dutch 

bestimmt, und man hat 

1 
cosh "2 x1 = 1 + sinh~ xl = 1 + tg~ ~ --  co8~ 

1 
(48) cosh xl = ~o, v" 

Ferner ergibt die Differentiation yon (47) 

d e  
(49) oosh x 1 d x I = cosS 

und bei Einfiihrung von (48) 

(50) eos 

Die Einfiihrung yon (46), (48), (50) in (43) ergibt seh]ieBlieh 

(;)'2 {51) d s  2 = d x [  + cosh2xl 2, d • , ,  

2 

wobei ~I alle reellen Werte durchli~uft, w~lrend der Punkt  (~2. �9 ~ )  auf 
das Innere der Einheitskugel (45) beschr~nkt bleibt. 

s) Siehe Anmerkung a). 
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Wie die Gleichungen (2), (9), (18), (21), (27), (35), (51) zeigen, erscheint 
die MaBbestimmung in den unseren Fl~benscharen angepal]ten Koordinaten- 
systemen stets in der Gestalt 

(52) = + d y, 

wobei man K auf die Werte 0, -- 1, -~- 1 beschr/in]{en kann, und G (%) 
eine Funktion yon xl bezeichnet. 

w 

Die Differentiation yon Obertl~ehenintegralen bei gegebener Mallbestimmung. 

1) Die nachstehenden Ausfiihrungen greifen vielfach auf Begriffe und 
S~itze zuriick, welche 1. c. 1 entwic]~elt worden sind, und welche ich daher, 
am Wiederholungen zu vermeiden, im wesentlichen als bekannt voraussetzen 
muff. Zun~iehst seien hierzu die folgenden Feststel]ungen vorausgesehickt: 

Wie aus der Erkliirung der Begriffe eines k-dimensionalen Grundgebildes 
(1 < k ~ • -- 1), einer k-dimensionalen regul~iren Ma'nnigfaltigkeit und eines 
~-dimensionalen regul~iren KSrpers im n-dimensionalen Raum unmittelbar 
einleuehtet, bleiben die definierenden Eigensehaften dieser Gebilde bei einer 
eindeutigen and eindeutig un~ehrbaren zweimal stetig differenzierbaren 
Transformation des ~-dimensionalen Raumes invariant, und die Gebilde 
gehen daher in ebenso]che im transfcrmierten Raum fiber. Die Definition 
dieser Gebilde ist also aueh unabh~ngig vom Koordinatensystem, sofern die 
in Betraeht kommenden Koordinatentransformationen eindeutig, eJndeutig 
umkehrbar und zweimal stetig differenzierbar sind. 

Ein k-dimensionales Grundgebilde im n-dimensionalen Raam (1 ~ k 
<: n -- 1) ist gemiil] der 1. c. 1 w 5 II geget)enen Definition auf ein k-dimen- 
sionales aehsenpara]/eles Parallelotop eines k-dimensionalen Parameterraumes 
mit den rechtwinkligen Koordinaten t l . .  �9 tk eindeutig, eindeutig umkehrbar 
und zweimal stetig differenzierbar bezogen. Damit ist das Grundgebilde 
nooh keine beschr~inkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit im Sinne yon w 2 (1); 
denn dazu fehlt noeh die Einbettung. Um diese zu erreichen, bezeichne man 
einen solehen Tell eines Grundgebildes, der einem ganz im Innern des Bezugs, 
parallelotops liegenden, zu diesem etwa /ihnliehen und konzentrischen 
Parallelotop entspricht, als ein eingebettetes Grundgebilde. Ein solches 
stellt dann auch eine beschr~nkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit dar, wobei 
das Innere des umfassenden Bezugsparallelotops, yon welchem ansgegangen 
wurde, als das yon der Definition geforderte offene Einbettungsgebiet To dient. 

Man bezeichne nun die Gesamtheit derjenigen Punkte einer Mannig- 
faltigkeit M, welche yon einera ihrer Punkte P um weniger als 3, ~ :> 0, 
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entfernt sind, als die O-Umgebung von P auf M. Dann gehSrt zu den 1. c.1 
w 6 I I I  S. 725, w 5 I I I  formulierten Definitionseigenschaften einer k-dimen- 
sionalen regulgren Mannigfaltigkeit M~ im n-dimensionalen Raum die folgende: 

Zu jedem Punkte P yon M~ gibt es ein 5p > 0 und ein k-dimensionales 
Grundgebilde G~, go daf  die ~p-Umgebung yon P a u f  Mk vom Innern yon G~ 
iiberdeckt wird. Da man erforderlichenfalJs ~ verkleinern kann, so daft an- 
genommen werden, daf  G~ ein eingebet$etes Grundgebilde und mithin 
such eine beschr~nkte zweifach glatte Mannigfaltigkeit ist. Da nun M~ 
beschr~nkt und abgeschlossen ist, so kann man unter den Kugeln mit dem 
Mittelpunlct P und dem Radius 6p gem~i~ dem Bo~ET.schen Satz schon endlich 
viele so ausw~hlen, daft M~ yon ihnen iiberdeckt wird. Also wird M ~ such 
yon den entsprechenden endlich vielen zweffach glattJen Mannigfaltigkeiten 
tiberdeckt. Da die endlich vielen k'-dimensionalen (1 =< k ' <  k) Rand- 
mannigfaltigkeiten einer k-dimensionalen regul/iren Mannigfa]tigkeit de- 
finitionsgemiif ebenfalls regulgre /d-dimensionale Mannigfaltigkeiten sind, 
so haben wit das Ergebnis, daf  eine k-diraensionale Mannigfaltigkeit ein- 
schlie[~lich ihrer s~imtlichen Randmannigfaltigkeiten niedrigerer Dimen- 
sionenzahl yon endlich vielen beschrgnkten zweifach glatten Mannig- 
faltigkeiten iiberdeckt wird, deren jede natiirlich die Dimensionenzahl der 
Mannigfaltigkeit besitz~, zu deren ~berdeckung sie verwendet wird. 

Wit sagen, eine k-dimensionale regulate Mannigfaltigkeit im n-dimen- 
sionalen Raum werde in einem ihrer Punkte yon einer dutch ihn gehenden 
( ~ -  1)-dimensiona]en Ebene beriihrr wenn diese die k-dimensionale 
Tangedtialebene des Punktes enth~It, oder wenn der Punl~t einer k'-diIhen- 
sionalen Randmannigfaltigkeit (1 ~ / d  < k) angehSrt, deren k'-dimensionale 
Tangentialebene in die Ebene fiillt, oder endlich, wenn der Punkr einer 
0-dimensionalen Randmannigfaltigkeit angehSrt, d. h. ein Eckpunkt ist. Die 
oben pr~zisierte ~berdeckung der regul~ren Mannigfaltigkeit durch endlich 
viele beschri~nkte zweifach glatte Mannigfaltigkeiten gew~hrleistet die 
Giiltigkeit des Satzes II" ' ,  w 2 und seiner Erweiterung Satz X, w 2. Dieser 
Sachverhalt l~i~t sich auch folgendermafen aussprechen: 

Yfan bezeichne eine Richtung in bezug auf eine gegebene k-dimensionale 
regul~re Mannigfaltigkeit im n-dimensionalen Euldidischen Raum ~fls,,eigent- 
gch singular", wenn die ~[annigfaltigkeit in unendlich vielen Punkten yon 
der zu dieser Richtung senkrechten (n -- 1)-dimensionalen Ebene im oben 
festgestellten Sinn beriihrt wird, and als ,,singular", wenn sie eigentlich 
singuli~r oder H~ufungsrichtung eigentlich singul~rer Richtungen ist. hlan 
markiere jede Richtung durch das Paar der beiden diametralen ,,Richtungs- 
punkte", in welchen die Einheitskugel yon dem parallelen Durchmesser 
geschnitten wird. Dann bilden au[ der Eint~eitskugel die Richtungspunkte der 
sinTdiiren Richtungen ei~e abgesc~lossene Punktmenge yore gufleren Inhalt Null. 
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2) Man pr~ge dem Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten x~ . . .  x, 
die MaBbestimmung 

~t 

(1) ds 2 = ~ a ~ , , d x z d x ~ ,  a~,, = a,,~, 

auf, wobei die Koeffizienten a~g ste~ige Funktionen yon x l . . .  x n sind, die 
Matrix einer positiv definiten quadratischen Form bilden und fiir # > 2 

(2) a la  -~ a.~,l = 0 

ist. 
Werden zwei im Punkte x l . . .  x, ansetzende Richtungen durch die 

Vektoren U und V mit den Komponenten Ul �9 �9 �9 u~ und vl  �9 �9 �9 %, repr~,sentiert, 
so hat man fiir den Winkel zwischen den beiden Richtungen, der mit 

2~ { v, v} 
bezeichnet werden mSge, in der Euldidischen Mal~bestimmung die Formel 

n 

1 ' (U, V) (3) cos 2;  {V, V} = 
. ~ v  ~ 

wobei das Klammersymbol wie ~blieh das hmere Prod~&t der beiden ein- 
geklammerten Vektoren bedeutet, und den Quadratwurzeln hier wie fortan 
al len Quadratwnrzeln das positive Vorzeichen beizulegen is~. 

Man definiere nun das innere Produkt der Vektoren U, V in der MaIL 
bestimmung (1), das mit 

(4) (u, V) 

bezeiehnet werden mSge, durch die Gleichung 
n 

(5) (Y, V) = ~la~tazguzv~,.  

Dann hat man fiir den in der MaBbestimmung (1) gemessenen Winkel zwischen 
den Vektoren U und V, d e r m i t  

(6) 2~ { V ,  

bezeiehnet werden mSge, die Formel 

(7) cos 2~ {/7, V} = (u, v) v(v-m 
Durch die Gleichungen (2) wird daher sichergestellt, dal~ der Einheitsvektor 
der xl-kchsenrichtung, d.h.  der Vektor mit den Komponenten ul ~ 1, 
uz = us . . . .  u~ = 0 dann und nur dann zu einem anderen Vektor in der 
Mallbestimmung (1) senkrecht steht, wenn das auch in der Euklidischen 
Mal~bestimmung der Fall ist, d. h. wenn dessen erste Komponente verschwindet. 
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3) Es sei nun im Euklidischen Modellraum mit den rechtwin'ldigen 
Koordinaten xl �9 �9 �9 x~ M~, 1 ~ ~ ~ n -- 1, eine k-dimensionale regul~re 
Mannigfaltigkeit, in bezug aufwelche die xrAchsenrichtung nicht singular ist. 
Dann gibt es also nur endlich viele Werte yon ~, ffir welche Mk im oben 
ertd~rten Sinn yon der Ebene xl = ~ beriihrt wird, und in jeder dieser Ebenen 
finder die Beriihrung nut in endlich vielen Punkten start. Diese Werte yon 

sollen als die ,,Ausnahmewerte" bezeichnet werden. 
I)ieses vorausgeschickt -- gelten die folgenden S~itze: 

Sa tz  XI. Es bezeivhne v? eine stetige ~unktion au] M~. Dann ist das 
Integral 

]iir aUe Werte yon ~, insbesondere also auch einschlie~lich der endlich viele~ 
sogenannten Ausnahmewerte, bestim,mt und als Funktion yon ~ stetig. Dabei 
bedeutet ds k das k-dimensionale Fldchenelement iv der Maflbestimmung (1) und 
M~:(x 1 <= ~) denjenigen Tell van Mk,  ]iir weIdlen xl <= ~ ist. 

S a t z XII.  Abgesehen yon den endlich vielen sogenannten Ausnahmewerten 
yon ~ gilt ]erner noch /iir 2 <-- k <-- n -- 1 

(9)  d-7 v/risk = , 
cos ,~ ( x~, ~ } 

Mk(x~ ~ D ~Ik(zt = D 

und der durch diese Gleichung dargestellte Di/]erent~alquotient des Integrals (8) 
ist als Funktion vo~ ~ an der betrachteten Stelle stetig. Dabei bedentet M k ( xl : ~ ) 
den Schnitt vo~ Mk nvit der Ebene Xx = ~, welcher gemafl 1. c. 1 w 6 III  (13) 
aus endl~h vielen regulgren (k --  1)-dimensionalen Mannig]altigkeiten besteht, 
die ~ur Randpunkte miteinander gemein haben k6nnen. Ferner bedeutet T die 
in der Maflbestimmung (1) senkrechte Proje~ion des ~,inheitsvektors der 
xx-Achsenrichtung au] die k-dime~sionale Tangentialebene yon M~. Da voraus- 
setzungsgem~i~ in keinem Punkte yon M~ die k-dimensionale Tan- 
gentialebene in die Ebene x~ = ~ f~llt, so ist der EinheitsvekCor der 
x~-Achsenrichtung in keinem Punk~e zur ]~-dimensionalen Tangentialebene 
im Euklidischen Sinn orthogonal. Nach der oben gemachten ~eststellung 
steht also auch in keinem Punkte yon M~ der Einheitsvektor der x~-Achsen- 
richtung zur k-dimensionalen Tangentialebene in der MaBbestimmung (1) 
senkrecht. Daher verschwindet der VekCor T nirgends, trod der Win~el 

r} 

ist mithin iiberall bestimmt und yon einem Rechten verschieden. Da endlich 
gems 1. c2 w 6 I I I  (11, 12) die/r Tangentialebene einer k-dimen- 
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sionalen regul~ren Mannigfaltigkeit sich mit dem Beriihrungspunkte stetig 
~ndert, so gilt das auch fiir die Projektion ~r. Mithin ist auch 

(11) cos ,~  {xl, T} 

auf M~ stetig, yon Null verschieden und zwar, wie die Gleichung (43) zeigen 
wird, positiv. 

Dem Beweise der Siitze XI und XII,  welche der iafinitesimalen An- 
sehauung freilioh ohne weiteres einleuohten, seien die foIgenden elementaren 
Ausfiihrungen vorausgeschickt. 

4) Es seien V1. .  �9 V~ k linear unabh~ingige Vektoren fin n-dimensionalen 
Euklidischen Raum. Man bilde die O~Awsehen Determinanten 

(v~,. v,) ::: (vl, v~) 
( ! 2 )  D . . . .  - 

I (v,~,. v.2) ;;; (v~, v~) 
D 1  ~ " ' ~  (in) 

Es sei ferner 
k 

d i e  senkrechte Projektion yon ]71 auf das yon den Vektoren V u . . .  V~ auf- 
gespannte lineare VekCorgebilde, so daft man also hat 

k 

(L, r . )  = 0, ~ = 2 . . . k ,  

(15) 

(16) 
und mithin 

(17) (Y1, L) -~ (L, L). 

Multipliziert man in der Deterrainante (12) Ffir # = 2 . . .  k die/~-te Zeile 
m i t c  a und subtrahiert sie yon der ersten, so erh~ilt man wegen (15), (16), 
(17), (13) 

(18) D = ( L , L ) D  1. 

Diese Gleichung l~i~t leicht erkennen, daft die GaA~,~sche Determinante 
yon k linear unabh~ingigenVekCoren positivist,  und zwar gleich dem Quadrat 
des Inhalts des yon den Vektoren als Kanten gebildeten k-dimensionalen 
Parallelotops. Da nfimlich Z wegen der linearen Unabh~ngigkeit der VekCoren 
Vt, V 2 . . .  V~ nicht verschwinden kann, und (L, L) das Quadrat der Hbhe 
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des Parallelotops auf dem yon den  k ~ 1 Vektoren V 2 . . .  Vk als Kanten 
gebildeten Grundfl~henparallelotop darstellt, so zeigt (18), dab die beiden 
zu beweisenden Behauptungen fiir k Vektoren zutreffen, wenn sie Fdr k - I 
gelten. Da sie nun fiir k -= 1 offenbar giiltig sind, so sind sie damit fiir 
jeden Weft yon k bewiesen. 

Besteht abet zwischen V 1 . . .  Vr eine tineare Abh~ngigkeit, so besteht 
dieselbe auch zwisehen den Zeilen der O~Am~schen Determinante, und 
diese versehwindet mithin. 

Es sei nun E ein weiterer yon blall verschiedener Vektor und T seine 
senkrechte Projek~ion alff das yon den linear unabh~ngigen Yektoren V1 ... V~ 
aufgespannte lineare Vektorgebilde. Dann hat man 

k 

(19) T = Z,. ~,.V,, 
1 

(20) g = T + P, 

(21) (P, V,,) ---- 0, v =  1 . . . k ,  

und mithin 

(22) (E, T) -= (T, T). 

Es sei ferner 

(23) T ~ 0. 

Dann ist entsprechend (3) 

(24) cos 2I  {E, r }  = (E, ~') 

und wegen (22) 

(24') cos 2 i  {2, T} = ~ T) 
(f~,  E) 

Hieraus folgt zun~chst 

(25) cos 2 i  {•, r }  > o. 

Es gelte endlich 

(26) (2 ,  v,,) = 0, ~ = 2 . . .  k. 

Da,  n ist wegen (20), (21) auch 

(27) (r ,  ~'.) = o, /x = 2 . . . k .  

Ist jetzt flL die senkrechte Projektion yon T auf die den Vektor L tragende 
Gerade, so hat man 

(28) r = ,eL + W, 

(29) (W, L) = 0. 
3* 
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Aus (16), (27), (28) fo]gt 

(3o) ( w ,  v~) = o, ~, = 2 . . .  k, 

und mithin wegen (15), (29) 

(31) (W, V,) = o. 

Wegen (30), (31), (19) ist aucb 

(32) (W, T) = 0 

und mithin wegen (28), (29) 

(w,  w)  = o. 

W = 0  

Also hat man 

(33) 

und wegen (28), (23) 

(34) r = ~L, ~ =~ 0. 

Die Einfiihrung in (24) ergibt 

(E, Lp 
(35) cos 2 ,~  (E, T} --~ (E, E) (L, L)" 

Nun ist wegen {15) und (26) 

(36) (E, Z) = (E, Yz). 

Man erh~lt daher 

(37) cosS ~ {E, T} = (E, VIP 
(E, E) (L, L) 

und bei Einfiihrung yon (18) 

(38) cos2 21 {E, r} = (E, v,)~D, (E, E) D ' 
wobei gem~i~ (25) 

(39) cos z~ {E, T} > 0 
ist. 

Von diesen Formeln zur Bestimmung des Winkels zwischen dem Vektor/~' 
und seiner senkrechten Projek~ion auf das von den Vektoren lz z . . .  V~ auf- 
gespannte lineare Vektorgebilde, welche unter den Voraussetzungen (23) 
und (26) gelten, wird in der Folge Gebrauch gemacht werdea. Zun~ichst 
bedarf es noch einer Veral]gemeinerung. 

5) Man betrachte in der Mal3bestimmung (1) Vektoren, welche Richtungen 
repriisentieren, die in einem Punkte x 1 . . .  x~ ansetzen, und bediene sich der 
Bezeichnungsweise (4), (5), (6), (7). Dann gilt, wie gezeigt werden soil, die 
der Gleichung (18) entsprechende Gleichung 

(40) D = (L,L) D~. 
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Dabei ist L durch die den Gleiehungen (15), (16) entsprechenden Gleichungen 
k 

(41) V~ = X~ ~. V. + L, (L, V.) = o, ~ = ~ . . .  k, 
2 

bestimmt, und D und/)--1 gehen aus D und D1 hervor, indem man in den de- 
finierenden Determinanten (12) und (13) die gewShnliehen inneren ProdukCe 
dureh die in der Mal~bestimmung (1) definierten, mittels ~berstreiehung der 
Klammersymbole bezeichneten inneren Produkte ersetzt. 

Es bezeiehne ferner T die in der Mal~bestimmung (1) senkreehte Pro- 
jektion des Vektors E auf das yon den k linear unabh~ingigen Vektoren V1... V~ 
aufgespannte lineare Vektorgebilde. Es sei 

(42) ~ ~: 0. 

Dann ist, wie ebenfalls gezeigt werden soll, 

(43) 

Grit endlich 

(44) 

so hat man 

cos 2~ {~, r-) - V ~ ,  z) r  >o. 

(45) 

(~, ~ . ) =  0, ~ = 2 . . . k ,  

~os~ Z {~, ~} = (E, v,) 2 - -  j 

(E, m) (L, L) 

cos~ 2~ (E, ~} _ (~, u2_~. 
(re, m) D 

Man transformiere bei festem xl . . .  x~ die uv linear so in die 

(46) 

Beweis. 

u v, v - - - - l . . . n ,  dab 
n n . 2  

1 1 

* wird. Dann gilt, wenn die v, aus den v, durch dieselbe Transformation 
hervorgehen, aueh 

(47) (U,  V)  .-~ Z ~ s a a , , u ~ v , ,  ---- 2~ ,u i  , .  
1 1 

Das innere Produkt in der Maflbestimmung (1) geht also im transformierten 
Raum in das gewShnliche innere Produkt tiber, wodureh die auf Grund der 
Voraussetzungen (42), (44) zu bev~eisenden Gleichungen (40), (43), (45), (46) 
in die auf Grund der entsprechenden Voraussetzungen (23), (26) sehon be- 
wiesenen Gleichungen (18), (24'), (37), (38) iibergehen. 

6) Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum Beweise der Siitze XI  
und XII.  
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Im Euklidischen Modellraum mit den rechtwinkligen Koordinaten 
x l . . .  xn kSnnen die Richtungen der Achsen x 2 . . .  xn in bezug auf M~ 
singular sein. Da abet, wie oben am SchluB des Abschnitts 1 des laufenden 
Paragraphen festgestellt, die Gesamtheit der singul~ren Richtungspvnkte auf 
derEinheitskugel den ~inl~eren inhaltNull besitzt, so gibt es in beliebiger N~he 
jeder der Achsenrichtungen ~ . . .  x~ eine Richtung, die nicht singular ist. 
Legt man nun im Eukhdischen Modellraum senkrecht zu jeder dieser Rich- 
tungen durch den Koordinatenanfangspunkt eine ( n -  1)-dimensionale 
Ebene, bezeichnet mit x~ . . .  x~ die Abst~nde des Punktes (xl �9 . .  x~) yon 
diesen Ebenen und setzt x~ = x~, so gehen die x~ . . .  x~ aus den x 1 . . .  x~ 
durch eine lineare Transformation mit konstanten Koeffizienten hervor. 
Dabei darf dutch Einschr~nkung der Abweichung der gew~hlten nichtsingu- 
l~ren Richtungen yon den entsprechenden x~-Achsenrichtungen als bewirkt 
vorausgesetzt werden, dal] die Determinante der Substitution nicht ver- 
schwindet. Mithin sind die x 1 . . .  ~ und die x~ . . .  x~ dutch eine nicht aus- 
geartete lineare Transformation mit konstanten Koeffizienten aufeinander 
bezogen. Deutet man die x~ . . .  x~ als rechtwinklige Koordinaten in einem 
anderen Raum, so entspricht in diesem der Mannigfaltigkeit M~ eine Mannig- 
faltigkeit M~, welche gem~i~ der am Eingang dieses Paragraphen gemachten 
Feststellung ebenfalls eine regul~re k-dimensionale Mannigfaltigkeit darstellt. 
Nun entsprechen den Parallelebenenscharen, welche im (x')-Raum dutch die 
Gleichungen x'~ -~ konst, ~ ~- 1 . . .  n, dargestellt sind, im (x)-Raum Parallel- 
ebenenscharen, welche zu den entsprechenden nichtsingul~iren Richtungen 
senkrecht stehen, d. h. weder selbst M~ in unendlich vielen Punkten beriihren, 
noch H~iufungsscharen solcher ParaUelebenenscharen sind, welche M~ in 
unendlich vielen Punkten beriihren. Mithin sind im (x')-Raum die Achsen- 
richtungen in bezug auf M' nichtsingul~r. Es gelten daher fiir M~ die k 

M~ S~itze i. c. 1 w 8 VI (1), (2) G1. (114), (116). Es ist also fiir jede auf k stetlge 
Funktion ~ das Integral 

(48) dS k 

fiir alle Werte yon ~, d.h.  einschhefllich der endlich vielen sogenannten 
AusnahmesteUen, bestimmt und als Funktion yon ~ stetig. Dabei bedeutet ds'~ 
das Ellblldische k-dimensionale Fl~henelement im (x')-Ratun. 

Ferner gilt. fiir k :> 2 abgesehen yon den endlich vielen Ausnahmestellen 
Yon ~; 

(49) d-~ ~ risk -~- cos ,~  I x~, T '}  ' 
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und zwar ist der durch diese Oleichung dargestellte Differentialquotient des 
Integrals (48) als Funktion yon ~ an der betrachteten Stelle stetig. Dabei 
besteht der Schnitt 

aus endlich vielen regul~ren (k -- 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, welehe 
nut  Randpunkte miteinander gemein haben, T' bedeutet die senk~rechte 
Projektion des Einheitsvektors der x~-Aehsenrichtung auf die k-dimensionale 
Tangentialebene yon M~. Da voraussetzungsgem~l~ keine der endlieh vielen 
Ausnahmestellen yon ~ vorliegt, so f~llt das k-dimensionale Tangentialgebilde 
in keinem Punkte in die Ebene x~ = konst, oder mit anderen Worten, die 
x~-Aehsenriehtung steht nirgends senkreeht aufder k-dimensionalen Tangential 
ebene, und T' verschwindet daher in keinem Punkte. Mithin ist der Winkel 

iiberaU bestimmt, stetig, yon einem Rechten versehieden und sein Kosinus 
entsprechend (24'), (25) yon Null versehieden, und zwar positiv. 

Wit wollen nun zeigen, da~ 

d~ k (50) 

auf M~ eindeutig, bestimmt u~d stetig ist, wobei ds~ das ds'~ entsprechende 
Fl~henelement des (x)-Raumes in der Mal]bestimmung (1) bedeutet. Ist 
n~mlieh in der Umgebung des betreffenden Punktes die Mannigfaltigkeit M~ 
auf die Parameter tl �9 �9 �9 t~ bezogen dutch die Gleiehungen 

I = t (51) x, x,(t l . . . tk),  , = l . . . n ,  

so erh~ilt man fiir die entsprechenden Punkte von M~ die Werte yon x, durch 
die oben festgestellte lineare Transformation mit konstanten Koeffizienten. 
Man bezeichne mit V~, A =: 1 ~  k, den Vektor mit den Komponenten 

(5~)  ~ . . .  ~ 
0 t~ 0 t~ 

im (x)-Raum und mit V~ den entspreehenden Vektor im (x')-Raum mit den 
Komponenten 

0 _i; . ." 
Ot~ Ot~ " 

Dann sind zun~chst die k Vektoren V1. �9 �9 Vk und ebenso auch die k Vektoren 
V~. . .  V~ linear unabh~ngig; denn bei der DaxsteUung einer k-dimensionalen 
regul~ren Mannigfaltigkeit in der Umgebung einer SteUe kSnnen g e m ~  
1. c. 1 w 5 III  b die Parameter stets so gew~ihlt werden, da~ die Funktional- 
matrix den Rang k besitzt. Es mSgen nun D' und D; aus D und D1 hervor- 
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gehen, indem man in den definierenden Determinanten (12) und (13) die 
inneren Produkte dutch die im Euklidisehen (x')-Raum gebildeten inneren 

Produkte (V~, Vq) ersetzt, nnd D und D1 wie oben unter (44), indem man 

die in der MaBbestimmung (1) gebildeten inneren Produkte (Vp, Vq) einsetzt. 
Dann hat man 

(54) ds~ = ~/-~ dQ . . . dt~, 

(55 )  d s ~  = l / D ~ t l  . . . d t ~ ,  

(56) d~-~ 1/~ 

Dieser Ausdruek ist offenbar yon der Wahl des Parametersystems unabh~ngig, 

da bei einer Parametertransformation D und D' sich beide mit dem Quadrat 
der Funktionaldeterminante der Transformation multiplizieren. Da die 
Parameterdarstellung (51) einer regul~ren k-dimensionalen Mannigfa]tigkeit 
zweimal stetig differenzierbar ist, so ws dadurch afortiori auch die behauptete 
Stetigkeit des Quotienten der Fl~ichenelemente dutch (56) sichergestellt. 

Wegen x 1 = x~ ergibt sich nun der zu beweisende Satz XI aus dem 
zitierten, das Integral (48) betreffenden Ergebnis, indem man dort 

V~ 

setzt. Denn man hat 

( 8 )  ~ = v ~ - ~ 4 a s k  = I ~ ds'k. 
t t ~k (xl <-- D 

Es sei jetzt k ~ 2, und es liege keine Ausnahmestelle von ~ vor. Dann 
folgt aus (58) und (49) 

I i T M  (59) d-~ ~ v ~ - ~  dsl = , , cos z~ { zl, T'} 
t F r t 

J f ~ ( Z  1 ~ ~) Mk(z I ~) . K k ( z  1 = ~') 

wobei der dutch diese Gleichung dargestellte Differentialq uotient als Funktion 
yon $ an der betrachteten Stelle stetig ist. Ferner wird dann M~ yon der 
Ebene x~ = ~ nirgends beriihrt. Es kann daher, wie 1. c. 1 w 6 III  (13) (A) 
S. 727 gezeigt, in dieser Ebene das Parametersystem in der Umgebung jedes 
Punktes yon M~ so gew~ihlt werden, dab 
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wird. 
Mannigfaltigkeiten, aus welchen der Schnitt M~ (x~ = ~) 

41 

Mithin gilt auf den endlich vielen ( k -  1)-dimensionalen reguliiren 
besteht, ent- 

sprechend (56) 
~-~ _ r 

(6o) d4_~ 

Daher hat man 

f f (61) 'P DI/-D~[ cos 25 {~;, T'} -- ~/' - -  

Mithin ist wegen (59) 

~ eos A{xbT'}"  

(62) 

Nun ist wegen 

'(63) 

(64) 

(64') 

' f  I a ~  ~, risk = V' VD---~F~ ~o~ ~ Ix',, T'~ " 
~ (zl ~ D Mk (x[ = D 

O xl O Xl - 1, ~ = 0 ,  ~ = 9 . . . k ,  

a ~  az~ 
----1, - 0 - ~ = 0 ,  g = 2 . . . k .  otl 

s 

Bei der linearen Transformation mit konstanten Koeffizienten, durch welche 
der (z)-Raum und der (x')-Raum aufeinander bezogen sind, folgt natiirlich 
aus (63) nicht, daft die xl-Achse und die x~-Achse ineinander iibergehen. Man 
bezeichne im (x)-Raum den Einheitsvektor der xl-Achsenrichtung mit /~ 
und im (x')-Raum den Einheitsvektor der x[-Achsenrichtung mit E".  Dann 
gilt wegen (64'), (53) 

(65) (~",  v~)  = 0, g = 2 . . .  k, 

und wegen (64), (52), (2) 

(66) (Z, Vg) = 0, /~ = 2 . . .  k. 

F. erner hat man wegen (64'), (53) 

(67) (E", E") = (E", V~) = I 

und wegen (64), (52), (2) 

(68) (~, E) = (E, V1) = a l l .  

Nun ist T' als die senlrrechte Projektion von .g"  auf die k-dimensionale 
Tangentialebene von M E oder mit anderen Worten auf das yon den k Velrtoren 
V~ . . .  V~ aufgespannte lineare Vektorgebflde definiert und versehwindet, 
wie im Anschlu$ an (49) festgestell$ worden ist und iibrigens auch aus (67) 
unmittelbar hervorgeht, in keinem Punkt der Ebene x~ ~- $. In Verbindung 
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mi t  (65) sind damit die u (23) und (26) fiir die Giiltigkeit der 
Gleichungen (38), (39) sichergestellt, uad diese ergeben 

i t ~ t 

(69) cos~ A {~1, r ' }  = cos ~- 2~ {g", r '}  = (s", v,) ~, (~", E")D' ' cos 2~  {~;, ~'} > 0. 

Wegen (67) erhiilt man also 

(70) cos 2 ~ '  ' ~ "  ~xl, T'} = r  

Ebenso ist T als die in der Mai]bestlmmung (1) senkrechte Projektion yon E 
auf die k-dimensionaleTangentialebene von Mk oder mit  anderen Worten auf 
das yon den k VekCoren V1. �9 �9 V~ aufgespannte lineare Vektorgebilde definiert 
und verschwindet, wie im Ansch]u]] an (9) festgestellt und iibrigens auch aus 
(68) unmittelbar folgt, in keinem PunkCe des Schnittes x 1 ---- ~. In Verbindung 
mit  (66) sind damit die Voraussetzungen (42), (44) fiir die Giiltigkeit der 
Relationen (43), (45), (46) sichergestellt, tmd diese ergeben bei Einfiihrung 
yon (68) 

(71) cos ,~  {xl, T} = cos ,~  {E, T) = 1/  -, 
(L, L) 

(72) cos ,~  {x1,T} -- l / ~ - -  ~ .  

Die Einfiihrung yon (70) mad (72) in (62) ergibt die zu beweisende Gleichung (9), 
wobei die Stetigkeit des dureh diese Gleichung dargestellten Differential- 
quotienten a]s Funktion yon ~ sehon im Anschlufl an (59) festgestellt worden ist. 

Damit sind die ~qd.tze X I  und X I I  vol~tandig bewiesen. 

7) Wit wollen tmsere Formeln in einem Speziaffall etwas niiher aus- 
fiihren, und zwar 1rater der Voraussetzung, daJ~ die Mal3bestimmung (1) die 
Gestalt 

# 

2 2 (73) ds ~ a~dx~-{-a2.~,dx, , ,  a ~ > 0 ,  a 2 > 0 ,  n > 3  
r �9 

annimmt, wobei al und a2 stetige Funktionen yon x ~ . . .  x, bedeuten. 
Es bezeiehne im Eukhdisehen (x)-Raum T die senkrechte Projektion des 

Einheitsvektors E der xa-Achsenrichtung auf die k-dimensionale Tangential- 
ebene yon M~ oder mit  anderen Worten auf das lineare Vektorgebilde, welches 
yon den k dutch (64) d~finierten Vektoren V I . . .  V~ aufgespannt wird. 
Dementsprechend bezeichne 

2~ {~, T} = 2~ {2, T} 

den E~klidischen Winkel zwischen der xa-Aohsenriehtung mad ihrer Pro- 
jekCion T. Dann ist T dutch die Gleichungen (19), {20), (21) bestimmt. Ferner 
bleibt, wenn ~ keiner der endlich vielen Ausnahmewerte ist, fiir % ----- 

(74) T ~= 0. 
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Endlich gilt wegen (64) 

(75) (s V,,) = 0, ~,~ = 2 . . .  ]r 

Mit den Gleichungen (74), (75) sind die Voraussetzungen (23), (26) fiir die 
Giiltigkeit der Relationen (37), (39) sichergestellt. Man hat also 

(E, V~) 
(76) cos ,~  {x~, T} = cos ~ (Z, T} = 1/~E~) t/(L, L)'  

wobei L durch die Gleichungen (15), (16) bestJmmt ist. Nun ist wegen (64) 

(E, E)  = (s  V~) = 1. (77) 

Mithin gilt 
1 

(78) cos ~ {Xl, T} -- V (L, L) 

Ferner hat man gem~il~ (71) bei der Spezialisierung (73) wegen a l l  = a~ 

(79) cos ~ {xl, T} -- al 

Nun ist, da gem~i~ (64) die erste Komponente dec Vektoren V~ fiir/~ == 2 . . .  k 
verschwindet, fiir jeden Vektor U 

(80) (U, V,)  = a~(u ,  V~). 

Daher folgt aus (16) 

(81) (L ,  V , , )  = o ,  ,~, = 2 . . .  ~.. 

Diese Gleichungen in Verbindung mit (15) si~d der definitionsm~I~ige Aus- 
druck dafiir, dal~ Z auch in der Mal~bestiramung (1) derjenige Vektor ist, der 
die senkrechte Projektion yon V1 auf das yon den Vektoren ]72. . .  V~ auf- 
gespannte lineare Vektorgebilde zu ]71 erg~inzt. Mithin gilt bei der Speziali- 
sierung (73) 

(82) L = Z. 

Nun ist wegen (15) und (64) die erste Komponente yon L gleich 1. Die iibrigen 
Komponenten seien l u . . .  In. ]:)ann hat man 

(83) (L, L) = I + Z.,, l~ 
2 

und wegen (82) und (73) 

u 2 (84) (L, L) = (L, L) = (,t ~ § a~ ~.~ l ; .  

Aus (83) und (78) folgt 

(85) 2: ,  ~,~ = (L, L) - 1 = 2 ' ~,os 2 ~ {x 1, T} 1 = tg  ~ , ~  {x l ,  T} .  
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Bei Einfiihrung yon (84) in (79) erh~lt man 

(86) 
1 1 

oos 2I (| TI a~ 

und mithin wegen (85) 

Y 2 a~ ~-a~ 2 l ~  

(87) - + tg r } .  
cos 2I (xl, ~') a~ 

Hieraus folgt noch wegen (72), (73), da al 1 --=- a~ wird, 

und, da wegen (80) 
(89) D1 = a~ k-2 D1 

ist, 

(90) ~ - =  a~ -x ~/a[ + a~ tg 2 ~ {x 1, T} ~fD1. 

Hieraus folgt fiir das/r Fl~ichenelement in der MaBbestimmung 
(73) entsprechend (55) wegen (63) 

(91) ds----~ = ~/Ddtl  . . . d i e  = a~-l  ~/a~ + a~tg 2 ~ { x l , T  ) ~ / - ~ l d x l d t 2 . . . d t  k 

und bei festem xl wegen (89) 

(92) ~8--'--k--1 = ~ d t u .  . . d t ~  a~- '  ~ - ~  dt2.  . . d t~  = a k-1 ds~_l ,  
wobei ds~_l das Euklidische (k --1)-dimensionale Fl~chenelement bezeichnet. 

Gemii~ Satz XII gilt endlich, aogesehen van den endlich vielen Ausnahme- 
werten yon ~ bei der Mal~besti~mmng (73) wegen (87) 

d v 2 ds-kk = v 2 Va21 + a 2 (93) d-~ . 2 tg s ~ {xl, T} risk-1 

and bei Einfiihrung yon (92) 

(94) d~ ~2dsl, YJ a~ -1 ~]a~1 -{- a2" ' v .  - -  = 2 ~g zS lxl,  T} riSk-l, 

w~bei der durch diese Gleichung dargesteJlte Differentialquotient als Funktion 
van ~ stetig ist. 

Endlich sei noch festgestellt, dab von den fiir die Ma~bestimmung (73) 
abgeleiteten Formeln nut die letzten beiden Gleichungen (93) und (94) sich 
auf die u stiitzen, dab Mk eine regul~re k-dimensionale Mannig- 
faltigkeit ist. Alle tibrigen Gleichungen dagegen bediirfen lediglich der 
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Voraussetzung, dab M k in der Umgebung des befrachteten Punktes eine einmal 
stetig differenzierbare, den Gleichungen (64) geniigende Darstellung durch 
k Parameter mit einer Funktionalmatrix yore Range k zul~i~t, worin zugleich 
enthalten ist, dab die xl-Achsenrichtung nicht senkrecht auf dem k-dimen- 
sionalen Tangentialgebilde steh~. 

8) Z u s a t z  1 zu den  S~ tzen  XI  u n d  XII.  Die S~tze XI  und XII  
bleiben unver~ndert bestehen, wenn die Voraussetzung, dab die Riehtung 
tier xl-Achse nieht singul~ir ist, dahin eingeschr~nkt wird, dab sie nicht 
eigentheh singular ist. 

Bei der oben auseinandergesetzten Zuriielrfiihrung dieser S~tze auf die 
ira Abschnitt 6) des laufenden Paragraphen under (48) and (49) reproduzierten 
1. e. 1 bewiesenen S~tze wird n~imlieh nut  v o n d e r  letzteren Voraussetzung 
Gebrauch gemacht. Was nun den in der zitierten Arbeit durchgefiihrten 
Beweis anlangt, so wird dort hinsiehtlich der ersten Aehsenrichtung ebenfalls 
nut die Voraussetzung eingesetzt, dab die Riehtung nieht eigentlich singular 
ist. Hinsichtlich der iibrigen Aehsenrichtungen wird allerdings die volle 
Voraussetzung der Nichtsingularitii~ herangezogen, welche abet aueh in dem 
eben durchgefiihrten Beweise dutch die Auswahl der Achsen x ~ . . .  x', als 
erfiillt betrachtet werden kann. 

Z u s a t z  2 zu den  S ~ t z e n  XI  und  XII.  Selbst wenn die MaBbestim- 
mung (1) die Euklidische ist, and die Behauptungen der S~tze XI  und XII  
daher mit den Behauptungen der bier unter (48) und (49) reproduzierten, 
1. c. 1 bewiesenen Sgtze iibereinstimmen, bringen die S~tze XI  und XII  gegen- 
iiber den herangezogenen doeh einen X~ortschritt in Gestalt einer wesentliehen 
Einschr~nkung der Voraussetznngen. Denn die Forderung der vollen Nicht- 
singularit~it aller Aehsenriehtungen wird auf die nut  die erste Achsenriehtung 
betreffende und zudem noeh geringere Voraussetzung rednziert, dab die 
Riehtung nieht eigentlich singular sei. 

9) Es sei hn Raum mit den rechtwinkiigen Koor(tinar xl �9 �9 �9 x~ K ein 
regul~rer KSrper ira Sinne der Definition 1. e. 1 w 6 IV. Man bezeichne eine 
Riehtnng in bezug auf K als eigentlieh singul/ir, wenn sie in bezug anf eine 
der endlich vielen regulgren ( n -  1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, aus 
welehen der Rand yon K besteht, eigentlich singuliir ist, oder mit anderen 
Worten, wenn eine dieser Mannigfaltigkeiten in unendlieh vielen Punkten 
von den zu dieser Richtung senlrreehten Ebenen in dem im Abschnitt 1) des 
laufenden Paragraphen erkl~rten Sinne beriihrt wird. Man bezeichne eine 
Richtung in bezug auf K als singular, wenn sie eigentlich singular oder 
Hgufungsriehtung eigentlich singul~rer Riehtungen ist. Aus der am Schlul~ 
des Abschnitts 1) des laufenden Paragraphen gemachten Feststellung folgt 
dann, daft au] der Einheitskugel die Richtum, gspunkte der zu eiztem geyebenen 
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regulOz.en K6rper singul~ren Richtungen eine abqeschlossene Punktmenge yore 
au[3eren Inkalt Null bilden. 

Wir maehen nun die Voraussetzung, dab das Koordinatensystem so 
gewiihlt ist, dal~ die xl-Aehsenriehtnng zum gegebenen KSrper K nieht 
eigentlieh singul~ir liegt. Es gibt dann also nur endheh viele Werte yon $, 
die sogenannten ,,Ansnahmestellen", fiir welche eine der endlieh vielen 
(n --1)-dimensionalen regul~ren Mannigfaitigkeiten, aus welehen der Rand 
yon K zusammengesetzt ist, yon der Ebene x 1 = ~. ira oben bezeiehneten 
Sinn beriihrt wird, and fiir jeden dieser end]ieh vielen Werte yon ~ kann die 
Beriihrung nur in endlich vielen Punkten stattfinden. 

Es bezeichne nun 

(95) ~ = ~ ( x l . . .  x .)  

eine in K definierte stetige Funktion. Man definiere die Funktion ~ (~) dutch 
die Gleichung 

(96) ~b(~) = [ q~($, x 2 . . .  x,,) d x 2 . . ,  d xn, 

wobei K(zl  = ~) den Schnitt des KSrpers mit der Ebene x I ~ ~ bedeutet. 
Daan ist, wie 1. c. 1 w 8 I I I  bewiesen, fiir alle Werte yon ~, also insbesondere 
auch flit die sogenannten AusnahmesteUen, das Integral (96) bestimmt und 
stellt eine stetige Funktion yon ~ dar. Endlich gilt 

(97) ~ q~dxl . . .dx ,  = ~ ( ~ ) d ~ ,  
K a 

wobei ~ und fl so gewiihlt sind, daft fiir alle Punkte yon K 

(98) ~ =< xl =< fl 

ist. 
Dieser Satz ist zitierten Ortes zwar unter der st~irkeren Voraussetzung 

ausgesprochen, d ~  die Richtung der x~-Achse in bezug auf K nicht singular 
ist. Er gilt abet auch unter der hier angegebenen Voraussetzung, dab die 
Richtung nicht eigentlich singul~ir ist. Denn nut von letzterer Annabme wird 
beim Beweise Gebrauch gemacht. 

Ebenso wie (97) hergeleitet wurde, ergibt sich natiirlich auch fiir ~' > ~, 
und zwar ffir a//e diese Werte yon ~' 

(99) K(. ~<_~$,f dxl . . . dx~ = j  q~($) d$, 

wobei K(xa ~_ ~') denjenigen Teil yon K bezeichnet, in welchem xl _--< .~' ist. 
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10) Es sei nunmehr $' keine der endlich vielen sogenannten Ausnahme- 
stellen. Dann besteht gemi~ I. e. 1 w 6 IV (14) K(xl  < $') aus endlich vielen 
regul~ren K6rpern. Die endlich ,alden (~ -- 1)-dimensionalen regul~ren Rand- 
mannigfaltigkeiten dieser K~rper effiillen den Schnitt K(xl = ~') und die 
~unktmenge R(xl <= ~'), d.h .  denjenigen Teil des Randes R yon K, far 
welchen xl < ~' ist. Dabei kSnnen je zwei dieser endlich vielen regul~ren 
(n --1)-dimensionalen Randmannigfaltigkeiten nut  Plmkte gemein haben, 
die fiir beide wiederum auf dem Rande liegen, die also endlich vielen regul~ren 
(n --2)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten angehSren. 

Indem man auf jeden dieser KSrper alas GRrm~Tsehe Lemma6) anwendet 
und dann das Resultat fiber alle KSrper summiert, ergibt sich fiir eine in K 
einmal stetig differenzierbare Funktion Z 

(100) I Zc~ + .I Zdx~ '"dx"  
R(~t t ~ ~') K (zl = ~') 

= -g--~, d z l . . ,  dx~, 

wobei N die i~ullere Normale bezeiclmet and ds,~_l das (n -- 1)-dimensionale 
Euklidische Fl~chenelement. 

Gem~iJl (99) ist 

(I01) ~ ,  d x1... d x. = d ~ ~ .. 
K(~ , I~@)  ~ K(zl = D 

Mithin folgt aus (I00) 

I" ;(dz~...dx, ( 102) 

K ( x l  = ~') 

~- - -  X COS , ~  {X], N }  a Sn - 1 -t- ~ ~ ~--~1 " 

wobei der Faktor yon d$ unter dem zweiten Integral auf der rechten Seite 
gemi~lt der Feststellung (96) eine fiir alle Werte yon ~ stetige Funktion yon 
darstelK. 

Es sei nun RC_ 1 eine de'. endlioh vielen reguli~ren (~ -- l>-dimensionalen 
Mannigfaltigkeiten, aus welchen R ais Rand yon K zusammengesetzt ist. 
In bezug auf R~_ 1 ist dann die Richtung der xl-Achse afortiori nicht eigentlich 
singular und ~' afortiori  kein Ausnahmewert. Daher kSnnen wir auf R~_ 

~) Einen Beweis dieses Lemmas, der den hier geltenden Voraussetzungen angepaBt 
ist, findet tier Leser auch 1. e ~ w 9 I. 
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den Satz XII  in seine~ Spezialisierung ffir die Euklidische Mallbestimmung 
anwenden, wobei ffir 9 die Funktion 

(103) z cos {xl ,  

eingesetzt werde. Man erhiilt, da bier k -= n - 1 wird, 

d I I z ~176 {~'' N/dsn-~ (104) ~-$ Zcos ~{Xl ,  N}dsn_l : cos2~ {x,, T} ' 

R n -  1 (z t  ~ $') R n  -- 1 (z l  = ~') 

wobei T wie oben die Euklidisehe senkreehte Projektion des Einheitsvektors 
der xl-Achsenrichtung auf die ( n -  1)-dimensionale Tangentialebene von 
R~_ t bedeutet und dsn_~ das ( n -  2)-dimensionale Euklidisehe FI~chen- 
element. Wegen 

(105) cos ~ {xl, T} ---- sin ,2~ {xl, N} 

ergibt sieh nach Summation fiber a]le Randmannigfaltigkeiten R~_ x 

(106) d-~ I ~ c o s ~ { x l ,  N}ds~- i  = I zeotg2~{xl ,  N}ds~-~. 
R (zl ~--- }') R (zl = $') 

Dabei ist wegen (105) und (25) 

(107) sin ~ {xl, N} > 0 

und mithin 

(108) sign. (eotg ,~  {xa, N}) = sign. (cos ,2~ {x~, N}), 

oder mit anderen Worten, es ist ffir den Winkel zwisehen dem Einheitsvektor 
der xa-Aehsenrichtung und der ~ulleren Normalen der zwischen 0 und ~t 
liegende Weft zu w~ihlen. 

Dutch die Differentiation von (102) nach $' gelangt man bei Einfiihrung 
von (106) zu 

(109) d-~ z d x 2 . . - d x n  
K ( x l  = g ')  

= -  I z cot~ ,~  {Xl , N} ~8. _ 2 -4- I cg x d x . 2  . . . d x ~ .  

K ( z ~  = ~') K ( z l  ffi ~') 

Dabei ist auf der rechten Seite das erste Integral abgesehen yon den so- 
genannten Ausnahmewerten bestimmt und als Funktion yon $' stetig und 
das zweite ffir al]e Werte yon $'. Das Integral 

(110) ,(x ~= $,Z dx2 . . . dxn 

ist also als Funktion yon $' abgesehen yon den endlich vielen Ausnahmestellen 
stetig differenzierbar. Abet auch an diesen bleibt das Integral selbst gemii~ 
der unter (96) gemachten Feststellung stetig. 



Isoperimetrische Eigenschaft der Kugel. w 4. 11. 49 

11) Man setze 

(111) ~ (~) ---- ~ d x 2 . . . d x , .  

Dann stellt V~ (~) das EuMidische (n -- 1)-dimensionale Volumen des Schnittes 
des KSrpers K mit  der Ebene x 1 ---- ~ dar und ist gemii~ der unter (96) ge- 
machten FeststeUung f'tir aM Werte yon ~ stetig. 

Bezeichnet ~* das Minimum und fl* das Maximum von ~1 in K, so ist 
fiir ~ < ~ *  und ~ >  fl* 

(112) VE (~) = 0. 

Auf Grund der eben festgestellten Ste~igkeit yon VB (~) ist mithin 

(113) VB (~*) = VE (8*) = O. 

Da nun wegen der Definitionseigenschaft 1. c. 1 w 6 IV (d) eines regu]~ren 
KSrpers jeder Randpunkt  yon K H/~ufungspunkt yon inneren Punkten ist, 
so ist ~* die untere Grenze yon x 1 fiir alle inneren Punkte yon K und 8" die 
obere. Ist  daher 

(114) ~* < r < fl*, 

so gibt es einen inneren Punkt  P" ,  fiir welehen x 1 < ~ ist and einen inneren 
PunktP ' ,  fiir welchen ~1 > ~ ist. Gem~i~ der Definitionseigenschaft 1. c. 1 
w 6 IV (e) lassen sich nun P "  und P '  durch einen ganz im Innern yon K 
verlaufenden Weg verbinden. Also muff es auf der Ebene x 1 ---- r innere 
Punkte yon K geben. Diese sind a fo r t i o r i  auch relativ zur Ebene x 1 = 
innere Punkte  des Schnittes K ( x  1 = ~). Daher verschwindet im Interva]l 

(115) cr ~ r < 1~ 

V~(r nur an den SteUen ~* und ~*, welehe iibrigens offenbar auch za den 
sogenannten Ausnahmestellen gehiiren. 

Aus den unter (109), (110) gemachten Feststellungen ergibt sich ferner 
ftir Z -~ 1, daft abgesehen ~on den endlich vielen Ausnahmestellen 

(116) d V E (r 
dr 

bestimmt und stetig ist. 
Setzt man in (109) and (110) Z = x~, # = 2 . . .  n, so folgt, da/3 das 

Integral 

(117) K(~f=_ ~) x~,d x2 . �9 �9 d x,~ 

als Funktion yon ~ iiberall stetig und abgesehen yon den endlieh vielen Aus- 
nahmestellen aueh stetig differenzierbar ist. 

Es sei nun 

(118) a* < ~e < 8*- 
Mathematische Zeitschrift. 49. 4 
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Man bezeichne die Koordinaten des E aklidischen Schwerp unktes des Schnittes 
K(zl-= ~) mit m~($), /~ ----- 2 . . .  ft. Dann hat  man 

1 I xsd~ dx,, (119) m~(}) = V~(~) . " "  
/C(xz - ~) 

wobei der Nenner, wie eben festgestellt, nicht versehwindet. Die obigen 
Ausfiihrungen ergeben also: 

Die Koordinaten m~ (~), p ----- 2 . . .  n, des Schwerpunl~tes des Schnlttes, 
we]chen der regul~re Kfirper K mit der Ebene x 1 = ~ bildet, sind fiir 
~* < ~ < ~* als Funktionen yon ~ iiberall stetig und, abgesehen yon den 
endlich vielen Ausnahmestellen, auch stetig differenzierbar. 

w 

Die Abrundung nach dem Vorbflde yon Sehwarz ~). 

1) Es sei fiir n > 3 dem ~-dimensionalen Raum mit den rechtwinldigen 
Koordinaten u, Vl �9 �9 v~_ 1 die Mal~bestimmung 

n - - 1  
(1) ds2 = du~ + a2 E, dr ,  ~, n _ 3 

aufgepr~igt. Wir setzen ferner noch voraus, daft 

(2) a = G H  

ist, wobei 

(3) G = o ( ~ )  

eine stetige, positive Fnnktion yon u bedeutet, und 

(4) H = H (vl �9 �9 v~_ 1) 

eine stetige, positive Funktion yon v l . . .  v~_l. Es gelten also die Unglei- 
chungen 

(5) 0 > o ,  H > 0 .  

Es bezeichne .ira Euldidischen Modellraum mit den rechtwlnkllgen 
Koordinaten u, Vl � 9  vn_ 1 K einen reguliiren KSrper, in bezug auf welchen 
die Richtung der u-Achse nieht eigentlich singuliir ist, mad B den Rand 
Y o n  K .  

Auf jede der endlich vielen regtd~iren (~ -- 1)-dimensionalen Mannig- 
faltigkeiten, aus welehen R als Rand eines regul~iren KSrpers definitionsgem~il~ 

~) Vgl. H. A. SCHWARZ, ,,Beweis des Satzes, daft die Kugel kleinere Oberfl~che 
besitzt, als jeder andere KOrper gleichen Volumens". Gesammelte Mathematische 
Abhandlungen, Bd. II, S. 327--340. 
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zusammengesetz~ ist, wende man jetzt den Satz XI, w 4 f~ir ~ ~ 1 an und 
summiere iiber alle Mannigfaltigkeiten. So ergibt sich das Resultat, da~ 
das Integral 

(6) d s , _ l  

fiir alle Werte yon ~ bestimmt mad als Funktion yon ~ stetig ist. Dabei 
bedeutet ds,_: das ( n -  1)-dimensionale Fl~henelement in der Mal~- 
best, immung (1). 

Man setze jetzt voraus, daft $ keine der endlich vielen sogenannten Aus- 
nahmeste]len ist, s we]che eine der Randmannigfaltigkeiten des KSrpers K 
yon der Euklidischen Ebene u -~ $ in dem im w 4, Abschnitt 1) festgelegten 
Sinne beriihrt wird. Dann ergibt der Satz XII,  w 4 in der Spezialisienmg 
w 4 (93) fiir/~ ~ n -- 1 und ~ ---- 1, wenn man ihn wie bei der Herleitung 
yon (6) zun~chst auf alle ( n -  1)-dimensionalen Randmannigfaltigkeiten 
yon K anwendet und dann summiert, 

(7) ~ I d-s,-a = i ~l+a2tg2~{u,~d-ss,-.2, 

wobei ,~  {u, T} den EnMidischen Winkel zwischen dem Einheitsvektor der 
u-Achsenrichtung und seiner Euldidisch senkrechten Projektion auf die 
Tangentialebene bedeutet. Bezeichnet nun N die ~uBere Euklidische Normale 
mad ~ (u, N} den zwischen 0 und ~ gelegenen EuMidischen Winkel zwischen 
dieser und dem Einheitsvektor der ~-Achsenrichtung, so hat man wegen 
w 4 (25) 

(8) cos ~ {u, T} = sin ,~ {u, N} ) 0, 

(9) sign. (eotg ,2~ (u, N} = sign. (cos ,2~ {u, N}. 

Die Einfiihrung yon (8) in (7) ergibt 

.0, I -  1 d--~ d s, -a =- ]/1 -k- a2 eotg 2 .2~ {u, N} ~ , _  2. 

Dabei ist g e m ~  Satz XII,  w 4 der durch diese Gleichung dargesteUte Diffe- 
rentialquotient des Integrals auf der finken Seite an der betrachteten Stelle, 
d.h.  also allein mater Ausschlufl der endlich vlelen Ausnahmestellen, als 
Funktion yon $ stetig. Da das Integral selbst, wie unter (6) festgestellt, fiir 
aUe Werte yon ~ stetig und zwar monoton ist, so folgt 

(II) O=~ds,_a-~ de ~ fi§ 2Q~,_~., 
4~ 
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wobei 0 die Oberfl~iche des KSrpers K in der Mal~bestimmung (1) be- 
deutet, und 

(12) a*----Min(u) in K, ~ * - - M a x ( u )  in K 

gesetzt ist. Ferner ist dabei das innere Integral auf der rechten Seite abgesehen 
yon den endlich vielen Ausnahmestellen yon ~ bestimmt und als Funktion 
yon ~ stetig. 

Es sei ~ keiner der Ausnahmewerte. Dann hat man, da wegen w 4 (92) 
"ds._9. = a,]-gds._9 ist, wobei bier ftix a2 a = q H  einzusetzen ist, gem~iI~ 
der Ungleiehung von ScHwAaz s) 

(13) ~ ]/1 -F a2eotg 9 ~ {u, N} d s . _ ,  

----j.__ o(~) - - ~ - .  VH 2"-' + o(~), H'"-' ~otg~ Z~ (,,, U} a,._~ 

U [  ~ N . _ H"-leotg 2~ {u, }ds._2] . 

Das Gleiehheitszeichen gilt hierbei dann mad nut dann, wenn 

(14) /~(+1 �9 �9 �9 +.-1) cotg 2 i  {u, N }  

fiir u = ~ konstant bleibt. 
Aus der Gleichung w 4 (109) fiir Z = H " - I  erhglt man jetzt wegen 

OH 
(15)  0--u ---- 0 

bei Beriicksichtigung der t~bereinstimmung der Vorzeichenbestimmungen 
w 4 (108) und w 5 (9) 

(16) ~ Hn_lco tg2~{u ,N}ds ._2  = dJ(~) 
R(u----~) d ~  ' 

wobei 

(17) J(~) =x(u~ r Hu-  1 d r1 . . ,  dr._ 1 

gesetzt ist, und, wie w 4 mater (109), (110) festgesteilt, fiir alle Werte yon 
ste~ig und bis auf die endlieh vielen Ausnahmewerte auch stetig differenzierbar 
ist. Die Einfiihrmag yon (16) in (13) ergibt das Resultat: 

Es ist, abgesehen yon den endlieh vielen Ausnahmewerten, 

(18) a(.~r -F a '  cotg 2 • {u, N} ~._ .~  

__> a(~)--' ~ d~_,,]'+ a(~), ~-ar-/, 

s) E in  Beweis dieser Ungle ichung f inde t  sich auch 1. c. 1 w 4 I.  
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wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn der Ausdruck (14) 
fiir u = ~ konstant  bleibt. 

2) Bezeichnet V das Vohmen des KSrpers K in der Mal~bestimmung (1), 
so hat  man 

(19) V - -  ~ a " - I  d ~  d ~ l .  �9 �9 d ~ .  - 1  = ~ a (~)" - 1  H "  - 1  a ~  d ~ l . . ,  d.~. _ 1. 
K K 

Aus w 4 (96), (97) folgt daher, wenn 

( 2 0 )  ~ ~-~ a n - 1  = G m - l H  n - 1  

und mithin 

(21) qi(~) = G(~)n- 1K( J__$ )Hn-lt~vl...dv,~-,'-=G(~)'-IJ(~) 

gesetzt wird, das Ergebnis 
fl* 

(22) V ----- J" a(~) n-1 g(~) d~, 
a* 

wobei a* und l~* dureh (12) erkl~irr sin& 

3) Nunmehr spezialisieren wit welter, indem wir im Hinbliek auf w 3 (52) 

2 
(23) H (vl . . .  Vn-1) -- 1 -F Ks2: 

setzen, wobei K eine Konstante bedeutet. Ist  dabei K < 0, so wird der Modell- 
raum nur yon demjenigen Bereich des (u, v)-Raumes gebildet, der duroh die 
Gleiohung 

f t--1 
2 1 + K Z ,  v, > 0 

1 

oder gleichbedeutend 
v - 1  2 1 

(23') Z,,v, < ~-~ 
1 

bestimmt ist. Da K als regul~rer KSrper abgeschlossen ist, so besitzt die 
Funktion 

n - 1  2 
I + K  ~',v~ 

I 

in K ein Minimum, das mit d(K) bezeichnet werden mSge. Es gilt also f'tir al]e 
Punkte  yon K die Ungleichung 

n--1  

(23") 1 A- K Z~ v~ ~ d(K) > 0. 
1 
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Ist femer K ~e 0, so erhalt die MaBbest~mmung (1) dutch die Substitution 

1 

die Gestalt 

wobei 

r 

1 

H'~-  2 
K = - I  ,s 

ist. Wir k~nnen uns daher darauf beschranken, K die Werte 0, -- 1, + 1 
zu erteilen. 

Die Mal~bestimmung 

n - 1  2 
(24) d~2 _-- H~ Z ,  dv, 

besitzt das konstante Kriimmungsmal~ K und definiert daher je nachdem, 
ob K versehwindet, negativ oder positiv ist, im ( n -  1)-dimensiunalen 
(~)-Raum eine En]didische, hyperboIische oder sph~rische Geometrie. Jeder 
Bewegung des (o)-Raumes in dieser Geometrie entspricht im (u, ~)-Raum 
bei festgehaltenem u, da die beiden Ma~bestimmungen sich bei festem u nut 
um einen konstanten Faktor unterscheiden, in der Mal]bestimmung (1) eben- 
falls eine Bewegung, d.h.  eine ein-eindeutige Transformation des Raumes, 
welche die Mal]bestimmung invariant ]ii~t. Jeder Drehung des (.v)-Raumes 
um einen festen Punkt mit den Koordinaten % ---- c,, �9 ---- 1 . . .  ~ -- 1, ent- 
spricht dahet im (u, ~)-Raum bei festgehaltenem = in der Mal~bestimmung (1) 
eine Bewegung, bei welcher jeder Punkt der dutch die Gleichungen % = c~, 
v ----- 1 . . .  n -- 1 gegebenen geod~tischen Linie festbleibt, und die mithin 
als eine Rotationsbewegung um diese geodt~tisehe Linie alsAchse zu bezeichnen 
ist. kls Rotationsk~rper u m  diese Achse ist dementsprechend ein solcher 
K6rper zu bezeichnen, det  bei allen Rotationsbewegungen um die kchse in 
sich selbst iibetgeht. I)as ist offenbar damit gleichbedeutend, da/l jeder 
Sclmitt des K6tpets mit einer ]~uklidischen Ebene u ----- konst in der dutch die 
Ma~bestimmung (24) definierten Geometrie yon konzentrisehen Kageln 
begrenzt wird, deren Mittelpunkt die Koordinaten v, ---- c~, �9 ----- 1 . . .  n -- 1, 
besitzt. 

Wit nehmen jetzt als bewiesen an, da~ in der ( n -  1)-dimensJonalen, 
durch die Ma~bestimmung (24) definierten Geometrie die Kugel eine kleinere 
Oberfl~che besitzt als jeder andere regulate K6rper gleichen Volumens. Mit 
andeten Worten, wir setzen die isoperimetrische Eigenschaft tier Kugel in 
dieser Formulierung im (n -- 1)-dimensionalen Raum -- und zwar fiir K = 0 
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im Euklidischen, fiir K = -- 1 im hyperbolischen und fiir K = 1 im sph~i- 
schen - -  voraus. 

Man bezeichne im ( n -  1)-dimensionalen Euk]idischen, hyperbolisehen 
oder sph~rischen Raum die ObefflRche und das Volumen einer Kugel yore 
Radius r mit 

(25) O* =O*( r )  und V * =  V*(r), 

wobei diese Funk~ionen natiirlich noeh vonder  Dimensionenzahl and vom 
Kriimmungsmal~ abh~ingen, welches auf die Werte 0, -- 1, + 1 besehr~nkt 
sein mfge. Die FunkCionen O* (r) and V* (r) sind dann im Etfldidischen und 
hyperbolischen Fall f i i r r  ~ 0 definiert und versehwinden fiir r = 0. Im 
sphiirischen Fall dagegen sind sie nur fiir 0 <_ r ~ zr definiert, fiir r = 0 
verschwinden O* (r) und V* (r), w~Jarend f i i r r  = ~t O* (r) versehwindet nnd 
V* (r) gleieh dem Volumen des Oesamtraumes, d.h. also gleich der Oesamt- 
oberfliiche der Einheitskugel ira Euklidischen n-dimensionalen Raum wird, 
so dab man also hat 

(253 V*(~) = n / ~ ,  

wobei E~ das u der •-dimensionalen Euklidischen Einheitskugel 
bedeutet. Man betrachte jetzt die Oberfl~iche einer Kugel als Funktion ihres 
Volumens und setze 

(25") O* = O* [r*],  

wobei auch diese Funktion yon de~ Dimensionenzahl and yon dem auf die 
Werte 0, -- 1, + 1 beschr~inkten Kriimmungsmal3 abhiingt. Die Funktion 
O* [V*] ist im Euklidiselaen und hyperbolischen Fall flit V* ~ 0 definiert 
and verschwindet fiir V* = 0. Im sph~irischen Fall ist sie nur ffir 0 ~ V* 

n2~ definiert und verschwindet fiir V* = 0 und V* == hE. .  Bei Ein- 
s dieser Funktion l~l]t sich unsere oben gemachte isoperimetrische 
Voraussetzang dahin formulieren, da]] in dem (n -- 1)-dimensionalen, dutch 
die Mal]bestimmung (24) definierten, je nach dem Betrage des Kriimmungs- 
mal]es K Euklidischen, hyperbolisehen oder sph~rischen Raum fiir jeden 
regul~rea K6rper die Ungleichung 

(26) o > o* IV] 

gilt, wobei 0 und V Obeffl~iehe und Vohmaen des KSrpers bedeuten, and das 
G]eiohheitszeiehen aUein der Kugel vorbehalten bleibt. 

Zun~chst besteht durchweg die triviale G]eiehung 

(27) d V* O* 9), 
d r  

9) Siehe  1. c. z S. 221, G1. (75) u n d  1. c. z S. 770, G1. (83), (84). 
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und man hat mithln im Euklidischen und hyperbolischen Fall far r > 0 
und im sphiirischen far 0 < r < 

d O* 1 dO* 
(28) dV* = O* dr  ' 

# 0 "  1 d ( 1  dO*" I 
(29) dV*~ - - ~  b-~ d r / "  

Bezeichnet ferner En_ 1 das Volumen der (3 -- 1)-dimensionalen Euklidischen 
]~inheitskugel, so gelten im i n - -1  -dimensionalen Raum die Formeln lo) 

(30)  far K = 0, r > 0 ,  0 " =  (n - -1 )  En_ l r  n-2, 
1 dO* n - - 2  d ( 1 dO*~ •--2  

0 -'~ d - - T = - - 7 - - '  d-~ "~ dr  / = -  r2 , 

(31) far K =  - -1 ,  r > 0 ,  O* = (n - -1 )  En_l sinh ~-zr ,  
d ( 1  d O*~ • -- 2 

1 d O *  = i n  - -  2) cotgh r, ~ -~  dr ] = sinh ~ r '  O* dr 

(32) fiir K --: 1, O ~ r < ~, 0 " =  ( n - - 1 ) E n _ l s i n ' * - 2 r ,  

d { 1 dO*'~ n - - 2  
1 d O * =  (n -- 2) cotg r, ~ kb-~d-r - /  = sln~r" O* dr 

Die Einftihrung dieser Formeln in (29) zeigt, da~ in der Euklidischen und 
hyperbolischen Geometrie far V* > 0 und i n  der sph~rischen far 0 < V* 
< nE~ 

d~ O* 
(3 3) d v*~ < 0 

bleibt. Bezeichnet nun F i x  ) eine fiir x > 0 zweimal stetig differenzierbare, 
an der Stelle x -  0 noch stetig verschwindende Funktion, deren zweite 
Ableitung F"  (x) far x > 0 negativ bleibt, so hat man far es > 0, c.2 > 0 

c1 C2 

(3~) ~'(~ + ~) - ~ ( ~ )  - F ( ~ )  = ~ d~ ~ F"(~ + V)dr < 0. 
o o 

Hieraus folgt far l'~ > 0, V~ > 0 

(35) o* [v~ + v~] < o* [v~] + o * [ ~  

und durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung 

(36) fiir V ~ > 0 , , u = l  . . .  re, m>2,=  0*[2;  x ~,V~]<~x~,O*[V~*], 

wobei im sph~rischen Fall natArlich noch die Voraussetzung 

effiillt sein ran6. 

lo) Siehe Anmerkung 9). 
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Schreibt man in dieser Funktionalungleichung start der willkiirlichen V~ 
V~, so ergibt sich 

m m 

(37) fiir m ~ 2, V,,. > 0, /~ - ] . . .  m, O* [1~',, V~] < 1ZuO*, [V~], 

wobei in der sphiirischen Geometrie die Summe der V~, tiE, nicht iiber- 
schreiten daft. 

Es seien nun in dem durch die MaBbestimmung (24) definierten (n -- 1)- 
dimensionaten Euklidischen, hyperbolischen oder sph~rischen Raum m 
regul/ire KSrper mit den Volumina V~ und den Oberfl~chen 0 r, [z = 1 . . .  m, 
gegeben, yon denen je zwei nur Punkte gemein haben sotlen, die fiir keinen 
von beiden innere Punkte oder Randpunkte sind, die in1 Innern einer seiner 
reguliiren (n -- 2)-dimensionalen Randmannigfaltigkeiten liegen. Bezeiehnet 
dann V das Volumen tier Vereinigungsmenge dieser KSrper und 0 die Ober- 
fliiche, so hat man zuniichst 

m m 

(38) o=zoo . 
Auf Grund yon (26) erhiilt man 

I t  

(39) O. >-- O* [g~] und mithin O => ~,,,0" [g..]. 

Die Einfiihrung yon (37) ergibt fiir m > 2 
ft~ 

(40) 0 > O* [ ~  V,,] = O* [g]. 

Es gilt also auch in diesem FaUe 

(41) 0 >= O* [V], 

wobei das Gleichheitszeichen nut dann besteht, wenn es sich am einen 
einzigen KSrper handelt, und dieser eine Kugel ist. 

Mit diesem Ergebnis kehren wit nm~ zu unserer Ungleiehung (18) zuriick. 
Wir schicken voraus, dab im folgenden durchweg ~* < $ < ~* vorausgesetzt 
wird. Ist dann ~ keine der endlich vielen Ausnahmestellen, zu welchen 
auch ~* und /~* zu z~hlen sind, so enthMt der Schnitt K(u = ~), wie w 4, 
kbsehnitt 11) festgestellt, innere Punkte von K and besteht gemii~ L c. 1 
w 6 IV (13) aus endlich vielen reguli~ren ( n -  1)-dimensionalen KSrpern, 
welehe den Voraussetzungen der Ungleichung (41) geniigen. Bezeiclmet daher 
in der MaBbestimmung (24) O die Obeffliiche lind i7 das Volumen des Schnittes 
K(u --~), so hat man 

und mithin wegen (17) 

(43) Y = J(~). 
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Die Einfiihrtmg dieser Gleichungen in (41) ergibt 

(44~ ,~ o,~)H"-~dsn_~ > O* [J(~)] .  

Dabei gilt das Gleichheitszeichen dann und nut dann, wenn der Schnitt 
K(u ---- ~) aus einer einzigen VolIkuge] des (n -- 1)-dimensionalen (v)-Raumes 
besteht, und die Funktion O* ist, wie wiederholt werden daft, noch vonder  
Dimensionenzahl und dem Kriimmungsmal~ abh~ngig. 

Die Einfiihrung yon (44) in (18} und (10) ergibt, abgesehen yon den 
endlich vielen Ausnahmewerten yon ~, 

d 
(45) d-~ -1  - 

wobei beide Seiten als Funktionen yon ~, abgesehen yon den Ausnahme- 
stellen, stetig sind. Ebenso fo]gt aus (11) 

S dJ(~) 2 
>= _ (45') d_~, 

wobei der Inte~and,  abgesehen von den endtich vielen Ausnahmestellen, 
bestimmt und stetig ist. Das Gleichheitszeiehen in (45) fiir alle Werte von 
bis auf die endlieh vielen Ausnahmewerte oder, was damit gleieh- 
bedeutend ist, das Gleichheitszeichen in (45') gilt dann und nur dann, wenn, 
abgesehen von den endlieh vielen Ausnahmestellen, der Schnitt K(u = ~) 
in der Mal~bestimmung (24) dutch eine ( a -- 1)-dimensionale Vollkugel dar- 
gestellt wird, w~hrend ferner noch auf dem Schnitt der Ausdruck (14) konstant 
bleibt. 

4) Wit wollen jetzt zeigen, daI~ die im letzten Absatz festgestellten not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Gleichheits- 
zeiehens in der Ungleichung (45') dann und nur dann effiillt sind, wenn es sieh 
um einen RotationskSrper in der Maflbestimmung (1) handelt, dessen Achse 
dutch Gleichungen yon der Gestalt 

(46) % = c , ,  ~ =  1 . . . n - - 1  

bestimmt ist, wobei die c, Konstanten bedeuten, und dessen Schnitte mit den 
Modellraumebenen u = konst inderMal3bestimmung (24) (n -- 1)-dimensionale 
Vollkugeln sind. 

VoraussetzungsgemiiI] bildet, abgesehen von den endlich vieien Ausnahme- 
stellen, der Schnitt K(u = $) im (v)-Raum bei der Maflbestimmung (24) eine 
u Diese wird im (v)-Raum als EukIidischem ModeUraum ebenfalls 
durch eine Vol]lcagel oder dutch einen yon einer Ebene begrenzten ttalbraum 
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dargestellt. Da aber der KSrper K voraussetzungsgem~ im Euklidischen 
(u, v)-Raum regulRr und mithin auch beschr~inlc~ ist, so ist auch jeder Sehnitt 
K (u = 2) im Euklidischen (v)-Raum besehrRnkt. Daher wird, abgesehen yon 
den endlieh vielen Ausnahmewerten, jeder Schnitt K ( u  ~ 2) in dem das 
Euklidische ModeU bildenden (v)-Raum durch eine Vollkuge] dargestellt. 

Man bezeichne nun fiir all~ Werte yon ~ das Euklidische Volumen des 
Schnittes K(u ~ 2) mit VE(~). ])ann ist also 

( 4 7 )   vl...dvn_i. 
K(u~D 

Wie w 4, Absehnitt 11) festgesteUt, ist die Fun~ion YB (2) f~r aUe Werte yon 
stetig, abgesehen yon den endlieh vielen Ausnahmewerten auch stetig diffe- 
renzierbar und verschwindet im IntervaU ~* <: ~ ~ fl* nut an den Stellen ~* 
und fl*, die ebenfalls zu den Ausnahmewerten z:J~hlen. 

Man definier, e jetzt die Funktion e(~) dutch die Gleichung 

(48) Z n -  1 ~ (~)n- 1 = ~E (~), 

wobei E~-1 wie oben das Volumen der (n --1)-dimensionalen Euklidischen 
Einheitskugel bedeutet. Dann folgt aus den fiber VB($) gemachten Fest- 
steUungen, dais aueh o($) im Interval] ~* ~ $ ~ fl* nut an den Stellen a* 
und fl* versehwindet, fiir alle Werte yon ,$ stetig und, abgesehen yon den 
endlieh vielen Ausnahmewerten, stetig dffferenzierbar ist. 

Endlich definiere man im offenen Intervall ~* ~ $ < fl* die Funktionen 
m,($), u----- 1 . . .  n -  1, durch die Gleiehung 

(49) ~n,($) ~- VE (~) v, d v  1 . . .  dr,,_1. 

K (u  = $) 

Dann stellen die Funktionen m,($) die Koordinaten des Sehwerpunktes des 
Sehnittes K ( u  ~- ~) in dem das Euklisehe Modell bildenden (v)-Ranm dar 
and sind, wie w 4, Abschnitt 11) festgestellt, in ihrem offenen Definitions- 
intervall ~* -< $ ~ fl* ebenfalls fiir alle Werte yon ~ stetig und, abgesehen 
von den endlich vielen Ausnahmewerten, aueh stetig differenzierbar. Da 
nun, abgesehen yon diesen Ausnahmewerten, der Schnitt in dem das Eukli- 
dische Modell bildenden (v)-Raum dutch eine VolUrugel dargestel[t wird, so 
wird ihr Radius durch die Funlrtion Q (2) gegeben, w~hrend die Koordinaten 
ihres Mittelpunktes, weil dieser mit dem Schwerpunk't zusammenf~llt, durch 
die Funktionen m~(~) bestimmt sind. 

!st also ~ keiner der endlich vielen Ausnahmewerte, so hat die Oberfl~.ehe 
der Vollkugel, aus welcher der Schnitt K ( u  = $) besteht, die Gleichung 

( 5 0 )  X ,  - - ~ = 0 .  
1 
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Die Oberfl~che des KSrpers K hat daher, abgesehen von den endlich ~ielen 
Ausnahmewerten yon u, die Gleichung 

•--1 

(51)  P = F ( u ,  ~,~... ~_~) = ~ ,  (,,, - ~ , ( ~ ) ) ~  - e(~,)~ = o.  

Es sei nun ~' einer der endlich vielen Ausnahmewerte im offenen Intervall 
~* < ~' < fl*. Liegt dann der Punkt v * . . .  v*_ 1 im Innern der Kuge] 

n--1 

(52)  Z ,  (~,  - m , (2 ' ) )~  - q(~')~ = 0,  
1 

so liegt wegen der Stetigkeit der Funktionen m,(~) und e (2) bei geniigend 
kleinem [u -- 2' I der Punkt auch im Innern der bei festem u dutch (51) be- 
stimmten Kugel. Da bei genfigend kleinem yon Null verschiedenem [u - ~'[ 
u kein Ausnahmewert is*, so gehSrt daher bei geniigend kleinem yon Null 
verschiedenem [u -- ~'] der Punkt (u, v * . . .  V*_l) zum KSrper K, und da 
dieser abgeschlossen ist, so gehSrt auch der Punkt (~', vl*. . ,  va*_l) zu K. 
Also gehSren alle Punkte ira Innern der Kugel (52) zu K und mithin wegen der 
Abgeschlossenheit yon K auch ihre Oberfliiche. Ebenso schlieflt man, daB, 
wenn der Punkt vl* . . .  v*~_l im .~ul~ern der Kugel (52) liegt, alle nicht auf 
der Ebene u = 2' gelegenen Punkte des (u, v)-Raumes in einer gewissen Um- 
gebung des Punktes (2', v ~ . . .  vn*x) dem KSrper K nicht angehSren. Der 
Punkt (~', vl* �9 �9 �9 v*_l) kann daher nicht Hiiufungspunkt yon inneren Punkten 
yon K sein. Gem~i~ der Definitionseigenschaft 1. c. 1 w 6 IV (d) m u~ aber jeder 
Punkt eines regul~ren KSrpers H~iufungspunk~ von inneren Plmkten sein. 
Also geh5rt der Punkt (~', vl*. �9 �9 v*_l) nicht zu K. Damit ist gezeigt, dal~ 
die Gleichung (51) auch an den endlich vielen Ausnahmeste]len yon u zwischen 
m* und fl* die Oberflllche des KSrpers K darstellt. An den Ste]len u = ~* 
und u ----- fl* ~ t  die Gleichung (51) dagegen zun~ichst iiberhaupt nicht definiert. 

Es sei aun u keiner der endlich vielen Ausnahmewerte. Da die Funktion 
F(u, v l . . .  v._l) im Aui~ern der Schnittkugel (51) positiv und im Innern 
negativ wird, so erhifit man 

(53) 

~o~ , ~  { ,~ ,N}  = 

OF 
Ou 

V( .1 OF 2 [OF~ + 

OF 
0 v~ 

V( ,,_1 OF ~ ~OF~2 + 
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und entsprechend der Yorzeichenbestimmung (9) 

OF 
Ou 

(54) cotg ~ {u, N} = + V z ,  ~y~, ! , , - 1  (0F~ 

Nun ist 

(55) 

(56) 

Mithin ist 

n - 1  n - 1  

N J  = 4 , ~ "  (,,, - ~,(,,))~ = 4 o (,,)', 
1 1 

n - 1  

OF - -  2 ~ 0' ,  - -  ~,(~))  ~" (~) - -  2 0 (~) 0'(~) .  
1 

n - 1  

(57) c o t g  {~, N }  e(u) 1 

Da der Ausdruck (14) voraussetzungsgemii~ eine Funktion von u darsteUen 
noll, so hat man, wenn diese mit q(u) bezeichnet wird, 

(58) H cotg ,~ {u, N} = q (~.0. 

Die Einfiihrung von (23) und (57) ergibt 

(59) I ,  2 ~ :  (u) (v, - ~ , (u ) )  § 2 e (u) e' (~) + q(u) e (u) 1 + K , ~ = 0. 
1 

Setzt man zur Abktirzung ,~  = m,(u), m: = m:(u), e = e(u), e' = e'(u), 
q = q(u), und subtrahiert die mit Kqe multiplizierte Gleichung (51) yon der 
Gleichung (59), so ergibt sich 

( - - '  ) ( ) 
1~ , , 2 (60) , 2 ( m : + K , / e m ~ ) v , +  2 e o - - Z ,  2m~m,. + Kqe 0 2 -  ,.m~ 

+ q ~ = O .  
Es sei jetzt 

(61) K - t  o. 

Man definiere die Funktion mo = m o  (u) dutch die Gleichung 

+ K(O~-- "-1 1 l rn,) 
(62) ~ o  = 2 

Dann erh~It die Gleichung (60) die Gestalt 

n - 1  2 t 
(63) •, 2 (m: § Kq era,) v, § ~- (m 0 + K,/emo) 

1 
= 0 .  
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Diese Gleichung stellt bei festem u, wenn sie nicht identisch verschwindet, 
ira (v)-Raum eine Ebene dar, was unm6glich ist, da auf ihr alle Punkte der 
Kugeloberfl~he (51) liegen miillten. Also hat man die Gleichungen 

(64) m~ + Kq~mo = O, m', + K~lo~m, = O, 1, = 1 . . .  'n - -  1 .  

Man definiere jetzt die Funktion m = re(u) durch die Oleichung 

(65) ~ :  = m o  2 + K X ,  m~, m > o. 
1 

Man erh~lt 

(66) 
n - 1  

ram' mom~ + KX, m,m',. 
1 

Addiert man zu (66) die mit Kq~o multiplizierte Gleichung (65), so ergibt sich 
wegen (64) 

(67) m (m' -{- Kq pro) -~ 0. 

Wit wollen jetzt zeigen, daft m nirgends verschwindet. 
Man hat bei Einfiihrung yon (62) 

(68) 4m 2 I + K  e 2 - • , m ,  - f - 4 K ~ ' , m ,  
1 1 

( - ' )  ( 
- - - - l + 2 K  92-f-~',m,. 2 + K  2 o~----~,m,. 

1 1 

,/,,~I 2x~\ (e = 1 A - K \ o + l ~ , . m , ) / /  1 +  - -  l~':m,.~ g 

Bezeichnen nun ~ = v , ( u )  und v ,=v, (u) ,  v =  l . . . ~ - - I  bei festem u 
die Koordinaten des vom Punkte v, = 0, v-----1...  ~ -  1, Euklidisch 
weitesten und niichsten Punktes der Kugeloberfl~che (51), so ist 

= 

1 r l l 1 - -  

(69) (~ -4- 

Mithin ist 

(7O) 

Hieraus folgt fiir 

(71.) 

n-I n-I 

K > 0  m > ~  

und wegen (23") fiir 

(72) K < 0  m ~  d(K) --  2 > 0 .  

Diese Ungleiehungen sind zun~ichst nur bis auf die endlich vielen Ausnahme- 
werte yon u bewiesen. Da aber die Funktionen m,.(u) und p(u) fiir aUe Werte 
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yon u im offenen Intervall zwischen a* und fl* definiert und stetig sind, so 
gilt dasselbe auch yon den dutch (62) und (65) definierten Ftmktionen mo (u) 
und re(u). Es gelten daher auch die Ungleichungen (71), (72) fiir alle diese 
Werte von u. Daher sind auch die Funktionen 

(73) m 0 m v ---- 1 n -- 1 

im offenen Intervall zwischen a* und fl* flit alle Werte yon u definiert und 
stetig. Abgesehen yon den endlich vielen Ausnahmewerten folgt aus (67) 

wegen (71), (72) 

(74) m' + Kqo, m ~ O. 

Diese Gleichung ergibt in Verbindung mit den Gleichungen (64) 

d--u ~-~ -~  ~ 0 ,  ~ - 1 . . . n - - 1 .  

Da die letzten Gleichungen, abgesehen von den endlich vielen Ausnahmestellen 

gesichert sind, w~ihrend die Funktionen m0__ m,__ auch in diesen Punkten stetig 

bleiben, so blciben die Funktionen im gesaalten offenen Intervall zwischen 
~* und fl* konstant. Man kann also setzen 

(76) m o m, 

wobei 70, 71 �9 . .  ~ - 1  KoDstanten bezeiehnen. 
Iat endlich 

K = 0 ,  

so steltt schon die Gleiehang (59), bei festem u, wenn sie nicht identisch 
verschwindet, eine Ebene dar. Man erh~lt daher dutch dieselbe Schlul~weise 
wie oben die Gleiehungen 

(77) m'~ ---- 0, �9 ---- 1 . . .  n -- 1, 

und kann mithin setzen 

(78) m~---- - -7y ,  ~ -  1 . . . n - - l ,  

wobei die 7v Konstanten bedeuten. 
Die Gleichung (51) gewinnt also fiir K -- 0 die Gestalt 

~,~--I 

(79) I v  (v,  + 7 , )  ~ - ~ {u)~ - o ,  
1 

wobci 7 1 . - - 7 , - 1  Konstanten bezeichnen. 
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Fiir K ~: 0 gilt die identische Umformung 
n-1 n-I ~ I  

1 \, 1 " 

( n~l ) ( 1 . ~  ---~) .-1 I -- Z e 2 -- 1,1,1~i,, "wt.~ n-1 
- + . 

1 
Dadurch erh~It die Gleiehung (51) nach Division d~rch m die Gestalt 

#--1 \ ~-1 n-] 1"~ 
(=) ~0( 1,1~d~l 'V2-- '~'K) '-]- =~l'i~l'%' '-'l- '~('ll) ( 1,Z V~ + l "  1 l, ~-') :O i '  

wobei ~. (~)  durch die Gleichung 

I_K(O~ .-1 ,~ 
(81) 2(u) = 9m 

im offenen Intervall zwischen ~* und p* als stetige Funktion yon u definiert 
ist, und die Konstanten 70, 71 �9 �9 �9 N,-z wegen (65) dutch die Gleichung 

•--1 
(82) + K Z ,  7, = 1 

1 
normiert shad. 

Fiir K ----- -- 1 nimmt die Gleiehung (80) die Gestalt der Gleiehung w 2 (18) 
an, wobei dutch (82) die Ungleichung w 2 (24) sichergestellt ist. Wie am Schlul3 
yon w 2, Abschnitt 4) festgestellt, sind daher die dutch die Gleichung (51) 
des laufenden Paragraphen bei festem u bestimmten Kugeln im hyperbolischen 
(v)-Raum vom Kri!mmungsmaI~ -- 1 konzentrisch. Bezeichnen c l . . .  c~_ 1 die 
Koordhaaten des gemeinsamen MittelpunkCes der Kugeln, so erh~ilt man 
aus w 2 (33), da die dort figurierende GrS/~e ~o wegen w 2 (25) and der Glei- 
ehung (82) dee ]aufenden Paragraphen gleich 1 wird, 

~oWsign(~o ), v---- 1 . . . n - - 1 .  

Aus (62) und (76) folgt wegen K ---- -- 1 
1 - -  O (u)  I 

7o --~ ~ r e ( u )  ' 

and hieraus ergibt sieh, da ~ (u), wie ira Anschlufl an (48) festgesteUt, mit 
(u --~*) gegen Null konvergiert, w~hrend 70 eine Konstante darstellt, 

(83) 7o > o. 

Man hat also die Gleichungen 

(84) c,---- 1-t-yo' v = 1 . . . n - - I ,  ~}o> 0. 
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Fiir K = + 1 nimmt die Gleichung (80) die Gestalt der GMchung w 2 (74) 
an, wobei das gleichzeitige Verschwinden s~mtlicher T0, 71 �9 -. ~ , -  1 dutch (82) 
ausgeschlossen ist. Mithin sind die dutch die Gleichung (51) bei festem u 
bestimmten Kugeln in dem mi tde r  nunmehr sph~risehe~ MaBbestimmung (24) 
versehenen (v)-Raum ebenfalls konzentrisoh. Fiir die Koordinaten el . . .  C._l 
desjenigen der beiden Mittelpunkte dieser konzentrisehen Kugeln, der im 
Innern der dutch (51) bestimmten Euklidischen Kugeln des (v)-Raumes liegt 
und mithin fiir ~* < u < B* dem KSrper K angehSrt, erh~lt man gem~B 
w 2 (75) und der Gleiehuug (82) des laufenden Paragraphen 

(85) c, = 1 + Vo' 

denn es gilt fiir diesen Mittelpunkt das erste der beiden Pormelsysteme w 2 (75), 
da wegen (62), (71), (72), (76), (Sl) 

1 
(86) ~ o + X = ~ - > o  

bleibt. 
Fiir K = 0 zeigt endlich die Gleichung (79) unmittelbar, dab es sieh um 

konzentrische Kugeln handeIt. Fiir die Koordinaten cl . .  �9 c n_ 1 des gemein- 
samen Mittelpunktes im (~)-Raum erh~lt man in diesem Fall 

(87) c~ = -- 7,. 

Da in allen drei F~llen der Punkt  (u, cl . . . .  c~_1) fiir ~* < ~t < B* den] 
KSrper K angehSrt, so gehSren die Punkte (~*, c l . -  �9 c~_t), (~*, c l . .  �9 c~,1), 
da K abgeschlossen ist, ebenfalls zu K. Da ferner, wie im AnsehluB an (48) 
festgesteltt, der Euklidische Radius ~ (u) der ,,Breitenkugeln" mit (u -- ~*) 
und (fl* -- u) gegen Null konvergier~, so kann kein anderer Pankt  der beiden 
Ebenen u = ~r und u : f* H~ufungspunlr~ yon inneren Punkten yon K sein. 
Gem~B tier Definitionseigenschaft 1. c. 1 w 6 IV (d) eines regul~ren KSrpers 
kann daher kein anderer P,mkt dieser beiden ]~benen K angehSren. Also 
sehneiden die Ebenen u = ~* and u = /~* den KSrper K nut  in den Punkten 
(r162 c l . . .  c~_1) und (fl*, c l . . .  c~_1). 

Damit ist der am Ei~gang dieses Abschnitts angekiindigte Beweis vollstgndig 
durchgefiihrt, u~d wit haben also ~estgesteUt, daft in de~ Ungleichung (45') das 
GIeict~heitszeizhen dann and nut dann gilt, wenn der KSrper K in der Marl- 
bestimmung (1) einen RotationskSrl)er darstellt, dessen Acttse dutch die Glei- 
cttungen v~ = c~, r = 1 . . .  n = 1, gegeben ist. 

Bringt man im (v)-Raum mi tder  Maflbestimmung (24) dutch eine Bewegung, 
der ja bei festgehaltenem u auch eine Bewegung im (u, v)-Raum in der Mag- 
bestimmung (1) entspricht, den Punkt  (el o. .  c~_1) mit  dem Koordinaten- 
anfangspunkt zur Deckung, so folgt aus der Symmetrie der MaBbestimmung (1) 
in bezug auf den Koordinatenanfangspunkt,  dab ein solcher Rotations- 
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(89) 

Es ist d aher 

kSrper der Ma~bestimmung (1) nunmehr auch im Euklidischen (u, v)-Raum 
einen RotationskSrper bildet. 

5) Wlr konstruieren nun zu dem gegebenen KSrper K einen Euldidischen 
Rotatiousk5rper K' nach der fo]genden Vorschrift: 

Die Rotationsachse sei die u-Achse. Die Schnitte mit den Ebenen 
u : konst seien Vollkugeln, welche in der MaBbestimmung (24) das gleiche 
(n -- 1)-dimensionale Volumen besitzen wie der Querschnitt mit K. Dann 
stimmen die beiden Volumina auch in der MaBbestimmung (1) miteinander 
iiberein, da die beiden Ma•bestimmungen bei festem u sich nut um einen 
konstauten Faktor unterscheiden, und der KSrper K' ist wegen der Rotations- 
symmetrie der MaBbestimmung (1) auch in dieser ein Rotationsk6rper. Be- 
zeichnet r ~ r(~) den in der MaBbestimmung (24) gemessenen Radius der 
auf der Ebene u ~ ~ liegenden Vollkugel, die auch als Breitenkugel bezeichnet 
werden kann, so ist die Funktion r(~) bestimmt dutch die Gleichung 

(88) V* (r) ---- J (~), 

wobei die ]~unktion V* (r) wie in der Gleichung (25) das Volumen der Kugel 
vom Radius r in der-Ma~bestimmung (24) ausdriickt, und die das Volumen 
des Querschnitts K (u ---- ~} darste]levde Funktion J (~) dutch die G]eichung (17} 
gegeben ist. Wie im Anschlu~ an diese Gleichung festgestellt, ist J(~) fiir alle 
Werte yon ~ stetig und, abgesehen yon den endlich vielen Ausnahmewerten, 
zu denen, wie wiederholt werden darf, auch ~* und/3* z~hlen, stetig differenzier- 
bar. Da die l~unktion J(~) fiir ~ < ~* und ~ > fl* verschwiudet, so folgt aus 
ihrer Stetigkeit, dab sie auch an den Stellen ~* und #* verschwindet. Da ferner, 
wie w 4, Abschnitt 117 festgestellt, fiir ~* < ~ < #* der Querschnitt K(u -- ~) 
innere Punkte yon K enth~It, so verschwindet J(~) an keiner dieser Stellen. 
Die Funktion J(~) verschwindet also ira Intervall ~* ~ ~ ~ fl* nut an den 
Stellen ~* und fl*. Aus diesen l~eststellungen folgt wegen (88), dal] auch die 
Funktion r (~) im Intervall ~* ~ ~ ~ #* fiir alle Werte yon ~ stetig bleibt, 
abgesehen von den endlich vielen Ausnahmewerten stetig differenzierbar ist 
und nut an den Stellen ~* und fl* verschwindet. Da die Euklidischen Geraden 
durch den Koordinatenanfangspunkt des (vT-Raumes auch in der MaB- 
bestimmuug (247 Geraden darstellen, so hat man fiir die vom Koordinaten- 
anfangspunk~ in der MaBbestimmung (24) gemessene Entfernung t und fiir 
die Euklidische Entfernung t~ die Gleichung 

dt 2 
dt~ 1+ Kt~" 

rE (D 
y 2dr dr 2 

(9O) r ( ~ )  = I +  K t '  ' d r ~  - -  i +  kr'~ ' 
0 
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wobei r~ = rB(~) den Euklidischen Radius der auf der Ebene u = ~ liegenden 
Breitenkugel bedeutet. Die Obeffliiche der Breitenlragel wird gem~i~ (25), 
(25') und (88) gegeben dureh die Funktionen 

(91) O* (r) = O* [V* (r)] = O* [J (~)]. 

Da nun der Quotient des (~ -- 2)-dimensionalen Obeffl~henelements in der 
Ma6bestimmung (24) dutch das entsprechende Euklidische Oberfl~ichen- 
dement gleich H ~-9 ist, und auf der Breitenkugel 

2 (92) H = 
1+ Kr~ 

bleibt, so hat man 

1" E , -2  / 2 \"-~ (93) o*(~) = ( . -  j o _ ~  ~ )  , 

wobei E ._  1 wie friiher das Volumen der Euklidischeu Einheitskugel im (n - 1)- 
dimcnsionalen Raum bezeichnet. 

Die Gleiehung der Oberfl~che des RotationskSrpers K' ist 

~--1  

1 

Man hat daher auf der Oberfliiehe abgesehen yon den endlieh vielen Ausnahme- 
werten von u gemii~ (54), (55), (56) 

eotg ~ {u, N} = -- r~ (u), (95) 

mad wegen (92) 
-- 2rk(~) 

(96) Hcotg  2~ {u,N} ~ 1 A- Kr~(u) '~" 

Mithin erhiilt man bei Einfiihrung yon (90) abgesehen yon den endlich vielen 
Ausnahmewerten yon u 

(97) H cotg ~ {u, N} -- d r r~(u) = -- r' (u). 
dr E 

(9s) 1 ; / +  a~u)~ H~ r 2~ {~, N} = 1/1 + a(~)~ e (~)-i. 

Wit diiffen nun nicht et~a ohne weiteres schlieBep, da6 fiir den Ro- 
tationskSrper K' die Gleichung (22) und die Ungleichung (45) bei ausgeschlos- 
senem Ungleichheitszeichen, d. h. also als Gleiehung, Geltung besitzen. Denn 
diese Relationen sind fiir einen regul/iren KSrper hergeleitet worden. Der 
KSrper K '  braucht aber nieht reguliix zu sein, da die zweimalige Dffferenzier- 
barkeit yon r(u) trod mithin aueh yon r~(u) nach u nicht gesichert ist. Es ist 
aber leieht, diese Gleichungen direkt nachzuweisen. 

5* 
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Es bezeietmen R' die Oberfl~che yon K' als Punktmenge und O' ihren 
Fl~heninhal t  in der Mal~bestimmung (1). Dann hat man zun~chst 

(9~) 6' --~ ~ .  

Fiihrt man hier die Oleichungen w 4, Absehnitt 7) (91), (92) ffir k -~ n -- 1 
bei Berficksichtigung der Schlui]bemerkung dieses Abschnitts ein, so ergibt sich 

(100) O' -= Ia(u)  "-~ H "-~ l/1 + a s H~ tgU z~ {u, 'T}du ds,_, , ,  
R' 

wobei ds,~_2 das Euklidisehe Oberfliichenelement der Breitenkugel bedeutet. 
Wegen (8), (9), (92), (98) erh~lt man 

I 2 ~n-2 
(101) "0' = a(U)n-2(l_l_KrE(U)~ ) V1 +a(u)2r ' (u)~dud, ,_2 ,  

R' 

wobei die Funktionen G (u) und rB (u) iiberaU stetig sind und r' (u) bis auf die 
endlieh vielen Ausnahmewerte, in welchen diese Ableitung nieht zu existieren 
braucht. 

Integriert man jetzt zuerst bei festem u fiber die Breitenkugel, so erhiilt 
man 

r 

1 n t - G ( u ) n - 2 ( n - 1 ) B "  lr~(u)"-2 2 '~"-* Vl + G(u)Ur'(u)2du. 
gO* 

Schreibt man hier ~ start u und fiihrt (93) ein, so ergibt sieh 

aS 

Nun ist gem~iB (27) 

(lO4) 

und mithin wegen (88) 

(lo5) 

o* (,f (~)) = ~ v* (r (~)) 

O * ( r ( r  - a J ( e )  
dr (D ' 
dJ(8) 

(lO6) O * ( r ( ~ ) ) r ' ( ~ ) -  d e "  

Andererseits ist gem~i~ (25') und (88) 

(a07) O* ff (~)) : O* iV* (r (~))1 = O* [J (~)]- 

Die Einffihrung der beiden letzten Gleichtmgeu in (103) ergibt 

(108) 0"----- .t~ 0 ( ~  n-2 ~0"* [J(~)]2-{-G(')' (d-Jd~----))' d~. 
a* 
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Bezeiehnet endlieh V' das Volumen von K' in der Mal~bestimmung (1), 
so hat man 

(109) V' = i G(u)~- l  H(vl  . . . v~_l)n- l  d u d v l  . . . d v , _ l .  

Integriert man zuerst bei festem u tiber die Breitenkugel, so erh~lt man, da 
das Volumenelement des (v)-Raumes in der Mai]bestimmung (24) dutch 

H(v~ . . . v,,_l) " -1  d r 1 . . ,  d v , _ l  (110) 
gegebeu wird, 

(111) V~, = J .G(u ) , -  ! V .  (r(u)) du, 

Fiihrt man bier (88) ein und schreibt ~ start u, so ergibt sich 
a $  

(112) V' = i iG(~)" - l J (~)  d$. 

Die Zusammenstellung der Gleichung (112) mit der Gleichung (22) und 
der Gleichung (108) mit der Ungleichung (45') und der am Schlufl des Ab- 
schnitts r festgestellten notwendigen und hinreichenden Bedingung ftir die 
Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in dieser Ungleichung ergibt, dal~ in der 
Maflbestimmung (1) der konstruierte KSrper K' im Vergleieh mit dem ge- 
gebenen KSrper K bei gleichem Volumen eine, wenn die beiden KSrper nicht 
kongruent sind~ kleinere Oberfl~he aufweist. 

6) Wir kSnnen diese Feststellungen zu dem folgenden Hauptsatz zu- 
samm enfassen: 

Das erste Abrundungstheorem. 

Es sei n ~ 3. M a n  setze voraus, daft in den, dutch die Mafbe*timmu~q (24) 
de/inierten (n - -  1)-dimensionalen Euklidischen, hyperbolischen oder spharischen 
Raum die Kuge~ eine kleinere Ober]ltiche besitzt als jeder andeve K6rper ffleie~en 
Y olumens. 

Es sei im Modellraum mit den rechtwinkli4len Koordinaten u, vt . . . v,,_l 
K ein regularer K6rper, au[ de*sen Randmannig/altigkeiten nieht unendl~ch vie~e 
Pun]cte vorhanden si~ut, in welchen eine Beriihrung mit eider JEbene u ~- konst 
im Sinne yon w 4 Abschnitt 1) statt/indet. 

Es sei K '  derjenige Euklidische Rotationsk6rper um die u-Achse, de,sen 
Schnitte mit jeder JEbene u = konst Yollkugeln sind, welche in der Marl- 
be,timmung (1), (23) das gleivhe (n -- 1)-dimensionale Yolumen be*itzen wie der 
Querschnitt mit K.  

Da~m besitzt der K6rper K' ,  welcher auch in der Mafbe*timmung (1), (23) 
einen Rotation~k6rper um die u-Achse darstellt, bei dieser M a f b e s t i m m u ~  im 
Vergleich mit K bei gIeiehem Yolumen eine, wenn die beiden KSrper nieht kon- 
gruen~ sind, klein, ere Oberfliiche. 
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Z u s a t z  z t tm ersten Abrundungst t teorem.  Wie aus dem Beweise unmittelbar 
hervorgeht, gestattet das Abrundungstheorem die folgende Verallgemeinerung: 

Es bestehen ffir jedes Paar positiver stetiger Funktionen a(u), v(u) die 
Relationen 

(1131 f ~(~1 (a(~)H(v~ . - .  v,-l l)  "-~ du d r1 . . ,  dV,_l 
K 

= ~ ~(~/(O(~)H(~. . .  ~._~))"-~ d~ d , ~ . . ,  d~._~. 
tr,  

(114) ~ a(u) d-s~_l _-->~,~(u) ~ _ 1 .  

Dabei ist der RotationskSrper K' dutch die oben gegebeneVorsekrift bestimmt 
~md also yon der Wahl der Funktionen (r (u) trod T (u) maabhiingig, R mid R' 
bezeichnen die Berandungen yon K und K', und das Gleiehheitszeiehen grit 
in der zweiten Relation nut dann, wenn die beiden KSrper in der MaB- 
bestlmraung (1), (23) kongruent sind. 

7) Zum SehluB wollen wir noeh fiber die Liinge der Meridiankurve unseres 
Rotationskfrpers K' Klarheit gewinnen. 

Zuniichst folgt aus (11) und (18) 

I G(~)--' laJ(~)l d~ ~ 0 ~ - 
i t *  

und mithin 

(115) 

~o 

I dJ(~) --g~] d~ =< ~,:_1 O, 
Gt $ 

wobei/~ das wegen (5) positive Minimum yon G(~) ffir a* < * < 8" bedeutet. 
Ffir das Euklidische Bogenelement der Meridiankurve erhMt man gemii~ 

(94) und (90) 

E(~) ~ 
~--~ ! = 1 + t - - - j - d - /  = 1 + [  - " t - ' J -g- /  

und bei Einfiihrung yon (106), (107) 

(116) { d s~2 1+ K~ (u) \;ITt! = 1 -4" ( }~ 1 {dJ(u)~2 O* [J(.)]~ t-d~-! ' 

('171 (d~) < 1 ~-(1+ (~t)'.) 1 dJ(u) 
- -  ~ du " 

Nun Bind, wie im Absehnitt 51 mehrfach hervorgehoben, die ~unktionen 
J(u) und mithin auch r(u I, rB(u), O* [J(u)] im Intervall ~* < u _~ ~* stetig, 
his auf endlich viele Punkte stetig differenzierbar und verschwinden nur an 
den Stellen a* und fl*. Daher gew~hrleistet die Ungleichung (117) in Vet- 
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bindung mit (115) die Endliehkeit der Euklidischen L~nge der Meridiankurve 
auf jedem Bogen, der yon keinem ihrer beiden Endpunkte begrenzt wird, 
welche durch ihre beiden auf den Ebenen u = a* und u -~ /5* liegenden 
Sehnittpunkt e n i t  der Rotationsachse gegeben shad. Dagegen mu~ zugelassen 
werden, daft die L~nge bis zu einem oder beiden Endpunkten unendlich wird. 
Da ferner das Verh~ltnis des Euklidisehen Linienelements und des Linien- 
elements in der Maflbestimmung (1) in jeder beschri~nkten abgeschlossenen 
Punktmenge des Modellraunes wegen (23') zwischen zwei positiven endlichen 
GrSSen bleibt, so gelten dieselben Feststellungen auch fiir die Bogenl~nge der 
Meridiankurve in der Mallbestimmung (1). 

w 

Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel 
im Euklidischen und hyperbolischen Raum. 

1) Unter der isoperimetrischen Eige~scha# der Kugel sou in der Folqe stets 
die Eigenscha/t der Kugel verstanden werden, eine Mx, inere Ober/~che zu besitze~ 
als jeder andere regulare KSrper gle~hen Volumens. 

Es bezeichne wie w in  Euklidischen, hyperbolischen und 
sph~rischen R a u n  das Symbol 

(]) O*[V] 

die 0berfliiche einer Kugel als Funktion ihres Volunens, wobei die Funktion 
natiirlich noch yon der Dimensionszahl und dem Kriimmungsnal~ abh~ngt. 
Dann lii~t sich die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel auch in Gestalt 
der Ungleichung 

(2) 0 > 0* iV] 

sehreiben, wobei 0 und V Oberfl~che und Volumen eines regul~ren KSrpers 
bedeuten, und die Gleichheit nur yon der Kugel erreicht wird. 

Nun ist i n  Euklidischen und hyperbolischen R a u n  die Funktion (1) flit 
alle nicht negativen Werte yon 17 stetig definiert und w~hs t  mit V eigentlieh 
monoton yon Null tiber alle Grenzen. In der sphi~rischen Geometrie dagegen 
ist die Funktion, wenn wir etwa den auf der (n + 1)-dimensionalen Eukli- 
disehen Einheitskugel ausgebreiteten n-dinensionalen sph~rischen R a u n  
zugrunde legen, nur fiir 

(3) 
definiert, witehst fiir 

(4) 

O <  V = < ( n + l ) E n + ~  

n + l  
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mit ~ stetig und e~entlich monoton yon 0 bis h e n  und nhnmt ffir 

(5) s - = 

mit wachsendem V stetig und eigentlich monoton von hen  bis 0 ab. Dabei 
bedeutet wie schon frfiheren Ortes J ~  das Volumen der m-dimensionalen 
Euklidischen Einheitskugel. 

In  der Euklidisehen und hyperbolischen Geometrie |ii~t daher die Gleiehung 

(6) O* [V] = L) 

die eindeutige Umkehrung 

v = v *  

zu, wobei die Umkehrungsflm~ion ebenfalls ffir alle nicht negativen Werte 
yon ~? stetig definiert ist, mi t / )  eigentlich mono~on fiber alle Grenzen w~hs t  
und das Volumen einer Kugel als Funktion ihrer Oberfl~che ausdriickt. Aus 
der isoperimetrischen Ungleichung (2) folgt daher 

(8) V*{O} ___ V*{O* IV]} = V 

- -  und umgekehrt. Die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel l~i~t sich mithin 
auoh dahin definieren, dal~ die Kugel grSfleres Volumen besitzt als jeder andere 
KSrper gleicher Oberfl~che. 

Im sph~ischen Raum ist diese Umkehrung der isoperimetrischen Aus- 
sage offenbar nieht zul~ssig. Sie gilt nut  dann, wenn lediglich solche Kiirper 
und Kugeln in Betracht gezogen werden, deren u die Schranke 

n + l  En+:, d . h .  die H~ilfte des Oesamtraumes nieht iiberschreitet. Bei 2 
dieser EinsehrRnkung ist n~nlieh die Umkehrungsfunktion (7) eindeutig und 
w~ehst ffir 

0 < _ _ P .  

eigentlich monoton m i t / )  yon 0 bis ~ . +: Es folgt daher unter dieser 

Einschrankung aus (2) (8) und aus (8) (2). 
Ferner l~i~t i m Euklidischen und hyperbolischen Raum die isoperimetrische 

Eigenschaft der Kugel noch die folgenden beiden Formulierungen zu: 
Erstens: Zu jedem yon einer Kugel verscbiedenen regul~iren KSrper 

gibt es eine Kugel yon ldeinerer Obeffl~he und nieht Meinerem Volumen. 
Denn es besitzt dann wegeu der Monotonie der Funl:tion (1) die Kugel 

gleichen Volumens afort iori  kleinere Oberfl~che. 
Zweitens: Zu jedem yon einer Kugel verschiedenen reguliiren KSrper gibt 

es eine Kugel yon nicht grS~erer OberflRche und grSl3erem Volumen. 
Denn es besitzt wegen der Monotonie der Funl:tion (7) die Kugel gleichex 

Oberfl:iche afort iori  grSl3eres Volumen. 
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In der sph~rischen, e~wa auf der Obeffl~he der (~ -~ 1)-dimensiona]ca 
Euklidischen Einheitskugei veranschaulichten Geometrie dagegen besitzt die 
Kugel vom Radius z die Oberfl~che Null and das Volamen des Gesa~ntraumes, 
und es sind daher die Aassagen der beiden letzten ]~ormulierungen trivial und 
fiir die Einsicht in die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel belanglos. Die 
beiden Formulierungen bleiben wiederum nut insoweit eLu ~quivalenter Aus- 
drnck fiir die isoperimetrische Eigensehaft der Kugel, als man nut solche 
KSrper in Betracht zieht, deren Volumen die H~Ifte des Gesamtraumes nicht 
iiberschreitet. Diese Bedingung, an welche die Schlfisse a fortiori, die dutch 
die letzten beiden Formulierungen an die Hand gegebea werden, gekniipft 
sind, kompliziert die isoperimetrischen Betrachtungen in der sph~risohen 
Geometrie, in welcher die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel daher erst 
i m w  8 ztun Beweis gelangen wird. 

2) l~Ian verstehe in der Euklidischen, hyperbolischen and spharisehen 
Geometrie unter einer ,,ei~]avhen" Rotationsflg~he eine solche, deren Meridian- 
kurve aus einem einfachen $ordanbogen besteht, welcher die Rotationsachse 
nut in seinen beiden Endpunk~en trifft. Dementsprechend bezeichne man als 
einen , , d ~ ] a e ~ "  Rotation~Id~rper einen solchen, dessen Oberfl~che yon 
einer einfachen Rotationsfl~he gebfldet wird. 

Unter der Voraussetzung, da$ die Koordinaten des laufenden Punktes 
der Meridianlrurve sich als stetige und bis auf endlich viele Punkte stetig 
differenzierbare Funktionen der Bogenl~nge darstellen lassen, babe ich an 
friiherer Stelle n) die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel im Vergleich mit 
einfachen RotationskSrpern ha ~-dhaensionalen Euklidischen hyperbolischen 
and sph~rischen Raum bewiesen. 

Dabei babe ich in der Euklidischen und hyperbolischen Geometrie die 
Fassung gewKhlt: 

Die Kagel besi~zt grSlleres Volumen a]s jeder andere einfache Rotations- 
kSrper gleicher Oberfl~che. 

Das ist die der Ungleichung (8) entsprechende Fassung, welche, wie oben 
festgestellt, in der Euklidischen und hyperbolischen Geometrie mit der ersten 
der Ungleichung (2) entsprechenden Formulierung gleichbedeutend ist. 

11) 1. c. x w II; he. ~ w 1. c. 8 w In dem under 1. c. 1 w zitierten Be- 
weise finder sich nooh die Voraussetzung, dab die Gesamtl~nge der Meridiankurve 
endlioh ist. Jedoch bleibt der Beweis unver~ndert bestehen, wenn die Voraussetzung 
dahin orweitert wird, dal3 zwar jedor Teilbogen, der nicht yon einem der beiden 
Endpunk~e der Meridiankurve begrenzt wird, endliche L~nge besitzt, w~hrend die 
I~nge his zu einem oder beiden Endpunkten unendlich werden kann. Einfache Be- 
weise fiir die isoperimetrisohe Eigensehaft der Kugel im Vergleich mit Rotations- 
kSrpern gab auoh A. Dn~GHAS, ,,Zum isoperime~risehen Problem in R~umen konstanter 
Kriimmung", Ma~h. Zeitschr. 47 (1942), S. 677-- 737. 
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In der sphiirischen Geometrie, in welcher jede einfache Rotationsfl~iche 
die Obeffl~he zweier einfacher RotationskSrper bildet, die sich zum Gesamt- 
raum erg~inzen, habe ich zitierten Ortes die fo|gende Fassung gew~hlt: 

Die nieh~ grSl~ere der beiden Vollkugeln, in we]che der Gesam~raum 
dutch eine Kugelfl~he zerlegt wird, besitzt grS•eres Volumen als der nicht 
grSl3ere der beiden RotationskSrper, in welche der Gesamtraum dutch jede 
andere oberfl~chengleiche einfache Rotationsfl~che zerlegt wird. 

Das ist wiederum die der Ungleichung (8) en~sprechende Fassung, aber 
unter der, wie oben besprochen, bei dieser Fassung notwendigen Einschr~hxkung 
auf KSrper, deren Volumen die H~]fte des Gesamtraumes nicht iibersehreitet. 
Unter dieser Einschriinkung ist, wie oben festges~ellt, die gew~Ite Fassung 
ebenfa]ls mit der ersten, der Ungleiehtmg (2) entsprechenden Formulierung 
gleichbedeutend. In dieser letzteren Formulierung folg~ abet aus der Giiltig- 
keit der Aassage fiir Volumina, welche die Hiilf4e des Gesamtraumes nicht iiber- 
steigen, ihre Geltung auch ohne diese Einschriinkung. Denn liegen eine Voll- 
kugel und ein einfacher RotationskSrper gleichen Volumens vor, welches die 
H~lfte des Gesamtraumes iiberschreitet, so besitzen die yon denselben Fliichen 
begrenzten Komplement~rkSrper ebenfalls gleiehes Volumen. Dieses ist abet 
jetzt ldeiner als die Hiilfte des Gesamtraumes, und daher ist, wenn sie nich~ 
kongruent sind, die ObeffI~che der Vollkugel kleiner. 

Damit ist gezeigt, daft in der Euklidischen, hyperbolischen und spharische~ 
Geometrie van beliebig viel Dimensianen die Kugel ei.~e kleinere OberflSzhe besitzt 
als jeder and.ere ei~jache RotatianskSrper gleichen Volumens, desse~ Meridian- 
kurve eine bis auj endlieh viele Punkte stetig diHerenzierbare Darstellung der 
Koordi~ate~ als Funktione~ der Bogenl~nge erlaubt. 

Diese Voraussetzung involviert also insbesondere nicht die Endliehkeir 
der Gesamtliinge der Meridiankurve. Denn fiir die Darstellbarkeit ihrer 
Koordinaten als Funktionen der Bogenl~nge geniig~ es, wenn jeder Teilbogen, 
der nieht yon einem der beiden Endpunkte der Meridianlmrve begrenzt wird, 
endliche/Ainge besitzt, w~hread die L~inge bis zu einem oder beiden End- 
punkten unendlich werden kann. 

3) Beweis der isoperimetrisehen Eigenseha]t der Kugel im Euklidisehen Raum. 
Es sei n ~ 3. Wit setzen im (n -- l)-dimensionalen Euk]idischen Raum 

die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel in der am Eingang dieses Para- 
graphen formulierten Fassung, welche /ortan durehweg [estgehalten werden soU, 
als bewiesen voraus. 

Es sei im n-dimensionalen Euklidischen Raum der regulate KSrper K 
gegeben. 

Man wiiJale das rechtwinklige Koordinatensys~em u, va �9 �9 v, dergestalt, 
dab die Richtung der u-Aehse in bezug auf den KSrper nicht eigentlich singular 
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ist. Das ist stets mSglich, da die Richtungspunkte der singul~ren Richtungen 
auf der Einheitskugel, wie am Eingang yon w 4 Abschnitt 9) ausgeffihrt, den 
~iuBeren Inhalt Nu]I besitzen. Da 

ds~ = dst~ + X ,  dv 2, 
1 

wird, so ist in den Gleichungen w 5 (1), (2), (3), (23) 

K = 0 ,  H = 2 ,  G = � 8 9  

zu setzen. Laut dem ersten Abrundungstheorem l ~ t  sieh nun zu K ein Ro- 
tationskiirper K' konstruieren, der, wenn die beiden KSrper nicht kongruent 
sind, bei gleichem Volumen eine kleinere 0 berfliiche aufweist. Dabei wirit die 
Rotationsachse yon der u-Achse gebildet, und die Entfernung des laufenden 
Punlctes der Meridiankurve yon ihr ist eine fiir ~* ~ u ~ fl* definierte stetige, 
bis auf endliehe viele Punkte stetig differenzierbare FunkCion yon u, welehe 
nur an den beiden Endpunkten ~* und fl* versehwindet. Da endlich gem~i~ 
w 5 Abschnitt 7) auf tier Meridiankurve jeder nieht yon einem ihrer beiden 
Endpunkte begrenzte Bogen endliche L~nge besitzt, so ist K'  ein einfacher 
RotationskSrper, der den Voraussetzungen des Satzes geniigt, weleher am 
Sehlusse des vorigen Absehnitts fiber die isoperimetrische Eigenschaft der 
Kugel im Vergleich mit einfaehen RotationskSrpern formulier~ worden ist. 
Diesem Satz zufolge besitzt der RotationskSrper K', wenn er keine Kugel ist, 
eine grSBere Oberfliiche als die ibm volumengleiehe Kugel. Fa~t man die 
Ergebnisse des Vergleichs zwisehen dem gegebenen reguli~ren KSrper K und 
dem konstruierten volumengleiehen einfachen RotationskSrper K' qmd 
zwischen letzterem und der ibm volumengleichen Kugel zusammen, so folgt, 
dab ein reguli~rer KSrper, wenn er keine Kugel ist, eine grSBere Oberfl~che 
besitzt, als die volumengleiche Kugel. Damit ist die isoperimetrische Eigen- 
schaft der Kugel in der Euididischen Geometric f '~ n Dimensionen bewiesen 
unter der u dab sie fiir ~ -- 1 Dimensionen gilt. Da sie endlich 
ffir zwei Dimensionen gilt, d .h .  dem Kreise zukommt, so ist au] Grund des 
Induktio~sschlusses der Beweis der isoperimetrische~ Eigenscha~t der Kugel im 
Euklidische~ Raum ~iir jede Dimensione~zaId erbravht. 

4) Erster Beweis der isoperimetdschen Eigenschaft der Kugel im hyper- 
bolischen Raum. 

Es sei dem Innern der Einheitskugel 
n 

(9) X~ y~ < 1 
1 

die MaBbestimm,mg 

1 
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aufgepr~gt. Dadurch wird ein hyperbolischer Raum mit dem Kriimmungs- 
maB -- 1 definiert. Es sei K in diesem ein gegebener regul~rer KSrper. 

Nun F~l~t sich, wie w 4 Abschnitt 1) ausgef'tihrt, jede der endlich vielen 
regu]~ren Randmannigfaltigkeiten aller Dimensionenzahlen yon K durch 
endlich viele beschr~inkte zweffach glatte Mannigfaltigkeiten iiberdecken. 
Aus dem Satze VII"  w 2 Abschnitt 6) in seiner Veral]gemeinerung dutch den 
Satz IX w 2 Abschnitt 8) folgt daher, dab die Gesamtheit der absoluten 
Punkte derjenigen ~iquidistanten Orizykelfl~henscharen, yon welchen die 
Randmannigfaltigkeiten yon K in unendJich vielen Punkten beriihrt werden, 
auf der Obeffl~che der Enklidischen Einheitskugel (9) den ~iu~eren Inhalt 
Null besitzt. Man kann daher die Orizykelfl~henschar so w~alen, da$ die 
Gesamtheit aller Randmannigfaltigkeiten aller Dimensionenzahlen Yon K 
yon ihr nut  in endlich vielen tbmkten beriihrt wird. Fiihrt man jetzt wie 
w 3 Absclmitt 4) das dieser Schar entsprechende Koordinatensystem ein, so 
erh~ilt man gem~il~ w 3 (35), indem man start xl u und statt  x2 ., .  x, vl . . .  v,_ 1 
schreibt, 

#1--1 
- 2 ~  2 (II) dd  = duz + e Z ,  dv, ,  

1 

wobei siehergestellt ist, daft auf den Randmannigfaltigkeiten yon K nieht 
unendlieh viele Punkte vorhanden sind, in welehen eine Berii]arung mit einer 
der die Orizykelfl~hen darstellenden Ebenen u = konst stattfindet. Setzt 
man in den Gleichangen w (1), (2), (3), (23) K = 0 ,  H = 2 ,  a = � 8 9  
so nlmmt das Linienelement w 5 (1) die Gestalt unseres Linienelementes (11) 
an. Da ferner fiir K = 0, also im Euklidischen Fall, die isoperimetrische 
Eigenschaft der Kugel fiir alle Dimensionenzahlen im vorigen Absctmitt be- 
wiesen worden ist, so ist die yore Abrundungstheorem als Voraussetzung 
geforderte G'tiltigkeit der isoperimetrischen Eigenschaft der KugeI im (n -- 1)- 
dimensionalen (v)-Raum gew~darleistet. Damit sind alle Voraussetzungen 
des ersten Abrundungstheorems sichergestellt. Laat diesem l~i~t sich in 
der MaBbestimmung (11) zu K ein einfacher RotationskSrper K' konstru- 
ieren, welcher, wenn die beiden KSrper nicht  kongruent sind, bei gleichem 
Volumen eine kleinere Oberfl~che aufweist, und fiber dessen Meridian- 
karve alle die Feststellungen sich wiederholen lassen, welche im vorigen Ab- 
schnitt hinsichtlich der Meridiankurve des dort konstruierten RotationskSrpers 
gemacht worden sind. 

Da nun kraft des am Schlusse des Abschnitts 2) formulierten Satzes 
in der Ma~bestimmung (10), (11) des hyperbolischen Raumes ein solcher 
RotationskSrper K', wenn er keine Kugel ist, eine grSBere Oberfl~he besitzt 
als die volumeng]eiche Kugel, so gilt dasselbe afort iori  fiir den gegebenen 
regul~iren KSrper K. Damit ist die isoperimetrische Eigenscha,]t der Kugel im 
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hyperbolischen Raum yon n Dim~nsionen /iir n ~ 3 vollsta'ndig bewiesen. Fiir 
n ---- 2 ist sie an friiherer Stel]e ~) yon mir bewiesen worden. 

5) Zweiter Beweis der isoperimetrischen Eigenscha/t der Kugel im hyper- 
bolischen Raum. 

Der im vorigen Abschnitt auseinandergesetzte Beweis macht den Induk- 
tionsschlul3 entbehrlich, indem er die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel 
im Euklidischen Raum heranzieht. Wit wollen jetzt einen Beweis geben, der 
ohne Anleihe bei der Euklidischen Geometrie sich auf den InduktionsscMu~ 
stiitzt. 

Durch dieselbe Schlul~weise wie im vorigen Abschnitt folgt aus dem 
Satz V w 2 Abschnitt 5) in seiner u dutch den Satz IX w 2 
Abschnitt 8): 

Im (n~-1)-dimensionalen Euklidischen Raum der hyperbolischen 
Ebenenkoordinaten besitzt die Gesamtheit derjenigen PunkCe, welche hyper- 
bolischen Ebenen entsprechen, deren Abstandsfl•chenschar die Randmannig- 
faltigkeiten eines gegebenen regul~iren K5rpers K in unendlich vielen Punkten 
beriihrt, den ~ufleren tnhalt  Null  Man kann daher eine hyperbolische Ebene 
so w~hlen, dab auf den Randmannigfaltigkeiten yon K nicht unendlich viete 
Punkte vorhanden sind, in welchen eine Beriihrung mit einer Abstandsf]~che 
dieser Ebene stattfindet. Fiikrt man jetzt gem~i~ w 3 Abschnitt 5) ein dieser 
Schar entsprechendes Koordinatensystem ein, so erh~It man gem~i~ w 3 (51), 
wenn start Xl u und start x,2..,  x, v l . . .  %-1 geschriebea wird, 

(12) ds~ -= dun + c~ - ~--1 - .~dv~ ,  
\ i - -  I , , v~ /  i 

i 

wobei sichergestellt ist, daft auf den Randmannigfaltigkeiten von K nicht 
unendlich viele Punkte vorhanden sind, in welchen eine Beriihcung mit einer 
der die Abstandsfl~hen darstellenden Ebenen u = konst stattfindet. Setzt 
man in den Gleichungen w 5 (1), (2), (3), (23) 

K-------l ,  H---- 2 G - - c o s h u ,  
1 -  ~ v  VV 

1 

so nimmt das Linienelement w 5 (1) die Gestalt unseres Linienelements (12~ an. 

Es sei nun n ~ 3. Man mache die Voraussetzung, dab die isoperimetrische 
Eigenschaft der Kuge] im (n -- 1)-dimensionalen hyperbolischen Raum be- 
wiesen sei. Dann sind ffir unser Linienelement (12) alle Voraussetzungen des 
ersten Abrtmdungstheorems sichergestellt. Laut diesem l ~ t  sich in der Ma~- 
bestimmung (12) zu K ein einfacher Rotationsk5rper K' bestimmen, welcher, 

12) L c. 2 S.  2 0 4 - - 2 1 8 .  
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wenn die beiden KSrper nicht kongruent sind, bei gleichem Volumen sine 
kleinere Oberfl~he aufweist, und fiber dessen Meridiankuzve aile die Fest- 
steUungen sich wiederholen lassen, die hn Abschnitt 3) hinsichtlich der Meridian- 
kurve des dort konstruierten RotationskSrpers gemacht worden sind. 

Hieraus ergibt sich jetzt genau so wie im Absehnitt 4), daft der gegebene 
regul~ire KSrper K, wenn er keine Kugel ist, eine grSl3ere Oberfl~che besitzt 
als die volumengleiche Kugel. Damit ist in der hyperbolischen Geometrie 
die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel fiir ~ Dimensionen bewiesen unter 
der Voraussetzung, da~ sie ffir ~ -- 1 Dimensionen gilt. Da sie endlich, wie 
an friiherer Stelle 12) yon mir bewiesen, ffir zwei Dimensionen gilt, d .h .  dem 
Kreise zl~ommt, so ist au/ Grund des I~duktionsschlusses der Beweis ]iir die 
isoperimetrisc~ Eige~sJ~a~ &r Kugel im hyperbolischen Raum ]iir jede Dimm- 
sio~zahl erbrac~. 

w 

Das zweite Abrundungstheorem. 

1) Es sei M k eine regul~re k-dimensionale Mannigfaltigkeit, 1 _~ k < n -  1, 
ira Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten x l . . .  xn. Wir sagen, die 
Mannigfaltigkeit werde in einem ihrer PunL'te yon einer Kugel 

X ,  - = r2  
1 

berfihrt, wean deren (• -- 1)-dimensionale Tangentia|ebene die k-dimensionale 
Tangentialebene yon M~ enth~i]t, oder wenn der Beriihrungspunkt einer 
k'-dimensiona]en Randmannigfaltigkeit, 1 ~ k' ~ k, angehSrt, deren k'-dimen- 
siona]e Tangentia|ebene in die ( n -  1)-dimensionale Tangeatialebene der 
Kugel f~illt, oder endlich, wean der Punkt  einer nuUdimensionalen Rand- 
mannigfaltigkeit angehSrt, d .h .  ein Eckpunkt ist. 

Es werde nun M k yon einer Kugel 
n 

1 

dergestalt gesehnitten, dab eine Beriihrung nirgends stattfindet. 
Dann besteht, wie wir alsbald beweisen wollen, tier Schnitt aus endlich 

vielen regul~ren (k - -  1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten. Wenn zwei der- 
selben Punkte gemein haben, so miissen diese fiir beide Mannigfaltigkeiten 
Randp,  nlrte sein -- und zwar Randpunlrte hSherer Ordnung, d .h .  solehe 
RandpurLkte, welche nicht im Innern einer (k -- 2)-dimensionalen Randmannig- 
faltigkeit liegen und mithin einer ( k -  3)-dimensionalen Randmannig- 
faltiglreit angehGren. Ferner geht jeder ianere Punkt yon M~ in einen inneren 

~2) 1. c), S. 204--218. 
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Punkr einer der endlieh vielen regul~ren ( k -  1)-dimensionalen Schnitt- 
mannigfaltigkeiten fiber, w~ihrend jeder Randpunkt  yon Mk zu einem Rand- 
punkt  der gesamten Sehnittmannigfaltigkeit im Sinne der Definition 1. c. 1 w 5 
I I I  (b) wird. 

Endlich wird die Mannigfaltigkeit Mk selbst dureh die Kugel in endlich 
viele regul~re k-dimensionale Mannigfaltigkeiten zerlegt, yon denen das Innere 
mindestens einer ganz im ~_u~eren der Vollkugel ]iegt mid das Inhere 
mindestens einer ganz im Innern. 

B e w e i s .  Man betraehte M k als eine regulire k-dimensionale auf der 
Ebene Xo = 0 gelegene Mannigfa]tigkeit im (n + 1)-dinlensionalen Raum 
mit den rechtwinkligen Koordinaten x o, xi �9 �9 �9 xn. Man spiegele den Raum 
an der Kugel mit dem Mitte]punkt Xo = 1, xl = 0 . . . .  x~ = 0 und dem 

Radius Dabei gehe der Punkr %, xl �9 x~ in den Punkt  x o, x 1 . . .  x~ 
tiber. Man erhil t  

(2) % - I = ~ (~o - i)  ~ z ,  
, x '  = , v = l , . . . n .  

9 ?/ n 
(*o -- I)~ + X, z, (% -- 1)~ + X, z~ 

1 1 

(3) + = 2 + d z  

1 

Die Ebene x o ---- 0 wird dabei stereographiseh auf die Einheitskugel mit dem 
Mittelpunkt im Koordinatenanfangspunkt projiziert, und die Formeln (2), (3) 
gewinnen die Gestalt 

Xo-=0,  
n 

, ~--- I X, 
( 4 )  XO n ' ,, r, 

X,x ,  ~ -t- i X,x~ + l 
1 1 

" ) 2  
i X,. x~ + 1 1 

(5) 

Da die Transformation, abgesehen yore Transformationszentrum, eindeutig, 
eindeutig umkehrbar und zweimal stetig differenzierbar ist, so entspricht, 
wie w 4 Abschnitt 1) festgestellt, jeder reguliren k-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit auf  der Ebene Xo = 0 eine nieht durch das Transformationszentrum 
gehende reguli~re k-dimensionale Mannigfalt.igkeit, weiche auf der Einheits- 
kugel ausgebrei~et ist -- und umgekehrt. ])as mithin regul~ire k-dimensionale 
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auf der Einheitskugel gelegene Spiegelbild yon Mk werde mit M~ bezeichnet. 
Einer auf der n-dimensionalen Ebene xo ~ 0 gelegenen Kugel 

(6) Z ,  xy = us 
1 

entspricht jetzt gem~i~ (4) der Schnitt der Embeitskugel mit der Ebene 

(7) x~ = ~., + ~. 

Dabei geht eine im obigen Sinn erkl~rte Beriihrung von Mk mit der Kugel (6) 
in eine im g[eiehen Sinn erkl~rte Berfihrung, d.h.  also eine gem~i~ w 4 Ab- 
sehnitt 1) definierte Beriihrung von M~ mit der Ebene (7) fiber -- und um- 
gekebrt. Maehen wit also die Voraussetzung, dab M~ die Kugel nicht beriihrt, 
so finder zwischen M~ and der Ebene (7) ebenfalls keine Berfihrung start. 
Es gelten daher fiir ' " M k dm S~tze 1. c. 1 w 6 III  (13) und (14), aus deren ~ber- 
tragung auf M~: die zu beweisenden Behauptungen sieh ablesen lassen. 

2) Wir machen jetzt die Voraussetzung, da~ es auf M~ nicht unendlieh 
viele Punkte gibt, in welchen M~ yon einer Kugel der konzentrisehen Kugel- 
schar (6) bertihrt wird. Man bezeichne denjenigen Teil yon M~, ffir welchen 

2 < ~ 2 ,  ~ > 0  ~ ,  X V ~ 
1 

ist, rait dem Symbol 

M~ ,x~ _~ . 

Dann ist, wie wir alsbald beweisen wollen, das Integral 

wobei ~ eine auf M~ stetige l~unktion bedeutet und dsk das k-dimensionale 
Fl~chenelement, ffir alle Werte yon ~ bestimmt, als l~unktion yon ~ stetig 
und, abgesehen yon den endlich vielen sogenannten Ausnahmewerten, ffir 
welehe M k yon der Kugel 

n 2 = ~ 2  ~ Xv 
1 

beriihrt wird, aueh stetig differenzierbar. Man hat daher ffir nile Werte von 

(9) ds~  = . d s  d u ,  
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wobei auf der rechten Seite der Integrand unter dem iiui~eren Integral bis auf 
die hSchstens endlich vielen Ausnahmewerte definiert und als Funkt~on 
yon u stetig ist. 

Beweis.  Es babe M~ dieselbe Bedeutung wie bei dem im vorigen Ab- 
schnitt durehgeftihrten Beweise. Dann folgt aus den dort gemachten Fest- 
ste]]ungen, daI] M~ nicht in unendlich vielen P,mkten vonder Ebenenschar (7) 
beriihrt wird. Aus den SEtzen XI, XII  w 4 in ihrer Spezialisierung auf die 
Euklidische Mal~bestimmung folgt daher zun~chst: 

Das Integral 

(10) ,J ds' k, 

wobei ~ eine auf M~ stetige FunkCion bedeutet und ds~ das bdimensionale 
Euklidische F1/~chenelement, ist ffir alle Werte yon ~ bestimmt, als Fnnl~ion 
yon ~ stetig und bis anf die end]ieh vielen Ausnahmewerte, fiir welche M~ 
yon der Ebene x~ = ~ beriihrt wird, aueh stetig differenzierbar. 

Nun ist gera~B (4) 
n 2 

~ ,  x v - -  1 2 
x~-- =1--= 

Z,~,  ~ + i i + I,~, ~ 
1 1 

Wegen 
- -_- -$*  - -  1 1 2 

sind mithin die Ungleiehungen 

2 ~2 _ 1 

1 

miteinander gleiehbedeutend. Man hat daher wegen (5) 

(11) 9~ risk : l l --  z;) k 

*U'i" . . . .  ) 
wobei 

jr ~ds~, 
~ ' <  

(Zo ~_ ~) 

= ~+ i' ~ = ( 1 - -  x~)  k 

gesetzt ist, und risk lind ds'~ die einander entsprechenden Fl~henelemente 
bedeuten. Also gilt, abgesehen yon den andlich vielen Ausnahmewerten yon $ 

02) d I 4~ a ! d7 ~ ds~ = (~ + i)~ ~ ~ ds'k" 

M ,  �9 z v ~ Sz 

Mathematische Z e l t s c h r i f t .  4 9 .  
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Die fiber das Integral (10) gemachten Feststellungen in Verbindung mit (11) 
und (12) ergeben die zu beweisenden, das Integral (8) betreffenden Behaup- 
tungen. 

3) Da bei der gew~hlten Transformation (2), (3), (4), (5) ein im Raum 
mit den reehtwinkligen Koordinaten xl . .  �9 xn gelegener regul~rer K6rper in 
eine auf der Einheitskugel ausgebreitete, das Transformationszentrum nicht 
enthaltende regulate n-dimensionale Mannigfaltigkeit iibergeht, so erh~lt man 
dutch dieselbe Obertragung wie oben unter 1) aus dem Satz 1. c.~ w 6 I I I  (13) 
das folgende Ergebnis: 

Es werde im Raum n~it den reehtwinkligen Koordinaten xl �9 �9 �9 x~ der 
regulate KSrper K yon einer Kugel dergestalt geschnitten, dab sie nirgends 
eine der Randmannigfaltigkeiten im oben erkl~rten Sinn berfihrt. Dann be- 
steht der Schnitt aus endhch vielen reguliiren (~ -- 1)-dimensionalen Mannlg- 
faltigkeiten. Wenn zwei derselben Punkte gemein haben, so mfissen diese ffir 
beide Randpunkte sein -- und zwar ffir beide Randpunkte hSherer Ordnung, 
d. h. solche Randpunkte, welche nicht im Innern einer ihrer regul~ren (~ -- 2)- 
dimensionalen Randmannigfaltigkeiten liegen und mithin einer (~ -- 3)-dimen- 
sionalen Randmannigfaltigkeit angehSren. Ferner geht jeder Randpunkt 
yon K in einen Randpunkt  des Schnittes im Sinne derDefinition 1. e. 1 w 5 I I I  (b) 
fiber und jeder innere Punkt  yon K in einen inneren Punkt  einer der endlich 
vielen regul~ren Mannigfaltigkeiten, aus welchen der Schnitt besteht. 

Wit wollen jetzt zeige n, dab ein Randpunkt  des Schnittes in der Definition 
1. c.1 w 5 I I I  b aueh im gewShnlichen Sinn ein Randpunkt  der den Sehnitt 
bildenden Punktmenge relativ zur Kugeloberfl~che (6) sein mull. G e m ~  der 
Definition I. c. 1 w 5 I I I  b gilt ein Punkt  dann als ein Randpunkt des Schnittes, 
wenn es kein (~ -- 1)-dimensionales Grundgebilde gibt, das diesen Punkt  nebst 
den Punkten des Schnittes in einer gewissen Umgebung im Innern enth~lt 
und ganz aus Punkten des Sehnittes besteht. W~ire nun der betrachtete 
Randpunkt  P des Sehnittes kein Randpunkt ira gewShnlichen Sinn relativ 
zur Kugelobeffl~iche, so best~nde eine gewisse Umgebung yon P auf dieser 
ganz aus Punkten des Schnittes, und innerhalb einer solchen liege sich ein P 
noch im Innern enthaltendes (n -- 1)-dimensionales Grundgebilde abgrenzen 
-- im Widerspruch zur Voraussetzung. Wir sehen also, dal], wenn auf einer 
den Rand yon K nieht berfihrenden Kugel (6) Randpunkte yon K liegen, auf 
ihr aueh Punkte liegen mfissen, die nicht za K gehSren. 

Ebenso folgt aus 1. c. 1 w 6 I I I  (14), dab der KSrper K dutch eine ihn 
schneidende, abet den Rand im obigen Sinne nirgends berfihrende Kugel (6) 
in endllch viele regul~ire KSrper zerlegt wird, so dab jedes der beiden offenen 
Raumgebiete, in welche der Gesamtraum dutch die Kugel zerlegt wird, das 
Innere mindestens eines der TeilkSrper enth~ilt. Dutch Wiederholung folgt 
hieraus, dab der regul~re KSrper K durch zwei ihn sehneidende, abet den 
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Rand nirgends beriihrende konzentrische Kugeln (6) in endlich vide regul~ire 
KSrper zerlegt wird, so daft jedes der drei offenen Gebiete, in wdche der 
Gesamtraum dutch die beiden Kugelfl~chen zerlegt wird, das Innere mindestens 
eines der TeilkSrper enth~lt. Dabei bleibt jeder Randpunkt ein Randpunkt, 
und die inneren Punkte auf den beiden konzentrischen Kugeloberfliichen 
werden ebenfalls Randpunkte. Abgesehen yon diesen geht jeder ~nnere Punkt 
in einen inneren Punkt eines der TeilkSrper iiber. Wenn endlieh zwei Teil- 
kSrper, welehe beide in demselben der drei yon den beiden Kugeloberfl/ichen 
abgegrenzten Gebiete liegen, also etwa beide sich zwischen den beiden Kugel- 
oberfL~ehen befinden, Punkte gemein haben, so miissen diese f'tir beide Rand- 
punkte hSherer Ordnung sein, d. h. einer (~ -- 2)-dimensionalen Randmannig- 
faltigkeit angehSren. 

4) Wit machen jetzt wieder die Voraussetzung, da~ es auf den Rand- 
mannigfaltigkeiten des regul/iren KSrpers K nicht unendhch vide Punkte gibt, 
in welchen eine Beriihrung mit einer Kugel der konzentrischen Kugelschar (6) 
statffindet. Man bezeichne mit R den Rand yon K, mit R~_ 1, ~ = 1, 2 . . . .  
die endlich vielen regul~ren Randmannigfaltigkeiten, aus welchen R besteht, 
und mit ~ eine stetige Funktion auf R. Gem~i~ den unter 2), (8) (9) gemachten 
Feststellungen ist dann das Integral 

bestimmt, f/ir alle Werte yon ~ stetig und, abgesehen yon den endl~ch vielen 
kusnahmewerten, fiir welehe die Mannigfaltigkeit yon der Kugel 

n 

1 

beriihrt wird, auch stetig differenzierbar. Nun ist 

- - I \ 1  - -  / 

wobei auf der rechten Seite iiber alle Randmannigfaltigkeiten zu summieren 
ist. Denn da wegen 1. c. 1 w 6 III  (f) zwei Randmannigfaltigkeiten nut Punkte 
gemein haben kSnnen, die fiir beide wiederum Randpunkte sind, d.h. also 
einer ( n -  2)-dimensionalen regul~ren Randmannigfaltigkeit angehSren, so 
hefe~n die in der Summe auf der rechten Seite mehrfach in Anschlag komm enden 
Tefle yon R keinen endlichen Beitrag zu den Integralen. Daher ist auch das 
Integral 

(13) j" ~ ds,~_~ 

6* 
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fiir alle Werte yon ~ bestimmt, als Funktion yon ~ stetig, und abgesehen yon 
den endlich vielen Ausnabmewerten, fiir welche eine der Randmannigfaltig- 
keiten yon K yon der Kugel 

1 

beriihrt wird, auch stetig differenzierbar. Man hat "folglieh 

s i (s t (14) ~ds,z-1 = ~ rpds,~_l dr, 

wobei auf der rechten Seite der Integrand unter dem iiu~eren Integral his auf 
die hSchstens endlich vielen Ausnahmewerte definiert und als Funktion 
yon t stetig ist. 

5) Wit bleiben bei der Voraussetzung, dal~ auf den Randmannigfaltig- 
keiten des reguliiren K6rpers K nicht unendlich viele Punkte vorhanden sind, 
in welchen eine Beriihrung mit einer Kugel der konzentrischen Schar (6) 
stattfindet, und bezeichnen die endlich vielen Radien der beriihrenden Kugeln 
als die Ausnalnnewerte yon u. 

Ferner setzen wit voraus, da~ der Koordinatenanfangspunkt nieht auf 
dem Rande yon K liegt. 

Es bezeichne a* den kleinsten und fl* den grS~ten Abstand des reguliiren 
und mithin abgeschlossenen KSrpers K vom Koordinatenanfangspunkt. 
Dann liegt der Koordinatenanfangspunkt, da er voraussetzungsgemii~ nieht 
Randpunkt ist, fiir ~* ~ 0 ira Innern des KSrpers, fiir ~* > 0 im Auflern. Da 
ferner wegen derDefinitionseigensehaft 1. c. 1 w III  (d) eines regulgren KSrpers 
jeder Randpunkt yon K H~iufungspunkt yon inneren Punkten ist, so ist ~* 
auch die untere Grenze des Abstandes der inneren Punkte yon K yore Ko- 
ordinatenanfangspunkt und fl* die obere Grenze. Ist daher 

so gibt es einen inneren Punkt P', dessen Entfernung yore Koordinaten- 
anfangspunkt grSI~er als u ist, und einen inneren Punkt P", dessen Entfernung 
kleiner als u ist. Gem~i~ der Definitionseigenschaft 1. c.1 w 6 IV (e) lassen sich 
nun P' und P"  dutch einen ganz im Innern yon K verlaufenden Weg ver- 
binden. Also muB es auf der Kugel 

n 

(15) X,. ~,~ = u s  
1 
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innere Punl~te yon K geben. Diese sind afortiori  auch relativ zur Kugel- 
obeffl~che inhere Punkte des Schnittes, welchen diese mit dem KSrper bildet, 
und welcher mit dem Symbol 

bezeichnet werden mSge. 
Liegt also u im offenen Intervall zwischen ~* und/~*, so sind nur die 

folgenden drei l~lle m6glich: 

I. Die Kugeloberfl~he (6) besteht nut aus inneren Punkten yon K. 

II. Die Kugeloberfl~che enth~lt innere und Randpunkte, aber keinen 
~u~eren Punkt yon K. 

Da, wie im vorletzten Absatz des Abschnitts 3) festgesteUt, auf eine 
die Randmanni~altigkeiten yon K nirgends beriihrenden Kugel, auf welche 
Randpunkte yon K liegen, auch ~u~ere Punkte yon/~ vorhanden sein miissen 
so kann der l~all II  nut eintreten, wenn die Kugel eine der Randmanni~altig- 
keiCen yon K beriihrt, d. h. wenn u einen der endlich vielen Ausnahmewerte 
annimmt. 

III. Die Kugeloberfl~he enth~ilt sowohl innere als ~u~ere und mithin 
auch Randpunkte "con K. 

Fiir die Kugeloberfl~che 

(17) ~v" x~ -~ 8" 2 

gilt auf Grund der Definition yon j~* das folgende: Die Kugeloberfl~ehe kann 
keinen inneren Punkt yon K enthalten, und da sie Punkte y o n / f  enthal~en 
mu~, so liegen auf ihr Randpunkte yon K. In jedem dieser Randpunlrte mul3 
sie eine Randmannigfaltigkeit beriihren. Es sei n~mIich P ein auf der Kugel 
gelegener Randpunkt y o n / f ,  /~ die niedrigste Dimensionenzahl der ilm ent- 
haltenden Randmannigfaltigkeiten, und 2~ eine solche. Ist dann/~ ~ 0, so 
ist P ein Eckpunkt, und in einem solchen beriihrt definitionsm~l~ig jede duroh 
ihn gehende Kugel den Rand. Ist aber/~ > 0, so muB P ein innerer Punkt 
yon R~ ~) sein, denn sonst miiBte P einer der (/~ -- 1)-dimensionalen Rand- 
mannigfaltigkeiten yon ~ )  angehSren -- im Widerspruch zur Definition yon k. 
F~nde nun in P keine Ber'fihrung start, so kSnnte dort die k-dimensionale 
Tangentialebene yon ~ ' )  nicht in die (n -- 1)-dimensionale Tangentialebene 
der Kugel fallen. Es g~ibe also auf 2~ ") eine P im Innern enthaltende Kurve, 
welche die Tangentialebene der Kugel (17) nicht beiiihrt. Auf dieser miiBte 
es aber Punkte geben, deren Entfer~ung yore Koordinatenanfangspunkt j~* 
iibersteigt -- im Widerspruch zur Definition yon 8*. Da voraussetzungs- 
gem~i~ auf dem Rande yon/~ nicht unendlich viele Punl~te vorhanden sind, 
in welchen eine Beriihrung mit einer Kugel der Schar (6) stattfindet, so 
liegen auf der Kugel (17) nur endlieh viele Randpunkte yon K. Sie besteht 
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also, abgesehen yon diesen, nut aus iiugeren Punk-ten yon K. I)asselbe 
gilt fiir ~* > 0 auch yon der Kugel 

n 

(18) ~v', x~ = ~* 2, ~* > O. 
1 

Fiir die Kugel mit dem Radius p* uncl im Fafle ~* > 0 auch noch fiir die Kugel 
mit dem Radius ~* und nut fiir diese beiden Kugeln gilt also der Fall IV: 

IV. Die Kugel enthMt keine inueren und nut endlich viele, aber mindestens 
einen Randpunlrt yon K. 

Auf der Halbgeraden u > 0 bilden diejenigen Plmlrte, fiir welche der 
Fall I eintritt, eine offene Punktmenge. Ebenso diejenigen Punkte, fiir wetche 
der l~all I I I  Platz greift. Es sei nun / die, wie oben festgesteUt, endliche Anzahl 
derjenigen Punkte, welche zum Fall II  geh6ren, wobei I natiirlich auch ver- 
schwinden kann. Die Werte yon ~ in diesen Punkten der Gr6fle nach 
geordnet seien 

(19) 71 < ~'~... < 7,- 

Dann kSnnen die Randpunkte relativ zur l~albgeraden u ~ 0 sowohl der- 
jenigen Punktmenge, fiir welche der Fall I Platz greift, als auch derjenigen, 
welche zum Fall I I I  geh6ren, unr yon den Punkten 

(20) ~o < ) ' I  < 73 �9 �9 �9 < 7~ < 7z+I, 70 = ~*, 7~+1 = /3*, 

gestellt werden. Jede der beiden P,mlrtmengen besteht also aus endlich vielen 
offenen Intervallen, deren jedes yon zwei aufeinanderfolgenden Punlrten der 
l + 2 Punkte (20) begtenzt wird. Dabei kSnnen f'tir 1 --< ~ ~ Z in keinem 
Punkte ~ zwei dez offenen Intervalle aneinanderstol]en, in welchen der l~all I 
stattfindet. Dann miiflte n~.m|ich das gesamte yon den beiden konzentrischen 
Kugeloberfliichen 

n 

1 

begrenzte Oebiet des n-dimensionalen Raumes zu K geh6ren, und es kSnnten 
daher auf der Kugel 

n 

1 

keine Randpunkte yon K liegen -- im W iclerspruch zur Voraussetznng, da]~ 
fiir u = 7~ der ~all II  eintritt. ~iir 1 ~ ~t ~ I ist also jeder Punkt 7~ Rand- 
punkt yon einem oder zwei der offenen Intervalle, welche zum ~all I I I  geh6ren. 
Der Punkt yz+ 1 ist wegen 7z+ 1 = fl* Endpunkt eines zum l~all III  gehSrigen 
Intervalls. Ebenso ist der P,,n]rt 70 wegen Yo ----- ~* fiir ~* > 0 Anfangspunkt 
eines solchen, wiihrend er fiir ~* 0 Anfangspunkt eines zum Fall I geh6rigen 
Intervalls ist. 
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Es sei nun m die Anzahl der 0ftenen zum Fall III  gehSrigen Intervalle, 
I t l  und es mSgen 7~ und 7~, /~ = 1 . . .  m, ihre A, ffangs- und Endpunkte sei~. 

])ann hat man 

, , i  " < ' 1 m -  1., (21) 7 ~ < 7 , ,  # = l . . . m ,  7~ =?~+ i ,  /z . . . .  

(22) ~'~ = f l* ,  7~ =~ f '~ ~ * > 0 ,  7~.>~ f'tir ~ * : 0 .  

Dabei gehSren sS~ntliehe Pnnkte, fiir welche tier Fall II  eintritt, zu den 
Anfangs- und Endpunkten dieser Intervalle, und es tritt  in diesen Anfangs- 
und Endpunkten auch der Fall II  ein mit Ausnahme des Pnnktes 7~ = r* 
und fiir ~* > 0 noch des Punk~es 7~ = ~*, in welehen der Fall IV Platz greift. 

6) Unter den Voraussetaungen des vorigen Abschnitts projizieren wix 
vom Koordinatenanfangspunkt M aus den Schnitt 

auf  die Einheitskugel 
n 

(241 Z',  = 1 
1 

und bezeichnen den Fl~ichen~nhalt der Projektion mit J(~). Dann ist, wie wit 
zun~ichst beweisen wollen, die Funktion J(u) fiir alle Werte yon u bestimmt 
und stetig und, abgesehen yon den endlich vielen Ausnahmestellen, auch 
stetig differenzierbar. 

Fiir u > r* ist J(u) konstant gleich Null, ebenso im Falle ~* > 0 fiir 
u < ~*. Ist ~* = 0, so l~i~t sich ein ~' > 0 so bestlmmen, da~ f'tir 0 < u < ~' 
J(u) konstant gleich der Gesamtobeftli~che dez Einheitskugel bleibt, so 
da~ also 

(25) = h E .  

gilt, wobei wie schon friiheren Ortes E~ das Volumen der n-dimensionalen 
Einheitskugel bedeutet. Ebenso gilt die letzte Gleichung in allen Punkten, 
fiir welche der Fall I eintritt, und welche, wie wiederholt werden daft, eine 
offene Punktmenge bilden. In allen den genannten Gebieten ist also J (u) 
konstant und mithin, da sie often sind, auch stetig. Definiert man J C 0) im 
Falle ~* = 0 dutch nE~ und im Falle ~* > 0 dutch 0, so bleibt die Funktion 
auch an der Stelle u = 0 stetig. 

7) Es liege nun an der Stelle u = ~' der Fall III  vor. Dann gehSrt ~' 
einem der m offenen Intervalle (21), (22) an. Es sei also 

t (26) ~'~, < ~' <: Z,," 

Da im Falle I II  auf der Kugel 

1 
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sowohl innere als auch ~u~ere Punkte yon K fiegen, so gilt zuniichst 

(27) ~ .  > J(~') > 0. 

E~ sei ferner N ein auf dieser Kugel gelegener Panlrt, der nicht zu K gehSrt, 

und N' seine Projektion auf die Einheitskugel (24). Dann kann man ~ und 
so best~mmen, dab 

t nt (28) r~ < ~ < ~' < ~ < r .  

ist, dab weder ~ noch ~ in eine der e~,dlich vielen Ausnahmestellen fallen, und 

da~ auf dem yon M nach N" gerichteterL HalbstraM die Punkte in der Ent- 

fernung u yon M ffir ~ _~ u ~ ~ noch im Au~eren yon K liegen. Man projiziere 

jetzt die Einheitskugel stereographisch vom Nordpol N' aus auf die dutch M 
gehende, zum Halbstrahl M N '  senlrrechte Ebene. Es sei P ein beliebiger 
Punlrb mit den Koordinaten x x . . .  x,, P'  seine Projektion yon M aus auf die 
Einheitskugel. Es sei 

( 2 9 )  u = M P  = , x , ,  

und es seien auf der Ebene der stereographisehen Projektion v l . . .  v,_l die 
rechtw~nk]igen Koordinaten 4er stereographischen Projektion yon P'. Man 
erhiilt entsprechend der Formel w 3 (9) 

~'82 ~ t t  du2 u2 ( 2 2 . - 1  0o) 

1 

Es bezeieime K* das Bild yon K im Raum mit den rechtw~n]digen Koordinaten 
u, v l . . .  V,_l. Da die Transformation bei AusschluB des von M fiber N' 
hinausweisenden Halbstrahls eindeutig, eindeutig umkehrbar und zwehnal 
stetig differenzierbar isr so ist sie beriihrungserhaltend und f'tihrt, wie w 4 1) 
festgestellt, regulate Mannigfaltigkeiten und KSrper in ebensolche fiber. Der 

zwischen den beiden konzentrischen Kuge]n mit den Radien _~ und ~ gelegene 
Tefl yon K, der in unserer Schreibweise mit dem Symbol 

K(~ < u  < ~) 
zu bezeichnen ist, besteht nun, wie im laufenden Paragraphen unter 3) fest- 
gestell~, aus endlich vielen regul~iren KSrpern, welche nut l~andpunkte h6herer 
Ordnung miteinander gemein haben kSnnen. Da dieser abgeschlossene Tefl 
yon K keinen Punkt des yon M nach N' gerichteten Halbstrahls enth~lt, so 
folgt, da~ im Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten u, vl .  �9 �9 v~_l auch 

der zwisehen 4en beiden Ebenen u = ~ und u = ~ liegende Teil yon K* 

K*(~ _~ u ~ ~) 



aus endlich vielen regul~ren KSrpern besteht, welche nur Randpunkte hSherer 
Ordnung miteinander gemein haben kSnnen. Ebenso entspricht jeder Be- 
riihrung einer Kugel 

1 

mit einer der Randmannigfaltigkeiten yon K bei der Transformation in dem 
Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten u, v l . . .  v~-i eine Beriibxung 
der Ebene u = u 1 mit der entsprechenden Randmannigfaltigkeit yon K* 

und umgekehrt. Es gibt daher im Bereich ~ _< u ~ ~ auf den Randmannig- 

faltigkeiten yon K* nut endlich viele Pun~e ,  in welchen eine Beriihrung 
mit einer Ebene der Ebenenschar u = konst stattfindet. Man bezeiclme mit 
K *~, ~ : 1 , 2 . . . ,  die endlich vielen regul~ren TeilkSrper, aus welchen 

K* (~ ~ u --< ~ besteht. Dann folgt aus den obigen Feststellungen gem~iI~ 

~<~<~ 

J  I=Z, j , d,,, ... d,,,,_,. 
K,~(~= D 1-~- 1Z~v~ 

Dabei ist, wie den Feststellungen im AnschluB an w 5 (17) entspricht, alff 
der rechten Seite jedes einzelne der Integrale und mithin auch ihre Sumrae 
J (~) als Funk~ion yon ~ fiir alle Wer~e des Intervalls stetig und, abgesehen 
yon den endlich vielen kusnahmewerten, ffir welche eine Beriihrlmg der 
Kugel 

n 

1 

mit dem Rande yon K stattfindet, auch stetig differenzJerbar. 
Damit sin~ unsere hinsichtlich des Verhaltens der Funk~ion J(~) unter 6) 

ausgesprochenen Behauptungen fiir alle Werte yon u bis auf die Anfangs- und 
Endpunkte 7~, 7~ , # 1 ... m der ~ Intervalle (21), (22) bewiesen. In diesen 
Punkten haben wit, da sie zu den endlich vielen Ausnahmestellen zu z~itflen 
sind, lediglich die Stetigkeit der Funktion nachzuweisen, was jetzt geschehen 
soU. 

8) Im Punkte 7 "  = fl* verschwindet J (u); denn auf der Kugeloberfl~che 

2 = ~ ' 2  

1 

liegen, wie oben festgestellt, nut endlich viele Punkte yon K. Dasselbe gilt 
im Falle ~* > 0 fiir den Punkt ~ = ~*. Die iibrigen Punkte 7~, 7~" gehSren 
alle zum Fall II, und es gilt daher in diesen Punkten 

J ( u )  = ~E.. 
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(3o) f ~ r  

(31) 
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Es sei nun N ein auf der Kugel 
n 

- -  

a 

gelegener Punkt, der nicht zu K geh~rt, und N' seine Projektion auf die Ein- 

heitstrugel. Dann kann man ~ und ~ so bestimmen, da~ 

ist, da~ ~ in keine der endlich vielen Ausnahmestellen ffallt, was bei ~ durch 
~ ~* gesichert ist, und da~ auf dem von M nach N' gerichteten Halbstrahl 

aUe Punkte in der Entfernung u yon M fiir ~ ~ u ~ ~ noch hn Xu~eren v~) n K 
liegen. Dann er~bt  genau dieselbe Koordinatentransformation wie oben auf 
dem Wege ~iber die Gleichung (32) die Stetigkeit der Funktion J(~) im Interval1 

~ ~ ~ ~, und mithin auch an der Stelle 
pt 

Ebenso beweist man hn Falle ~* ~ 0 die Stetigkeit yon J (u) an der Stelle 

Wit wenden uns jetzt zum Beweise der Stetigkeit der l~unktion J(u) 
in denjenigen Anfangs- und Endpunkten der m Intervalle (21), (22), welche 
nicht mit fl* oder a* zusammenfallen, d. h. also nach den unter 5) gemachten 
Feststellungen in allen etwa vorhandenen Punkten, in welchen der l~all II 
eintritt. Es sei nun 7 eine solche Stelle. Dann ist zun~chst, wie oben fest- 
gestellt, J(7) ---- ~E~. Es sei ferner N ein innerer Pnn~t yon K auf der Kugel 

n 

1 

und N" die Projektion yon N auf die Einheltskugel. Dann kann man ein 

und ein ~so bestlmmen, da~ 0 ~ ~ ~ 7 ~ ~ist, da~ keiner der beiden Werte 

in eine der Ausnahmestellen f~llt, und da~ auf dem yon M nach N" gerichteten 

Halbstrahl die Punkte in der Entfernung u yon M fiir ~ ~ 9 ~ ~ noch hn 

Innern yon K liegen. Zun~chst besteht dann wie oben K (~ ~ 9 ~ ~) aus 

endlich vielen regul~ren K~rpern K ~, die nur Randpunkte hSherer 0rdnung 
miteinander gemein haben kSnnen, l~erner l~i~t sich ein Winkel U ~ 0 so 
best~mmen, da~ jeder Punkt P, f~ir welchen 

(33) ~ P M N ' ~ u ,  ~ M P ~  

gilt, noch im Innern yon K ]iegt. AHe diese Punkte gehSren offenbar ein und 

demselben der endlich vielen TeilkSrper an, aus welchen K (~ ~ 9 ~ 
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besteht. Dieser TeilkSrper mSge mit K 1 bezeichnet werden. Man schneide 
mm aus K 1 denjenigen Tell heraus, f'fir dessen Punkte P 

(34) 2;  P M  N' < 

gilt. Der iibrigbleibende Teil bildet dann offenbar wieder einen reguliiren 

KSrper, der mit ~1 bezeiclmet werden m6ge. Bezeiehnet also K(~ _~ u _ ~) 

denjenigen Teil yon K(~ ~_ u _~ ~), der nach dem Heraussch~neiden des 

Telles (34) iibrigbleibt, so besteht auch K(~ ~ u ~ ~) aus endlich vielen 

regul~ren KSrpern, die nut  Randpunkte hSherer Ordnung miteinander gemein 

haben. Bezeichnet J(~) den (n -- 1)-dimensionalen Fli~cheninhalt der Pro- 

]ektion yon K(tt = ~) auf  die Einheitskugel, so hat man 

(35) J (~) ----- J(~) + J~, 

wobei Jn den (n -- 1)-dimensionalen Fl~cheninhalt der Projektion des heraus- 
gesctmittenen Teiles auf die Einheitskugel bedeutet und mithin gleich dem 
Volumen der Kugel mit dem sph~ischen Radius ~ im (n -- 1)-dimensionalen 
auf der Einheitskugel ausgebreiteten sph~ixischen Raum ist. Da nunmehr 

/~(~ ~ u _< ~) keinen Punkt  des yon M nach N' weisenden Halbstrahles 

enth~lt, so ergibt (tieselbe Schlul~weise wie oben, dab hn Intervall ~ < ~ < 

die Funktion J (~) fiir alle Werte von ~ stetig ist. Da endlieh J~ in dem Intervall 
eine Konstante darstellt, so ist auch die Funktion J (~) in dem Intervall und 
mithin auch an der Stelle 7 stetig, was zu beweisen war. 

9) Wir machen jetzt die Voraussetzung, da~ i m ( ,  -- 1)-dimensionalen 
sph~rischen Raum, d .h .  also auf der Oberfliiche der ~-dimensionalen Eukli- 
dischen Einheitskugel die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel in der am 
Eingang des w 6 pr~zisierten Formulierung bewiesen sei. 

Es liege an der Stelle u ---- ~' der Fall I I I  vor. Dann gehSrt ~' einem der 
m offenen Intervalle (21), (22) an. Es sei also wie im Abselmitt 7) (26) 

t t t  

(36) 7~ < ~' < ~',~. 

Wit kehren zu der im Abschnitt 7) eingeffihrten Koordinatentransformation 
unter Beibehaltung sii~tlieher in diesem Abschnitt benutzten Bezeichnungen 
zuriick. 

Es bezeichne a (~t) eine in K definierte positive stetige Funktion der Fmt- 
fernung st yore Koordinatenanfangspunkt, R den Rand yon K und R* den 
Rand yon K*. Dann hat man FLit 
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wobei ds,~_l das (~ -- 1)-dimensionale Euklidische Fl~chenelement im Raum 

mit den rechtwinkligen Koordinaten x i . . .  x~ bedeutet, und ds~_ i das in 
der Maflbestimmung (30) gemessene entsprechende Fl~chenelement im Raum 
mit den rechtwinkligen Koordinaten u, v i . . .  v~_i. 

Genau so, wie imw 5 die Ungleiehung (45) hergeleitet und die notwendigen 
und h~nreichenden Bedingungen flit die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens 
in dieser Ungleichung festgestellt wurden, gelangt man zu den folgenden 
Ergeb~issen : 

Es gilt im Intervall 
~<~<~, 

abgesehen yon den endlich vielen Ausnahmeste]len, 

d I --  _ ~O* [J (~)]2 ~2[dJ($)~ 2 (39) d-'~ a(u)ds*_l ~ a(~) ~ -2  ~_ ~"-J-~/' 

wobei wie w 5 (25") die Funktion 0"  [l z] in dem auf der Oberfl~iehe der Einheits- 
kugel ausgebreiteten (~ -- 1)-dimensionalen sph~risehen Raum die Oberfl~che 
einer Kugel als Funktion ihres Volumens ausdriickt. Beide Seiten der Un- 
gleichung sind, abgesehen yon den Ausnahmestellen, als l~unktionen yon 
stetig, und das Gleichheitszeichen greift, abgesehen yon den Ausnahme- 

steUen, dann und nut dann im gesamten Intervall ~ < ~ < ~ Platz, wenn 

K*(~ < u < ~) in der Ma~bestimmung (30) einen RotationskSrper darstellt 
-- und zwar dergestalt, dal~ die Schnitte mit den Ebenen u = konst fiir alle 

Werte yon u im Intervall ~ < u < ~ in der MaBbestimmung (30) (~ -- 1)- 
dimensionale Vollkugeln sind~ deren Radius wegen (27) nirgends verschwindet, 
und deren innerer Mittelpunkt dutch die Gleichungen 

(40) v ~ = c , ,  ~ = 1 . . . ~ - - 1 ,  

bestimmt ist, wobei die c, Konstanten bedeuten. Die Rotationsachse wird also 
dutch die Gleichungen (40) gegeben. 

Dutch ~bertragung auf den (x)-Raum erh~lt dies Ergebnis die folgende 
Gestalt: 

Das Gleichheitszeict]en fiir das gesamte Intervall ~ < ~ < ~, abgesehen 
yon den Ausnahmestellen, gilt dann und nut dann, wenn im Euklidischen 

Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten x 1 . . .  x~ K (~_ < u < ~) einen 
RotationskSrper um die Achse MC bildet, wobei der Punkt C als stereo~ 
g~aphisches Bild des Punktes v,, = c,. , ,  ~ 1 . . .  ~ -- 1 auf der Einheitskugel 
liegt. Dabei miissen noch die Schnitte K(u ~- ~) des KSrpers K n, it den 
Kugelobeffl~chen 

n 

2 ~ 2  (41) X~ x,, 
1 
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ffir alle Werte von ~ des Intervalls ~ < ~ < ~ (n -- 1)-dimensionale sph~irische 
Vollkugeln sein, deren Radius nirgends verschwindet, und deren innerer 
Mittelpunkt dutch den Schnittpunkt der Kugelobeffliiche (41) mit dem Halb- 
strahl M C gegeben ist. 

Die Ungleichung (39) ist wegen (38) und der selbstverst~ndlichen Identit~v 

d I d . I < a ( u )  d'---~ if(U) g8n-- 1 ~-- - ~  dS~_l  

gleichbedeutend mit der Ungleichung 

-- I ~/ [dJ(~),, (42) d a (u) d sn- x :> a (~) ~ -  ~ O* [J (~)]u + ~u \ _ _ ~ 1  . 

Diese Ungleichung gilt also, abgesehen yon den endlich vielen Ausnahme- 
stellen, im Intervall ~ < ~ < ~, wobei beide Seiten, abgesehen yon dlesen 
Ausnahmestellen, stetig sind, und die fiir das gesamte Intervall, abgesehen 
yon den Ausnahmestellen, bestehende Giiltigkeit des Gleichheitszeichens 
an die eben formulierten notwendigen und hinreichenden Bedingungen ge- 
kniipft ist. 

Nun l~i~t sich zu jedem Punkt ~' des offenen Intervalls 

? ~ t  t ,  

ein solches ihn im Innern enthaltendes Teilintervall mit dem Anfangspunkt 

mad dem Endpunlrt .~ bestimmen, dab f'tir dieses die eben gemachten Fest- 
stellungen gelten. Daraus folgt, dal], abgesehen von den endlich vielen Aus- 
nahmestellen, die Ungleichung (42) fiir alle Punkte ~ des offenen Intervalls 

t s t  
(43) 7~ < ~ < 7~ 

Giiltigkeit besitzt, und da~ das Gleichheitszeichen dann und nut dann im ge- 
samten Intervall (43), abgesehen yon den Ausnahmestellen, Platz greift, 
wenn der Schnitt K(u = ~) des KSrpe~s K mit der Kugelobeffliiche 

}$ 

1 

f'tir alle Werte yon ~, welche dem offenen Intervall (43) angehSren, eine (n -- 1)- 
dimensionale sph~rische Vollkugel bildet. Dabei muB die Projektion des 
inneren Mittelpunktes dieser sphiixischen Vollkugeln auf die Einheitskugel, 
da sie fiir jeden Weft ~' nach den obigen Feststellungen in einex gewissen yon 
einem ~ < ~' und einem ~ > ~' begrenzten Umgebung konstant bleibt, im 
gesamten offenen Intervall (43) lest bleiben. Man bezeichne sie mit Cs. 
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10) Setzt man in der Gleichung (14) 

1 ~ 

und beriicksichtigt, da~ aul~erhalb der m Intervalle 7~ ~ ~ ~ 7~' Rand~ 
punkte des KSrpers K nicht vorhanden mind, so ergibt sich 

tt 

(45) O(U) g 8 n _  1 = ~ ~-~ {Y(U) d S n _  1 d r ,  

und mithin wegen (42) 
tp 

R I r,,, 

Dabei Bind auf der rechten Seite die Integranden bis auf die endlich vielen 
Ausnahmewerte bestlmmt und stetig. Das Gleichheitszeichen gilt nach den 
im vorigen Abschnitt gemachten l~eststellungen dann und nut  dann, wenn fiir 

t tt aUe Punkte ~, welche einem der m offenen Intervalle zwischen 7~ und 7~, 
= 1 . . .  m, angehSren, der Schnitt K (u = ~) des KSrpers K mit der Kugel 

n 
(47) Z~ :v~ = ~2 

I 

aus einer (n -- 1)-dimensionalen sph~rischen Vollkugel besteht, deren innerer 
Mittelplmk-t, dutch den Schnittp~mlrt der Kugel (47) mit dem Halbstrahl 
MC~,, ~ = 1 . . .  m, gegeben wird. Hierbei bedeutet O r einen P,n]rt  auf der 
Einheitsk~el,  der f'tir jedes der m IntervaUe 7~ < ~ ~ 7~' lest bleibt. Die 
Projektion des Schnittes K(u ~-~) auf die Einheitskugel besitzt voraus- 
setzungsgem~i~ den ( ~ -  1)-dhnensionalen Euklidischen Fl~cheninhalt J(~), 
oder mit anderen Worten -- in dem auf der Einheitskugel ausgebreiteten 
sph~irischen Raum das sph~rische Volumen J(~). Bezeichnet also r(~) den 
sph~irischen Radius der sph~rischen Vollkugel, aus welcher im Fa]le der Giiltig- 
keit des Gleichheitszeichens in (46) die Projektion besteht, so ist r (~) bestimmt 
dutch die Gleichung 

(48) V* (r (~)) -- J(~), 

wobei die l~unktion V* (r) wie w 5 (25) in dem auf der Eaklidischen Einhei~s- 
kugel ausgebreiteten (~ -- 1)-dimensionalen sph~rischen Raum das u 
einer Kugel als Funk-tion ihres sphiirischen Radius ausdrtickt. Da g e m ~  (27) 
fiir alle Pnnl~te ~ der offenen Intervalle ~ < ~ < ~ , /~ = 1 . . .  ~n, 

(49) ~ > J(~) > 0 
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gilt, so ist in allen diesen Puulrten auch 

(50) ~ > ~(~) > o. 

In denjenigen Punkten zwischen co* und fl*, welche weder als innere 
t ]  Punkte noeh als Anfangs- und Endpunkte einem der Intervalle 7~, 7~, 

/~ = 1 . . .  m angeh5ren, trier der Fall I ein, und besteht mithin der Schnitt 
K(u = ~) aus der gesamten Kugeloberfliiche 

n 

1 

Scheiden wit zun~chst den Punkt 7~ ~ fl*, und im Falle ~* > 0 noch den 
e Punkt Y~ = ~* aus, so gehSren die fibrigen Punkte Y,u, 7~' zum Yalle II, und 

es efffiUen daher auch die Schnit~e K(u = 7~), K(u = 7~') die gesamten 
Kugeloberfl~ichen 

n 
2 t2  Z ,  ~y2 f ' 2  (51) Z ~  x ,  7 . ,  -~ ~ Y u �9 

1 1 

Im Falle ~* ~ 0 besteht der Schnitt K(u = ~r nur aus dem KoorclJnaten- 
anfangspunkt M, der dann ein innerer Punkt yon K ist. Es eriibrigt also 
nut nooh die Klarstellung des Schnittes K(u ~ fl*), and im Falle ~* :> 0 
noeh des Sctmittes K (u = ~*). 

Im offenen Intervall 
r rl 

(52) rm < ~ < r ~  = ;* 

liegt der innere Mittelpunkt der (n ~ 1)-dimensionalen sph~rischenVollkugel, 
aus welcher der Schnitt K(u = ~) im Falle der Gfiltigkeit des Gleich- 
heitszeichens in (46) besteht, auf dem festen Halbstrahl M C , ,  w~ihrend 
ihr Radius wegen (50) nieht verschwindet. Daraus folgt, da~ der Sehnitt- 
punkt des Halbstrahls mit der Kugel 

2 ~ * 2  (53) X ,  x~ = 
1 

als H~ufungspunkt yon Punkten des abgesehlossenen KSrpers K dem KSrper 
angehSrt. Andererseits verschwindet, wie unter 8) festgestellt, J(~) an der 
Stelle ~ = fl* und bleibt dort stetig. Man hat mithin wegen (48) ffir ~ -~ fl* 

(5~) ~(~) -* 0. 

Daher konvergieren fin offenen IntervaU (52) s~i~nthehe Punkte des Schnittes 
K(u = ~) fiir ~ --> fl* gegen den Schnittpunkt des Halbstrahls .MC~ mit der 
Kugel (53). Daraus folgt, dal~ ein van diesem Setmittpunla verschiedener 
Punkt auf der Kugel (53), der mit P bezeiehnet werden mSge, nicht H~ufungs- 
punkt yon Punkten des KSrpers K sein kann, deren Entfernung vom Ko- 
ordinatenanfangspunkt -< fl* ist. Da auf Grund der Definition yon fl* der 
KSrper Punkte, deren Entfernung vom Koordinatenanfangs.pur~t ~5 ~ fiber- 
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steigt, iiberhaupt nicht enth~t,  so kann P nicht H~ufungspunkt yon Punkten 
des KSrpers sein, welche nicht auf der Kugel (53) liegen. 

Mithin kann P weder innerer Punkt yon K sein, noeh H~ufungspunkt yon 
inneren Punkten. Da gemti~ der Definitionseigenschaft 1. c. 1 w 6 IV (d) jeder 
Randpunkt eines regul~ren K5rpers H~ufungspunkt yon inneren Punkten 
sein muff, so kaffn P auch kein Randpunkt yon K sein und mithin tiberhaupt 
nicht zu K gehSren. Also besteht der Schnitt K(u = fl*) nut aus dem Schnitt- 
punkt des Halbstrahls MC~ mit der Kugel (53). Ebenso beweist man, dal] 
im Fall a* > 0 der Schnitt K(u = ~*) nut aus dem Sehnittpunkt des Halb- 
strahls MC1 mit der Kugel 

n 

1 
besteht. 

Damit haben wit voUstgndig festgestellt, an welche Gestalt s~mtlicher 
Sclmitte K (u = ~) die Giiltigkeit des Gleiehheitszeichens in der Un- 
gleichung (46) als notwendige und hinreichende Bedingung gekniipft ist. 
Nunmehr wollen wit uns die dadurch festgelegte Gestalt des KSrpers naher 
veranschaulichen: Randpuml~e besitzt er fiberhaupt nur in einer Entfernung u 
veto KoordJnatenanfangspunkt, welche einem der m abgeschlossenen Intervalle 
7.~, Z~', ;u = 1 ... m, angehSrt. Der Rand wird durch Rotation yon m Meridian- 
kurven erzeugt, welche den Intervallen 7,~ ~ u ~ 7',', /~ = 1 . . .  m, an- 
gehSren, oder mit anderen Worten in den abgeschlossenen Bereichen 
zwischen den beiden Kugela 

n n 
~ 2 2 ~ 2 , ,2  

, x~ =7',. ~ x, = 7,u ~ = l . . . m, 

verlaufen, und deren jede um eine zugehSrige Achse $'IC~, rotiert. Es be- 
zeichne x(u) die yon 0 aus in der Richtung MC.~ gemessene senkrechte Pro- 
jektion des in der Entferaung u yon 0 befindlichen laufenden Punktes der 
Meridiankurve auf die Rotationsachse MC~, und ~ (u) seine Entfernung yon 
der Achse. Dann erh~lt man 

(55) z ( u )  = u cos  (u), Q (u) = u s in  r (u). 

Dabei ist die Funktion r(~) wegen (48) auf Grund der im Absclmitt 6) betreffs 
der Funktion J(u) gemachten Feststellungen ftir are Werte yon u stetig nnd 
his auf die endlich vielen Ausnahmewerte stetig differenzierbar, l~erner gilt 
wegen (50) fiir 

t r  (56) 7~ < u < 7 ~ , ,  /~---- l . . . m ,  
(57) eCu) > o .  

Wie eingangs des Abschnitts 8) festgesteUt, gilt wegen Y~ = ~* 

(58) a (r~:) = J (fl*) = 0 
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und mithin 

(59) ~(r~' )  --- r ( ~ * )  = o.  

Im Falle ~* > 0 gilt wegen ~ -= ~* auch noch 

(60) J(Ti) =- J(~*) = 0 

und nfithin 

(61) r(~,~) = r(~*) = O. 

In allen iibrigen Punkten ~ ,  ~ '  ist dagegen 

(62) J(•;,) -= n.gn, J@~,') = nE ,  

and mithin 

(63) r ( g )  = .~, "(7; / )  = -~- 

I I /  In jedem der Intervalle ?,  < u < ?.  verliiuft also die zugehSrige Meridian- 
kurve dergestalt, dab sie die Rotationsachse M C .  nut in denjenigen beiden 

r l  Punkten trifft, welche die Entfernungen u = ~,g und u = ~,~ yon M besitzen 
-- und zwar gilt in diesen beiden Schnit~unkten wegen (55), (59). (61) 

(6~) x(7'~' )  = x ( ~ * )  = ~*, 
und im Falle cr > 0 noch 

(65)  ~(r~)  = ~ (~* )  = ~-*, 

wikhrend in allen iibrigen Punkten ?~, ?~' wegen (63) 

t t  ( 6 6 )  x @ ~ )  = - -  r ' ;  x ( ? ~ ' )  = - -  ?:, 
ist. 

Es bezeichne nun F~, ~u = 1 . . .  m, die einfache Rotationsfl~che, welche 
dutch Rotation der im Interva]l ?~ =< u < ~ '  verlaufenden Meridiankurve 
erzeugt wird, und K~ den yon ihr umsoldossenen einfachen Rotations- 
k5rper. Sind P1 und P9 zwei yon M um weniger als ~,~ entfernte Punl~e, 
so trifft die Strecke P1Pu, da F~ in dem yon den beiden konzentrischen 
Kugelobeffl~ichen 

begrenzten Bereich verli~uft, keinen Punkt yon iv .  Daher liegen entweder 
alle Punkte der offenen Vollkugel 

n 

(68)  X ,  x,. ~ < r ,  :~ 
1 

im Innern oder alle im Xullern yon Ks,. Im ersteren Fall geh5rt mithin auch 
die abgeschlossene VoUkugel zu K. .  Der erstere )'all tr i t t  offenbar darm ein, 

~l~thematische Zeitschttft. 49. 7 
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wenn tier Koordinatenanfangspunkt M i m  Innern des yon den beiden Sehnitt- 
punkten der Meridiankurve mit tier Rotationsachse MG.  auf dieser gebfldeten 
Intervalls liegt, tier letztere -- wenn M i m  XuSern dieses Intervalls sieh be- 
finder. Es liegt mithin die offene Vollkugel (68) ganz im Innern oder ganz 
im Xullern yon K., je naehdem ob x(7~) und z(?'.') entgegengesetztes oder 
gleiches Vorzeichen haben. In letzterem Fall liegt also der KSrper K~, ganz in 
dem yon den beiden Kugelfliichen 

2 ~2 ~t2 X.x~ = 7  und X,.x~S =7,~ 
1 1 

begrenzten Bereich, in beiden FRllen -- ganz in dem yon der zweiten Kugel- 
fIRche umschlossenen Raum. 

t Da wegen (66) fiir /~ = 2, 3... m -- 1 die Vorzeichen yon x(7, ) und 
x(Tr',' ) fibereinstimmend negativ sind, so folgt, daft unter den KSrpern 
K2~ Ks... K~_I keine zwei einen inneren Punkt gemein haben. Ebenso 
folgt, dab keiner yon ihnen mit dem K6rper K I einen inneren Punkt 
gemein hat. 

Unter den OberfIRchen El, Fs.. �9 E~_I dieser KSrper k6nnen nur zwei 
unmittelbar aufeinander folgende F~ und E~+ I einen Punkt gemein haben 
- -  und zwar nur einen einzigen. ])as tritt n~imlich clann und nur dann ein, 
wenn 7~.' = 7~+i ist und G~. mit C~+ I zusammenf~llt, indem in diesem Falle 
der auf cler Kugel ~ = 7~' gelegene Punkt yon F~ mit dem auf der Kugel 

= 7~+1 befindlichen Punkt yon F~+ I koinzidiert. Ira Falle m ~ 2 ist 
endlieh wegen (66) x(7~) negativ und wegen (64) x(TZ) = x(~*) = t?* und 
mithin positiv, Daher iiberdeckt der KSrper K~ die gesamte Vollkugel 

(69) ~'v x, = 
1 

wad mithin auch die in dieser enthaltenen K~rper KI, Ks... K,,~_I. Die 
ObeffIRche E~ kann wiederum nut einen einzigen Punkt mit einer der Fl~ichen 
F I ... F~_ I gemein haben, und zwar nur mit der FIRehe F~_ i, wo das dann 

tt n und nur dann eintritt, wenn ~'m-1 = 7m ist und der Punkt C~_I mit dem 
Punkt C,~ zusammenf~illt. 

Da die Berandung des KSrpers K aus den Fl~.chen _FI, F2 �9 �9 �9 F~ besteht, 
so tritt uns seine Gestalt in der folgenden Erzeugung vor Augen: 

Der KSrper K entsteht, inclem man aus clem einfaehen Rotationsk6rper/[~ 
die in ihm enthaltenen einfachen RotationskSrper K I, Ks... K~_j heraus- 
schneider. Dabei verstehen wir laut w 6, Abschnitt 2) untez einem ,,einfachen" 
RotationskSrper einen solchen, dessen Oberfl~iche clutch Rotation einer 
Meridiankurve erzeugt wird, weiche aus einem einfachen Jordanbogen besteht, 
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der die Rotationsachse nur in seinen beiden Endpunlaen trifft. Die KSrper 
K~, /~ ---- 2 . . .  m -  1, liegen in den konzentrischen Schichten 

;2 2 <  (70) 7 < X, x,. = 7~,' 2, 
l 

w~ihrend der KSrper K~ die alle diese Schichten enthaltende Vollkugel 

~t 

(71) I,. x~ ~ 7~2 
1 

iiberdeckt. Der KSrper K 1 liegt wegen (65), (66) im Falle a* = 0 in der Schicht 

(72) '2 1~ 2 ~ ,,2 0 <71  ~ ,x,. --71 , 

w~ihrend er im Falle ~* > 0 in der Vollkugel mit dem Radius 7~' enthalten 
ist und die Vollkugel mit dem Radius 7~ : ~* iiberdeckt. Die KSrper K~, 
p = 2 . . .  m -- 1, haben mit den beiden Kugeloberflgchen mit den Radien ?~ 
und 7'~' je einen Punkt gemein, ebenso der KSrper K~ mit der Kugeloberfl~iche 
mit dem Radius fl* und der K5rper K1 mit der Kugeloberfl~iche mit dem 
Radius 7'1' und im Falle ~* = 0 auch noeh mit der Kugeloberfl~iche mit dem 
Radius 71. 

Der KSrper K, der im allgemeinen kein RotationskSlper ist, gestattet 
n 

eine beliebige Verdrehung der m konzentrischen Schichten 7~ 2 =< ~ x~ = 7, 

gegeneinander, otme dabei der Eigenschaft verlustig zu gehen, in der Un- 
gleichung (46) die Gleichheit zu erreichen. Das leuchtet auch unmittelbar 
ein, da bei jeder Drehung einer der Schichten um 0 sowohl die Funktion J(u) 
als auch das Oberflgchenintegra] auf der linken Seite yon (46) invariant 
bleiben. 

11) Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zur Formulierung des 
folgenden Satzes : 

Das zwvite Abrundungstheorem. 

Man mache die Foraussetzung, daft d~e isoperimetrische Eigenscha/t der 
Kugel im (n -- 1)-dimensionalen sp~rischen Raum, d. t~. also au/ der Oberfldche 
der n-dimensionalen Euklidischen Kugel bewiesen sei. 

Es sei im Euklidischen Raum mit den rechtwinkligen Koordinaten x, . . .  x n 
K dn  requlitrer K6rper, au] dessen Randma~n~q/alligkeite~ nut endlich viele 
Pu~kte vorhanden si~d, i~ welvhen eine Beriihru~lq mit einer der KugeIn um 
den Koord~,,atenan/anffspunkt als Mittelpunkt statt]indet 

7* 
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Der Koordinatenanlangspunkt M liege nicer au] dem Rande yon K. JEs 
bezeichne K' denjenigen abgeschlossenen E, uklidisehen RotationskSrper um die 
xl-Aehse, dessen Du~'chsch~itt mit jeder Kugelober]laehe 

2 ~ U  2 (73) X, x~ 
1 

eine sph~rische Vollkugel bildet, welche dasselbe sph~rische Volumen, d.h. also 
denselben ( n -  1)-dimensionalen Euklidische~ tZl~hecdnhalt besitzt wie der 
Durchschnitt yon K mit der Kugeloberfl~che. Dabei ist'der in~ere Mittelpunkt 
der sph~rischen Vollkugel im Sehnittpunkt der Kugeloberfliiche mit dem positiven 
Halbstrahl der xl-Aehse zu fixieren. D a ~  gilt ]iir jedes Paar positiver stetiger 
Funktionen a(u) und v(u) 

(74) ~ ~(~) a ~  . . . ax~ = ~ ~(~) a ~  . . . d ~ ,  
K K'  

(75) f ~(~) as~_~ > ~ , ( ~ )  ds~_~. 
R R' 

Dabei bedeuten R und R' die Berandungen yon K und K', ds,~_ 1 das (n -- 1)- 
dimensionale Euklidisehe Fl~chenelement und u die F, nt/ernung yore Koordinaten- 
an]angspunkt. Das Gleichhe~tszeichen gilt dann und nut dann, wenn der K6rper 
die am Sehlusse des vorigen Absehnitts /estgestellte Gestalt besitzt, oder mit anderen 
Warren, wenn er mit K' zur Deekung gebracht werden kann, indem man jeder 
einzelnen der m konzentrischen Kugelschichten 

~1 2 ~ ,p2 (76) ?;~ ~ ,.% = 7  .... # = 1 . . . m ,  

eine passende Drehung um M erteilt. 

Beweis.  Da die Funktion J(u), wie eingangs des Abschnitts 6) fest- 
gestellt, fiir alle Werte yon u stetig ist, und 4er DuIchschnitt yon K mit der 
Kugeloberfl~che 

(77) 

den Fl~cheninhalt 

(78) 

besitzt, so erh~ilt man 

1 

un-lJ(u)  

(79) ~ v(u) dxl . . . dx,~ = ~*~ v(u)un-l J (u)du. 

Ebenso ergibt sich aus der Konstruktionsvorschrift yon K' 

(80) S T(u) dXl . . . dx  n = .[ T(U)U n-l  J (u)du. 
~w a t  

Aus den letzten beiden Gleichungen folgt die zu beweisende Gleichung (74). 
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Wir kSnnen nun nicht ohne weiteres behaupten, dal~ fiir den KS~per K' 
in der Ungleichung (46) das Gleiehheitszeichen gilt, d. h. also, dal~ die Gleichung 

H 
7 ~  

m 

R '  1 , 

V 

besSeht. Denn der KSrper K' effiillt zwar die in den vorigen Abschnitten an 
die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in dieser Ungleichung gekniipften uot- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen. Diese wurden jedoch unter der 
Voraussetzung hergeleitet, dab der KSrper ein regul~rer ist, was ffir K' nicht 
zuzutreffen braucht, da die zweimalige Differenzierbarkeit aufden Randmannig- 
faltigkelten yon K' nicht gesichert ist. Es ist jedoch leicht, die Gleichung (81) 
direkt zu beweisen. Man bezeichne wie im vorigen Abschnitt mit K'~, 
# = 1 . . .  m, diejenigen einfachen Rotationsk5rper um die xl-Achse, deren 
Oberfi~iche F~ durch Rotation der in der Schicht 

2 ~ r r 2  82) r:, 2 _< Z', x~ = ~ 
1 

verlaufenden Meridiankurve erzeugt wird. Dann entsteht also der KSrper K', 
indem aus dem KSrper K~ die in ibm enthaltenen KSrper K ' I . . .  K',~_ 1 
herausgeschnitten werden. Die xx-Koordinate des in der Entfernung u 
yon M befindlichen laufenden Punktes der erzeugenden Meridiankurve yon 
tv~ werde mit x 1 (u) bezeichnet, die Entfernung des laufenden Punktes vonder 
xl-Achse mit ~(u). ])ann wird entsprechend (48), (55) die Me~idiankurve 
dutch die Gleichungen 

(83) x~(u) = u e o s r ( u ) ,  q(u) = u s i n r ( u ) ,  7~ =<u =<r,'/, 

dargestellt, wobei die Funktion r(u) wie unter (48) durch die Gleichung 

(84) V* (r (u)) = g (u) 

gegeben ist. Entsprechend 1. c. 1 w 3 IV (7") ergibt sich hieraus 

(8~) ~ ~( .)  d ~ _ ,  = (~ - 1)E~_~ .!o(~)~'-~ sin~-~-~(~) ~ i ( . ) 2  + o' (u)2du 
1,,~ */a 

Y u 

= S a ( u ) u ' - 2 ( n  --  1)E,_1 sin~'-2r(u) 1/1 § uer'(u)~ 

Nun ist wegen w 5 (25), (27), (32) 

(86) d V* (r (u)) O* (r (u)) (n " ~- ~ dr(**) = ----- -- 1)E,_ lsm "r(u) 

und mithin wegen (84) 

(87) d J ~ )  = o*ff(u)),.'(,,) = ( ,~ -  ~)~',~_~ s in~-~(u)r  du 



(94) 

und nfithin 

(95) 
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Man erh~ilt also 

(88) (n -- 1)E,_1 sin"-~r(u) u +u2 r, (u)2 ~/O*ff(u)) ~ + u s 

und da wegen w 5 (25), (25") 

(89) o* ff(~)) = o* iv* if(u))] 
ist bei Einffihrung yon (84) 

(9O) O* (r (~)) = O* [J (u)]. 

Mithin ergibt sieh 

(91) (n--1)~,n_lsinn-2. r(~) ~l-~-u2r'(u) 2-~- O*[J(u)]2-~-u2k--~-f 

und bei Einfiihrung in (85) 

(92) i a(u) ds,_, = I a(u)un-'z ~0" [J (u)]' + u 2 [dJ(u)]2 du. \ d u ]  

Sumnfiert man fiber ~ ~ 1 . . .  m und bezeichnet auf der rechten Seite die 
Integrationsvariable mit ~, so erhMt man in der Tat die erwartete Gleichung 

m 

R' 1 ~,,~ 

Diese Gleiehung in Verbindung mit der Ungleichung (46) und den im Ab- 
schnitt 10) fiber den Eintritt des Gleichheitszeichens in letzterer gemachten 
Feststellungen ergeben die zu beweisende Ungleichung (75) und die im Ab- 
rundungstheorem fiber die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in dieser foimu- 
lierten notwendigen und hinreichenden Bedingungen. 

12) Wit wollen uns jetzt noch fiber das Verhalten der Bogenliinge auf den 
m Meridiankurven des konstruieIten I-IilfskSrpers K' orientieien. 

Zuni~chst folgt ans (46) flit a(u) = 1 
Pp 

75 

~'t, n 

I d J(#) d ~ <  1 0 

wobei 0 die Oberfl~iche yon K bezeichnet. 

~,~ > O, 



Isoperimetrische Eigenschaft der Kugel. w 8. 1. 103 

Fiir das.Bogenelement der Meridiankurve erhRlt man gem~B (83) 

(96) ~-d = 

und wegen (87) 

.d._~ [ u dJ  (u) 
(97) d8 ~ 1 -{- (~--I) E,~ lsinn-2r(~) ~ " 

Nun ist wegen (84) r(u) stetig, ferner gilt entsprechend (49), (50) flit 
! t ?  Y.u<u < ~ , , ,  /~ = 1 . . . m  

(98) 0 <J(u) <~E~ undmithin 0 <r(u) <~. 

Daher sichern die Ungleichungen (97) und (95), dab auf jeder der m Meridian- 
kurven jeder Bogen, der yon keinem der beiden Endpmlkte u = 7.~ un~ 

t t  u = 7.~ begrenzt wird, endliche L~nge besitzt. 

13) Das zweite Abrundungstheorem bleibt unvergndert giiltig, wenn die 
Voraussetzung, da~ &er Koordinatenanfangspunkt nicht auf der Berandung 
des KSrpers hegt, fallengelassen wird. Befinclet er sich n~imlich auf dem 
Rande, so schalte man zun~chst eine Kugel um itm als Mittelpunkt aus, deren 
Radius kleiner gewiihlt ist, als cler kleinste Radius der voraussetzungsgemgB 
nicht unendlich vielen konzentrischen Kugeln, welche die Berandung yon K 
beriihren. L~i~ man clarm den Radius der ausgeschalteten Kugel gegen Null 
konvergieren, so ergibt sich cler Beweis. Da derselbe keine Ab~nderung des 
Veffahrens effordert, so kann hier auf die Ausfiihrung verzichtet werden, 
zumal da von dieser Erweiterung in der Folge kein Gebrauch gemacht 
werden sol]. 

w 

Beweis der isoperimetrischen Eigenseh~ft tier Kugel im splfiirischen Raum. 

1) Es sei n ~ 3. Man mache die Voraussetzung, daft im (~ -- 1)-dimen- 
sionalen sph~rischen Raum, d. h. also auf der Oberfliiche der ~-dimensionalen 
Euklidischen Kugel, die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel bewiesen sei. 

Es sei im ~-dimensionalen sph~rischen Raum, cl. h. auf der Oberfl~che 
der (~ ~-1)-dimensionalen Euklidischen Einheitskugel K ein gegebener 
regul~rer KSrper. 

Dutch dieselbe SchluBweise wie w 6 Abschnitt 4) foigt aus dem Satz VIII, 
w 2 Abschnitt 7) in seiner Verallgemeinerung dutch den Satz IX, w 2 Ab- 
schnitt 8), dab in unserem n-Jjmensionalen sph~rischen Raum die Gesamtheit 
der Mlttelpunkte der konzentrischen Kugelscharen, welche die Rand~nannig- 
faltigkeiten yon K in unendlich vieten Punkten berfihren, den ~uBeren Inhalt 
Null besitzt. Ebenso besitzt die Berandung yon K den ~iufleren Inhalt Null, 
w~hrend der ~uBere Inhalt der Gesamtheit der ~iuBeren Punkte yon K und 
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mithin auch der Gesamtheit ihrer diametralen Gegenpunkte nicht verschwindet. 
Daher gibt es einen Punkt S, dessen Gegen~unkt N im ~ul~ern von K liegt, 
wiihrend.8 nieht dem Rande von K angehSrt, und die konzentrisehe Kugelsehar 
mit 4era Mittelpunkt S die Berandung von K nicht in unendlich vielen Punkten 
berfihrt. Man projiziere nun die Oberfl~iehe der (n + 1)-dimensionalen 
Einheitskugel stereographisch yon N aus auf die dureh den Mittelpunkt 
der Einheitskugel gehende zur Aehse SN senkrechte Ebene. Es seien x 1 . . .  x. 
die rechtwinkligen Koordinaten der stereographischen Projektion, ihr Anfangs- 
punkt M sei der Mittelpunkt der (~ + 1)-dimensionalen Einheitskugel. Dann 
geht S in M und die spharische konzentrisehe Kugelsehar mit dem Mittel- 
punkt S in die konzentrische Kugelsehar 

(1) X ,  x,, ~ = us 
1 

fiber. Da die Transformation, abgesehen yon dem nieht zu K gehSrigen 
Punkte N, eindeutig, eindeutig umkehrbar, zweimal stetig differenzierbar 
und mithin aueh beriihrungserhaltend ist, so geht K dabei in einen ebenfalls 
regul~iren KSrper K* fiber, auf dessen Randmannigfaltigkeiten nieht unendlich 
viele Punkte vorhanden shad, in welehen eine Berfihrung mit einer Kugel der 
konzentrischen Schar (1) stattfindet. 

Damit sind alle Voraussetzungen des zweiten Abrundungstheorems 
gegeben. Man seize in diesem 

( 2 ~,, ( 2 ~,,-1 
(2) ~(u)  = u + . ' J  ' ~ ( u )  = ~1--4-~J ' 

bezeiehne mit R* den Rand yon K*, mit K*' den naeh der Yorsehrift des 
Abrundungstheorems konstruierten Eukhdisehen RotationskSrper nm die 
xx-Aehse und mit R*' seinen Rand. Dann hat man laut dem Abrundungs- 
theorem 

.f [ 2~''~,1+u~1 f 2 ,~ 
K *  K *  ' 

(4) ~V4--~) as,,_~ ~ ~1+ ~,~j ds,,_~. 
R *  R *  ' 

Dabei besteht K*' aus dem einfaehen RotationskSrpe~ K*', aus welehem die 
einfaehen RotationskSrper K*'  . *' . .  Kin_ 1 herausgesehnitten sind, und das 
Gleiehheitszeiehen gilt in der letzten Ungleiehung dann und nur dann, wenn 
die beiden KSrper K* und K*' zur Deekung gebraeht werden kSnnen, indem 
man jeder der m konzentrisehen Sehiehten 

(5) y ,2  < X,. x?, < 7,', '2, ~ = 1 . . .  m, 
�9 1 
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eme passende Drehung um cten Koordinatenanfangspunkt M erteilt. Im 
Falle m = 1 wird aus dem KSrper K*' = K*' niehts herausgeschnitten. Er 
ist also mit K*' identiseh und das Gleiehheitszeichen gilt dann und nut dann, 
wenn die beiden KSrper K* und K*' dutch eine Drehung um den Koordinaten- 
anfangspunkt M zar Deekung gebraeht werden kSnnen. 

Es mSgen nun ds und ds clJe einander vermSge der stereographischen 
Projektion entspreehenclen Linienelemente im sph~rischen Raum und iro 
Euklidisehen (x)-Raum bezeiehnen. Dann hat man 

- -  2 
(6) d s - -  2. ,ds  = 1+u"-ds" 

1+ X,.x; 
1 

Den Bewegungen des (x)-Raumes, welehe den Punkt M lest lassen, entsprechen 
die Bewegungen des sph~rischen Raumes, we]che das diametrale Punktepaar 
S, N lest lassen. Denjenigen Bewegungen des (x)-Raumes, welche jeden Punkt 
einer durch M gehenclen Geraden lest lassen, also den Rotationen um diese, 
entsprechen diejenigen Bewegungen des sph~rischen Raumes, welehe jeden 
Punkt der das stereographische Bild der Geraden darstellenden, duIch S 
und N gehenden sph~rischen Geraden lest lassen, also die Rotationen um 
diese. Daher ist das stereographisehe Bild eines Rotationsk61pers des (x)- 
Raumes mit einer dutch M gehenden Achse im sph~rischen Raum ein Ro- 
tationskSrper mit einer durch S u n d  N gehenden Achse. Die den Rotations- 
k6rpern K*', K * ' . . .  K*' entsprechenden Rotationsk&per im sph~rischen 
Raum m6gen nfit K', K~ . . .  K~ bezeichnet werden, ihre Volumina an4 

! Obeffl~chen mit Y', V~. . .  F~, 0 ' , 0 ~ . . . 0  m. Dann haben diese K6rper 
ebenfalls eine gemeinsame Rotationsachse, und K' entsteht, indem man aus 
clem einfachen RotationskSrper K~n die einfachen RotationskSrper K~.. .  K ' _ I  
herausschneide~. Man hat also 

m - -  1 len 

~ p  t _ _  p" (7) o' = X.~ 0 5  = v~  X.~ v,~. 
1 ' 1 

Wie nun aus den Gleichungen w (83), (84) und den FeststeUungen w Ab- 
schnitt 12) hervorgeht, genfigen die Meridiankurven Ker einfachen Rotations- 
kSrper K~ . . .  K~ den Voraussetzungen des Satzes, der am Schlusse von 
w 6 Abschnitt 2) fiber die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel im Verg]eich 
mit einfaehen RotationskSrpern formuliert worden ist. Man hat daher 

(8) 0:~' => O* [Y.,',], # = l . . . m - -  1~ 0,~' =>0" [ m],V' 

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann grit: wenn die betzeffenclen 
RotationskSrper Kugeln sind. Da zwei Kugeln, deren u sieh zum 



106 E. Schmidt. 

Volumen des Gesamtraumes, d.h.  zu (n + 1)R~+I erg~zen,  gleiehe Ober- 
fl/iche besitzen, so l~i~t sich die letzte Gleichung auch in der Gestalt 

{9) O~ _ O* [(~ -b 1) g.+a -- V,',,] 

schreiben. Wegen (7) ist jetzt 

(10) Ix r . +  (.+i)g.+~ rk (.+i)g.+~ r'. 
1 

Auf Grund der ftir jede Dimensionenzahl g/iltigen Funktionalungleiehung 
w 5 (36) ist daher 

m--1  

(11) ~.,, O* [r,',] + O * [ ( n + l )  g .+  1 --V~] _--> O*[(n-bl)  g . + l  -- V'] 

O* [(n -k 1)g.+l  -- ]z,] = O* [I z'] 
m - - 1  

(13) X~ o* [v'.] + o* [(~ + 1) E.+I - g~.] > o* [v'], 

wobei das Gleiehheitszeiehen nur in dem trivialen Falle gilt, dab m -- 1 ist. 
Die Zusammenstellung dieser Ungleiehung mit (8) und (9) ergibt wegen (7) 

(14,) O' _>_ O* [V'], 

wobei das Gleichheitszeiehen nut gilt, wenn m = 1 und K' eine Kugel ist. 
Andererseits werden wegen (6) das u Y und Obeffl~iche 0 des 

gegebenen regul~ren K6rpers K dutch die linken Seiten der G]eichung (3) 
und der Ungleichung (4) dargestellt und Volumen und Obeffl~iche yon K' 
dutch die rechten. Es ist daher 

(15) ~z = r ' ;  

(16) 0 __--_ 0 ' .  

Aus (14) und (15) folgt 

(17) O' ~ O* [t z] 

und aus (16) und (17) 

(18) o > o* [r]. 

Das Gleickheitszeiehen gilt bier dann und nut dann, wenn es in (16) und (17) 
und mithin aueh (14) gilt. Letzteres findet dann mid nut dami statt, wenn 
m -- 1 und K' eine Kugel ist. Das Gleichheitszeichen in (16) gilt dann und 
nur dann, wenn es in (4) gilt, und das finder, wie oben ausgef'fihrt, im Falle 
m -- 1 dann und nur dann start, wenn die beiden KSrper K* und K*'  dutch 
eine Drehung um ~/miteinander zur Deekung gebracht werden kSnnen. Da 
einer Drehung um Mim ($)-Raum im sphiirisehen Raum ebenfalls eine Drehung 
entsprieht, so miissen K und K' kongruent sein, mid es muG, da K' eine Kugel 
ist, auch K eine solche sein. Also gilt in der Ungleichung (18) das Gleiehheits- 
zeichen dann mid nut dann, wenn K eine Kugel ist. 

und wegen 

(12) 
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Damit ist die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel in der sph~rischen 
Geometrie fiir n Dimensionen bewiesen unter der Voraussetzung, dab sie fiir 
n -- 1 Dimensionen gilt. Da sie endlich f'dr zwei Dimensionen gilt, d. h. dem 
Kreise auf der Kugel zukommt, so ist au[ Geund des I~uhiansschIusses der 
Beweis der isoperime$~ische~ Eigenscha[t der K~gel im sp~rischen Raum ]iir 
jede Dime~sione~zahl erbracht. 

2) Der auseinandergesetzte Beweis fiir die isoperimetrisehe Eigenschaft der 
Kugel im sphi~risehen I~aum sttitzt sich nieht auf ihre Giiltigkeit in 4er Euldi- 
disehen und hyperbolischen Geometrie. Es lii~t sich vielmehr a~ff Grand der 
isoperimetfisehen Eigensehaft der Kugel in 4er sph~rischen Geometrie ein 
weiterer Beweis fiir diese Elgensehafr der Kugel im ]~l~]dldischen lind hyper- 
bolisehen Raum aufbauen, weleher vom IndukCionsschht~ keinen Gebrauch 
maeht. Man zieht zu diesem Zweeke 4as zweite Abrundungstheorem heran 
und schliel]t genau so, wie oben durchgefiil~. Dabei bietet sich jetzt die 
wesentliehe Vereinfaehung, 4aI~ der Mittelpunkt 4er konzentrischen Kugel- 
sehar vom KSrper K so welt entfernt gew~hlt werden kann, daft es einen yon 
ibm ausgehenden ttalbstrahl gibt, der den KSrper nicht trifft. Dann besteht 
keine der konzentrischen Kugeloberfl~ichen nut aus I)unkCen des KSrpers, 
und die AnzaM m wird daher gleieh eins. Im Euldidischen ~a]1 sind ferner 
die Funkfionen a(u) und r(u) gleich eins zu setzen; im hyperbolisehen Fall 
ist der Mittelpun]ct der konzentrischen Kugelschar zum Mittelp~fl~t der 4as 
Model] umschlieflenden Einheitskuge] w 6 (9), (10), 4er sogenannten absoluten 
Kugel, zu w~ihlen, und es ist entsprechend der dem Innern derselben auf- 
gepr~gten Mal]bestimmung bei der tteranziehung des zweiten Abrundungs- 
theorems 

zu setzen. 

w 

Weitere Anwendungen tier Abrundung. 

Diejenige Voraussetzung der Abrundungstheoreme, welche die isoperi- 
metrische Eigenschaft der Kugel in einem Euklidischen, hyperbolischen oder 
sph~rischen Raum mit einer um eins geringeren Dimensionenzaht postuliert, 
entf~llt, da nunmehr diese Eigensehaft in allen drei Geometrien fiir jede 
Dimensionenzahl bewiesen ist, als iiberfliissig, und die beiden Abrundungs- 
theoreme bieten sich als eine unbedingte un4 fxuehtbare Einsieht dar. A]s 
unmittelbare Anwendung ergibt sich dutch Wiederholung der Schluflweise 
der Paragraphen 6 und 8 der folgende in allen drei Geometrien bei jeder 
Dimensionenzahl geltende Satz : 
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Man schneide im Euklidisehen, hyperbolischen oder sph~irischen Raum 
yon n Dimensionen einen regulgren K6rl~er K mit einer Schar yon Abstands- 
[ltichen einer Ebene, yon konzentrischen Kugeln, oder im hyperbolischen Fail 
auch noch mit einer Schar yon gquidistanten Orizykel]l~ichen. Dabei sei die 
Schar so gew~i]dt, daft au] den Randmannig[altigkeiten des K6rpers nicl~t u~end- 
lich viele Punkte vorhanden sind, in welJ~en eine Beriihrung mit einer Flgche 
der Scha,r statt/indet. Au/  jeder der Ft~ichen beste]~t eine (n -- 1)-di.mensionale 
Maflbestimmung yon eben[alls konstantem Kriimmungsmafle, und zwar ist sie 
au] den Abstands[l~chen Euklidisch, hyperbolisch oder spharisch je nae~de*~, 
ob das ]iir den n.dime~,sionalen Ra~m gilt, aut den konzentrischen K~geln 
sph~risch uad au] den Orizykel/l~chen Euklidisch. Man konstruiere nun einen 
KSrper K' nach der ]olgenden Vorschri]t. Der Durchschnitt yon K'  mlt jeder 
Flgche der Schar bestehe aus einer ( n -  1).dimensionalen VollIcugel," deren 
Volumen gleich dem (n--1)-dimensionalen Volumen des Dterehschnitts der 
Fl~iehe mit dem K6rper K ist, und deren Mittelpunkt im Schnittpunkt der Fl~icl~e 
mit einer der zu allen Flgchen der Schar senkrechten Geraden ]ixiert sei. 

Dann ist K'  ein Rotationsk6rper, der im Vergleich mit K bei gleichen~ 
Volumen eine nicht grSflere Ober/l~iehe au[weist -- und zwar sind die Ober- 
]l~chen im Falle des Schnitts mit Abstands/lgehen in* Euklidischen und hyper. 
bolischen Ra~,m oder mit Orizykelflgchen in der hyperbolischen Geometrie dann 
und nut dann gleich, wenn die beiden K6rper kongruent sind. Im FaIle des 
Schnittes mit konzentrischen Kugeln besteht dagegen die Gleichheit dann und 
nut dann, wenn die beiden KSrper dadureh zur Deekung gebraeht werden ~,~nen, 
daft den bei der Formulierung des zweiten Abru~dungstheorems an~egebenen m 
konzentrisehen nicht ineinandergrei]enden Kugelschichten um de~ gemeinsamen 
Mittelpunkt passende Drehungen erteilt werden. Dasselbe gilt natiirlich in 
der sphgrischen Geometrie auch /iir den Sehnitt mit den Abstands]l~chen einer 
Ebene, indem diese Fl~hen mit den konzentmsehen Kugeln r die beiden Pole 
der Ebene identisch sind. 

Dabei sind die dutch die Voraussetzung hinsichtlich der Beriihrung mit 
den Randmannigfaltigkeiten yon K ausgeschlossenen Fl~ichenscharen als 
Ausnahmen zu betrachten -- und zwar in der folgenden quantitativen Pr~zi- 
sierung: Die Gesamtheit der Mittelpunkte der ausgeschlossenen Scha~en 
konzentrischer Kugeln besitzt den ~ul]eren Inhalt l~Iull. Dasselbe gilt yon dem 
auf der absoluten Einheitskugel gemessenen ihffieren Inhalt der Gesamtheit 
tier absoluten Punkte der ausgeschlossenen Scharen ~quidistanter Orizyke !- 
fl~chen und im Raum der Ebenenkoordinaten yon dem ~u~eren Inhalt der 
Gesamtheit 4erjenigen Punkte, welche Ebenen entsprechen, deren Abstands- 
fi~chenschar ausgeschlossen ist. 

Der eben auseinandergesetzte Abrundungssatz in Verbindung mit den 
yon mir fiir Ro~ationskS~per aufgestellten Versch~rfungen der isoperi- 
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metrischen Absch~tzung, insbesondere mit der sogenannten linearen isopeii- 
metrischen Ungleichung 18) fiihrt zu den entsprechenden isoperimetrischen 
Verschi~rfungen und linearen Ungleichungen fiir beliebige regulate KSIper, 
auf die an dieser SteUe n~her einzugehen der Rahmen verbietet, welcher 
der vorfiegenden Arbeit gesteckt ist. 

Es ist mir nicht gelungen, in der hyperbofischen und sph~risehen Geo- 
metrie das Abrundungsverfahren aiff die Sehar der zu einer Geraden senkrechten 
Ebenen auszudehnen. Das hegt daran, da~ diese Sehar nicht ~quidistant ist. 
Der Erfolg des Abrlmdungsverfahrens stiitzt sich eben wesenthch darauf, 
dal~ einerseits die aid jeder einzelnen Fliiche herrschende Mal~bestbnmung 
konstantes Kriimmungsmal~ besitzt, w~arend andererseits die Schar iiqui- 
distant ist. Dieser Umstand bringt in die ~bertragung der feineren Struktur 
des isoperimetrisehen Sachverhalts, also insbesondere aueh der hnearen Un- 
gleiehung yon RotationskSrpern aid beliebige regulate KSrper, eine gewisse 
Friktion. Denn bei der Betraehtlmg yon RotationskSrpern bietet der Sehnitt 
mit der Ebenenschar senkrecht zur Rotationsachse die einfaehsten Verh~ltnisse, 
indem dieser Schar vor den anderen der u innewohnt, bei einer Ver- 
schiebung l~ngs der Rotationsachse in sich selbst iiberzugehen. In der Sprache 
der Variationsrechnung li~Bt sieh das auch so ausdriicken: Das dutch die 
Ebenenschar senlcrecht zur Rotationsachse an die Hand gegebene Koor- 
dinatensystem ist der infinitesimalen Transformation angepaBt, welehe yon 
dem zweidimensionalen Yariationsproblem zugelassen wird, auf das die 
isoperimetrische Aufgabe fiir RotationskSrper fiikrt. 

Wie in der Folge zur Ausfiihrung gelangen wird, reichen die in der vor- 
liegenden Arbeit gewonnenen Ergebnisse aus, um in einfaeher Weise aueh 
den B~v~-Mx~KOWSKisehen Satz auf die niehteuklidische Geometrie zu 
iibertragen -- und zwar in der folgenden Gestalt: 

Es sei im n-dimensionalen Euklidischen, hyperbolisehen oder sphiirischen 
Raum K eine abgeschlossene besehr~nkte Punktmenge und Kh die sie um- 
hiil]ende Menge derjenigen Punl~e, deren Entfernung yon K h nicht iiber- 
steigt. Das Ma~ yon K seim (K) und das yon K~ m (Kh). Wie oben bezeichne 
ferner in der betrachteten Geometrie V* (r) das Volumen der Kugel mit dem 
Radius r. Es sei endlich 9 der Radius der mit K maggleichen Kugel, d. h. also 
definiert dureh die Gleichung 

(1) Y* (9) = m (K). 
Dann gilt 
(2) m (Kh) ~ V* (9 + h), 

wobei dan Gleiehheitszeichen der Kugel vorbehMten bleibt. 

13) 1. c. 1 w 11;  1. e .  3 w 1. 

(Eingegangen am 22. Juli 1942.) 


