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MARTIN KNESER. 

Einleitung. 

In  der addit iven Zahlentheorie spielen zwei Begr i f fe  eine groBe Rolle. 
Erstens der Begriff der Summe yon  Zahlenmengen : Sind ~ und  ~B zwei Mengen 
ganzer  rat ionaler  Zahlen, so vers teht  man  unter  der Sulnme 92 + ~ yon  
und  ~ die Menge aller Zahlen a + b m i t  a C 92 und  b C~ .  Zweitens der Begriff 
der Dichte einer Zahlenmenge 92: Es  sei A (x) die Anzald  der positiven Zahlen 

a ~ x aus 92; dann  nennt  m a n  den W e r t  fin x(x) die untere finite (auch 
x = l ,  2 , . . .  X 

SCHNIRELMANNsche) Dichte  von 9/ und  lim A(x) die untere asymptotische- 
- -  X x ---> oo 

Dichte yon  92.  Die SCHNIRELMANNsche Dichte  der  Summe zweier Mengen 
1/if3t sich nach~einem bekannten  Satz, den man  etwa ais zweite unter  den 
,,Drei Perlen der Zahlentheorie" von CHINTSCHIN [i] finder und  dell ich der 
Kiirze halber den  Dichtesatz  nennen will, nach unten absch~tzen. Dieser 
Satz lautet  folgendermaBen. 

D i c h t e s a t z .  Sind 92 und ~3 zwei Mengen ganzer rationaler Zah2enl), die 
die Null enthalten, ~ = 9 2 + ~  ihr e Summe und A ( x) ( B ( x), C ( x) ) die A nzahl 
der zu 92 (~3, ~) geh6rigen positiven Zahlen ~ x, so gilt die Ungleichu•g 

(t) fin C(x) ( ) x=l,--$ . . . .  X ~ Min l,,=~fin... .4 (x) +x B (x) . 

Dieser Satz wurde t930 yon  LANDAU und  SCHNIRELMANN in der schw/i- 
cheren F o r m  

fin c(x) ~ M i l l ( l ,  fin 21(,) + fin B( , ) )  
x=i,2-Z... u " x=J-TE,... ~ ,=l,~-Z... x 

*) Als Habilitationsschrift yon der Naturwisseuschaftlich-Mathematischen Fakultit 
der Ruprecht-Karl-Universitiit Heidelberg angenommen. 

l) t3blicherweise wird der Satz nur fiir Mengei~ nichtnegativer Zahlen ausgesprochen. 
Fiir unsere Zwecke ist es aber vorteilhafter, ihn in der allgemeineren Gestalt zur Vet' 
ftigung zu haben. Sachlich ist das kein grof3er Unterschied; denn wenn der Satz einmal 
fiir Mengen nichtnegativer Zahlen bewiesen ist, so folgt er auch fiir beliebige Mengen 
und ~ :  Man nenne 9/+ bzw. ~+ die Menge der nichtnegativen Zahlelx aus 9/bzw. ~ und 
ihre Summe ~+; dann ist A + (x)=A (x), B + (x)= B (x) und ~+ =(_ ~, also 

fin C(~_~) ~ :Ein C+(x~) �9 fin A+(x) + B+(x) _ fin A(x) + B(x) 
x=1, ' -2, . . .  X x=X,  2 , . . .  X x = l ,  2 , . . .  X x = l ,  S- '~ . . .  X 
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vermutet trod i'942 von H. B. MANN [7J bewiesen. Seitdem wurden mehrere 
Beweise und Verallgemeinerungen gegeben (vgl. [3J, [5] und die in [3] an- 
gegebene Literatur). Andere Autoren versuchten ein iihnliches Ergebnis Iiir 
den Fall zu erhalten, dab man die untere Grenze durch den unteren Limes, 
also die finite Dichte durch die asymptotische ersetzt. Dabei darf man kein 
ebenso glattes Resultat erwarten, da das genaue Analogon zu (1), die Un- 
gleichung 

(2) lim C(x) ~ M i n ( t ,  lim A(x)+__ B(x))  

und anch die der zweiten schw~icheren Ungleichung entspreehende nicht a11- 
gemein richtig ist, wie man an den folgenden Beispielen sieht. 

Es seien g, k und l beliebige natiirliche Zahlen und k + l ~ g ;  91(~) bzw. 
~3 I~) bestehe aus allen Zahlen, die einer der Zahlen O, t, . . . .  k - - t  bzw. 
O, t . . . . .  l - - t  modulo g kongruent sind. Dann besteht die Summe {~(gl = 
9.1(~) -t- !~(g) aus den Restklassen 0, 1 . . . . .  k + l -- 2 modulo g und es ist daher 

lim--C(e)(x) = --h~ l-- t < __k+l = M i n  (1, lim A(gl(x) + B(g)(x)) 
x -~. o o  x g g , z ...e- r x 

im Gegen.satz zu (2). An die Stelle der Restklassen O, t . . . . .  k - - t  bzw. 
O, t , , . . . ,  l - -  t modulo g k6nnen dabei anch andere k bzw. l Restklassen treten, 
wenn nur ihre Summe aus genau k + l - - t  Restklassen besteht. 

Weitere Beispiele yon Mengen, ffir die (2) nicht gilt, erh~lt man, wenn 
man aus 2( ~1 und ~(g) Teilmengen ~ und ~ wegl~B L die nicht zu groB sind, 
so dab die rechte Seite der letzten Ungleichung nicht zu sehr verkleinert 
wird. Genauer: Es seien ~ ~ 2 (gl uhd ~ __(~(~) so beschaffen, dab 

(3) Wm~(X)+ ~(*1 < 
x - ~  x g 

ist. Sind 9 /und  ~ die Komplement~rmengen yon ~ und ~ in 9/(gl und ~(gl, 
so gilt fiir ihre Summen ~ = 9 /+  ~. ersichtlich ~ ~ ~(gl, also 

lim C(x) ~ lim c(g)(x) - -  lim A(g)(x) + B(g)(x) I < 
x - - ~  ~ X X.--> O0 X x -~- ~ ,T g 

< lim A(g) (x) + B(g)(x) _ l-~m: .~(x) + ~ (~) _ lim A (x) + B (x) 
- -  x ' 

und das s teht  wegen 

lim A(x) + B(x) N lira A(gl(*) + B(gl(u) -- k + /  .~ t 

im Gegensatz zu (2). 

Als Gegensttick zu der Relation g _  ~(gl l~8t sich leicht nachweisen, dab 
alle genfigend groBen Zahlen aus ~(~) auch in ~ liegen. Aus jeder Darstellung 
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c = a(g)+ b(g) einer .Zahl aus ~(e) als Summe zweier Zahlen ans ~(g). und ~(e) 
erh~Llt m a n  n~Lm]ich e ine andere c = a + b, w e n n  m a n  a----a(g)rood g be l ieb ig  
zwischen 0 u n d c  w~hlt und '~ = c .  a setzt. Die Anzahl dieser Darstellungen 
ist for c-+ oo asymptotisch gleich c/g; wegen (3) gibt es unter den Paaren 
(a, b) for geniigend groBes c sicher einige mit a C 9~ und b C ~ ,  so dab c anch 
in ~ ~- 9[ + ~ liegt. 

Im folgenden werde ich einen Satz beweisen, de r  im wesentlichen aussagt, 
dab die Eigenschaften der lfier konstruierten Beispiele kennzeichnend sind 
fiir die Mengen, die der Ungleichung (2) nicht geniigen. Mit den schon oben 
benutzten Bezeichnungen lautet er folgendermaBen. 

D i c h t e s a t z  f i i r  d ie  a s y m p t o t i s c h e  D i c h t e .  Si~d ~ umt ~ zwd 
Mengen garner rationaler Zahlen mit der Summe ~ = 9 ~ + ~ ,  so gilt entweder 
die Ungleichung 
(4) lira c(x) > lira A(x) + B(x) 

X X 

oder es gibt eine nat~rliche ZaM g und zwei Mengen ~lcg! und ~(g), weldte die 
Mengen ~[ bzw. ~3 enthalten und aus vollen Restklassen modulo g bestehen derart, 
daft alle geni~gend grofen Zaklen aus der Surarae ~(g)=~[(gl +@(g) sckon in ~, 
liegen und die Formel gilt 

(5) lim c(g)(x) -- ]im Atgl(x) + B(g!(x) t . 
x - - ~  X x - ~  X g 

Dabei braucht in der Ungleichung (4) die rechte Seite nicht wie in (t) 

und (2) durch t ersetzt zu werden, falls lim A (x) + B(x) > t i s t .  Vielmehr 
- -  " X 

x - - r  o o  

]iegt dann --  da lim C(x) als Dichte h6chstens t ist, die Ungleichung (4) 
- -  X 

x - - - ~  o o  

also sicher nicht zutrifft --  stets die zweite M6glichkeit vor. Das kann m an  
auch direkt einsehen: Mart setze g =  t,  2[(g~ und ~(g) gleich der Menge 3 aUer 
Zahlen; dann ist auch ~(g) = ~[(gl + ~3(gl = ~ und die G1. (5) trifft  zu; wegen 

lim A (x) + B (x) > t gilt fOr die Komplement~rmengen ~ und ~ von ~ und 
- -  X 

x - - -~ -  o o  

die Ungleichung (3), und daher enthAlt "~ -- nach dem gleichen SchluB wie 
oben -- aUe geniigend groBen Zahlen aus ~ g ) = ~  wie behauptet. AuBerdem 

folgt noch l im c(x) _ I und damit die Ungleichung (2). Die Beispiele yon 
- -  X 

X - - - ~  o o  

Mengen 9 / u n d O ,  for die (2) nicht  gilt, sind also unter denen zu  suchen, d ie  

die Eigenschaft li___m A (x) + B (x) ~ i haben. Aus unserem Satz folgt nun leicht, 

d a b  diese Beispiele genau, die zu "Anfang konstruierten sind. Ist ni~mlich (2) 
und daher auch (4) falsch, so  haben die Mengen t[ Ig) und ~(el des Satzes gerade 
die Eigenschaften, die: bei den Beispielen verlangt waren: Sie bestehen aus 
(k bzw. l) vollen Restklassen modulo g und ihre Summe ~(g) enthiflt k + l - -  t 
Restklassen -- das folgt aus (5) -- und es ist k + l ~ g ,  ~tenn aus dem Satz 
folgt C(x)=C~g)(X)+O(t) (for x - + o  o) also, wenn man noch das Gegenteil 
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yon (4) : lim c(x) < lim A (x) + B (x) berfieksichtigt 
X - -  X X - ~ O 0  X- -~  Oo 

k +  ! _ iim 31~)(x) + B~g)(x) _-- lira c(g~(x) + 
g x - ~ o o  x x - - ~  c o  x g 

= lira C(x) + t__< lira A(x) + B(x) + I__<t + ~ ,  
x - ~ c o  x g x - - ~  oo  :~ g g 

d.h. k + l < g + t  wie behauptet. Ftir die Komplementiirmengen ~ und 
von 9 /und  ~ in ~I(g) und ~lgl weist man schlieBlich noch die Ungleichung (3) 
nach: 

li--m -~(x) + ~ (x) lim A (g) (x) + B (g) (x) lim A (x) + B (x) 
X --r OO X ,V --~ ~O X X--C- CO X 

< tim cIg~(x) + i - - l i m  C(x) . 
x - - *  oo  x g x - . c o  x g 

< 

Man k6nnte den Satz also auch so formuheren, dab die zu Anfang angegebenen 
Beispiele die einzigen sind, in denen die Ungleichung (2) nicht gilt. 

Der Beweis dieses Saizes wird den Hauptteil  der vorliegenden Arbeit aus- 
machen; wit werden ihn gleich so allgemein ffihren, dab sich ein entsprechender 
Satz ftir beliebig viele Summanden an Stelle von zweien ergibt, iihnhch wie 
dies DYsoN [8] ffir den Satz von MANN getan hat. Der Beweis vollzieht sich 
in mehreren Schr~tten, von denen die ersten (w t ) j e  eine Reduktion der zu 
beweisenden Behauptung auf einfachere bringen. Die Aussage VI, auf die 
der Beweis schheBlich zurfickgeffihrt wird, 1/iBt sieh mit Hilfe des Satzes VIII  
beweisen (w 3); dieser ist eng verwandt mit einem Satz yon OSTMAI~N (S. [8] 
und die dort zitierten Arbeiten yon OSTMANN); ffir zwei Summanden ist er 
ein SpezialfaU des OSTMANNschen Satzes. Der yon OSTMANN gegebene Beweis 
1/i:Bt sich anscheinend nicht auf mehrere Summanden iibertragen, $o wird 
hier (w 2) ein andere~ Beweis durchgeffihrt, der sich auf die der Dvso~schen 
VeraUgemeinerung des Mal~Nschen Satzes verwandte Aussage VII sttitzt. 
Ihr Beweis entspricht im wesentlichen den in [31 angegebenen Beweisen. 
Auch sonst wird in den w167 t b i s  3 ansgiebiger Gebrauch yon den bei VAN DER 
CORPUT sog. e-Transformafionen, gemacht. Methodiscb ist' also vieles aus der 
Arbeit [3] entnommen. Trotzdem wird hier alles vollst/indig dargestellt, so 
dab die Kenntnis anderer Literatur nicht- voransgesetzt zu" werden braueht. 

I m  AnschluB an den Beweis sollen noch einige Folgerungen aus dem 
Dichtesatz flit die asymptotische Dichte gezogen werden. Bedenkt man, dab 
die Mengen ~ und G(~I Yon einer Stelle an dieselben Elemente enthalten, also 

lim C (x) .~ lim c(----~} (x) ist, und dab wegen 9/~_ 9~(g) und ~ ~ ~(g) die Ungleichung 

lim A(x) +B(x )  ~ lim A~e)(') + B~g)(x) gilt, so erh~ilt man aus der Formel (5) 
x - - ~  oo  

die Abschiitzung lim C(x) ~ lim A (x) + B (x) ----.1 Macht man nun zusfitz= 

ljche Voraussetzungen fiber 9/ und ~,  so kann man fiber den Wert yon g 
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etwas aussagen und erh~lt damit Abschittzungen ffir die Dichte yon ft. Auf 
diese Weise werden sich im letzten Abschnitt (w 4) unter anderem die schon 
erw~hnten Resultate yon ERD6S ~]  mad OSTMANN ~8~, [9] ergeben. 

Schliel31ich sei noch auf einen Zusammenhang mit Ergebnissen yon 
I. CHOWLA ~2] und H. DAYE~PORT [4] fiber die Addition yon Restklassen 
hingewiesen. Diese Resultate kann man erhalten, wenn man unseren Haupt- 
satz auf solche Mengen 9/, anwendet, die aus vollen Restklassen nach einem 
Modul m bestehen. Man erh~tlt so Verallgemeinerungen der genannten Ergeb- 
nisse. In diesem Fall vereinfacht sich fibrigens der Beweis ganz wesentlich, 
da die Aussage I. dann trivial ist, withrend V. leicht direkt zu beweisen ist; 
die w167 2 und 3 sowie ein Teii yon w t wird dazu also gar nicht gebraucht. 

w I. Der Dichtesatz fiir die asymptotische Dichte. 

Einige Bezeichnungen, die dauernd gebraucht werden, seien zu Anfang 
kurz zusammengestellt. Es bezeichnen 

kleine lateinische Buchstaben ganze rationale Zahlen; 
grol3e deutsche Buchstaben Mengen yon ganzen Zahlen, insbesondere 

die Menge aller ganzen Zahlen; 
7 n 

9~o + ~1 + " "  + 9~ ---- ~, 9~ die Menge aller Summen ~, av mit a~ C ~ ,  ins- 
v = 0  v ~ O  

besondere ~a + c fur festes c die Menge aller Zahlen a + c m i t  a E g~; 

9~1~1 ftir eine Menge ~ und eine natfirliche Zahl g die Menge aller Zahlen, 
die modulo g zu .irgendeiner Zahl aus 9~ kongruent sind: 9~lgl_--{a+ x g; 
a C~, x ganz}; ~Cgl besteht alsc~ aus vollen Restklassen modulo g un4 ist 
die kleinste Menge dieser Art, die ~ umfal3t; 

~(x,  y) die Menge der Zahlen aE~i  ffir die x ~ a  ~ y  ist, entsprechend 
(x, y) ffir ~ usw. ; dabei sei auch y = oo zugelassen; 

A(x, y) die Anzahl der Zahlen aus 9~(x, y), entsprechend B(x, y ) f i i r  
(x, y) ; insbesondere A (x, y) ----O falls x > y ist; 

(~) ---- li___m A (t, x) 'die untere asymptotische Dichte tier Menge 9~, allge- 
X x - - ~  oo  n 

m e i n e r f f i r n + t M e n g e n ~ 0 , ~  1 . . . .  ,9~ c~(,~o,~1, . , 9 ~ ) = l i m  l--~-TA~(t,x); 
V = 0  

existiert ftir die. Quotienten A~ (t, x) nicht nur  der limes inferior sondern der 
x 

Grenzwert schlechthin, so gilt 6 (~0, ~ ,  . . . .  ~r) = ~ c~ (~).  
v = 0  

Stimmen zwei Mengen ~ und ~ von einer Stelie ab fiberein, gibt es also 
ein x, ffir das ~ (x, oo) = ~ (x, oo) ist, so nennen wir 9~ und ~ ~quivalent und 
schreiben ~ , - ~  ; daraus folgt c~ (~l) = ~ (~3). 

Mit diesen Bezeichnungen gilt der 

D i c h t e s a t z  ffir  die  a s y m p t o t i s c h e  D i c h t e :  Sind ~o, ~ . . . . .  9~ r~+ 

Mengen ganzer ra~ionaler Zahlen mit der Summe 9~ = ~,9~, so ist en~weder 
v = 0  
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oder es gibt eine natiirliche Zahl g mit den beiden Eigenscha[ten 

(7) ~r ~ 

(s) ~ (~acg~) ~ ~(~g~, ~ ,  .... ~ )  _ _". 
g 

In  der  Ungleichung (8) stehen anf  beiden Seiten rat ionale Zahlen mi t  dem 
Nenner  g; wir k6nnen also s t a t t  dessen genaner  

g 

schreiben mi t  einer ganzen Zahl  v ~ n;  diese ist posit iv,  da  andelnfal is  

('~) = ~ (~ '))  = ~ (~g~, �9 �9 ~, ~ ) )  - -  "-- ~ ~ (~o . . . . .  ~ , )  g 

ware,  so dab  schon die Ungleichung (6) giflte. Ffir n = I ergibt  das v = I 
land dami t  den in der Einlei tung genannten  Satz ffir zwei Summanden .  Man 
iiberlegt sich leicht an H a n d  yon Beispielen, dab  ffir n > I die Wer te  v = I , .  ; . ,  n 
tatsitchlich alle anf t re ten  k 6 n n e n .  

Zum Beweis des Dichtesatzes  zeigen wir zuniichst, dab er eine Folge der 
beiden schwiicheren Aussagen I.  und  I f .  ist. 

I.  Ist  ~ = Y , ~ ,  so gilt entweder die Ungleichung (6) oder es gibt eine natiir- 
,=o 

liche Zahl g mit tier Eigenscha]t (7), 

H .  Ist 9~=l Ie+gax ,  so ist entweder 8(~t) ~ 8(ga o, ~la) oder es gibt zu jeder 
endlichen Menge {a 1 . . . . .  ak}(__~t eine die Zahlen a~ , . . . , a~  enthaltende Teil- 
menge ~ yon ~ und eine nat$irliche Zahl h so, da# ~(~)~ ~ ist und die Unglei- 

gilt. chung 8 (~) ~ ~ (9~ o, 9~a) -- ~- 

Diesem Nachweis  sehicken wit  zwei Hilfss~itze voraus . ,  

H i l f s s a t z  I.  Aus ~(~) , .~  /olgt ~(~)(~) = ~(~) ~). 

B e w e i s .  Aus ~_(_~r folgt ~ )  ~{h)r so d a b  es geniigt ~r ~r nach-  
zuweisen. Nun  enthiilt  die Menge ~c~) ans jeder  Restklasse modulo  g, aus tier 
sie i iberhanpt  eine Zahi  c enthiflt, die siimtliehen Zahlen c + x g h und  ciiese 
liegen wegen ~r ~ ftir geniigend groBes x in ~ ;  die in ~r ver t re tenen  Rest-  
klassen modulo g sind also dieselben., die auch in ~ v o r k o m m e n  und  das  ist 
die Behanptung.  

H i l f s s a t z  2. Aus ~r ]olgt ( ~ O + ~ ) r  

B e w e i s .  ~B enthAlt nach  Voraussetzung mi t  e iner  Zahl  b aneh die Zahlen 
b + x h fiir genfigend groBe x;  also entht~lt ~B + ~  mi t  einer Zahl  b + c ftir 
geniigend groBe x auch die Zahlen b + c + x h wie behaupte t .  

Wir  behandeln  zuerst  den Fal l  n = ~ des Diehtesatzes.  Wenn  die Un-  
gleiehung (6) gilt, sincl wit  fertig; anderenfalls  gibt  es naeh I. eine natfirliche 
Zahl  g mi t  der Eigenschaft  (7); wir wahlen die kleinste Zahl  dieser Ar t  aus 

~) Aus ~ ~ ~ ~olgt fiir beliebige Mengen ~ und ~3 nicht etwa schon 9.I(g) = ~(g) (oder 
auch nur ~(g)~ ~(g)) wie man sich an endlichen Mengen klarmachen kann. 
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und zeigen, dab fSir sie die Ungleichung "(8) gilt. Dazu wenden wit II.  anf 
die Mengen ~o--9A~o~) lind ~1--~g)  mit der Summe ~ = 9A(g) an mad w~hien 
ftir a 1 . . . . .  a~ ein Vertretersystem ffir d i e  Res tk las~n  modulo g, die in 
tiberhaupt vorkommen. Das liefert entweder die Ungleichun~ ~ (~) ~ 6 ( ~ o , ~ )  
und damit wegen (7) auch " 

- > - 1 .  
g 

wie behauptet,  oder eine Menge ~ und eine natiirliche Zahl h mit 

und 
t ( r  > 

Wegen der Auswahl der Zahlen a I . . . . .  a k gilt charm ~cg)--_ ~r ~(i). Es sei 
jetzt  d der grSBte gemeinsame Teiler yon g und h; beachtet man, dab ~[t~_ ~I(g)(~) 
ist, so erh~ilt man nach Hilfssatz 

~C,O -- 9AC~)(~ -- ~(~)(~0 --  ~(~,)Cg) = ~(g) = 9.I.(g) ,...,, 9A. 

Wegen der Minimaleigenschaft von g folgt daxaus d ~ g, also h > g mad damit 

wie behauptet.  

Ffir beliebiges n beweisen wir den Dichtesatz durch Induktion. Der 
Induktionsanfang n - - t  ist eben gemacht. Nehmen wir also an, der Satz 
sei schon ftir n Summanden bewiesen, und zeigen, dab er auch ftir n + l 
Summanden 9Ao, 9A~, ..... ~[, mit der Summe 9A richtig ist. Wenn (6) gilt, 
sind wir fertig; anderenfalls sei wieder g die kleinste der nach I. sicher vor- 
handenen Zahlen mit der Eigenschaft (7~, W i r  wenden die Induktionsvor- 
aussetzung auf die Mengen ~3,-----9~ ~) (~=0 ,  t . . . . .  n - - t ) m i t  der Summe 
an; das ergibt entweder ~ ( ~ ) ~  6(~3o, . . . ,  ~ , -x) ,  also erst recht 

g 
oder ~Ch) , . .~  und 

(~) _ ~ (~{~))~ ~ C~o,) . . . . .  ~ , ~ )  -, -~ t ~ ~ (~d), . . . ,  ~ )  , -~ 1 

fiir ein gewisses h; wir behanpten,'daB auch hier h 2  gis t ,  und daher die Un- 
gieichung (9) gilt. Zum Beweis sei wieder d der gr613te gemeinsame Teiler 
yon g urid h; nach Hilfssatz 2 gilt dann 

also d ~ g wegen der Minimaleigenschaft yon g und damit h ~ g wie behauptet. 

Nun wenden wir den Dichtesatz auf die beiden Summanden ~ -  ~. ~I~,~) und 
V=0 
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~(~g) mit der Summe ~,(g) an. Das ergibt unter Benutzung von (9) entweder 

(~(~)) ~ ~ (~, ~ ) )  = ~ ( ~ / +  ~ (2~)) ~-- ~ ( ~  ~ . . . . .  ~ / +  ~ (~)1 '~ - ~  , g 

als0 erst recht die Ungleichung (8), oder ~(g)(h)~(~) ftir ein gewisses h und 

1 1 .  

aucl~ hier folgt wie oben h ~ g und damit auf Grund von (9) die Ungleichung (8). 
Als niichstes ffihren wit den Bewels yon I. und II. zurtick auf die Aussage 

n 
I I I .  Ist  91 = ~. ~,, so gilt entweder die Ungleichung (6) oder es gibt zu /eder 

v = O  

Zahl a E ~ eine a enthaltende Teilmenge ~ yon 9~ und eine nat~rliche Zahl g --- g (a) 

so, daft ~(~),~ ~ und 

(r ~ ~ (9/~ . . . .  , ~ )  --  
g 

ist. 
B e w e i s  v o n  I. Wir unterscheiden zwei F~lle: Entweder gibt es unter 

den Zahlen g (a) beliebig groBe, dann folgt aus 

' ~(~,) 

die Ungleichung (6); oder die Zahlen g(a) sind beschrfinkt; dann sei h ein 
gemeinsarnes Vielfaches aller Zahlen g(a). Nach III.  enth~ilt 91 mit einer 
Zahl a auch alle Zahlen a + x g (a), falls nur x gentigend g-roB !st, also erst 
recht fiir g-roBes x die Zahlen a + x/~; das bedeutet abet gerade 9/(*)~-~9/wie 
.behauptet. 

B ewe i s  y o n  II. d u r c h  I n d u k t i o n  nac l i  k. Der Induktionsanfang k = 
folgt unmittelbar aus I I I .  Es  sei der Beweis also schon fiir k -  1 Zahlen 
ax, . : . ,  a,_x geffihrt. Ist nun 8(9/).<6(~/0,9/~) und sind k Zahlen a~ . . . . .  a,  
aus 9/ gegeben, so gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Menge ~) und 
eine Zahl l mit den Eigenschaften 

{al ' . . . .  ak_l } ~ ~ 9/, ~(1)~.~, ~(~)  ~ (~ (9/0,9/1) - -  T '  

Und nach III .  eine N[engc ~ und eine Zahl m m i t  

a~ ~ ~ ( 9/, ~(~1 , ~  ~ ~ (~) ~ ~ (~/o, ~h~) 

Wir setzen j etzt ff = ~  ~2 (~; dann gilt jedenfalls {a x . . . . .  a~} ~ r _( 9/. Ist nun 
~3 __( ~(**1, so setzen wir h = m  und haben dann r = (~ ~2 ~)('*)= ~(~)~v~ _( ~, 

also wegen ~ (___ ~(~) auch ~ ( ~ ) ~ ,  und ~(~) ~ 6(~) ~ ~(9~ o, 9J~) - -~-  wie be- 

hauptet;  entsprechend setzen wir h = ~, wenn ~ (_ ~(~ gilt. Ist keines yon 
beiden der Fall, So sei h das kleinste gemeinsame Vielfache von l und m; 
dann gilt ersichtlich 

~(~) = ( ~ ) ( ~ ) ( . ~ ( ~ ) , - , ~ ( " ) ~ - ~ , J  ~ = ~ ,  also ~(~)~-~; 
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I i s t .  Wir  bezeichnen mit  es bleibt zu zeigen, dab 6 ( ~ ) ~  ~(9~ 0, 9 / 1 ) - - T  

bzw. ~t~l die Komplement~rnenge  yon ~){~1 bzw. ~(~} und  haben dann  

{~(~r § ~(~c~, ~ - ~  ~ cS(~o, ~) _ ~_ _t_ cs(~{-, ~ ~-~) / 

Mit l '  h u n d m ' =  h . - -  genfibt es also zu zeigen, daB mindestens eine der m--T- m 
beiden Ungleichungen 

1 t ~ t .  t 

m h ,~ 

gilt, dab also entweder in ~{'~)r~f) {l) mindestens l ' - - t  oder in t3{0r~ ~{"} min- 
destens m ' - - t  Restklassen modulo h l i egen .  Wi t  setzen jetzt  voraus,  dab 
l ' ~  m'  ist - -  der Fall  m ' <  l '  l~tBt sich dutch  Vertauschung yon I) und  l mit  

lind m auf diesen zufiickffihren. Da  wit  angenommen bat ten ,  dab ~ nicht  
in ~{z} liegt, gibt  es in ~(~} ~){z} eine Restklasse modulo h; es sei ~ die zuge- 
h6rige Restklasse modulo d, dem gr6Bten gemeinsamen Teiler yon  l und  m ;  
wir werden zeigens daB schon ~ ~ ~(m} ~ ~{0 minc!estens l '  - -  t oder ~ ~{~}c~ ~{~} 
mindestens m ' - - t  Restklassen modulo h enth~tlt.- ~ zerf~ilt modulo l in 

z _ h _ rn' und  modulo m in m = __h = . l '  Restklassen und jede dieser Rest-  
d m d l 

klassen zerf~tllt wieder in l '  bzw. m '  Restklassen modulo h. Es  besteke ]etzt 
~R ~ ~{*) aus u Restklassen modulo l und  ~R c~ ~('~} aus v Restklassen modulo m;  
dann besteht  ~ R ~ { ~ } ~ { 0 = ( ~ ( m } ) ~ ( ~  {~}) au s  v(m' u) und  

~R ~ ~(*}~ ~('~} aus u (l' - -  v) Restklassen modulo h, und wir haben daher  zu 
�9 zeigen, dab entweder 

v (m' - u )  ~ Z' - 

oder 
u( l '  - -  v) ~ m ' - -  t 

gilt. Nach Konst rukt ion ist ~.'~ ~ 1  c~ ~i0 nicht  leer, also 

V ~ t  und m ' - - u ~ l .  
Ist  auch noch 

u ~ t  und  t ' - - v ~ l ,  

so schreiben wir die fraglichen Ungleichungen um zu 

( v -  ~ ) ( m ' - u -  ~) + v +  m ' - u -  ~ ~ V -  

{u-- t ) ( l ' - - v - -  ~) + u  + l ' - - v - -  t ~ m'-- t ;  

3t* 
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eine von beiden ist sicher erffillt, .wenn eine der beiden Ungteichungen 

V + m ' - - u ~ l '  

u ~ l ' - - v ~ m '  

Zutrifftl und das ist ersichtlich immer der Fall. Ist schliel31icll u = 0, so folgt 
aus der Annahme t ' ~  m' die Ungleichung V (m' - -u)  ~ m ' ~  l ' - -  t ; ist aber 
l' -- v = 0, so folgt v (m' --  u) ~ l' ~ l' I u n d  das beweist die Behauptung. 

Die .AussageIII .  formen wir noch etwas.um. Die Zahl a Eg/ habe 'die 

Darste!lung a = ~ a ,  mit a, 69/,. Wit betrachten die Mengen ~,  = 9/, -- a, mit 
v = 0  

der Summe ~ = ~ (9/~-- a,) = ~, 9/v-- ~, a, = 9/-- a. Die Anzatll der Elemente 
v = O  * , ~ 0  v = O  

aUs ~, (i, x)ist gleich der Anzahl der ]~lemente aus 91, (t + a,, x + a~) :A-, (l, x) ----- 
A, ( t  +a , ,  x + a , )  und daher ffir x-+oo A,(I,  x ) = A , ( I ,  x ) + O ( !  ) und ent- 
spreche_nd A(t, x) ---- A (t, x) + O (t). Daraus folgt 8 (~o . . . .  ,9/-~) = 8 (9/o . . . . .  9/,) 
und O (9/) = 8 (9/). Die Formel (6) ist also gleichwertig mit der entsprechenden 
Formel ftir ~o . . . . .  ~ ,  und. ~. Der zweite Teil der Aussage III.  ist gleich- 
bedeutend mit der Existenz einer Zahl g und einer Teilmenge ~E= ~ -- a] yon ~ 
welche die Null enth~lt, mit den Eigenschaffen ~ (* ) [~ (~) -  a , ~ - -  a] - ~  und 

8(~)[~  8(~)~: 8(9/0 . . . .  , 9 / , ) - - g ]  ~ 8(~0 . . . . .  ~ , ) _  n .  Wir haben also zu 
�9 . g �9 . 

�9 zeigen (die Querstriche lassen wir der Einfachheit halber wieder .weg): 

I V .  Ist OEg/, und 9/= 7. 9/,!, So gilt entweder die Ungleichung 
�9 V = 0  

(6) ~ (9/) > 6 (9/0, 9~ . . . . .  9/.) 

oder es gibt eine die Nu l l  enthaltend~ Teilmenge ~ yon 9/ und dne nati~rliche 
ZM*l g so, da~ die Formdn 

0 o )  " ~(g) , - ~  

(1t) ~(~) ~ ~(9/o,9/~, . . . .  9/.) - ~ 

gdten, 

Zum Beweis dies'er Behauptung mfissen wit etwas weiter ausholen. Es 
seien -- unabh~ngig yon d e m  bisherigen -- ~ und ~B zwei Zahlenmengen 
und" e eine ganze Zahl, Dann definieren wir zwei neue Mengen 9/' und ~3' durch 

9/' = a ~ C~ + ,),  ~ '  = ~ ~ ( 9 / " - , ) .  

Diese  hab~n fo!gende Eige~schaften: 
a) Die Summe yon 9/' und ~ '  ist in der yon  9/ l ind ~3 enthalten: 

,Beweis.  7!st a'~ 91' und b'~ ~ ' ,  so unterscheiden Wit zwei F~lle. Ent- 
wetler ist a' ~ 91, dann benutzen wir die Tatsache, ,dab b' ~ ~B ist, und erhalten 
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~p  b I ~ r + E9/+93 oder e s i s t  a' , c ~ - e ,  dann nutzen wir aus, dab b ' E  9/  e 

ist, und erhalten a' + b' E (~ + e) + (9/-- e I = 9 /+  ~3 wie behauptet. 
b) Es ist 

(12) A ' ( x , y ) + B ' ( x - - < y  e) --  A (. ,  y) ~- B ( .  ~ ,y  8) 

und dasher ftir beliebige Mengen ~1 . . . .  , ~ ,  

(9/', ~ ' ,  ~1, . . . .  ~.) --- ~ (% ~, r . . . . .  ~.).  
Y 

Beweis .  W e g e n A ( x , y ) + B ( x - - e , y - - e ) - - Y , A ( z , z ) + B ( z  e , z  e) t m d  
z ~ x  

der entsprechenden Gleicllung fiir ~ und ~ geniigt es zu zeigen, dab 
A ' ( z ,  z) + B ' ( z  - -  e, z - -  e) - -  A (z, z) -~ B (z - -  e, z - -  e) gilt, und das trifft zu, da 
beide Seiten gleic!l 2 sind wenn z C ~1 und z - -e  C 93 ist, gleic11 t Wenn eine 
dieser Relationen gilt, lind gleich 0 wenn keine zutrifft. Aus (12) folgt 
A'(I,  y ) + B ' ( t ,  y ) ~ A ( t ,  y ) + B ( t ,  y ) + O ( t )  ffir y-->oo; also gilt auch die 
zweite Formel. 

c) Ist e E 9 /und  0 E 93, so ist auch 0 E ~ ' .  
d) 9/ (_ 9/' ,  ,93' (= 93. 

e) 93' + e_(- 93+e__( 9/'. 
Von jetzt ab nehmen wit an, es sei e E 9 /und  0 E ~3, und sagen dann mit 

VAN DER CORPUT [8], 9/' und 93' entstehen aus 9/ und 93 durc11 eine e-Trans- 
formation. Nach c) liegt dann aucll 0 E 93'; ist nun e' eine Zahl aus 9/', so 
k6Imen wir auf W, 93' und e' das gleiche Verfahren anwenden wie eben auf 
91, 93 u n d e  uric1 erllalten zwei Mengen 9/" und 93"; mit diesen k6nnen wir 
ebenso verfal-/ren und kommen so zu weiteren Mengenpaaren. Von allen 
diesen Paaren,  die sic11 aus 9/ und 93 durch mehrmalige Anwendung yon 
e-Transformationen ergeben, sagen wir, sie seien yon 9/ und ~ abgeleitet. 
Fiir solche abgeleitete Mengen wollen wir noc11 ein weiteres Ergebnis herleiten. 
Dazu betracllten wir die e) entsprechende Relation 93"+ e' (__ 9/" und die aus d) 
und e) folgende 93" + e =(93' + e (- 9/'_( W'. Zusammen ergibt das 93" +.{e, '" ( .... e ~ = ~  . 
Entsprecllend zeigt man 9 3 ' " +  {e, e',  e " } ( = W ' "  usw. Nun k6nnen wir wegen 
9 / (_9 / ' (_9 /" (=  . . .  f l i t  8, e' ,  e " , . . ,  beliebige Zahlen ans 9/w~i.hlen; ist uns eine 
endliclle Teilmenge ~ yon 9/vorgegeben, so k6nnen wir z.B. gerade die Ele- 
mente yon ~ nehmen trod erhalten so das Ergebnis: 

f) Ist ~ eine enctliclle Teilmenge von 9/, so gibt es zwei yon 9/und 93 ab- 
geleitete Mengen 9/*, und 93* mit der Eigenschaft 

9 3 , +  ~_(- 9/*. 
Wit kehren jetzt Zu den Mengen 9/0 . . . . .  ~ ,  ans IV. zurfick. Di~ Menge 9/o 

wird im folgenden eine durc11 den Beweis bedingte Sonderstellung einnehmen~ 
obwohl das Ergebnis v611ig symmetrisch in den 9/, ist. Aul3er 9/o wi~hlen w i t  
noc11 eine andere Menge 9/~ (t ~ k ~ n . )  und eine Zahl e E g/o ans-; auf 9/o und 
9/k wenden wi t  die s-Transformation an mad erhalten so zwoi Mengen 9/~ und 

n 

' Y , . ,  so gilt auf Grund der 9/,; setzen wir noch 9/~ = 9/, ftir, v 4= o, k und 9/' = 9/' 
, l t~ 0 
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(~)  
('14) 

05) 
(~6) 

Eigenschaften a) bis d) der e-Transformation und der Voraussetzung 0 E 9/, 
aus IV. 

9/' (= 9/, 

oEg/" = o ,  t , . . . , n ) ,  

91o (-- 91o, 91: __(9/, (v = 1 . . . . .  n ) .  

Auf die Mengen 9/0 . . . . .  91~ k6nnen wir wieder das gleiche Verfahren (mit 
anderen e' E 91 0 und k' zwischen t u n d  n) anwenden usw. Alle Mengensysteme, 
die wir so ertialten, nennen wir von 9/e . . . . .  9/, abgeleitet. Ffir sie gelten wieder 
die Eigenschaffen ( t3 )b i s  (t6). Is t  nun ~ eine endliche Teilmenge von 9/0, 
so gibt es nach f) zwei von 9/0 und 9/1 abgeleitete Mengen 91" und 9/*, also 
indem man 9/,* : ~/, setzt /f i r  v 4= 0, t, ein yon {9/,} abgeleitetes System {9/*} 
mit der Eigenschaff 9/* ~ ~ __( ~ .  Hieraus erhalten wir -- wieder nach I) 
angewandt auf ~ _(_ 9/* und 9/*-- ein abgeleitetes System {9/** } mit 91" * + ~ __( 9/**; 
auBerdem gilt wegen (t5) noch 9/** q-.~ =9/* -k ~ =-~(~* =,~o(~**, also zusammen 
(9/**~9/~*)-k~ _~ 9/~*. So fortfahrend erh~ilt man das Ergebnis: 

Ist ~ eine endliche Teilmenge von 9/0, so gibt es ei~ von {9/,} abgeleitetes 
System von Mengen {9/~') mii der Eigenschaft 

(.,) .. , u  g / ,  + e 9/o. 

Wir werden im folgenden den Beweis yon IV. nicht ffir 9/0 . . . .  , ~n sondern 
fiir irgendwelche' abgeleiteten Mengen 91o . . . . .  9/: fiihren. Das geniigt, denn 

r �9 wenn IV. fiir 9/o . . . . .  9/~ richtig is t ,  so gilt entweder ~(9/ ')~ 6 (9/0 . . . . .  9/~') 
und damit wegen (13) und (t4) ~(9/)~ 6(9/ ')~ ~(9/o . . . . .  9/') =6(9/o,  . . . .  9/~), 
das ist die Ungleichung (6); oder es gibt eine Menge ~ und eine Zahl :g mit 
den Eigenschaften 

r > (91o . . . . .  - g 

Wege n (t 3) gilt dann auch 0 E ~ -(9/und wegen (i 4) auch ~(~) ~ 6(91 0 . . . . .  9/,) ___n, 
so dal] also IV. auch fiir 91o, .. ;, 9/, gilt. g 

Es kommt nun darauf an, unter den abgeleiteten Mengensystemen eines 
herauszufinden, flit das der Beweis yon IV. mSglichst einfach wird. Dazu 
ordnen wit jeder Merge ~ zwei Zahlen t C~) und g (~) zu, und zwar sei ] (~) das 
Minimum aUer Differenzen yon Zahlen aus ~: 

l (~) = min (c'-- c) 
c, d E ~ 

und g(~)t ier  grSBte gemeinsame Teiler aller Zahlen aus ~: 

: g(~) = g.g.T. (c). 
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g(~) teilt sicher auch alle Differenzen c ' - -c ,  so dab g (~)~  ] (~) folgt. Uns 

interessieren besonders die Zahlen ] ' trod g fiir abgeleitete Mengen 

9/" (die Menge 9/o bleibt dabei, ihrer Sonderstellung entsprechend, unberfick- 

sichtigt). Setzen wir abkfirzend ] ,Ulg[ = , so erhatten wir aus der Definition 

yon [ ffir die k-te positive Zahl a~ aus O 9/'. die Abseh~ttzung a k ~ k [ und 
V = I  

damit ffir v = 1 . . . . .  n die Ungleichung A'(t , . .x)  ~ 1 "  Wegen 9.I;_(_W gibt das 

" X (9/) ~ ~ (~I') _~ ~ ('~Io) ~ lim ! [ A  0 (t, x) + A; (t, x) + . . .  + A ~ (1, x) - / - ]  
( t8)  ~ - ~ -  L 

, n / n , \ - 1  
=  (go . . . . .  - 7 = . , . . ,  t �9 

/ ~ , \  
1(~1~:  ) folgt hieraus erst recht die Ungleichung Wegen 

, / ,, , ~ - 1  
(t9) ~ (9/') ~ ~ (go, :-., 9/~,) -- n g ~O 91,) . 

Wir betrachten jetzt die Gesamtheit der Zahlen / ffir .alie abgeleiteten 

Mengen 9.1". Ist Sie unbeschr~nkt, so folgt aus (t8) sofort die Ungleichtmg (6) 

und wir sind fertig. Anderenfalls sindj d~e Zahlen I(Ulg" I,,= / und damit auch 

g i9.1 beschrg~nkt. Wir k6nnen daher unter den abgeleiteten Systemen 

eines aussuchen, far das g lg maximal ist. Ffir alle yon diesen ~[, ab- 

geleiteten Mengeu ~[~ gilt dann auf Grund der Wahl yon 9/" die Ungleichung 

g 9/  s g ,0--,~ . Andererseits ist nach 06) 0__= _O,~,;= es gilt also auch 

die umgekehrte Ungleichung und daher g lg[; = g 1~1', . F~ir diese Mengen 

91~ kann man nun die Zahl g und die Menge ~ aus IV. direkt angeben: Wir 

setzeng = g und~ = 9 / '=  ~91;; die Ungleichung (1 1) folgt dann aus (t9), 

und es bleibt daher nur die Aussage V. zu beweisen: 

V. Ist  0 ~ 91,, g = Y. 9I, und gilt g - -  g 0__ = g N r  alle yon go ..... , g ,  
v = O  V . 

abgdeiteten Mengen ~ ' ,  so gilt entweder die Ungleichung (6) oder es ist 9.I(~1,.~9.I" *). 

Enthiilt hier ~i aus jeder Restklasse modulo g mindestens eine Zahl, liegen 
z.B. g aufeinanderfolgende Zahlen in 9I o, so ist ~I(~1 gleich der Menge ~ aller 
ganzen Zahlen und die zweite Behauptung aus V. lautet dann 9~,-~. Auf  

~) Die Voraussetzung, daI3 die Zahlen ] beschrgnkt  sind, die wir nach dem 

eben bewiesenen noch machen k6nnten,  ist bier noch nicht  n6tig;  wir werden die Zahlen [ 
erst spi~ter braachen.  
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diesen Fall, d a b  g aufeinanderfolgend e Zahlen in ~(o liegen, wollen wir die 
Aussage V .  zurtickfiihren. Dazu beachten wir, dab nach Definition von g 
alle Zahlen aus 21 . . . . .  2 .  durch g teilbar sind; jedes a,E?I~ l~iBt sich also 
in die Gestalt a , = d , g  setzen. Die Zahlen d, bilden eine Menge ~ ,  und wir 
schreiben 2'--~)~g4). Die Menge 9/o zerlegen wir in Restklassen modulo g: 
? l o - - ~ l v . . .  w ~g. Dabei kann ein Teil der Mengen ~ auch leer sein; wir 
denken uns die Numeriertmg so gew~hlt, dab ~ bis ~ je mindestens eine 
Zahl enthalten, w~trend ~h+l bis ~ leer sind. Aus jeder der Mengen ~ 
(#----t . . . .  , h) w~ihlen wir eine Zahl r~ aus und k6nnen dann schreiben 
~R~ r~ = ~ a  g" ZusammengefaBt haben wir also 

(20) { 9/~ = (~  g + r~) ~ . . .  ~(~h g ~- rh) 
9/, = ~ , g  (~ = t, : . . ,n).  

Nach Konstruktion ist die Null sowohl in den Mengen ~ als auch in den 
~)~ enthalten, Aus diesen Mengen banen wir jetzt neue auf, indem wir setzen 

{~0 = ( ~ h  ~- ~)~(~, h + 2 )~ . . .~ (~ fh  + h) 
(2t) ~ ,  ~..h~ O, - t . . . . .  n) . .  

j .  

Dann enthXlt ~0 die h aufeinanderfolgenden ZaMen 1 . . . . .  h, w~_hrend die 
Null i.n ~1 bis ~ .  enLhalte~ ist. Aus den Formeln (20) ,und (2t) folgt ftir x .+  oo 

B o ( l , ~  ~ -- * ~.C~,(i,x) + O(l) -- Ao(l,  xg  ) + 0(~) 
p = l  

B,( t ,  x h ) = O , ( i , x ) - - A . ( i ,  xg) ( v - - I  . . . . .  n) 
und daher 

' . ~ x / ,  
v ~ 0  

h ;X-oo x g 

Zwischen den Summen ~ = ~ , ~ ,  und ~ -  ~ ,  besteht folgender Zusammen- 
hang ,=o ,=o 

~ = o (~, g + r,) + Y.~, g , ~ ,  g + r, 
(22) "=~ ' " ] 

p = l  v = l  / ~ = I L \  

Oas ist ein zu (20) und (2t) analogeS Formelpaar; daher folgt  auch hier 

~(~B) ~ ~ 6 (~[). Die Ungleichung (6) ist also mit der entsprechenden ffir 

~o, ., ~ ,  und ~ an Stelle yon 19~o,.., 9~, und ~ gleichbedeutend. 

~) Davon zu unterscheiden ist~ das Symbol g ~ ,  mit dem man die g-fache Summe 
~f + . . .  + ~ bezeichnet. 



AbschAtzung der asymptotischen Dichte von Summenmengen. 473 

Die dutch (20) und (2t) gegebene Zuordnung der Mengen ~3, zu den 92~ 
dehnen wir auf die von 92 0 . . . . .  92~ abgeleiteten Mengen 92: au~, indem wir in 

t ! (20) und (2t) einfach 92,., ~ , ,  ~ ,  ~ dutch 92~, ~3:, ~v, ~ ,  ersetzen; dab die 
Mengen 92~ tatsAchlich eine Darstellung nach Art der Formeln (20) zulassen, 

t sieht man so:. ZunAchst sei 92: = 9~ ftir ~ = 2 . . . . .  n wiihrend 92 o lmd 92'1 ans 
920 und 921 dutch eine e-Transformation hervorgehen: 

92; = 92o ~ (921 + e), 92; = 921 ~ (92o -- e) 

Dabei wollen wit der Einfachheit halber annehmen, dab e in ~ l = f f l g + r x  
liegt: e = q g + r x . Dann ist 

h h 

92; = ,u f i , ,  g + ,.,)~ { ~  g § cag + ,.~) = [ ( ~ ( ~  + ca)) g + rd % u f i .  g + ,'.) 
h 

letzteres, da die Zahlen r , - - r  1 fiir/~ ~= t nicht durch g teilbar sind, mid 

9~: = ~)~g (v = 2, . . . , n ) .  

Dies sind gerade Darstellungen vonder  Art der t~'ormeln (20). Durch Vergleich 
erhlilt man 

~ = ~ ~ (-~ + ~) ~'~ = ~ ~ ( ~  - c~) 

~'.=~. (.u=2,....,h) ~:=~,  ( ~ = 2 ,  . . . .  ~). 

~ und ~)~ entstehen ans ~ mid 2) x also wieder durch eine e-Transformation. 
Da hierbei e---- ca g +  r 1 beliebig aus ~ ,  also c a beliebig aus ff~, gew~hlt werden 
kann und wit allBerdem das Indexpaar# = l,  v = t durch ein beliebiges anderes 
u = k, v = l ersetzen k6nnen, ergibt sich das Resultat: Einer e-Transformation, 
angewandt "auf 9/o mid ,92z entspricht bei den Mengen ~ und ~), wieder eine 
e-Transformation zweier Mengen ~, und ~)~ und umKekehrt. Da nun die  
Mengen ~ ,  mit  den ~ und ~), in ganz ~hnlicher' Weise Zusammenh~ngen wie 
die Mengen 92,, so hat man: Einer e-Transformation zweier Mengen 920 und 
92~ entspricht eine e-Transformation von ~0 und ~ mid umgekehrt. Dutch 
mehrmalige Anwendung dieses Schlusses erh~ilt man endlich d a s  Ergebnis: 
Bei d.er dutch (20) und (2t) geg.ebenen Zuordnung entsprechen den .von 
9/o, ..-,92~ abgeleiteten Mengen.die von go . . . . . .  ~ abgeleiteten Mengen und 
umgekehrt. Als letztes miissen w~r. untersuchen, wie sich die Voraussetzung ,) (-)  g 192' = g U92, = g und die Behauptung 92{g) ~ 92 tibertragen. Die erste ist 

g = g =,h; die zweite ist nach (22)gleichbedeutend mit 
n 

f t , +  ~.~), '~3 flit/~-----~,. ,h, also nach der zweiten Formel (22) mit ~(~)~-~ 

oder, da ~ aus jeder Restldasse modulo he ine  Zahl enth~ilt, mit ~ , ~ .  Wit 
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haben also an Stelle yon V. nut  noch den Satz VI zu beweisen (statt ~ , ~ ,  h 
schreiben wlr wieder 91~, 91, g): 

~ r 
VI. Ist  0 E ~1,, liegen g au/einander[olgende Zahlen in 9I o und ist g 191 = 

g = g fi~r alle yon 9i 0 . . . . .  91, abgeldteten Mengen 91", so gilt fiir die Summe 
n 

91 = ~,91~ entweder die Ungleichung 
V = 0  

(6) ~ (91) ~ ~ (~o, . . . ,  91.) 
oder es ist 91"~S. 

Zum Beweis dieses Satzes ben6tigen wir einen Hilfssatz, der als Satz VIII  
im n/ichsten Abschnitt bewiesen wird. 

w 2. Zwei Hilfss~itze. 

Wir beweisen jetzt zunAchst einen Satz, der die Theoreme 3 und 9 aus [3] 
in sich vereinigt und wie diese bewiesen werden kann. Da ein Beweis sich 
hier ohne Schwierigkeiten anschlieBen l~il3t, ist er der V011st~ndigkeit halber 
ausgeffihrt; er entspricht in seinen Grundziigen den von VAN DE• CORPOT 
in [3] gegebenen .Beweisen. 

VI I .  91 0 . . . . .  91, seien Mengen nichtnegativer garner Zahlen ; ]erner sei 0 E 91, 

fiir v. = t . . . .  , n, ~1 = ~ 91, und 
9 = 0  

A o ( o , x ) +  ~ , A ~ ( l , x ) ~ ( x +  l ) fiir x----0,1 . . . . .  
v--1  

Dann ist 

(23) A ( O , x ) ~ o ~ ( x + t )  ]~r x = O , * , . . . .  

Den Beweis ftihren wir mittels des folgenden Hilfssatzes. 

H i l f s s a t z  3. Unter den Voraussetzungen yon VI I .  gibt es zu irgend zwei 
Zahlen k und l (k ~ O, 0 ~ 1 ~ n) ein yon {91~} abgeleitetes System yon Mengen 
{91'~} mit den Eigenscha]ten 

I �9 ~ ,  

( 2 4 )  A o ( O , x ) + ~ . A ' ~ ( t , x - - k - - l ) +  A : ( t , x - - k ) ~ , t ( x + t )  
v=l ~,=/+I 

J , 91'~91o(0, k.)(=91o fi~r v = i  . . . . .  l ,  
(25) / ~ : + 9 1 o ( O , k - t ) = < ~ ; / ~ ,  ~--I+i . . . . .  ~. 

B e w e i s  von  VII. Wir setzen in (24) x = k  und erhalten wegen 9/_)_ 9 / '=  

91~_~ ~/o die Ungleichung 
v ~ 0  

A(o, k ) >  Ao(O, k) ~ ( k +  1). 

Das ist ge~ade die behauptete Ungleichung (23) ftir x = k; da k ~ 0 beliebig 
war, sind v~ir fertig. 
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B e w e i s  d e s  H i l f s s a t z e s .  FOX k-~l~-O k6nnen wir 9/ ' ,=9/,  setzen; .(24) 
ist dann eine der Voraussetzungen von VII .  uncl (25) ist trivialerweise erfiillt, 
da  9/o(0, k - - t ) = 9 / o ( 0 , - - t )  leer ist. Wir  beweisen den Hilfssatz je tz t  fox 
festes k dutch  Indukt ion  nach I. Von k = l  ~-0 ausgehend kommen wir so 
bis k = 0 ,  l-~n. In  diesem letzten Fal l  sind die Behauptungen gleichwertig 
mit  denen ftir k = t ,  l = 0. Durch noehmalige Anwendung des Induktions-  
schlusses kommen wir dann bis k = , t ;  l - - n  und  das ist wieder gleichwertig 
mit  dem Fal l  k = 2, l = 0 usw. Zum Beweis k6nnen wir also annehmen, dab 
l > 0 ist und  der Hilfssatz schon fox k und  i - -  t an Stelle yon k und  l gilt. 
Dann  gibt es also v o n  {9/,} abgeleitete Mengen 9/~ mit  

A o ( O , x ) + ~ . A ~ ( l , x - - k - - t ) +  A~( t , x - -k )  ~ ~ ( x +  t ) ,  
v = l  v = l  " 

i t  v l  - I i  

9/ ,+9 /o(0 ,  k)__(9/o fox v = l  . . . .  , 1 - - 1 ,  
If t! Ir 

9/~+9/o(0,  k - - t ) ~ 9 / o  fiir  v = l  . . . . .  n. 

Wir unterscheiden je tz t  zwei Fiille: 

" 9/' 9I . . . . .  a) Liegt k nicht  in 9/0, so setzen wir ~ = v.,. Wegen 9/0 (0, k) ~ 9/0 (0, k) 
9/o(0, k - - 1 )  gilt dann (25); auBerdem ist 

Z - - 1  n . 

Ao(0, x) + ~,A~(I ,  x - -  k - -  t) + Z A ' ( t ,  x - -  k) 
(26) ,,=1 ,,=z 

1 - - 1  

= A;(0, x) + X A~(I, " . x - -  k - -  t) + ~ . A , ( l , x - - k )  ~c~(x+ t) 
v = l  v = l  

Aus (25) trod (26) folgt nun  auch (24). Liegt niimlich x - - k  ilicht in 9/' I ,  S O  

ist A~(1, x - - k - - t ) = A ; ( 4 ,  x--k)  und  die l inken Seiten yon (24) und  (26) 
s t immen i ibere in .  Ist  aber  x--kEg/'z, so gilt wegen (25) 9/0(0, k )+(x - -k )  

i t. ! l 
9/o (0, k) + 9/l _-( 9/0. Also enth~Llt 9/o mindestens so viele Zahlen zwischen x --  k 
uncl x wie zwischen 0 und  k: AO(x--k, x)>-Ao(O, k). Nach (26) ist weiter  
Ao(O,k)~o~(k+t) und  daher  wieder nacll (26) mit  x - - k - - I  s ta t t  x 

A o ( O , x ) + ~ . A ' ( t , x - - k - - ] ) +  A ' ( i , x - - k )  

l--i n 

> A'o(x-- k,x) + AO(o,x " k - -  1) + F.A'~(l,x-- 2k--  2) + Y.A' , ( t ,x--  2k--  1) 

~ ( k  + t) + ~(x - k) = ~(x + t) 

wie behaupte t .  

b )  Liegt  k in ~ ,  so wenden wir auf 9/0 und  9/" " l die e-Transformation mit  
' " ~ ' - -  91" "91" e = k an lind erhal ten 9/o-~ 9/0 ~ (9/~' + k) und  ~z --  z c~ ( o- -  k) ; auBerdem 

setzen wit  9/~-----9/~ fOx v :~ 0, e. Da  9/~ und  daher  auch 9/" a?ls nichtnegat iven 
9/" k Zahlen besteht ,  sind alle Zahlen, die in ~ + liegen ~ k. Aus der Definit ion 

yon 9/o liest man  daher  die Gleichung 9/o (0, k) = 9/o (0, k) ~ {k} = 9/o (0, k) ab. 
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Also gilt  nach (t6) 
i ~ pt ~ p 

91: + 91o(O, k) = 91~ + 91o(O, k) < 91o C 91o ffir r  t . . . . .  l --  t 

91', + 91;(o, k) __< 91; + 91;(o, k) - :  91;' + (91;(o, k t) ~ {k)) 
t t  k 3  9 1 t t  t/  t - (91~' + 91o(o, k t))  ( ,  + k / ~  ~ 91o-  (~ '  + k) no 

91" + 91o(o, k ~) " . _ ' ' - - 9 1 ~ •  far ~ - l + ~  . . . .  , n ;  

das sind gerade die Formeln (25). 
SchlieBlich folgt aus (12) die Gleichung 

A o ( O , x ) + A ; ( L x - - k ) - - A o ( O , x ) + A ; ( - - k , x - - k  ) l 

= A o ( O , x ) + A ~ '  ( k , x  k ) - - t = A o ( O , x ) + A ' [ ( i , x - - k )  

trod daher, da 91',=9/~ ist ffir v4:0, l, auch die Formel (26). Aus (25) und 
(26) folgt aber, wie lmter a) gezeigt, die Ungleichung (24), womit der Beweis 

beendet isL 
Der zweite Satz, der. jetzt bewiesen werden soll, ist eng verwandt mit 

einer Absch~tztmg yon O~MANN [8]. Ftir n = t i s t  VIII.  ein Spezialfall der 
Formel (10) aus [8]~ Der Beweis ftir die volle Aussage (t0) aus [8] k6nnte 
otme groBe, M0he fi2mlich wie der Beweis yon VIII. geffih~ werden. Wir 
Wollen das aber nicht tun, da sich am SchluB als Anwendung unseres Haupt- 
satzes ein umfassenderes Ergebnis (Satz 3) erreichen l~Bt. 

n 

V I I I .  Es  sei 0 C 91, fi~r v = t . . . . .  n und 9i -=- ~. 91~; enthdlt 910 k au/einander- 
folgende Zahle.n, so gilt entweder ,=o 

k 
(91) > ~ ~(91o, . . ,  91,) oa~,, 9 1 ~ 3 .  

Beweis .  Es seien die Zahlen ao, ao--r-t . . . . .  ao-4-k - - t  in 91o enthalten. 
Indem wir 91o dureh 9/o a o (und damit 9/ dureh 91--ao) ersetzen, k6nnen 
wir uns auf den Fi~U ao-- 0, d.h. o, t ,  . . . .  k t C 91o b eschr~inken. Auf Grund 
der F0rmeln (t 3) his  (1 6) geniigt es welter -- ~hnlich wie beim Beweis yon IV. -- 
den Beveeis nicht fiir {91,} sondern ffir irgendwelche abgeleiteten Mengen zu 

ffihren. Nach (t7) k6nnen wir daher zus~.tzlich voraussetzen, da~ u91,)+ 
{0, t . . . . .  k--1}_(91o ist. Es sei jetzt ~, eine Konstante, die kleiner als 

~ (9/o . . . . .  91,~) ist; im fibrigen sei ~ beliebig, falls ~ d (91o, ---, 91~) t ist 

und7 - b + ~  k sonst, so dab also in jedem Falle k~+-~--~' ~ ~ ist. Unter diesen 

Bedingungen ist ffir ein geniigend grol3es x 0 sicher 
n 

~ A , ( t , x ) > y x  fftr x >  x o. 
t t=O 

Wir. wfihlen X0 m6gliehst klein, so dal3 jedenfalls 
n 
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ist; trifft die erste Ungleichung fiir alle x zu, so setze man  X o ~ I. Durch  
Subtrakt ion folgt dann 

n 
(27) ~.A,(xo, X ) ~ 7 ( x - - x o + l )  fiir X ~ X o . .  

Fiir v = i . . . . .  n sei x, die kleinste Zahl aus 9~, (xo, oo), also die kleinste Zahl 
aus 9~,, die nicht  kleiner als x o ist ;  dabei denken wit  uns die Numer ienmg 
so gew/~hlt, dab x x ~ x 2 ~ . . . ~ x ~  ist. Wir  bezeichneI1 fiir v = O ,  t ,  . . . ,  n 
mi t  ~ ,  die Menge der nichtnegat iven Zatilen aus 9~,-- x,. Dann  ist O E ~ ,  f t i r  
v = t . . . . .  n wegen x, Eg~,, und  es gilt 

Ao (0, x) = A o (xo, x o + x) 

7t,(1, x) = A , (x ,  + 4, x, + x) 

= A , ( x  o , x , + x ) - t ~ A , ( x  o , x o + x ) - t  fiir v = t , . . . , n ,  

letzteres da  x, die einzige Zahl zwischen x o und  x, ist, die in 2 ,  liegt. Wir  

wollen jetzt  auf die Mengen ~ ,  den Satz VII. anwenden. D a z u  miissen wir 
die Summe 

s(x) = ~o(O, x) + Z A , 0 ,  ~) 
*'=1 9g 

= Ao(x o, xo+ x) + Y . A , ( x , +  4, x , +  x ) 2 Y . A , ( x  o, xo+ x) - -n  
�9 = 1  y=O 

nach unten absch~tzen. Wir unterscheiden drei F~lle. 

a) Is t  O ~ x < x l - - x  o, also x o + x < x l ,  so is~ A,(xo, x o + x ) = O  ftir 
v = 1 . . . .  , n und  daher  uach (27) 

S (x) ~ A o (Xo, Xo + x) = ~ A,  (x o, X o +  x) > 7 ( x +  t ) .  
v=O 

b) Ist  x~ - -  Xo ~ x < x x - -  Xo + k, s o  benutzen  wir, dab 

X l +  {0, ~ . . . .  , ~ - - ~ } =  ; U l ~  ' + {0, ~ k - - { } ~ . ~ [  O 

ist. Wegen x 1 ~ x o + x  < x 1 + k folgt daraus {xl, 'x x + t . . . . .  x o + x} _(9~ o , a lso 
Ao(xl, xo+ x) = Xo+ x - -  x i +  t u n d  daher  

S ( x ) ~  A o (x o, x o + x) = A o (Xo, x1 - -  4) + A o (x 1, x o + x). 

h - Daraus  folgt wie un te r  a). und  wegen k-- -~-  ~, ~ t 

s (x) > r (x~,  Xo) + (xo + x - x~ + t )  ~ k--4-~r ( x k  + 1). 

c) I'st x >  xxT-xo+k,  so ist einerseits nach b )  

S ( x )  > S(x~  - xo + k - i )  ~ r (xx  - xo) + k > k ,  

andererseits nach  (27) 

SCx) ~ ~.A,(xo, x o + x) -- n ~ 7 ( x +  4) - - n .  
V=O 
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f k , n } Beides zusammen ergibt S (x) ~ 0~ (x + 1) mit m ~ min, max ~ ~ -- ~ . 

Die beiden Ausdriicke in der Klammer sind monotone Funktionen yon x, 
der erste abnehmend, der zweite zunehnlend. Ihr Maximum ist also dolt am 

kleinsten, wo beide fibereinstimmen, d.h. fiir ~ +-+ n~ = 7, das liefert 0~ ~ ~ k  ~" 

In allen drei Fiillen a), b) und c) gilt demnach die Absch~itzung 

Ao(O, x) +Y,~,~(t, x) k _~ k---~-7(x+ 1). 

k Fiir die Summe ~ - - - - ~ .  folgt nach VII. also s x ) ~  ~ + ~ - ~ , ( x +  t). War 
"k ~=o k 

nun ~ +  n (5 (%o . . . .  , ~ )  > 1, so batten wir ~ 7 : t gesetzt. Wir erhalten 

also A(0, x) ~ x + l ; das bedeutet, dab ~ alle nichtnegativen Zahlen enth~ilt, 
- -  1r ~-~ 1r __ /$ 

insbesondere also 9A ~-,~. wegen ~ ---- ~ 9A~ _ ~, (gJ~ + x~) = ~ + ~, x~ folgt dar- 
v=0  v = 0  v = 0  

k ~ (~o . . . . .  9~) ~ t ,  so erhalten wir (5 (gA) ~ ~ (~) aus ~ - - ~ .  War aber ~ -  
k h + n y und, da 7 nur der Einschr~nkung # < (5 (9~ o . . . . .  9A,) unterlag,' auch 

(5 (93[) ~ ~ (5 (gJ 0; . . . .  9A~) wie behauptet. 

w 3. SchluB des Beweises. 

Am Ende des w t blieb uns die Aufgabe, den Satz VI zu beweisen. Das 
soll jet~t geschehen. Die Behauptung lautete, d a b  unter gewissen Voraus- 
setzungen iiber die Mengen 9A~ ffir ihre Summe 9~ entweder 5 (~1) ~ (5 (~o . . . . .  ~I~) 
oder 9A~,~ gilt. Schon in w t batten w~r an Hand der Fonnel (t8) gesehen, 

dab die erste Formel sieher riehtig ist, falls die Zahlen f ,ON unbeschr~nkt 

sind, wenn {9I'~} die s~mtlichen yon {~i,} abgeleiteten Mengensysteme durch- 
l~iuft. Wir k6nnen daher die zusS.tzliche Voraussetzung machen: 

I X .  Die Zahlen / 91, seien fiir alle yon 9.1 o . . . . .  9.1, abgdeiteten Menge~ ~,  
beschrdnktl ~ ~-: 

Die Aussage VI. ist jetzt, nachdem wir den Satz VIII  bewiesen haben, 
eine leichte Folge aus dem 

H i l f s s a t z  4. Unter den Voraussetzungen yon VI .  und I X .  gibt es zu ieder 
nat~irlichen Zahl k ein yon {gA~} abgdeitetes System yon Mengen {9~'~) derart, 
daft 9Ao mindestens k g au/einander/olgende Zahlen enthdlt, 

Beweis  von  VI. Wir wenden auf die Mengen 2" aus Hilfssatz 4 die Aus- 

.... ~sage VIII. an und erhalten fiir die Summe 9A' : ~  9A'~ entweder (5(~I') 
v : 0  

k g ~gAo 9~) oder 9A'~-,S. Trifft ffir irgendein k einmal die zweite ke ~ - ;  . . . . .  
M6glichkeit zu, so sind wir fertig, denn wegen (t3) 9A'_( 9A folgt dann auch 
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~/~-~. Anderenfalls haben wir nach (t3) und (t4) fiir alle k 

t r k g ~ ( ~ o , - . . ,  91~) - k ~ ~(91o . . . .  9/~) ~(~) _~ ~(W) _~ k ~ + ~  k ~ + ~  ' 

und daher 8 (91)~ 8 (~o . . . . .  ~ )  wie behauptet. 
Den Beweis fiir den Hilfssatz 4 fiihren wit durch'Induktion nach k. Ffir 

k = 1 setzen wir 91', = 91,; die 13ehauptung ist dann eine der V0raussetzungen 
yon VI. Ffir den Induktionsschlul3 brauchen wir einen weiteren Hilfssatz, 
dessen Beweis wir am SchluB nachtragen. 

H i l f s s a t z  5. Is t  unter den Voraussetzungen yon VI .  und I X .  ~ e,ne end- 
liche Teilmenge yon 91 o, so gibt es yon 91o . . . . .  91~ abgeleitete Mengen 91" und 
eine Zahl z derart, daft ~ + z und ~ + z + g in 91o liegen. 

Wir nehmen an, der Hilfssatz 4 sei schon-ftir k = l  bewiesen. Dann gibt 
es also abgeleitete Mengen 91',, yon denen 910 mindestens l g aufeinander- 
folgende Zahlen, etwa x, x + t . . . . .  x + l g -  t enth~tlt. Diese Mengen erfiillen, 
wie man sich leicht fiberzeugt, ebenfalls die Voraussetzungen von VI: und IX. 
Wir k6nnen daher auf sie und die endliche Menge ~ = {x, x + t . . . . .  x + l g -- 1} 

t ! . den Hilfssatz 5 anwenden. So erhalten wir von 910 . . . . .  91, abgeleltete Mengen 
91~ mit der Eigenschaft (~ + z) ~ (~ + z + g) (__ 91o. Nun ist 

= { x + z , . : . , x + z + l g - -  t } ~ { x + z + g  . . . . .  x + z +  ( l +  t ) g . - -  t}  

--  (x + z , x  + z + 1 . . . . .  x + z + ( l +  t ) g -  t ) ;  

910 enth~l t  also die ( l+  t) g aufeinanderfolgenden Zahlen yon x + z  his 
x + z +  ( l +  1) g - -  1. Der Hilfssatz 4 ist daher auch ftir k = l +  t und damit 
allgemein bewiesen. 

Wir haben jetzt noch den Hilfssatz 5 zu beweisen. Dazu suchen wir 

unter den abgeleiteten Mengen 91', solche aus, ft~r die ] m6glichst groB 
n ~ t 

ist. Ftir aUe yon 9/" abgeleiteten Mengen 91; gilt dann nach (16) 0191 ~ =(~191"= 

und daher auf Grund der Definition yon/(~191'~) als kleinster positiver D i f . ,  

ferenz von Zahlen aus ,=10 9/, die Ungleichung ] ~O--19/" > I 191" = ] .  Wegen 

der Auswahl der Mengen 9/" muB hier das Gleichheitszeichen gelten. Die 
n 

Menge O191 ~ enth~lt also stets zwei Zahlen mit der Differenz ]. AuBerdem 

seien die Mengen 91" so gew~hlt, dab sich die Zahlen aus 13 91~ auf m6glichst 
v = l  

wenig Restklassen modulo ] verteilen; es seien dies etwa die Restklassen 

b 1 . . . . .  b,. Die Zahlen ausa3 91~ liegen dann auch in diesen Restklassen und 
v = l  

n rr  

wegen der Minimaleigenschaft von 91', gibt es zu jedem b oein x~ C U191~ mit 
x~ = b~ mod [. 
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Wit erinnern uus jetzt  noch einmal and ie  Definition der Zahl g - - g  1~( ; 

sie w a r d e r  gr6Bte gemehlsame Teiler aUer Zahlen aus U ~" g l i s t  sich also 

als ganzzahlige Linearko~bination yon Zahlen aus 0 ~', darstelle~u, Gehe~ 

wir in dieser Darstellung zur Kongruenz modulo / fiber, so erhalten wit 

g = ~ n  0 b e rood [ mit gewissen ganzen Zahler~ n,; diese k6nnen wir modulo [ 
0 = 1  

ab~ndern und daher ohi~ Einschr~a~kung annehmen, dab sie nicht negativ 

sind. Die Kongruenz schre.iben wir noch etwas um: g = ~. c~ rood/,  wobei 
O"21 

jedes c, gleich einer der Restklassen. bd ist und b~ gerade no-mal vorkommt. 

Es sei jetzt ~ eine endliche Teilmenge yon ~o, also nach (16) anch voi, 

~0.' Nach (l 7) gibt es abgeleite~e Mengen ~ mit derEigenschaft U ~" + ~ (= ~",,o. 
V = I  

Nun wissen wir, daI3 in 1~ 9I~ eine Zahl x 1 ~ c 1 (~-b~) mod/ l i eg t .  Also haben 

wir speziell ~-9  xl ~ 0 .  Wenden wir den gleichen Schlu8 auf ~ ~ x~, 9~, c~ 
an SteUe yon ~, ~'~, c 1 an, so erhalten wir abgeleitete Mengen ~ '  mit ~ + x 1 S 

tpe 
x~=_(~ 0 und x~ = c 2 rood[. So fahren wir fort  und erhalten schlieBlich ge- 

s s ,~' 

wisse Mengen 9~* mit ~ + ~, x.__(~(* und ~, x.  ~- ~, c~ ~ g ltlod ]. Aul3erdem 
a = l  a = l  a~l 

s 

ist ~ __(ga o (_ ~*. Setzen wit ~, x.  -- g + k/ ,  so haben wit also 
e = ]  

(28) e ~ (~ + ~ + ~/) C ~*. 

Wit wenden nun nochmal die Formel -(4 7) an und, erhalten Mengen 9~** mit 

~, +.[@ (~+g+k[)](=9~**, In U 9~** gibt es, wie wir oben gesehen 
~'=i P=l 

hatten, zwei Zahlen mit der Differenz/, etwa y und y + ]. Also haben wir 
(~ + y)~(~ + y + g + k [) (_9~** und (~-~ y + f)~ (~ + y + g ~- (k + t) /) (=91*.*. 
1st k positiv, so setzen wir ~* -- ~ + y + [ und haben dann ~* (2 (~* g 
'(k t) /) __( 9~**. Ist abet k negativ, so sei ~ * - - ~  y; dann gilt ~ * ~  
( ~ * - g g +  ( k +  l)[)(__9~*. Diese Formetn sind genau so gebaut wie (28), nut  
dab ~ durch ~* -~ ~ -~ yz (y~ = y ~- ] oder y~ -- y) und k durch eine Zahl er- 
setzt ist, deren Betrag um t kleiner ist. Wenden wir dies Verfahren [k [ -real an, 
so erhalten wit schlieglich abgeleitete Mengen ~ derart, dab ~' ~ (~' + g) __( ~o 
gilt m i t  ~' = ~ + y~ + y~ ~ - - -  + y ~i -- ~ + z. Das ist aber gerade die Be- 
hauptung. 

w 4. Anwendungen. 
In diesem Abschnitt sollen einige Folgerungen aus dem Hauptsatz ge- 

zogentwerden. Als erstes legen wir .uns die Frage vor, was man fiber die 

Dichte ~(9~) der Summenmenge 9~= ~,~. anssagen kann, wenn man nur die 

Dichte 6(9~ o . . . . .  9~.) kennt. Ist einer der Summanden 9~ leer, so gil t das 
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gleiche yon der Summe ~;  diesen trivialen Fall schlieBen wir aus. Dann ist 
es keine wesentliche Einschr~akung, wenn wit annehmen, dab die Null in 
allen Mengen 9~ liegt: Wit  k6nnen ja anderenfalls 9~, durch 9~,--a, ersetzen. 

n 

1 _ _  A Dann gilt also 9~9. t  und daher A(t,  x )~  MaxA,( t ,  x ) > - ~ ,  , ( t ,  x). 

Daraus folgt ~ (9~)~ ~ ~ (~o . . . . .  t[~). Diese Abschlitzung liiBt sich auch 

ohne welter e Voraussetzungen nicht mehr viel verbessern, wie die folgenden 
Beispiele zeigen. Es seien a e ine reelle Zahl zwischen 0 und n + t,  g und m 

zwei natfirliche Zahlen so, dab a < ~ + m < n + t ; dann gibt es natfirliche 
g 

Zahlen ko . . . . .  k~ mit k ~ g u n d  ~ . k , = n + m .  Es bestehe jetzt die Menge 

9.1~g) aus den Restklassen 0, 1 ...... k, - -  t modulo g. Dann besteht ~ )  = ~.9~) 
" t ' ~ O  

aus den Restklassen 0, t . . . . .  m - - I  modulo g. Sind 9~, Teilmengen yon ~l~ ~1 

derart, dab ~ (~o . . . . .  ~ )  ----- a ist l-- wegen a < n + rn = ~ (9~o, ~ . . . . .  ~1 )  gibt es 
n g 

das -- ,  so haben wir fiir die Summe 92 = Y.~I, die ungleichung ~ (~l) ~ ~ ( ~ )  =--m. 
~,=0  g 

W~ihlen wir insbesondere m = t u n d  g so, dab n + ~ < a ~ ~ +----J-~ ist, also g + ~  g 
g-----[~--~l, so gilt O ( ~ l ) ~ f - ~ l  -x. Aus der Gleichung 0C92 o, . . . .  9~.) = a  

t u J k w J  ~r 
1ABt sich also fiber die Abseh~itzung 0 CtI) ~ ~ hinaus sicher nicht mehr als 

0(9~) > [ ~ _ ] - x  schlieBen. Dies~ Ungleichung ist abet auch aUgemeingfiltig: 

S a t z  t. Sind 920 . . . . .  92~ nickt leere Mengen und ist 6(9i o . . . . .  92~) =or, so 

gilt /iir die Summe ~ = ~ ,  die Ungleichung 
t~=O 

m, g = l ,  l ,  .... g t a j -  
n + m 2 ~ g  

Beweis .  Auf Grund des Dichtesatzes gilt entweder ~(9:l)>a, dann ist 
die Ungleichung in (29) sicher richtig, da  die rechte Seite kleiner als a ist; 

oder es gibt eine Zahl g, so dab ~ (92) = ~ (~c~)) > ~ (92c0~) ' .. , ,  9I~)) --  ~ ist. Besteht 
g 

~lcg) aus m Restklassen modulo g, so ist 6 (9~)= ~ und daher a < ~ (9~Cogl, . . . ,  g 
~ 1 ) ~  n + m .  Daraus folgt ~(9~)-- m ~ M i n ~  wie behauptet.  Es bleibt zu 

g g g 

Ze' en.    ie ec to  Oers = • 
n + t _ j n + t ist. Nun gilt sicher Min m_ t falls ~ - ~ - < a : ~  ..... h g ~ - ,  da ja r e = t ,  g = h  

bei tier Bildung des Minimums zugelassen ist. Wit  haben also nur  zu zeigen: 

Aus n + m ~ a >  n + t  folgt m ~  t Oder umgekehrt: Aus ~ <  1-- folgt 
g h + ~  ~- T "  g h 

g ._~-+--(. Oderauch, dag, h u n d m g a n z e Z a h l e n s i n d : A u s g ~ m h + t  

M a t h c m a t i s c h e  Ze i t sch r i f t .  Bd .  58, 32 
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folgt g ( n +  t ) ~  (h+ t) ( n + m )  und das sieht man so. 

g (n 1) (h ~- t) (n + m) ~ (m h ~- t) (n + 1) --  (h - t) (n + m) 

- ( m  t ) ( h n  ~ ) ~ 0 .  

Als zweites fragen wlr uns. wie sich die eben erhaltene Ungleichung ver- 
sch~irfen l~iBt, wenn wir nicht nur  8 (910 . . . . .  9/2), sondern die einzelnen Dichten 
~5 (9/,) kennen. Entsprechend wie im Beweis von Satz t erkennt  man,  daft 
der S~tz 2 richtig ist, u n d  an Hand  der' gleichen Beispiele wie oben sieht 
man auch, dab sich die Ungleichung (30) nicht verbessern l~iBt.; das gleiche 
gilt auch von den weiter unten stehenden Ungleichungen (3t), (32) und (33)- 

S a t z  2. Sind 9/0, . . . ,  9/2 nicht leere Mengen und ist 8(9/~)--~,,, so gilt [iir 

die Summe 9/= Y, 91, die Ungleichung 
v = 0  

(30) ~ ( 9 / ) ~  Min m~ . . . . .  m2 n 
m~, g ~  1, 2 . . . .  g 

m r > a v g  

Aus diesem Satz kann  man  entnehmen,  dab ffir gewisse Werte  yon n 
2 

und a, ohne weitere Voraussetzungen die Ungleichung 8 (9/) ~ Y 8 (9/,) folgt. 

Is t  n~mlicla n --  1, ~o und % irrational und ~0 + ~.l = 1, so folgt ans m ~  %g 
sogar m, > ~, g und daher m 0 + m 1 > (~0 + el) g - -  g, d.h.  m o + m 1 ~ g + t also 

m o + m I - t �9 t.  Daraus  folgt Min mo+ mi - ~ _ 1 --  ~o + el wie behauptet .  
g g 

Es gilt also die 
Folgerung:  Ist  0(9/) + ~(!3) - -  t,  0(9/) und 8(~) i r ra t ional ,  so gilt 

( 9 / +  ~)  - ~ - ~ (9/) + 8 (~). 

Man kann  sich fiberlegen, dab dies der einzige Fall  ist [auger dem tri- 
vialen, dab (~ (9/ ,)--0 ist ftir alle 9/, aufler einem], in dem ohne weiteres folgt 

8 (9/) > T, 8 (9/~). 
v = , 0  

Wir wojlen jetzt,  um sch~rfere Absch~ttzungen zu ertialten, zus~itzliclae 
Voraussetzungen fiber die Mengen 9/, bzw. 9 /maehen .  Zun~chst nehmen wir 
einmal an, dab k aufeinanderfolgende Zahlen in 9/ liegen. Liegt dann der 
zweite Fall  des Hauptsatzes  vor, so kann entweder  g ~ k sein, dann enth~ilt 9/ 
aus jeder Restklasse modulo g eine Zahl und  wit haben 9/~-~9/(g)-=~; oder 
es ist g ~  k, dann enth~tlt 9/(g) mindestens k Restklassen modulo g; es liegt 
daher, w e n n  wit 8 (9/0 . . . . .  9 /2)- -a  kennen, die gleiehe Situation wie beim 
Beweis yon Satz I vor, nur  dab ffir g' und m die Zus~tzlichen Bedingungen 
g, m ~ k  hinzukommen.  Also gilt der 

2 

S a t z  3: Ist 8(9/o,. .... 9/~)-=a und enthdlt die Summe 9/--Y,  9/~mindestens 
k au/einander[olgendr Zahlen, so ist entweder 9 / , -~  oder ,=o 

(31) ~ 8 (9/) > Min . 
m , g - - / ~ , / ~ + I  . . . .  g" 

2+m>~ag 
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Wenn wir die Formel (3t) etwas abschw~chen erhalten wit eine handlichere 
Absch~tzung. Es ist ja ffir jedes Paar  (m, g), d a s  den Bedingungen aus (3t) 
geniigt, m m n + ~n k - ~ ~------ a. Also gilt die 

g n + m  g + n  

Folgerung: Unter  den Voraussetzungen yon Satz3 gilt entweder 21~-~ 

~ (21o, 21.). oder ~ (21) ~ ~ - + ~  . . . . .  

Die AbschAtzung (~0) aus ~8~ von OSTMAm~ ist hierin enthalten, wenn man 
n : ~ setzt. Aus der Definition der dort vorkommenden Zahl I' folgt n~imlich 
leicht, dab die Zahlen 0, ~, . . . , / ' - - 1  in der Summenmenge liegen. 

Wie der zweite Satz zum ersten verhfilt sich zum dritten der 

S a t z 4 "  Ist ~(21~)----~ und enthdlt 21~ mindestens k~ au[einander]olgende 

Zahlen, so ist entweder 21--~.21~,..~ oder 

(32) ~ (21) ~ Min mo + . ' -  + ~ ,  - n 
m~,=kt, k ~ + a ,  . . .  g 

Folgerung: Is t  0 ~ ,%. ~ k,. und Y. ~ = n, so gilt unter den Voraussetzungen 

yon Satz 4 entweder 21 ~-~  oder 6 (21) ~ ~ ~ 

Der Beweis ffir den Satz 4 entspricht genau den vorangehenden. Den 
Beweis ftir die Folgerung liest man aus der Ungleichung 

v = 0  v = 0  

a b .  

Setzt  m a n  in der Folgerung n = t, ~o = 0, ~a ---- 4 ~ s~ erh~lt man eine Ver- 
allgemeinerung einer Absch~tzung von ERD6S E6], die OSTMAI~I~ [8~, [9i an- 
gegeb,n hat. 

Zum SchluB wollen wir noch die Ordnung einer Menge 21 von positiver 
Dichte ~ abschAtzen. Haben die Zahlen yon 21 einen gemeinsamen Teiler, 
ist also g(21)> 1, so haben anch die Zahlen aus n 9 / = 2 1 + . . .  +21 diesen 
Teller. In diesem Fall ist 2l also keine BAsis der Menge allerZahlen. Is t  aber 
g (21) = 1  und enth~lt 9/die  Null, so ist ffir geniigend groBes n sicher n 21--~ 
(EIO] S. 205). Die kleinste Zahl n, ffir die dies gilt, nennt man die (~sympto- 
tische) Ordnung von 21. Sie i s t  also dutch die Eigenschaften n 2 1 ~  und 
( n - - t )  216"3 bestimmt.  Aus der zweiten Eigenschaff leiten wit eine Ab- 
schAtzung ftir n her. Wir wenden den Hanptsa tz  auf die Summe ~3 = (n - -  t) 92 

= 21 + .... + 21 an. Das liefert entweder t ~ 3 (~) ~ (n - -  1) 8 (21), also n ~ !  + 1 
. 0t 

und das hat, d a n  gan~ist ,  die Ungleichung (33) zur Folge ; oder es ist ~3--~(g) 

n - 2 mit  einer gewissen Zahl g~ Wegen ~ + u n d  ~ (~(g)) ~ ( n ' t )  0(21(g)) g 

ist auch ~ (g )&3 und daher 6(~lg))~ g - . ~ .  Enth~lt  9~) etwa k Restklassen 
.g 

32* 
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m o d u l o  g, so gi l t  k ~ 2 wegen  g (91) = l u n d  ~ = ~ (9~(gl) > 8 (9/) = ~;  z u s a m m e n -  
g 

g e n o m m e n g i b t  das  g - I ~ ~ (~(g)) ~ ( n "  1) ~ (9/(g)) - -  ~ -._a __- (n - -  1:) "~ ,~ - 2 
• g g g g 

g - 2 .  I s t  ~ > t_ ,  so folgt  n - -  1 ~ k ~-x -~ 2 2 k  - -  2 ^ u n d d a h e r  n = - t ~  1 z , - < = z ,  

also n N 2. I s t  abe r  a¢ N ~- ,  so sel - - - -  <.0t'-- =- m i t  h = [ ]~.~-~4;  wl r  be-  
h-t-1 .. n . - 

h a u p t e n ,  d a B d a n n n N h  t i s t .  D a z u g e n t i g t e s " z u z e i g e n : A u s  ~ ~ ¢ > - ~ - ~  
, ,  g ".. . .+1 

u n d n - -  t N .g - - 2  folgt n N h - -  i ;  oder" Aus  k ( h +  t i >  2g folgt g - , ~  <: 'h~' .~ ' ,  "- 

da  d a n n  n -  t £ g _ - 12 < h -  t u n d  dahe r  n ~ h -  1 is t : . .  Ode r  umgekehr t~"  

Aus  g - -  2 ~ (k - -  1) (h - -  1) folgt 2g ~ k (h+  t ) ,  u n d  das  s ieht  m a n  so: 

2g- -  k(h + t) ~ 2(k -- 1) (h -- t) + 4 - -  k(h + t) = ( k - -  2 ) ( h - -  3) ~ 0 ,  

da  j a  k ~ 2 u n d  h ~ 4 w a r .  D a m i t  h a b e n  wir  den  Sa tz  5 bewiesen.  

S a t z  5. Ist 0~9/ ,  0(9/) = ~  > 0 und g(9/) = t,  so gilt fiir die asymptotische 
Ordnung n yon 91 die A bscMitzung 

Ii [iir 
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