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Abschitzung der asymptotischen Dichte
von Summenmengen *).

Von
MARTIN KNESER.

Einleitung.

In der additiven Zahlentheorie spielen zwei Begriffe eine groBe Rolle.
Erstens der Begriff der Summe von Zahlenmengen: Sind ¥ und B zwei Mengen
ganzer rationaler Zahlen, so versteht man unter der Summe A+%B von A
und B die Menge aller Zahlen @ -+ b mit a € ¥ und b €B. Zweitens der Begriff
der Dichte einer Zahlenmenge %: Es sei 4 (x) die Anzahl der positiven Zahlen

a< x aus ¥; dann nennt man den Wert fin A% die untere finite (auch

x=1,2,.
ScuNIRELMANNsche) Dichte von % und lim Ai)

> 00

Dichte von . . Die ScHNIRELMANNsche Dichte der Summe zweier Mengen
148t sich nach-einem bekannten Satz, den man etwa als zweite unter den
,,Drei Perlen der Zahlentheorie* vort CHINTSCHIN [1] findet und den ich der
Kiirze halber den Dichtesatz nennen will, nach unten abschitzen. Dieser
Satz lautet folgendermaBen.

die untere asymptotische-

Dichtesatz. Sind U und B zwei Mengen ganzer rationaler Zahlen'), die
die Null enthalten, € =% +B ihre Summe und A(x) (B(x),C(x)) die Anzahl
der zu W(B, €) gehdrigen positiven Zahlen < x, so gilt die Ungleichung

(1) fi C(”) 2Mm<1, fin i‘w)

z=1,2,.. z=1,2,... x

Dieser Satz wurde 1930 von LANDAU und SCHNIRELMANN in der schwi-
cheren Form
fin _C_}(;’i 2Min(1, fin Alx) + fin E(_")_)

x=1,2,... x=1,2,.., x x-l 2. x

*) Als Habilitationsschrift von der Naturwissenschaftlich-Mathematischen Fakultit
der Ruprecht-Karl-Universitit Heidelberg angenommen.

1) Ublicherweise wird der Satz nur fiir Mengen nichtnegativer Zahlen ausgesprochen.
Fiir unsere Zwecke ist es aber vorteilbafter, ihn in der allgemeineren Gestalt zur Ver-
fiigung zu haben. Sachlich ist das kein groBer Unterschied; denn wenn der Satz einmal
fiir Mengen nichtnegativer Zahlen bewiesen ist, so folgt er auch fiir beliebige Mengen
und B: Man nenne ¥* bzw. B+ die Menge der nichtnegativen Zahlen aus % bzw. 8 und
ihre Summe €*; dann ist A+ (x)=A4(x), B*(¥)=B(») und €+<L €, also

fin o g > fin AWEB AW+ B
x=1,2,... * x=1,2,... ¥ x=lT—... * 1,2,... *

C*(x)

=

™
®
I
»
o
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vermutet und 1942 von H. B. MANN [7] bewiesen. Seitdem wurden mehrere
Beweise und Verallgemeinerungen gegeben (vgl. [3], [6] und die in [3] an-
gegebene Literatur). Andere Autoren versuchten ein dhnliches Ergebnis fiir
den Fall zu erhalten, daB man die untere Grenze durch den unteren Limes,
also die finite Dichte durch die asymptotische ersetzt. Dabei darf man kein
ebenso glattes Resultat erwarten, da das genaue Analogon zu (1), die Un-
gleichung ‘

2) lim <) > Min (1 lim ___A"’) + 5B ‘”’)

’
X—>00 . * x>0

und auch die der zweiten schwicheren Ungleichung entsprechende nicht all-
gemein richtig ist, wie man an den folgenden Beispielen sieht.

Es seien g, £ und ! beliebige natiirliche Zahlen und 24+7<g; A bzw.
B® bestehe aus allen Zahlen, die einer der Zahlen 0,1,...,k—1 bzw.
0,1,...,1—1 modulé g kongruent sind. Dann besteht die Summe €& =
A® 4B aus den Restklassen 0,1, ..., k47— 2 modulo g und es ist daher

(g) ] —
mC (x)=k+l 1<kg ~—M1n(

T-p00 X g

1, lim A(EJ(,,)+B(§)(x))

X 00 x

im Gegensatz zu (2). An die Stelle der Restklassen 0,1, ...,k—1 bzw.
0, 1,...,i—1 modulo g kénnen dabei auch andere % bzw. / Restklassen treten,
wenn nur ihre Summe aus genau k-+/—1 Restklassen besteht.

Weitere Beispiele von Mengen, fiir die (2) nicht gilt, erhilt man, wenn
man aus A® und B Teilmengen A und B wegldBt, die nicht zu groB sind,
so daBl die rechte Seite der letzten Ungleichung nicht zu sehr verkleinert
wird. Genauer: Es seien % L %4® uhd B  B® so beschaffen, daB

TmAW+BH _ 1

r— 00 x g

)

ist. Sind ¥ und ¥ die Komplementirmengen von 3 und $ in A® und B,
so gilt fiir ihre Summen € =%+ B ersichtlich € L€, also

lim £ < lim 9@ _ g A9+ 80w 1
r00 ¥ z—>00 x %00 x g
< lim A9 (x) 4 B9z Tm AW+ B3 _ A{x) -: B(#) ,
£—>00 X Z-—>00 X x>0

und das steht wegen
A(x )+B(x> < lim AY@+BOw k1

Z—>00 X g

lim

=00

im Gegensatz zu (2).

Als Gegenstiick zu der Relation € € 148t sich lelcht nachweisen, daf
alle geniigend groB8en Zahlen aus €'® auch in € liegen. Aus jeder Darstellung
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c=a®+ b® einer Zahl aus €@ als Summe zweier Zahlen aus Y® und B
erhilt man nimlich eine andere c=a+ b, wenn man a=a® mod g beliebig
zwischen 0 und ¢ wihlt und &==c —a setzt. Die Anzahl dieser Darstellungen
ist fiir c— oo asymptotisch gleich ¢/g; wegen (3) gibt es unter den Paaren
(a, b) fiir geniigend groBes ¢ sicher einige mit 2 ¢ % und b€ B, so dab ¢ auch
in € =%4B liegt.

Im folgenden werde ich einen Satz beweisen, der.im wesentlichen aussagt,
daB die Eigenschaften der hier konstruierten Beispiele kennzeichnend sind
fiir die Mengen, die der Ungleichung (2) nicht geniigen. Mit den schon oben
benutzten Bezeichnungen lautet er folgendermaBen.

Dichtesatz fiir die asymptotische Dichte. Sind W und B zwes
Mengen ganzer rationaler Zahlen mit der Summe €=U+B, so gilt entweder
die Ungleichung
(4) lim £ > lim

X —» 00 * x—00

A(x) + B(x)
x

oder es gibt eine. natiirliche Zahl g und zwei Mengen A& und B, welche die
Mengen W bzw. B enthalten und aus vollen Restklassen modulo g bestehen derart,
dap alle geniigend grofen Zahlen aus der Summe €8 =U® 1B schon in €
liegen und die Formel gilt

(8) (8 (2)
(5) lim C5®)_ _ jim 42 + BF() -1,

x—> 00 x 2—>00 x g

Dabei braucht in der Ungleichung (4) die rechte Seite micht wie in (1)
und (2) durch 1 ersetzt zu werden, falls lim -‘i(i)';LM > 1 ist. Vielmehr

Cc (x) x> 00

liegt dann — da lim —/*! als Dichte héchstens 1 ist, die Ungleichung (4)

X —>00

also sicher nicht zutrifft — stets die zweite Moglichkeit vor. Das kann man
auch direkt einsehen: Man setze g=1, A& und B(® gleich der Menge 3 aller
Zahlen; dann ist auch €@ =9 B =3 und die Gl. (5) trifft zu; wegen
lim M > 1 gilt fiir die Komplementirmengen % und 8 von ¥ und 8

Z—>00

die Unglexchung (3), und daher enthilt [ — nach dem gleichen SchluB wie
oben — alle geniigend groBen Zahlen aus §®==3 wie behauptet. AuBerdem

folgt noch lim -~ €® _ 1 und damit die Ungleichung (2). Die Beispiele von

=00

Mengen % und B, fiir die (2) nicht gilt, sind also unter denen zu suchen, die’
die Elgenschaft lim -‘M)- < 1 haben: Aus unserem Satz folgt nun leicht,

>0

daB diese Beispiele genau d1e zu ‘Anfang konstruierten sind. Ist namlich (2)
und daher auch (4) falsch, so haben die Mengen A‘® und B!® des Satzes gerade
die Eigenschaften, die bei den Beispielen verlangt waren: Sie bestehen aus
(% bzw. I) vollen Restklassen modulo g und ihre Summe €@ enthilt 2+ —1
Restklassen — das folgt aus (5) — und es ist 24 /< g, denn aus dem Satz
folgt C(x)=C*®(x)-+O(1) (fir x> oco) also, wenn man nech das Gegenteil
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von (4): lim 2L =)

< lim A¥ + B periicksichtigt
i ¥ £ x
Bl = 1im A(g)(x) + B8 () — 1lim c(g)(x) 4 1
4 Z—> 00 x ' >0 X g

=ﬁ_mﬂ’f)_+i<limwi+ig1+i’
rro0 * 4 o0 % g g

d.h. 24-I<g+1 wie behauptet. Fiir die Komplementirmengen A und B
- von % und B in A® und B weist man schlieBlich noch die Ungleichung (3)
nach: '

fm AR+ BE _ 490+ B9 gy, AR+ B
X =500 X T—> 00 x e 7
3 (”) C(x) 1
< lim &7# li 1.
Fooo + 4 an:o ¥ g

Man kénnte den Satz also auch so formulieren, daB die zu Anfang angegebenen
Beispiele die einzigen sind, in denen die Ungleichung (2) nicht giit.

Der Beweis dieses Satzes wird den Hauptteil der vorliegenden Arbeit aus-
machen ; wir werden ihn gleich so allgemein fithren, da8 sich ein entsprechender
Satz fiir beliebig viele Summanden an Stelle von zweien ergibt, dhnlich wie
dies DysoN [5] fiir den Satz von MANN getan hat. Der Beweis vollzieht sich
in mehreren Schritten, von denen die¢ ersten (§1) je eine Reduktion der zu
beweisenden Behauptung auf einfachere bringen. Die Aussage VI, auf die
der Beweis schlieBllich zuriickgefithrt wird, 148t sich mit Hilfe des Satzes VIII
beweisen (§3); dieser ist eng verwandt mit einem Satz von OSTMANN (s. [§]
und die dort zitierten Arbeiten von OSTMANN); fiir zwei Summanden ist er
ein Spezialfall des OsTMANNschen Satzes. Der von OSTMANN gegebene Beweis
148t sich anscheinend nicht auf mehrere Summanden ibertragen. So wird
hier (§ 2) ein anderer Beweis durchgefithrt, der sich auf die der Dysonschen
Verallgemeinerung des MANNschen Satzes verwandte Aussage VII stiitzt.
Thr Beweis entspricht im wesentlichen den in [3] angegebenen Beweisen.
Auch sonst wird in den §§ 1 bis 3 ausgiebiger Gebrauch von den bei VAN DER
CorPUT sog. e-Transformationen gemacht. Methodisch ist also vieles aus der
Arbeit [3] entnommen. Trotzdem wird hier alles vollstindig dargestellt, so
dafl die Kenntnis anderer Literatur nicht: vorausgesetzt zu werden brauecht.

Im AnschluB an den Beweis sollen noch einige Folgerungen aus dem
Dichtesatz fiir die asymptotische Dichte gezogen werden. Bedenkt man, daB
die Mengen € und €%® von einer Stelle an dieselben Elemente enthalten, also

(8)
lim <% _ 1im € ? (x) ist, und daB wegen % LU® und B LB dié Ungleichung

o ¥ ¥ 00
(2) (8 . : N
lim A() + B(x) < lim A% ) ;LB # %) gilt, so erhilt man aus der Formel (3)
X~ 00 X—>00
die Abschéitzung lim ¢z = lim A) _: B(x) —-%. ‘Macht man nun zusitz-
X000 =00,

liche Voraussetzungen iiber % und 9B, so kann man iiber den Wert von g
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etwas aussagen und erhdlt damit Abschdtzungen fiir die Dichte von €. Auf
diese Weise werden sich im letzten Abschnitt (§ 4) unter anderem die schon
erwihnten Resultate von ErpOs [6] und OsTMANN [8], [9] ergeben.
SchlieBlich sei noch auf einen Zusammenhang mit Ergebnissen von
I. Cuowra [2] und H. DAVENPORT [4] iiber die Addition von Restklassen
hingewiesen; Diese Resultate kann man erhalten, wenn man unseren Haupt-
satz auf solche Mengen ¥, anwendet, die aus vollen Restklassen nach einem
Modul 7 bestehen, Man erhilt so Verallgemeinerungen der genannten Ergeb-
nisse. In diesem Fall vereinfacht sich iibrigens der Beweis ganz wesentlich,
da die Aussage I. dann trivial ist, wihrend V. leicht direkt zu beweisen ist;
die §§2 und 3 sowie ein Teil von §1 wird dazu also gar nicht gebraucht.

§ 1. Der Dichtesatz fiir die asymptotische Dichte.

Einige Bezeichnungen, die dauernd gebraucht werden, seien zu Anfang
kurz zusammengestellt. Es bezeichnen

kleine lateinische Buchstaben ganze rationale Zahlen;

groBe deutsche Buchstaben Mengen von ganzen Zahlen, insbesondere 3
d1e Menge aller ganzen Zahlen; ,

o+ Uy 4+ A, = Z?I die Menge aller Summen Za mit «, €YU,

=0
besondere U +¢ fiir festes ¢ die Menge aller Zahlen a+c mit a €%;

A® fiir eine Menge A und eine natiirliche Zahl g die Menge aller Zahlen,
die modulo g zu -irgendeiner Zahl aus % kongruent sind: A®={atxg;
a€N,;, x ganz}; A® besteht alsd aus vollen Restklassen modulo g und ist
die kleinste Menge dieser Art, die % umfaBt;

%A (x, y) die Menge der Zahlen a €9, fiir die x <a <y ist, entsprechend
B (x, y) fiir B usw.; dabei sei auch y = oo zugelassen;

A(x,y) die Anzahl der Zahlen aus A(x, ), entsprechend B(x,y) fur

B (x, y); insbesondere A(x, y) =0 falls x>y ist;
dU) =1 A“ ) - die untere asymptotische Dichte der Menge A, allge-

meinerfurn—|—1Mengen%o,%l,...-,ﬁlln Uy, %y, .., )——hm——ZA (1,%);
r—> 0

=0

nicht nur der limes inferior sondern der

existiert fiir die-Quotienten L}:"‘l

Grenzwert schlechthin, so gilt §(¥,, %, ..., ¥,) =X o(%,).

Stimmen zwei Mengen 9 und B von einer Stelle ab iiberein, gibt es also
ein «, fiir das A (x, o) =B (x, oo) ist, so nennen wir A und B dquivalent und
schrelben A~B; daraus folgt 4(A)=4(B).

" Mit diesen Bezeichnungen gilt der

" Dichtesatz fiir die asymptotische Dichte: Sind Uo, Wy, .., U, w+1
Mengen ganzer rationaler Zahlen mit der Summe U — ZQI,, so 15t entweder

»=0

(6) OU) = 0%y, Ay, -, A
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oder es gibt eine natiirliche Zahl g mit den beiden Eigenschaften
(7). AS ~ A '
8) O(UD) = 6 (UL, AP, ..., AE) — z

In der Ungleichung (8) stehen auf beiden Seiten rationale Zahlen mit dem
Nenner g; wir konnen also statt dessen genauer

S(UABY = (AL, Ale, ..., A¥) — L
. g
schreiben mit einer ganzen Zahl »< #; diese ist positiv, da andernfalls
S(A) = 6(UAG) =6 (AW, ..., AB) — %2 6%y, ..., U,)

wire, so daB schon die Ungleichung (6) gilte. Fiir #=1 ergibt das »=1
und damit den in der Einleitung genannten Satz fiir zwei Summanden. Man
{iberlegt sich leicht an Hand von Beispielen, da8 fiir # > 1 die Werte vy =1,..., %
tatsiichlich alle auftreten koénnen. -

Zum Beweis des Dichtesatzes zeigen wir zunachst daB er eine Folge der
beiden schwicheren Aussagen I. und II. ist.

"
I Ist W=, so gilt entweder die Ungleichung (6) oder es gibt eine natiir-
r=0
liche Zahl g mit der Eigenschaft (7).

II. Ist A=Uy+ YUy, so ist entweder S(U) = 8 (Uq, W,) oder es gibt zu jeder
endlichen Menge {a,, ..., a,} U eine die Zahlen ay, ..., a, enthaltende Teil-
menge € von W und eine naturhche Zahl b so, dap @""~(§ ist und die Unglei-
chung 8(€) = 6(Uy, ) — —- gzlt '

Diesem: Nachweis schlcken wir zwei Hilfssdtze voraus..

Hilfssatz 1. Aus CW~C folgt W@ =W 2) .

Beweis. Aus €LE™® folgt €¥ LEM®, so daB es geniigt €¥& {E® nach-
zuweisen. Nun enthilt die Menge €™ aus jeder Restklasse modulo g, aus der
sie iiberhaupt eine Zahl ¢ enthilt, die simtlichen Zahlen ¢+ x g 4 und diese
liegen wegen C* ~ € fiir geniigend groBes x in €; die in € vertretenen Rest-
klassen modulo g sind also dieselben, die auch in § vorkommen und das ist
die Behauptung.

Hilfssatz 2. Aus B8P ~PB folgt (B+C)W~B+C.

Beweis. B enthilt nach Voraussetzung mit einer Zahl & auch die Zahlen
b4 x b fiirr geniigend groBe x; also enthilt B € mit einer Zahl b4-¢ fiir
geniigend groBe x auch die Zahlen b+ ¢+ x b wie behauptet.

Wir behandeln zuerst den Fall #=1 des Dichtesatzes. Wenn die Un-
gleichung (6) gilt, sind wir fertig; anderenfalls gibt es nach I. eine natiirliche
Zahl g mit der Eigenschaft (7); wir wihlen die kleinste Zahl dieser Art aus

%) Aus % ~ B folgt fiir beliebige Mengen % und B nicht etwa schon %®) =B (oder
auch nur %® ~ B®) wie man sich an endlichen Mengen klarmachen kann.
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und zeigen, daB fiir sie die Ungleichung (8) gilt. Dazu wenden wir 1I. auf
die Mengen B,=A¥ und B, =AY mit der Summe B=U® an und wihlen
fiir a,, ..., a, ein Vertretersystem fiir-die Restklassen modulo g, die in 8
tiberhaupt vorkommen. Das liefert entweder die Ungleichung 4 (8) = 6(8,,8,)
und damit wegen (7) auch - .

B() = B (U®) = (P, UP) = (AP, AfP) —
wie behauptet, oder eine Menge € und eine riﬁtﬁrliche, Zahl b mit

{a1,...,8,} CELB, EW ~¢

und

8(8) = 6(Bo.B) —

Wegen der Auswahl der Zahlen 4, ..., a, gilt dann 6O =BEO =A@, Es sei
jetzt d der groBte gemeinsame Teiler von g und % ; beachtet man, daB8 %9 =&
ist, so erhdlt man nach Hilfssatz 1

AD — PO — GO — G — EO — Y& ~ Y. .
Wegen der Minimaleigenschaft von g folgt daraus 4= g, also A>g und damit -

0) = D(E€) 2 (0 2 0By, ) — .2 900, W) — .
wie behauptet. '

Fiir beliebiges #» beweisen wir den Dichtesatz durch Induktion. Der
Induktionsanfang #=1 ist eben gemacht. Nehmen wir also an, der Satz
sei schon fiir # Summanden bewiesen, und zeigen, daB er auch fir »-+1
Summanden %y, %;, ..., A, mit der Summe A richtig ist. Wenn (6) gilt,
sind wir fertig; anderenfalls sei wieder g die kleinste der nach I. sicher vor-
handenen Zahlen mit der Eigenschaft (7). 'Wir wenden die Induktionsvor-
aussetzung auf die Mengen B,=A® (y=0,1,...,#—1) mit der Summe B

.an; das ergibt entweder 6(8) = 6(B,, ..., B,_,), also erst recht

@ 3(B) = (P, AL,) — "L,
oder 8™ ~% und ' -
8(B) =8 (BM) = 6(BH, ..., BW,) — =1 > s, ..., AL _ ”_}L

fiir ein gewisses £ ; wir behaupten, ‘daB auch hier &> g ist, und daher die Un-
gleichung (9) gilt. Zum Beweis sei wieder d der griBte gememsame Teiler
von g uid 4; nach Hilfssatz 2 gilt dann ‘

WD = YOW = (B + AG)P ~B + AL = AG'~ U, -

also d > g wegen der Minimaleigenschaft von g und damit 2> g wie behauptet.
n—1

Nun wenden wir den Dichtesatz auf die beiden Summanden 8= Y %A{¥ und

. =0
Mathematische Zeitschrift. Bd. 58. 31
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A mit der Summe ¥ an. Das ergibt unter Benutzung von (9) entweder
B(209) 288, 1) = 6(8) + O ZO NP, .., 4D,) -+ S — * =L
also erst recht die Ungleichung (8), oder AEE Y@ fiir ein gewisses % und
BT = (A ) = 6(BW, UPH) — L = 5(B) + (U — 1

auch hier folgt wie oben 4 =z g und damit auf Grund von (9) die Ungleichung (8).
Als nichstes fithren wir den Beweis von I. und II. zuriick auf die Aussage

III. Ist W= 2N, so gilt entweder die Ungleichung (6) oder es gibt zu jeder
v=0

Zahl a € W eine a enthaltende Teilmenge € von W und eine natiirliche Zahi g =g (a)
so, daf €& ~C und ‘
@) =%, ..., %) — %

1st.
Beweis von I. Wir unterscheiden zwei Fille: Entweder gibt es unter
den Zahlen g(a) beliebig groBe, dann folgt aus
n
O =2 6(C) = o(%,, .A:,Q[”) <@
die Ungleichung (6); oder die Zahlen g(a) sind beschrinkt; dann sei %4 ein
gemeinsames Vielfaches aller Zahlen g{z). Nach III. enthilt ¥ mit einer
Zahl a auch alle Zahlen a - x g(a), falls nur x geniigend gro8 ist, also erst
recht fiir groBes x die Zahlen a 4 x ; das bedeutet aber gerade UM ~U wie
behauptet.
- Beweisvon Il durch Induktion nach 2. Der Induktionsanfang & =1
folgt unmittelbar aus IIL.. Es sei der Beweis also schon fiir 2—1 Zahlen
ay,.:., a4 gefithrt. Ist nun §(A) < 6(Yy, ;) und sind & Zahlen ay, ..., q,
aus U gegeben, so gibt es nach Induktionsvoraussetzung eine Menge ©© und
eine Zahl ! mit den Eigenschaften

(@, 3 CDLA,  DO~D, 5D 26, %) —

7 »
und nach IIL. eine Menge & und eine Zahl m mit
LEGL Y, M~ H(E) 2O, W) — .

Wir setzen jetzt € =D v €; dann gilt jedenfalls {a,, ..., a,} CE€ L U. Ist nun
D { E™, so setzen wir & =m und haben dann E¥W = (D v €)™ =EM ~E L E,
also wegen €< €™ auch €M ~C, und §(€) = 6(€) = 6(%,, ) —% wie be-
hauptet; entsprechend setzen wir k=1, wenn € D gilt. Ist keines von
beiden der Fall, so sei % das kleinste gemeinsame Vielfache von I und m;

dann gilt ersichtlich
W= (@uEPLDIUEM ~DuU E=C, also EWN~GE;
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es bleibt zu zeigen, daB 6(C) = 6(, %y) —% ist. Wir bezeichnen mit ®®
bzw. €™ die Komplementirmenge von D bzw. € und haben dann
5(8) = (D v E) = 6(DDu G
(D) + 8(C™ ~TP) = 8 (2, %) — -+ 5(E™ ~DT)
8(G) 4 a(ss(l)_rj ) 2 8 (W, ) — — + 8(DV ~ E)

Mit I' = % und m' = % geniigt es also zu zeigen, daB mindestens eine der

beiden Ungleichungen

T2 — = L

AT 25— = 2

gilt, daB also entweder in ™ ~D™ mindestens I’ — 1 oder in D"~ E™ min-
destens m’'—1 Restklassen modulo /% liegen. Wir setzen jetzt voraus, daB
U'sm’ ist — der Fall m’< /' 1aBt sich durch Vertauschung von ® und 7 mit
€ und m auf diesen zugiickfithren. Da wir angenommen hatten, daB € nicht
in D™ liegt, gibt es in €™ ~D? eine Restklasse modulo %; es sei R die zuge-
hérige Restklasse modulo 4, dem gréften gemeinsamen Teiler von 7 und m;
wir werden zeigen; daB schon $t ~E™ ~ ®P mindestens I’ — 1 oder R DD~ ™

mindestens 7’ —1 Restklassen modulo % enthilt. - R zerfillt modulo / in

% = % = m’ und modulo m in '—’;i = % = I’ Restklassen und jede dieser Rest-

klassen zerfillt wieder in /" bzw. m' Restklassen modulo 4. Es bestehe jetzt
R ~ DY aus # Restklassen modulo 7 und R ~ E™ aus v Restklassen modulo m;
dann besteht R E™ADT= (R~ E™) A (R~ADP) aus v(m —u) und
RADHAE™ aus % () —v) Restklassen modulo %, und wir haben daher zu
- zeigen, daBl entweder

\ vm —u) =1l —1
oder v

u(l' —v) zm' —1

gilt. Nach Konstruktion ist §t ~E™ ~D® nicht leer, also

v>=1 und wm —u>1.
Ist auch noch o
: u>1 und ¥ —v>1,

so schreiben wir die fraglichen Ungleichungen um zu

p—N)m —~u—1)+ot+tm —u—1201—1

fw— ) —v—1)tut+l —v—1=m —1;
. 31*
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eine von beiden ist sicher erfiillt, wenn eine der beiden Ungleichungen
v v4+m —u=l '
-+l —v>m

zutrifft, und das ist ersichtlich immer der Fall. Ist schlieBlich # = 0, so folgt

aus der Annahme I'<m’ die Ungleichung v(m’ —u)>m’ >1 —1; ist aber
' —v=0, so folgt v(m' —u)=1'>1'—1 und das beweist die Behauptung.

Die Aussage III. formen wir noch etwas.um. Die Zahl a €Y habe die

Darstellung a = Y a, mit a,€%,. Wir betrachten die Mengen U, = A, —a, mit

r=0
_ ” ”" "
der Summe A= (A, —a,)=3U,— > a,=U—a. Die Anzahl der Elemente
=0 y=90 y=0

aus ¥, (1, x)ist gleich der Anzahl der Elemente aus %, (1 + a,, -+a,): 4, (1, %) =
4,(1+a,, x+a) und daher fir x—>o0 4,(1, x)=4,(1, x)+ 0(1) und ent-
sprechendA(1 x)=A(1, x) + O(1). Daraus folgt §(¥,, ..., L) =0y, ..., Y,)
und 6 (A) = (). Die Formel (6) ist also gleichwertig mit der entsprechenden
Formel fir %, ..., %, und U. Der zweite Teil der Aussage III. ist gleich-
bedeutend mit der Existenz einer Zahl g und einer Teilmenge €[=6 —a] von &,
welche die Nuil enthalt, mit den Eigenschaften €O[~E® — g ~€ — 4] ~€ und
1) [26 )= oY, ..., U,)— —]26(%[0, v )—%. Wir haben also zu
-zeigen (die Querstriche lassen wir der Einfachheit halber wieder weg):

IV. Ist 0CU, und QI=Z 2(,, so gilt entweder die Ungleichung
. y=0

©) S = 6(%, %, ..., %)

oder es gibt eine die Null enthaltendé Teilmenge € von W wnd eine natiirliche
Zahl g so, daf die Formeln

(10)° €O ~¢
(1) 3(8) 2 (¥, %, ..., %) — 2
gelten.

Zum Beweis dieser Behauptung miissen wir etwas weiter ausholen Es
seien — unabhingig von dem bisherigen — U und B zwei Zahlenmengen
und ¢ eine ganze Zahl, Dann definieren wir zwei neue Mengen %’ und 8’ durch

=AuB+e), B =B,

- Diese haben folgende Eigenschaften:
a) Die Summe von %’ und B’ ist in der von 9 und B enthalten:

A+ B LAV,

Beweis. Ist a'C A’ und &' € B’, so unterscheiden wir zwei Fille. Ent-
weder ist @ E %, dann benutzen wir die Tatsache, daB &’ € B ist, und erhalten



Abschétzung der asymptotischen Dichte von Summenmengen. 469

@' +b'€U+B; oder es ist ~a'E B Le, dann nutzen wir aus, daB € UA—e
ist, und erhalten a’+b'¢ (B+¢) + (U —¢) =AU+ B wie behauptet.
b) Es ist '
(12)  A@N+BE—ey—eo=A(xy)+Bx—ey—2)
und daher fiir beliebige Mengen @1, U O
oA, %,6,...,€)=8%,9,¢,....C,).

bd
Beweis. Wegen A(x, y) + B(x—e¢, y—e)= 2, A(z,2) + B(z—e¢, 2—e) und
=X
der entsprechenden Gleichung fiir ¥ und P geniigt es zu zeigen, daB
Az, 2)+ B'(z—e¢,2—e)=A(z,2) + B(z—e, z—¢) gilt, und das trifft zu, da
beide Seiten gleich 2 sind wenn z€ U und z—¢ €Y ist, gleich 1 wenn eine
dieser Relationen gilt, und gleich- 0 wenn keine zutrifft. Aus (12) folgt
A'1,y)+ B, y)=A4A(1,y)+B(1, ¥)+ 0(1) fiir y—oo; also gilt auch die
zweite Formel.

c) Ist €U und 0E B, so ist auch 0 €B".

d) ACA, B'LB.

€) B +elB+elW.

Von jetzt ab nehmen wir an, es sei ¢ € % und 0 €B, und sagen dann mit
VAN DER CorPUT [3], A’ und B’ entstehen aus A und B durch eine ¢-Trans-
formation.  Nach c¢) liegt dann auch 0 £ ®8’; ist nun ¢’ eine Zahl aus ', so
kénnen wir auf U, B’ und ¢’ das gleiche Verfahren anwenden wie eben auf
% B und ¢ und erhalten zwei Mengen %"’ und B’’; mit diesen kénnen wir
ebenso’ verfahren und kommen so zu weiteren Mengenpaaren. Von allen
diesen Paaren, die sich aus ¥ und ¥ durch mehrmalige "Anwendung von
e-Transformationen ergeben, sagen wir, sie seien von ¥ und B abgeleitet.
Fiir solche abgeleitete Mengen wollen wir noch ein weiteres Ergebnis herleiten.
Dazu betrachten wir die e) entsprechende Relation 8¢’ { %’ und die aus d)
und e) folgende B+ ¢ <P+ e LA'CA”. Zusammen ergibt das B+ {e, e’} LU
Entsprechend zeigt man B+ {¢, ¢', ¢’} CU”’" usw. Nun kénnen wir wegen
YW LAC ... fiir ¢, ¢, ¢”, ... beliebige Zahlen aus A wihlen; ist uns eine
endliche Teilmenge € von % vorgegeben, so kénnen wir z.B. gerade die Ele-
mente von € nehmen und erhalten so das Ergebnis:

f) Ist G eine endliche Teilmenge von %, so gibt es zwei von Y und B ab-
gele1tete Mengen %* und B* mit der Eigenschaft

B* 4+ LA

Wir kehren jetzt zu den Mengen U, ..., U, aus IV. zuriick. Dié Menge Ay
wird im folgenden eine durch den Beweis bedmgte Sonderstellung einnehmen,
obwohl das Ergebnis vollig symmetrisch in den %, ist. AuBer U, wihlen wir
noch eine andere Menge %, (1 <2< #) und eine Zahl e &Y, ausy auf Yy und-
%A, wenden wir die e-Transformation an und erhalten so zwei Mengen Uy und

UAz; setzen wir noch A, =9, fir v 40, 2 und A’ = 3, U;, so gilt auf Grund der
. ) . ¥=0
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Eigenschaften a) bis d) der e—Transformatlon und der Voraussetzung 0€ %,
aus IV,

(13) ALK,
(14) SO, ... U =0, ..., %),
(15) ' 0€YA, (v=0,1,...,n),
(16) WAy, WA, (v=1,...,n).
Auf die Mengen %, ..., U, koénnen wir wieder das gleiche Verfahren (mit

anderen ¢’ € %; und %’ zwischen 1 und #) anwenden usw. Alle Mengensysteme,
die wir so erhalten, nennen wir von ¥, ..., %, abgeleitet. Fiir sie gelten wieder .
die Eigenschaften (13) bis (16). Ist nun € eine endliche Teilmenge von %,,
so gibt es nach f) zwei von %, und U, abgeleitete Mengen A und AF, also
indem man ¥ =%, setzt fiir v5=0, 1, ein von {¥,} abgeleitetes System {UA*}
mit der Eigenschaft A¥+ € CAF. Hieraus erhalten wir — wieder nach f)
angewandt auf € C UF und A¥ — ein abgeleitetes System {91**}mit A 4+ CCAF*
auBerdem gilt wegen (16) noch Wr*+ € =AF + CLAF CAY*, also zusammen
(AF*OAF*) + € L AX*, So fortfahrend erhalt man das Ergebnis:

Ist € eine endliche Teilmenge von %, so gibt es eiz von {2} abgeleltetes
System von Mengen {2} mit der Eigenschaft

. o ‘(_91%)+@;%

Wir werden im folgenden den Beweis von IV. nicht fiir 9, ..., Y, sondern.
fiir irgendwelche' abgeleiteten Mengen U, ..., ¥, fithren. Das geniigt, denn
wenn IV. fiir %, ..., %, richtig ist, so gllt entweder AU =0y, .., U
und damit wegen (13) und (14) ()= 6(91)2 S, ..., U)=0U, ..., N),
das ist die Ungleichung (6); oder es gibt eine Menge € und eine Zahl ?g mit
den Eigenschaften ' :

0EELUW, E©O~E,
3@z o, - %) — .

Wegen (13)gilt dann auch 0€€ ¥ und wegen (14) auch §(€) = 6(%,, ..., %) — =,
so daB also IV. auch fiir ¥, ..., %, gilt. ¢

- Es kommt nun daraof an, unter den abgeleiteten Mengensystemen eines
herauszufinden, fiir das der Beweis von IV. mdglichst einfach wird. Dazu
ordnen wir jeder Menge € zwei Zahlen f(€) und g(€) zu, und zwar sei f (€) das
Minimum aller Differenzen von Zahlen aus €:

(@) = mm@(c’ ~—Vc)
c<c’

und g(B) der groBte gemeinsame Teiler aller Zahlen aus &:
- g@) =ggT. ().
) c€€ :
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g(€) teilt sicher auch alle Differenzen ¢’ —¢, so daB g(€)</(€) folgt. Uns
interessieren besonders die Zahlen j(”L:JIQI;) und g(ylljlﬂ:,) fiir abgeleitete Mengen
A, (die Menge U, bleibt dabei, ihrer Sonderstellung entsprechend, unberiick-
sichtigt). Setzen wir abkiirzend f( UA ) 7, so erhalten wir aus der Definition
von f fiir die k-te positive Zahl a, aus U U, die Abschitzung a, > kf und
damit fiir y=1, ..., # die Ungleichung A (1 %) gT Wegen %, U’ gibt das

O = S0) = 69 = lim L[AL(1,2)+ AL(1,2) + -+ Ay (1, 1) — 7

x-—)w f’
(18) o
= 6, %) — =0, . %) — nf( %)

Wegen g( G}I:) <f ( lZJlQI;) folgt hieraus erst recht die Ungleichung
. , LA -1
(19) U=, ..., %) — ng(ﬂt;JlQI,)
Wir betrachten jetzt die Gesamtheit der Zahlen f( lzll?I:) fiir alle abgeleiteten
Mengen ¥,. Ist sie unbeschrinkt, so folgt aus (18) sofort die Ungleichung (6)
und wir sind fertig. Anderenfalls smd die Zahlen f( §] QI) und damit auch
( U ) beschrankt. Wir kénnen da.her unter den abgeleiteten Systemen
eines aussuchen, fiir das g(U ?I) maximal ist. Fiir alle von diesen ¥, ab-
geleiteten Mengen %, gilt dann auf Grund der Wahl von ¥; die Ungleichung -
(U %[") £g ( U QI) Andererseits ist nach (16) G 52[','2 lj QI;; es gilt also auch
die umgekehrte Ungleichung und daher g ( U, ) =g ({ U A ) Fiir diese Mengen
%, kann man nun die Zahl g und die Menge € aus IV direkt angeben: Wir
setzeng=g ( U Q[L) und@ = A’ = 3> U} ; die Ungleichung (11) folgt dann aus(19),
r=1 - =0

und es bleibt daher nur die Aussage V. zu beweisen:

V.Ist0€¥Y,, A= ZQI und gilt g( U ) ( Uy ) g fiir alle von Yy, . .., U,
abgeleiteten Mengen QIW so gilt entweder die Ungleichung (6) oder es st AS ~ 9L 3,

Enthilt hier % aus jeder Restklasse modulo g mindestens eine Zahl, liegen
z.B. g aufeinanderfolgende Zahlen in %, so ist A® gleich der Menge 3 aller
ganzen Zahlen und die zweite Behauptung aus V. lautet dann A~3. Auf

- # : . .
3) Die Voraussetzung, daB die Zahlen f( U 2[:,) beschrinkt sing, die wir nach dem

eben bewiesenen noch machen kénnten, ist hier noch nicht notig; wir werden die Za.hlen f
erst spéter brauchen.
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diesen Fall, daB g aufemanderfolgende Zahlen in %, liegen, wollen wir die
Aussage V. zuriickfiihren. Dazu beachten wir, daB nach Definition von g
alle Zahlen aus %, ..., ¥, durch g teilbar sind; jedes @,€%, 1iBt sich also
in die Gestalt a,=d, g setzen. Die Zahlen d, bilden eine Menge SD und wir
schreiben ¥, SD ,&*%). Die Menge ¥, zerlegen wir in Restklassen modulo g:
Up=R,v...VvR,. Dabei kann ein Teil der Mengen R, auch leer sein; wir
denken uns die Numerlerung so gewihlt, daB ®, bis ®, je mindestens eine
Zahl enthalten, wihrend §R,,+1 bis R, leer sind. Aus jeder der Mengen R,
(=1, ..., k) wihlen wir eine Zahl 7, aus und kénnen dann schrelben-
R,—7, ——GS g. ZusammengefaBt haben wir also :

'{%=(@lg_'+r1)u.’..u<@hg+rh)
A=D,g ~ (¥=1,...,7).

‘Nach Konstruktion ist die Null sowohl in den Mengen €, als auch in den
D, enthalten. Aus dlesen Mengen bauen wir jetzt neue auf indem wir setzen

{%0—(@1}1’ Nk +2)v...w(@h -+ b)
B, =Dk (v—1 S H) .

Dann enthilt B, die h aufemanderfolgenden Zahlen 1, ..., 4, wahrend die
Naull in B, bis B, enthalteg ist. Aus den Formeln (20) und (21) folgt fiir x— oo

(20)

(21)

Bo(i}fch) ZC 1, x\+0(1) Ag(1,28) +0(1) -
p=1

B,(1,xh) =D,(1,x) =4,(1,x8) (v=1,...,n)

und daher
8(By,.... B )——hm——ZB 1, xh)
) . _ 2> 00 =0
= i_lin_g[ZAM xg)+0(1)} =.§. o, -, U).

stchen den Summen % = Z?I und B = Z B, besteht folgender Zusammen-

hang =0
(22) B (@, + i = [(@ +Z‘»D>h+#]
=1 »=1 n=1

Das ist ein zu (20) und (21) analoges Formelpaar; daher folgt auch hier '
o(B) =.—5"76(‘JI). Die Ungleichung (6) ist also mit der entsprechenden fiir
., B, und B an Stelle von U, ..., U, und A gleichbedeutend

%) Davon zu unterscheiden ist das Symbol g9d,, mit dem man die g-fache Summe

D, -+ -+ + D, bezeichnet.
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Die durch (20) und (21) gegebene Zuordnung der Mengen B, zu den U,
dehnen wir auf die von %y, ..., %, abgeleiteten Mengen ¥, au$, indem wir in
(20) und (21) einfach ¥,,9,,€,, D, durch U;,B,,€,, D, ersetzen; daf die
Mengen %, tatsichlich eine Darstellung nach Art der Formeln (20) zulassen,
sieht man so:- Zunichst sei A, =, fir ¥=2, ..., » wihrend ¥; und ¥, aus
Uy und A, durch eine e-Transformation hervorgehen:

A=Ay (U + ¢), - U =W (Wp—e).

Dabei wollen wir der Einfachheit halber annehmen, da8 ¢ in %, =6, g+7,
liegt: e=c, g+rl. Dann ist

%=, u(@ g+r,, u(@1g+c1g+r1)—[(@lu(®1+c1))g+r1]uU(@ g+7)

A= 5913“ ‘(@ —a)g+7,—nl=[DE—a)ls,

letzteres, da die Zahlen 7, —r fiir #3=1 nicht durch g teilbar sind, und
W=D r=2...1).

Dies sind gerade Darstellungen von der Art der Formeln (20). Durch Verglelch '
erhilt man

€ =6, v (@D +a) | SD1=SD_1 (§1_01)
€.=€C, (u=2,...,h D, =9, @F=2,...,%).

€; und D, entstehen aus €, und D, also wieder durch eine e-Transformation.
Da hierbei e=c¢, g+ 7, beliebig aus R,, also ¢, beliebig aus €,, gewihlt werden
kann und wir auBerdem das Indexpaar u =1, » = 1 durch ein beliebiges anderes
u=EF, v=1 ersetzen konnen, ergibt sich das Resultat: Einer e-Transformation,
angewandt ‘auf %, und ¥, entspricht bei den Mengen €, und D, wieder eine
- e-Transformation  zweier Mengen €, und 9, und umgekehrt. Da nun -die
Mengen B, mit den €, und D, in ganz dhnlicher Weise zusammenhingen wie
die Mengen ¥,, so hat man: Emer ¢e-Transformation zweier Mengen %, und’
- ¥, entspricht eine ¢-Transformation von 8, und %8, und umgekehrt. Durch
mehrmalige Anwendung dieses Schlusses erhilt man endlich das Ergebnis:

-Bei der durch (20) und (21) gegebenen Zuordnung entsprechen den -von
Ay, ..., A, abgeleiteten Mengen. d1e von By, ..., B, abgeleiteten Mengen und
umgekehrt Als letztes miissen wir- untersuchen wie sich die Voraussetzing

(U' ! ) = ( Uy ) g und die Behauptung A® ~ ¥ iibertragen. Die erste ist
nach (20) glelchwertlg mit g( u SD) (U D ) =1 und dies nach (21) mit
(U B ) ( us ) =+4; die zwelte ist nach (22) gleichbedeutend mit

€,+ ZSD,~3 fiir p=1, ..., h, also nach der zweviten Forme! (22) mit B* ~B
p=1 ; .
oder, da B aus jeder Restklasse modulo % eine Zahl enthilt, mit 8 ~3. Wir
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haben also an Stelle von V. nur noch den Satz VI zu beweisen (statt B,, %8,
schreiben wir wieder 2,, %, g):
VI. Ist 0EW,, liegen g aufeinanderfolgende Zahlen in W, und ist g( 61%):
" . y=
g ( g}[,) =g fiir alle von W, ..., U, abgeleitcten Mengen U, so gilt fiir die Summe
8
A= XU, entweder die Ungleichung

r=0
(6) o) =6y, .-, %)
oder es ist U~3.

Zum Beweis dieses Satzes benotigen wir einen Hilfssatz, der als Satz VIII
im nichsten Abschnitt bewiesen wird.

§ 2. Zwei Hilfssitze.

Wir beweisen jetzt zunichst einen Satz, der die Theoreme 3 und 9 aus [3]
in sich vereinigt und wie diese bewiesen werden kann. Da ein Beweis sich.
hier ohne Schwierigkeiten anschlieBen 148t ist er der Vollstindigkeit halber
ausgefithrt; er entspricht in seinen Grundziigen den von VAN DER CORPUT
in [3] gegebenen Beweisen.

VII. ¥, ..., U, seien Mengen nichinegativer ganzer Zahlen; ferner sei 0€¥,
' n
fiir v=1,...,n, U=2N, und
y=0

CA00) XA, ) zalv+1) fir x=01,...
- Dann st = ‘

(23) A0, %) = a(x 1) filr x=0,1,...

Den Beweis filhren wir mittels des folg_ende\n Hilfssatzes.

Hilfssatz 3. Unter den Vomussetzungen von VII. gibt es zu irgend zwei
Zahlen b und I (= 0,0< 1< n) ein von {U,} abgeleztetes System von Mengen
(A} mit den Eigenschaﬂen

(24) A(Ox)+ZA 1x——k——1+ZA(1x-—k)ga(x+1)

y=I+1

(25) { QI,,—}—QI()(O,k_)gQIo f%?‘ 'V:"l,...,l,

W+ N0,k — 1) S Uy fitr v=141,...,n
Beweis von VIL. Wir setzen in (24) x=Fk und érhalten wegen %A D> A' =
>, 2 Ay die Ungleichung
»=0 .
A0, k) = 46(0, k) = a(k + 1).

Das ist ge ade die behauptete Unglelchung (23) fir x=%; da A= 0 beliebig
war, sind wir fertig.
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Beweis des Hilissatzes. Fiir k=I[=0 konnen wir %, =%, setzen; (24)
ist dann eine der Voraussetzungen von VII. und (25) ist trivialerweise erfiillt,
da Ug(0, £ —1) =% (0, —1) leer ist. Wir beweisen den Hilfssatz jetzt fiir
festes & durch Induktion nach /. Von 2=7/=0 ausgehend kommen wir so
bis #=0, /=n. In diesem letzten Fall sind die Behauptungen gleichwertig
mit denen fiir £=1, /=0. Durch nochmalige Anwendung des Induktions-
schlusses kommen wir dann bis £2=1; /=% und das ist wieder gleichwertig
mit dem Fall k=2, [=0 usw. Zum Beweis kénnen wir also annehmen, daB
1> 0 ist und der Hilfssatz schon fiir £ und /—1 an Stelle von % und ! gilt.
Dann gibt es also von {3} abgeleitete Mengen U, mit

-1 . n
400, 2) + X A1, x—k— 1)+ DA, x— k) = a(x+1),
. =1 v=1 *

W+ Ao (0, k) CA fir v=1,...,0—1,
A+ g (0, — 1) LA fir v =1,...,%.

Wir unterscheiden jetzt zwei Fille:
a) Liegt % nicht in %g, so setzen wir A, =A,. Wegen U (0, &) =Ag (0, &) =
Ao (0, £ —1) gilt dann (25); auBerdem ist

-1 n .
450, 9) + T4, x—k—1) + DA, 5 —F)
=1 y=1
(26) - .
=450, %)+ XA, x~k— 1)+ X A1, x— k) Za(x+1).
r=1 p=] .

Aus (25) und (26) folgt nun auch (24). Liegt nimlich x—% nicht in %;, so
ist 451, x—k—1)=4;(1, x—%) und die linken Seiten von (24) und (26)
stimmen fiberein. . Ist aber x—k€%;, so gilt wegen (25) Ug(0, &) + (x— k) <
Ao (0, &) + A < Ag. Also enthilt Ay mindestens so viele Zahlen zwischen x — &
und x wie zwischen 0 und %: Aq(x —k, x) > 44(0, k). Nach (26) ist weiter
A4(0, k) = a(k+ 1) und daher wieder nach (26) mit x—k&—1 statt »

1 ”
Ag(0, %) + DA, (4, x —k— 1)+ 2 A,(1,x — &)
r=1 .

y=]+1
-1 ” ’
=Ag(x—k,x)+ Ag(0,x—~k— 1)+ 2 A1, x—2k—2) + 2 4,(1,x— 2k — 1)
y=1 v=1
Zak+1)F+oalx—E&) =alx+1)-

wie behauptet.

'b) Liegt % in U, so wenden wir auf Ay und A; die e-Transformation mit
e=~F an und erhalten o=y (A; +%) und W=A; ~ (Yy—k); auBerdem
setzen wir A, =A, fiir 40, e. Da U, und daher auch UA; als nichtnegativen
Zahlen besteht, sind alle Zahlen, die in U] + % liegen > %. Aus der Definition
von g liest man daher die Gleichung g(0, &) =y (0, k) v {k} =A5 (0, &) ab.
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Also gilt nach (16)
W+ A (0, k) = A + Ag(0, k) S U S NAg  fiir ¥=1,...,0—1,
A+ A5 (0, &) U + U (0, B) = Ay + (Ag (0, & — 1) v {&})
= (W + U (0,2 — 1)) v (U + &) A QA + &) = Ug
U+ A (0,6 — 1) = + A0,k — 1) SAU LAy filir w=I41,...,n;

das sind gerade die Formeln (25).
SchlieBlich folgt aus (12) die Gleichung

Ay0, %) + A1, x — k) = Ay (0, %) + A} (— Rk, x — k) — 1
= A5(0, %) + A; (— kb, 5 — k) — 1 = 4¢(0, %) + 4/ (1, x — k)

und daher, da %, =9, ist fiir y==0, [, auch die Formel (26). Aus (25) und
* (26) folgt aber, wie unter a) gezeigt, die Ungleichung (24), woinit der Beweis
‘beendet ist.

Der zweite Satz, der jetzt bewiesen werden soll, ist eng verwandt mit
einer Abschitzung von OsTMANN [§]. Fiir #=1 st VIII. ein Spezialfall der
Formel (10) aus [8]. Der Beweis fiir die volle Aussage -(10) aus [8] konnte
ohne groBe, Mithe dhnlich wie der Beweis von VIII. gefithrt werden. Wir
wollen das aber nicht tun, da sich am SchluB als Anwendung unseres Haupt-
satzes ein umfassenderes Ergebnis (Satz 3) erreichen liBt.

" VIII. Es sei OCY, fiir v=A1, ..., n und A= U,; enthilt Ay k aufeinander-
folgende Zahien, so. gilt entweder v=0

5 = vkjn 8o, ..., N,) oder A~3B.

Beweis. Es seien die Zahlen a,, ¢y+1, ..., 3y+2—1 in %A, enthalten.
Indem wir %, durch %, —«, (und damit U durch ¥ —a,) ersetzen, konnen .
wir uns anf den Fall 4—0, d.h. 0,1, ..., B — 1€ %, beschrinken, Auf Grund
. der Formeln (13) bis (16) geniigt s weiter — dhnlich wie beim Beweis von IV. —
den Beweis nicht fiir {3} sondern fiir irgendwelche abgeleiteten Mengen zu

fiihren, Nach (17) kénnen wir daher zusitzlich voraussetzen, daB ( QI‘)I,)-{—
{0,1,....,k—1}C%, ist. Es sei jetzt y eine Konstante, die kleiner als

8@, ..., %,) ist; im iibrigen sei y beliebig, faus—k{—;a(wo, LAY st
und y = k -;— 7 ’sonSt, so daB also in jedem Falle A _}; p VB 1 ist. Unter diesen

Bedingungen ist fiir ein geniigend groBes x, sicher

"

24,(1,x) = yx fir x> x,.
: y=0 o
Wir wihlen ‘%, moglichst klein, so daB jedenfalls

iA,(L t—1) < Y(xo —1)

r=0
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ist; trifft die erste Ungleichung fiir alle x zu, so setze man x,=1. Durch
Subtraktion folgt dann

(27 TA (X, X) =y (x— xy+1) fir x = ..
v=0

Fiir v=1, ..., # sei x, die kleinste Zahl aus 9, (x,, ), also die kleinste Zahl
aus ¥, die nicht kleiner als x, ist; dabei denken wir uns die Numerierung
so gewihlt, daB », < x,<---<Lx, ist. Wir bezeichnen fir v=0,1,...,7
mit ¥, die Menge der nichtnegativen Zahlen aus %, — #,. Dann ist 0€ %, fir
y=1,...,n wegen x,€U,, und es gilt

440, %) = Ay (%, %o + %)
A,(1,%)=A4,(x,+1,%,+ %)

=A,(%, %+ %) —1=24,(%, %+x —1 fir v=1,...,n,
letzteres da x, die einzige Zahl zwischen x, und #, ist, die in U, liegt. Wir

wollen jetzt auf die Mengen ﬁ, den Satz VII. anwenden. Dazu miissen wir
die Summe ‘

St =4o(0.9) + 24,1,

” n .
= Ao (%, %o+ %) +ZAv(xv+ 1, %,+%)2 ZA,,(xo, Ko+ %) —n .
p=1 v==0
nach unten abschitzen. Wir unterscheiden drei Fille.
a) Ist 0K x<x—%, also %y+x<x%, so ist A, (%, %+ %) =0 fir
v=1,...,n und daher nach (27)

S(#) =2 4o(%, %o + %) =§oAv(xo» %o+ x)zy(x+1).
’b) Ist 4, —zy< x <2, —xy+k, so Benutzen wir, dafl
%+ {0, 1, ...,k—1}g(-ﬁsz[v) +{0,1, ..., k—1}<Y,
v=1

ist. Wegen x, < %o+ x<x,+ k& folgt daraus {x,, %, +1, ..., %+ 2} CY,, also
Ag(%, %+ %) = %o+ % — x;+1 und daher
S(x)ZAo(xo: %o+ x) = Ao (%9, % — 1) + Ao(%, %9 + %)
. ;
E+4+n ‘}’:Sv'l
SEzym—x) +He+x—x+1)=

Daraus folgt wie unter a) und wegen

. " -
m'}’(" +1).
¢) Ist x> x, — %, + &, so ist einerseits nach b).

5(").2 S{x— %o+ k& —1) 2y(%— %) +EkzE,

andererseits nach (27)

S(x)zgoA,(xo,xﬁ ) —n2y(E+1) —n.
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Beides zusammen ergibt S{x) > o (% -+ 1) mit «= min m‘ax{ k Y — —r }
) . . x x -1 x4 1
Die beiden Ausdriicke in der Klammer sind monotone Funktionen von x,
der erste abnehmend, der zweite zunehmend. Ihr Maximum ist also dort am
kleinsten, wo beide iibereinstimmen, d. h. fiir k '_"'_"

=y; das liefert o = k——y
In allen drei Fillen a), b) und c¢) gilt demnach die Abschitzung

k

A,(0, x) +§/L(ﬁ, %) > y(x+1).

y=0
k
” 6%, ..., QI)>1, 50 hattenwn PRt

also 4 (0, #) = x+1; das bedeutet, daB ¥ alle nichtnegativen Zahlen enthilt,

y=1 gesetzt. Wir erhalten

‘ insbesondere also ﬁ~8 Wegen A= YU 2> (U, +x,) =A+2 x, folgt dar-

ks

y=0 »=0 »=0 _
aus QI~8 War aber 6(&[0, ..., U, ) <1, so erhalten wir §(U) = 6(%) =
Pt 4 und, da y nur der Einschrinkung y< (%, ..., %,) unterlag, auch

k

_ é(@[)gmé(ﬂof ..., %) wie behauptet.

§ 3. SchluB des Beweises.

Am Ende des §1 blieb uns die Aufgabe, den Satz VI zu beweisen. Das
soll jetzt geschehen. Die Behauptung lantete, daB unter gewissen Voraus-
setzungen tber die Mengen %, fiir ihre Summe A entweder 6 (%) = 6 (Y, ..., A,)
oder ‘)INE, gilt. Schon 1n §1 hatten wir an Hand der Formel (18) gesehen,

daB die erste Formel] smher richtig ist, falls die Zahlen f( u 52[) unbeschriankt

sind, wenn {¥;} die simtlichen von {%,} abgeleiteten Mengensysteme durch-
liuft. Wir kénnen daher die zusitzliche Voraussetzung machen:

IX. Dw Zahlen ]‘( U %[) seien fiir alle von Uy, ..., U, abgeleiteten Mengen U, -
beschrinkt.

Die Aussage VI. ist jetzt, nachdem wir den Satz VIII bewiesen haben,
eine leichte Folge aus dem

Hilfssatz 4. Unter den Voraussetzungen von VI. und I1X. gibt es zu jeder
natiirlichen Zahl k ein von {U)} abgeleitetes System von Mengen (U} derart,

daf Wy mindestens kg aufesnanderfolgende Zahlen enthilt.

Bewels von VI. Wir wenden auf die Mengen ¥, aus Hilfssatz 4 d1e Aus-

v.~sage VIII. an und erhalten fir die Summe U’ = ZQI entweder §(%') =

v=0
kg+ —E 5, ..., Uy) oder W~~3. Trifft fiir irgendein % einmal die zweite

Moglichkeit zu, so sind wir fertig, denn wegen (13) %' C ¥ folgt dann auch
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U~3. Anderenfalls haben wir nach (13) und (14) fiir aile %

..,mn)—kgﬂ

und daher (%) = (%, ..., U,) wie behauptet.

Den Beweis fiir den Hilfssatz 4 fithren wir durch Induktion nach k. Fiir
k=1 setzen wir %A, =9, ; die Behauptung ist dann eine der Voraussetzungen
von VI. Fiir den Induktionsschlu brauchen wir einen weiteren Hilfssatz,
dessen Beweis wir am SchluB nachtragen.

S =W =

8@y, ..., %)

Hilfssatz 5. Ist unter den Voraussetzungen von VI. und IX. € eine end-
liche Teilmenge von Uy, so gibt es von U, ..., U, abgeleitele Mengen U, und
eine Zahl z derart, daf €4z und € 4-z4-g in Wy legen.

Wir nehmen an, der Hilfssatz 4 sei schon-fiir 2=/ bewiesen. Dann gibt
es also abgeleitete Mengen U,, von denen %, mindestens g aufeinander-
folgende Zahlen, etwa x, x 1, ..., x +7 g—1 enthilt. Diese Mengen erfiillen,
wie man sich leicht iiberzeugt, ebenfalls die Voraussetzungen von VI. und IX.
Wir kénnen daher auf sie und die endliche Menge € = {x, x-+1, ..., s+l g—1}
den Hilfssatz 5 anwenden. So erhalten wir von ¥y, ..., ¥;, abgeleitete Mengen
oA, mit der Eigenschaft (€ +2) v (E+2z+g) LAy Nun ist

CE+2av(@+2z+g)

={x+z..,x+zF+lg—1yvf{r+z+g ..., x+z+(0+Dg—1}
={x+z,x+2+1, .. x+z4+00+1)g—1};

U enthilt also die (I+1)g aufeinanderfolgenden Zahlen von x-+z bis
x+z+({+1)g—1. Der Hilfssatz 4 ist daher auch fiir 2=7/+1 und damit
allgemein bewiesen.

Wir haben jetzt noch den Hilfssatz 5 zu beweisen. Dazu suchen wir
unter den abgeleiteten Mengen ¥, solche aus, fiir die f ( G ?1') mﬁglichst groB
ist. Fiir alle von ¥, abgeleiteten Mengen ¥, gilt dann nach (16) U A < U QI
und daher auf Grund der Definition von f< U ) als kleinster p051t1ver le-

ferenz von Zahlen aus U 91 die Ungleichung f(U A >; f(U A ) f. Wegen
der Auswahl der Mengen U, muB hier das Gleichheitszeichen gelten. Die
Menge U A, enthilt also stets zwei Zahlen mit der leferenz /. AuBerdem
seien d1e Mengen U, so gewidhlt, daB sich die Zahlen aus U 52( auf moghchst
wenig Restklassen modulo f verteilen; es seien dies etwa die Restklassen
by, ..., b,. Die Zahlen ausU 91 liegen .dann auch in diesen Restklassen und

wegen der M1n1ma1e1genschaft von U, glbt es zu jedem b, ein x, € U A, mit
%, =b,mod {. -
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- Wir erinnern uns jetzt noch elnmal an die Deflmtxon der Zahl g=g ( u A )

sie war ‘der groBte gemeinsame Teiler aller. Zahlen aus U A, g YiBt sich also

n v=1

als ganzzahlige Linearkombination von Zahlen aus U U, darstellen. Gehen

wir 1n d1eser ‘Darstellung zur Kongruenz modulo f uber so erhalten wir
g= Zn , mod [ mit gewissen ganzen Zahlen n,; diese kénnen wir modulo f
abandem und daher ohire Einschfz’i-nkung annehmen, daB sie nicht hegativ

. s
'sind. Die Kongruenz schrejben wir noch etwas um: g = > ¢, mod f, wobei
a=1
jedes ¢, gleich einer der Restklassen b; ist und b, gerade n,mal vorkommt.

Es sei jetzt € eine endliche Teilmenge von ¥,, also nach (16) auch von
Up- Nach (17) gibt es abgelextete Mengen %, mit der Eigenschaft U 91" + €L

Nun wissen wir, dal in U SlI eine Zahl x, =¢,;(=b,) mod f hegt Also haben

wir speziell € x, ;. Wenden wir den gleichen SchluB auf €L, Aec,

an Stelle von €, %}, ¢, an, so erhalten wir abgeleitete Mengen U, mit &+ x, +

%, CUy” und x,=c,modf. So fahren wir fort und erhalten schlieBlich ge-
s

wisse Mengen ¥ mit €+ > x CUAF und Zx _Zc =gmodf. AuBerdem

’ a=1

c=1

ist ELALCUAF. Setzen wir ) x,=g-+kf, so haben wir also
=1 ’ .

(28) Cu@+g+rfcuy
Wir wend'envnun nochmal die Formel -(17) an und.erhalten Mengen %** mit
@191:*+.[@u(@+ g+ENISUAL*. Tn U™ gibt es, wie wir oben geschen

hatten, zwei Zahlen mit der Differenz f, etwa v und y-f. Also haben wir
(C+9) (@4 y+g+kr)SUW* und (€+y+ /) (64 y+g-+ (h+1) ) SA*.
Ist k& positiv, so setzen wir §* =& + y+-f und haben dann G*J (G*+ g+
‘(k—1) f) CUT*. Ist aber k negativ, so sei E*=CE4y; dann gilt G*v
(€* +g+ (k+1) /) CUF*. Diese Formeln sind genau so gebaut wie (28), nur
daB € durch G*=E-++vy, (yy=y+f oder y,=9v) und % durch eine Zahl er-
setzt ist, deren Betrag um 1 kleiner ist. Wenden wir dies Verfahren |k|-mal an,
so erhalten wir schlieBlich abgeleitete Mengen 2, derart, daB ¢'v (€' +g) <Ay
gilt mit € =€+ 9,4+ y,+ -+ vy =E+4z Das ist aber gerade die Be-
hauptung.
§ 4. Anwendungen.
In diesem Abschnitt sollen einige Folgerungen aus dem Hauptsatz ge-
zogen'-werden. Als erstes legen wir uns die Frage vor, was man iiber die

Dichte 6(¥) der Summenmenge A= > ¥, aussagen kann, wenn man nur die
=0
Dichte 6(%,, ..., ¥%,) kennt. Ist einer der Summanden ¥, leer, so gilt das
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gleiche von der Summe %; diesen trivialen Fall schlieBen wir aus. Dann ist
es keine wesentliche Einschrinkung, wenn wir annehmen, daB die Null in
allen Mengen ¥, liegt: Wir kénnen ja anderenfalls %, durch %, —a, ersetzen

Dann gilt also %, ¥ und daher 4(1, ) > MaxA »(1, %)

Daraus folgt 6(A) > n_:_1 (U, ..., U,). Diese Abschatzung IaBt sxch auch

ohne weitere Voraussetzungen nicht mehr viel verbessern, wie die folgenden
Beispiele zeigen. Es seien o eine reelle Zahl zwischen 0 und #+1, g und m

zwei natiirliche Zahlen so, daB os ntm

<n-+41; dann gibt es natiirliche
Zahlen &y, ..., &, mit 2, < g und Zk =un-+-m. Es bestehe jetzt die Menge
A% aus den Restklassen 0, 1, k — 1 modulo g. Dann besteht A® = Z%(‘g)

r=0

aus den Restklassen 0, 1, ..., # — 1 modulo g. Sind ¥, Teilmengen von Ale
derart, daB &(%,, e ¥ )_a 1st;— wegen I s + T =0P, ..., AY) glbt es.

das —, so haben wir fiir die Summe % — ZQI die Unglelchungé A =<oUA)="
r=0
Wihlen wir insbesondere m =1 und g so, daB. ” 1 co< ”'H ist, also

4
g= [”"H] so gilt &(¥) < ["':1] Aus der Gleichung 6(2[,,, caW)=0
146t sich also iiber die Abschitzung § (%) = ——— hinaus sicher nicht mehr als

. " +
s = {” j L ] schlieBen. Diese Ungleichung ist aber auch allgemeingiiltig:

Satz1. Sind Yy, ..., %N, nicht leere Mengen und ist 8(%,, s, U =0, so
gilt fiir die Summe W= YN, die Ungleichung
»=0

. m #4111
(29 o= Min B[t
n+m2zyg

Beweis. Auf Grund des Dichtesatzes gilt entweder §(U) > o, dann ist
die Ungleichung in (29) sicher richtig, da die rechte Seite kleiner als ¢ ist;

oder es gibt eine Zahl g, so daB & (A) =5 (AE) > (AW, ..., AL) — éi ist. Besteht
A€ aus m Restklassen modulo g, so ist 6(A) = gi und daher ¢ <3P, ...,
)< " +"‘ . Daraus folgt §(%) = gzmmg‘. wie behauptet. Es bleibt zu

zeigen, daB dierechte Seite glelch[ ik ] ist. Anders ausgedriickt : Min -g_ =1

&
falls 21 o< ""' ist. Nun 11t sicher Min” <! | da jam=1, g=h
h+1 & g~k ] :

bei der Bildung des M1n1mums zugelassen ist. Wir haben also nur zu zeigen'
Aus 27 + ">o>2T1 folgt ™ 2 5 Oder umgekehrt: Aus - < folgt

E+1
”:m s :i: . Oder auch, da g, h und m ganze Zahlen smd. Aus gzmh—i—‘l
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folgt g(n+1) = (k+1) (n+m) und das sieht man 0.
gn4-1) — (b +1) (0 + m) = (mh +1) (1 + 1) — (h +1) (n + m)
=(m—1)(hn—1)=0.
Als zweites fragen wir uns, wie sich die eben erhaltene Ungleichung ver-
schirfen 14Bt, wenn wir micht nur 6 (¥, ..., %,), sondern die einzelnen Dichten
0(¥,) kennen. Entsprechend wie im Beweis von Satz1 erkennt man, daB
der Satz 2 richtig ist, und: an. Hand der gleichen Beispiele wie oben sieht
man auch, daf sich die Ungleichung (30) nicht verbessern laBt; das gleiche
gilt auch von den weiter unten stehenden Ungleichungen (31), (32) und (33)-

Satz2. Sind ¥, ..., U, nicht leere Mengen und ist 6(%,) =«
die Summe A = Z?I die Ungleichung

so gilt fiir

e

v=0.
(30) s> Min Mot tm—n
My €=1,2,... g
My = 0y 8

Aus diesem Satz kann man entnehmen, da8 fiir gewisse Werte von »
und a, ohne weitere Voraussetzungen die Ungleichung 6 () > Zé folgt

Ist nimlich # —1, &, und g, irrational und oyt og=1, so folgt aus W, = &L
sogar m, >oc g und daher mg+ m, > (g + o) g=g, d.h. my-+m; =g+ 1 also

my + m1 ! > 1. Daraus folgt Min ﬁ)*‘%ﬁi =1=ay+a, wie behauptet.

Es gllt also die
Folgerung: Ist 6(A)4-6(B)=1, 6(H) und §(B) irrational, so gilt

S+ B) =1=06(%) + 6(B).

Man kann sich tiberlegen, daB3 dies der einzige Fall ist [aufler dem tri-

vialen, daB §(2,) =0 ist fiir alle %, auBer einem], in dem ohne weiteres folgt
W=D 6N
»=0

Wir wollen jetzt, um schirfere Abschitzungen zu erhalten, zusitzliche
Voraussetzungen iiber die Mengen 2, bzw. ¥ machen. Zunichst nehmen wir
einmal an, daB % aufemanderfolgende Zahlen in ¥ liegen. Liegt dann der
zweite Fall des Hauptsatzes vor, so kann entweder.g < % sein, dann enthilt it
aus jeder Restklasse modulo g eine Zahl und wir haben A ~UAE =3; oder
es ist g=> %, dann enthilt U'® mindestens £ Restklassen modulo g; es liegt
daher, wenn- wir 6 (%, ..., %,) =0 kennen, die gleiche Situation wie beim
Beweis von Satz 1 vor, nur daB fiir g und m die zusatzhchen Bedingungen
g, m >k hinzukommen. Also gilt der

- Satz3: Ist 8y, ..., N,) =0 und enthdlt die Summe U = ZQI mindestens
k aufernanderfolgende Zahlen, so ist entweder U ~3 oder ¥=0

m,g=kk+1,... §

ntm=og

(31) 6= Min ﬂ.
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Wenn wir die Formel (31) etwas abschwichen erhalten wir eine handlichere
Abschitzung. Es ist ja fiir jedes Paar (m, g), das den Bedingungen aus (31)

m n-+m k . :
> el Also gilt die

geniigt, 2 = " _
g ntm g

Folgerung: Unter den Voraussetzungen von Satz 3 gilt entweder A~3
oder §(2) = ~—+—-- 0y, ..., A).

Die Abschitzung (10) aus {8] von OsTMANN ist hierin enthalten, wenn man
n=1 setzt. Aus der Definition der dort vorkommenden Zahl 5 folgt ndmlich
leicht, daB die Zahlen 0,1, ...,7 —1 in der Summenmenge liegen.

Wie der zweite Satz zum ersten verhilt sich zum dritten der

Satz4: Ist 8(U,))=o, und enthdlt A, mindestens k, aufeinanderfolgende
Zahlen, so ist entweder A= 2 U, ~3 oder

y=@
) Mi #lg - Wy, — B
62 M=, g
‘mvzllvg

Folgerung: Ist 0<%, < &, und Z %, = n, so gilt unter den Voraussetzungen
=0

von Satz 4 entweder A ~3 oder 6(?1 ) = Z hy — % 6(91)

Der Beweis fiir den Satz 4 entsprlcht_ genau den vorangehenden. Den
Beweis fiir die Folgerung liest man aus der Ungleichung

Wy 4 - —{-m”——n z”: —x,,.m,zi

y=0

ab.

Setzt'man in der Folgerung # =1, %,=0, %, =4, so erhilt man eine Ver-
allgemeinerung einer Abschitzung von ERDOs [6], die OsTMANN [§], [9] an-
gegeben hat.

Zum SchluB wollen wir noch die Ordnung einer Menge U von positiver
Dichte « abschitzen. Haben die Zahlen von U einen gemeinsamen Teiler,
ist also g(¥)>1, so haben auch die Zahlen aus # A =Y+--- + A diesen
Teiler. In diesem Fall ist % also keine Basis der Menge aller Zahlen. Ist aber
g (%) =1 und enthilt A die Null, so ist fiir gentigend groBes » sicher n A~
([10] S.205). Die kleinste Zahl #, fiir die dies gilt, nennt man die (dsympto-
tische) Ordnung von . Sie ist also durch die Eigenschaften #» % ~3 und
(n—1) A+ 3 bestimmt. Aus der zweiten Eigenschaft leiten wir eine Ab-
schitzung fiir » her. Wir wenden den Hauptsatz auf die Summe % = (n— 1)U

=¥+ -+ A an. Das liefert‘ entweder 1> 6 (B) = (v —1) 6(A), alson s% +1

und das hat, da » ganzist, die Ungleichung (33) zur Folge; oder es ist B ~B®

und 6(B®) > (n—1) 5(AE) — —g— mit einer gewissen Zahl g. Wegen 8 + 3

ist auch B® + 3 und daher ¢ (B®) < £- g — . Enthilf A® etwa & Restklassen
32%
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modulo g, so gilt k> 2 wegén g =1und %= 0 (A€ > 6 (A) = «; zusammen-

genommengibtdas £~ 1 > §(B®) > (n —1)s(U®) - 2° ;_2 =(n— 1)_':;_”_;_2
hol=2 2k—2_

—1s k—«1\\<‘ E—1
also n<2. Ist aber mgi—, so sei —+1 <<xs mit k= [\2] \2\4; wir be-

haupten, daB dann n < h—1 ist. Dazu geniigt es zu ze1gen Aus & 2 cx > 7;— i1

5y _\:1\’\

und daher

undn——1$g—vwfolgtngh—1 oder: Ausk(h+1)
da dann n——1§ <h 1 und daher » <h—1 1st Oder umgekehrt
Aus g—2 = (k——1) (h——1) folgt 2g = k(h+ 1), und das sieht man so:

2g—kh+10)z2—1) b —1)+4—k(h+1)=(k—2)(h—3)20

daja £ =2 und & > 4 war. Damit haben wir den Satz 5 bewiesen.

Satz 5. Ist 0¥, 6(A)=a>0 und g(A) =1, so gilt fiir die asymptotische
Ordnung n von U die Abschitzung

. " 2
(33) LES fiir 1
Sl —A1 o —
o = 2
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