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Einleitung. 

Die vorl iegende Arbe i t  bezweckt  die  Kl~irung verschiedener  Konvergenz-  
und  Divergenzfragen in der  Funk t ionen theo r i e  mi t  Hilfe der  F u n k t i o n a l -  
analysis ,  insbesondere  der  Lehre  von den FK-R~iumen ( = F : R ~ i u m e n  mi t  
koordina tenweiser  Konvergenz) .  Dabe i  charakter i s ie ren  wir  einen F K . R a u m  
folgendermaBen:  E r  is t  l inear,  durch  abz~ihlbar viele H a l b n o r m e n  wi rd  in 
ihm eine separ ier te  gleichm~iBige S t r u k t u r  im Sinne von BOURBAKI erkl~irt, 
der  R a u m  ist  beziigl ich dieser S t r u k t u r  vollst~indig, seine E lemen te  s ind kom- 
ptexe Zahlenfolgen a =  {ak}, die Abb i ldungen  a--~a~ s ind l inear  und  stet ig.  

Die Verwendung  dieser R~iume veranlaBt  uns, s t a t t  e iner  ana ly t i schen  
F u n k t i o n  a ( z ) = ~ ,  akz ~ die Folge  a = {ak} ihrer  Koeff iz ienten,  s t a t t  F u n k -  
tionenr~iumen also Folgenr~ume zu be t r ach t en  und  die meis ten  Ergebnisse  
als Beziehungen zwischen Mengen yon  Zahlenfolgen auszudri icken,  was auch 
h~iufig pr~ignante Formul i e rungen  ges ta t te t .  Die Resu l t a t e  be ruhen  le tz t l ich  
auf einigen wenigen b e k a n n t e n  S~tzen fiber l ineare R~tume, jedoch fi ihrt  ein 
we i t e r .Weg  yon diesen S~itzen bis zu unseren Anwendungen.  

Nach  d e r  Behand lung  der  funk t iona lana ly t i schen  Grundlagen  in w167 1 bis 7 
(s. unten)  beg inn t  in w 8 der  funkt ionentheore t i sche  Teil  mi t  der  B e t r a c h t u n g  
des F K - R a u m e s  ~R (Regul~ire Funk t ionen) ,  welcher  der  Menge t ier  in I z l < t 
regulgren Funk t i0nen  en t sp r ich t  (8.t). Konvergenz  und  Beschr~inktheit  e iner  
Folge  a (*) in ~ (diese Begriffe s ind durcl l  die Topologie  erkl~irt) bedeu te t  fiir 

*i Diese Arbeit ist yon der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultgt d e r  
Universitgt Tiibingen als I-Iabilitationsschrift angenommen worden. Sie wurde dem 
Berich{erstatter im Mai 1952 fiberreicht. Der vorliegende erste Tell bringt die funk- 
tionalaualytischen Grundlagen, der zweite Teil 0m ngchsten Heft der Math. Z.) die An- 
wendungen auf die Funktionentheorie. Herrn Prof. K~coPP, Herrn Prof. WI~I,A~DT und 

�9 Herrn Dr. STOLL danke ich ffir zahlreiche Ratschlgge. 
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die zugeh6rigen Funktionen a ~") (z) gleichm~iBige Konvergenz bzw. Beschr~nkt- 
heit in jedem abgeschlossenen , Teilgebiet yon { z[ < t. Aus versehiedenen 
Durehsehnittsdarstellungen yon ~ lesen wir unter anderem ab, daB jede in 
~R beschr~inkte Folge eine konvergente Teilfolge enth~ilt (8.3), und  haben 
damit auf neue Weise einen bekannten funktionentheoretischen Satz gewonnen. 

Dieser ist z.B. yon Bedeutung ffir die Konvergenzs~itze der Funktionen- 
theorie, die in w 9 behandelt werden. In einem FK-Raum ~ ist neben der 
gew6hnliehen (starken) Konvergenz noch eine ,,schwaehe" Konvergenz mittels 
der stetigen Linearformen definiert. Ist ~ ( ~ und die Folge a ~") in ~ schwach 
konvergent, so konvergieren die zugeh6rigen Funktionen #")(z) in jedem 
abgesehlossenen Teilbereich yon I z [ < 1 gleiehm~iBig. Kriterien ffir sehwaehe 
Konvergenz in ~ ]iefern einen allgemeinen Satz (9A), aus dem die Konver- 
genzsiitze von VITALI, ]3LASCHKE, KHINTCHINE-OSTROWSKI folgen. Wir be- 
leuchten dabei den Zusammenhang zwischen Bedingungen, die eine regul~re 
Funktion eindeutig bestimmen, und Bedingungen, die die Konvergenz einer 
Funktionenfolge bewirken. 

Die n~chsten drei Paragraphen behandeln das Verhalten im Einheitskreis 
regul~rer Funktionen a (z) bei radialer Ann~aherung an [ z [ = 1. Zur Erl~iuterung 
unserer Methode beginnen wir in w t0 mit bekannten Ergebnissen: Es gibt 
Funktionen a (z), so daB l i m a  (0 $) ffir ein, abz~thlbar viele, fiber abziihlbar 

viele, alle $ mit I$1=1 nicht existiert (t0.t--4). t0,5 und 10.6 betreffen 
nichtfortsetzbare Funktionen. In w t t gem es um die Frage: Zu welchen Teil- 
mengen C von [~1 =-t gibt es ein .a (z), so daB lira a (e ~) ffir $ C C existiert, 

0 - - > l  - -  

f f i r  $ ~C, {$[ = t nicht existiert ? "w 12 befal3t sich mit der M6glichkeit, daB 
a (0 ~) (e-+ t --) auf [~1 = l ungleichm~13ig konvergiert. 

In w167 13 und t4 untersuchen wir bei Funktionen a(z)=~akz k, die in 
]z I < t regul/ir sind und gewisse weitere Eigenschaften haben, das Verhalten 

der Teilsummen Y, ak bzw. ~ l ak] (unter anderem Siitze yon FEJ~R und 
Sz~sz). k=o k=o 

w I bringt Bezeiehnungen, w167 2 bis 7 die funktionalanalytischen Hilfs- 
mittel, wobei teilweise bekannte Dinge wiederholt werden mfissen. 

In w 2 geben wir allgemeine Kriterien, warm eine Menge yon Zahlenfolgen 
(mit geeigneten Halbnormen) ein FK-Raum ist. Diese Kriterien umfassen 
alle bei uns vorkommenden F/ille. 

Es folgen in w 3 die Grundtatsachen fiber die einfachsten Funktionen in 
F K ,  R~iumen, n~imlich die linearen Operationen und die Halbnormen. Welter 
ffihren wir die ,,Minoranten einer Halbnorln" ein, die wir sp~iter bei kom- 
plizierten Divergenzproblemen ben6tigen (10.4, t t.5). Schliel31ich fo~-mulieren. 
wit zwei gel~iufige Lemmata fiber Folgen linearer Operationen (3.6 und 3.7). 

An diesen Lemmata erl~iutern wir die in den anschlietlenden w167 4 bis 6 
untersuchten Beweismethoden, die mit den Stichworten ,,Gleitender ]3uckel", 
,,Halbstetige Funktionen", ,,Abgeschlossene Produktr~iume" zu kennzeichnen 
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sind und zur Beantwortung der folgenden, eng zusammenh{ingenden Fragen 
dienen: 

Wann gilt ffir zwei FK-R~iume ~, 3 die Beziehung ~ ( ~ ,  warm gilt ~ q~ ~ ? 
Wann ist eine lineare Operation zwischen zwei FK-Riiumen stetig ? 
Warm nimmt eine Funktion X (a) ~ o~ in einem FK-Raum den Weft + oo 

an ? 
Auf diese Fragen, haupts~ichlich die erste, werden sich n~ilnlich fast alle 

unsere Probleme zurfickffihren lassen. Die drei Methoden tragen ungefiihr 
g!eich'weit. Wi t  bevorzugen in dieser Arbeit die letzte (Produktr~iume), weft 
sie bis jetzt in der Literatur etwas vernachliissigt wurde, auBerdem auch ffir 
FK-Riiume besonders geeignet ist. Jedoch gibt es Fiille, wo nut der',,Buckel" 
oder nur die ,,halbstetigen Funktionen" zum Ziele ffihren (vgl. etwa i t .2 
und i0.4). 

w 7 stellt di e wichtigsten Resultate fiber FK-R~iume zusammen. Diese 
handeln von Vereinigung und Durchschnitt abz~llbar vieler FK-Riiume und 
vor allem vonder  Beziehung ~ ( 3 zwischen zwei FK-R~iumen. 

Ausfiihrliche Inhaltsangaben stehen am Anfang jedes einzelnen Para- 
graphen. 

Wit betonen, dab ein guter Teil unserer Ergebnisse auf der Ausnfitzung 
der ,,koordinatenweisen Konvergenz" in FK-R~iumen beruht. Wir k6nnten 
eine analoge Eigenschaft auch ffir R~iume formuliere n, deren Elemente Funk- 
tionen sind, jedoch kiirzt die Verwendung der .FK-R~ume manche Ausffih- 
rungen ab. 

Schon seit langer Zeit versuchte man, mit funktionalanalytischen Methoden 
in die Funktionentheorie einzudringen. Gr613ere Erfolge hat man jedoch erst 
in neuerer Zeit erzielen k6nnen, nactidem geeignete Raumtypen eingeffihrt 
und untersucht worden sind, niimlich die F-R~iume, die ,r R~iume 
(s. K6THE ~t950~) und gewisse Verallgemeinerungen derselben. Ihrer An- 
wendung in der Funktionentheorie haben vor aUem K6THE uncl TOEPLITZ 
Bahn gebrochen. Verfasser verdmakt diesen Autoren zahlreiche Anregungen. 

Die Ver6ffentlichungen auf diesem Gebiet teilen wir in vier Gruppen ein: 
I. Die Existenz analytischer Funktionen mit gewissen Eigenschaffen wird 

auf die L6sung eines unendlichen Gleichungssystems zuriickgeffihrt. Arbeiten 
von BOREL, EIDELHEIT, POLYA, K6THE, TOEPLITZ (S. Sehriftttlmsverzeichnis 
bei K6TaE Et947~). 

2. Der Zusammenhafig analytischer Funktionen mit ihren Randwerten 
bzw. Randverteilungen (Cauchyscher Integralsatz u.X.) wird untersucht. 
Arbeiten yon FANTAPPII~, TAYLOR, SILVA, K6THE, DIAS, GROTHENDIECK 
(S. Literaturverzeichnis bei K6THE [1952~). 

3. Man befaBt sich mit tier Existenz yon Grenzwerten, die im Zusammen- 
hang mit analytischen Funkfionen. auftreten. (Randwerte, Reihenentwick- 
lungen, Funktionsfolgen). Arbeiten von KIERST-~ZPILRAJN (S. w t0), TOEPLITZ 
(s. w167 8 und 9), TAYLOR (S. w 9)~ 

4. Sonstige: GANAPATHY IYER, DOSS, MARCOUCHEWiTSCH (Behandlung 
allgemeiner topologischer Eigenschaften. Orthogonalentwicklungen, ]3asen). 
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Die vorliegende Arbeit  geh6rt zur  dri t ten Gruppe. Von TAYLOR und 
TOEPLITZ weichen wir in der Art  der topologischen Hilfsmittel ab:  TAYLOR 
beschr/inkt sich auf Banachr~tume, TOEPLITZ verwendet  vollkommene R~ume. 
Dennoch ergeben sich manche Parallelen zu diesen Arbeiten (s. w167 8 und 9). 

w I. Def in i t ionen und  Beze ichnungen .  
l~bersicht. Wir setzen die Igenntnis der Grundlagen der Funktionalanalysis und'  

Topologie voraus. Wir verwenden die Bezeichnungen und Definitionen der franz6sischen 
Schule (BOURBAKI [1940], [19491, DIEIJDONN~ [1942]), die sich yon denen der polnischen 
Schule (BANACH [t932]) hauptsiichlich in folgenden Punkten unterscheiden: 

Die Topologie wird nicht auf konvergenten Folgen, sondern auf offenen Mengen 
aufgebaut. ,,F-Raum" ist ein weniger umfassender Begriff als bei Banach. Ein linearer 
Raum hat die komplexen, nicht nur die reellen Zahlen als Skalare. Eine lineare Operation 
ist nicht notwendig stetig. Das Wort Funktional wird vermieden. 

Nicht bei Bourbaki stehen die Begriffe: Fette Teilmenge, Nolgenraum, BK-Raum, 
FK-Raum, Abschnittsdichte, Abschnittskonvergenz. Ffir das Wort ,,entourage" schlagen 
wir die tJbersetzung ,,Band" vor (ein Band liings der Diagonale des Produktraumes, ein 
Band, das die Umgebungen verschiedener Punkte verbindet). 

Begriffe wie Menge, Funkt ion,  Operation, stetig, halbstetig setzen wir als 
bekannt  voraus - -  vgl. e twa  CARATHI~ODORY Et927, insbesondere S. 120ff.~, 
BANACH [19321, HILLE [19481. 

Ein (komplexer) linearer Raum ~ is t  eine addit iv geschriebene abelsehe 
Gruppe, in der eine Multiplikation ha  mit  d e n  komplexen Zahlen $ erkl/irt 
ist, die folgenden Gesetzen genfigt: 

Eine !ineare Operation oder lineare Abbi ldung T (zwischen zwei l inearen  
R~iumen) erffillt die Beziehungen 

T($a )=~r (a ) ,  T ( a + b ) =  r (a )+  T(b). 

Eine lineare Operation T, deren Werte  komplexe Zahlen sind, wird Linear[orm 
genannt.  Aus Grfinden der  ,,Dualit~it" wird ihr Wel t  oft mi t  < a, a'> bezeichnet, 
wo a' als Symbol  f f i r  die betreffende Abbildung steht. 

Eine Halbnorm (oder Quasinorm) ~ (a) ist eine in einem linearen R a u m  
erkl~irte Operation,  derenWer te  positive Zahlen (einschliel31ich der Null) Sind, 
mit  den Eigenschaf fen  

Folgt  fiberdies a = o (Nullelement) aus 9 (a) = ~, so heiBt 9 eine Norm. 
Lassen wir bei reellwertigen Funkt ionen,  insbes0ndere Halbnormen,  den 

Wert  + oo zu, so kennzeichnen wir dies durcl l  ~0(a) N oo. Wir  rechnen dann 
in fiblicher VCeise mit  dem Wer t  oo, wobei die Ausdrficke 0-o~ und o o -  e9 
undefiniert bleiben. 

In  einem linearen R a u m  ~ seien abz~ihlbar viele Halbnormen f i  erkl~irt; 
tI(e,m) ( e > 0 ;  m----0,1 . . . .  ) sei die Menge der Elementpaare  (a,~) (wo 
a, I) C ~) mit  

~ 0 ( a  - ' b ) <  e . . . . . .  ~, , , (a - ~ , )<  e.  
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Mit den U als Grundsystem yon B~indern (entourages) ist dann in ~ -- E~; 9i] 
eine gldchmiiflige Struktur trod damit eine Topologie erkliirt (BotlRBAKI Et940,. 
S. 85--92]). Von dieser Struktur mfissen wit uns merken, dab in ihr --  gemiil3 
den allgemeinen Definitionen --  eine Folge ar eine Cauchy/olge bzw. gegen 
a konvergent'heiBt, wenn es zu jedem Band 1I ein r gibt, so dab 

�9 ( a (% a(")) E t t  (m, n > r) 
bzw. 

(a, o(")) E U (~ > r) 

gilt. Diese Bedingungen sind gleichbedeutend mit 

, , , ,12~,(r  _ a~"~) - -  o ( i -  o, t . . . .  ) 

bzw. 
~ m  9,t~---'- ~"~, ----'0 (i---- 0, t . . . .  ). 

Weiter heiBt eine Foige a ("~ beschrdnkt, wenn es zu jedem Band lI ein ~ > 0 
gibt, so dab 

(o, ~.a(")) E U ( n -  o, t~. . . )  

gilt, was dasselbe bedeutet wie 

fin 9i(a(")) < oo (i = 0, t . . . .  ). 
n=0,1 , . . .  

ist mit dieser Struktur ein linearer topologischer Raum (d.h. ein linearer 
Raum mit einer Topologie, in der ~ a und a + 3 als Funktionen beider Ver- 
iinderlichen stetig si~d)Mnd sogar ein lokalkonvexer Ranm (s. DIEI:DOI~N~ 
[1942, S. i t0]).  In ~ sind. wrmittels  der Topologie Begriffe wie stetig, ab- 
geschlossen, dicht,, Gnmdmenge, nirgends dicht erkliirt. Eine Untermenge 
yon ~ heiBt mdger {pde r Menge yon erster Kategorie), wenn sie Vereinigung 
abziihlbar vieler nirgends dichter Mengen ist, fett~ wenn sie Komplement 
einer mageren Menge ist. Der Raum ~ heiBt vollst~ndig, wenn jedes Cauchy- 
filter (BoURBAKI [1940, S. 99]) in ihm konvergent ist, was bier wegen der 
Metrisierbarkeit yon ~, s. unten --  bedeutet, dab jede Cauchyfolge gegen ein 
Grenzelement konvergieIff. 

Ein F-Raum ist ein Raum ~ ------ E~; 9i] der eben beschriebenen Art, in dem 
a - - o  aus 9~ (a) - -0  (i = 0, l . . . .  ) folgt (separierte Struktur)und der tiberdies 
vollst~indig i'st. E inF-Raum heiBt ein B-Raum ~ ~ [~; 9], wenn seine Struktur 
dutch eine einzige Halbnorm 9 (a)----II a ]] beschrieben werden kann, was sich 
so ausdrficken l~il3t: ~ ist ein F-Raum mit den Halbnormen 9, 0, 0 . . . .  (oder 
auch 9, 9 . . . .  ) ; 9 ist dann natfirlich eine Norm. 

In einem Raum [~; 9i] (s. oben) fiihren wir mittels der stetigen Linear- 
formen (a,  a ' )  (kurz m i t a '  bezeichnet) neben der oben genannten (starken) 
Struktur eine ,4schwache" gleichmdflige Struktur und damit eine ,,schwache" 
Topologie ein. Als Grundsystem yon B~indern nehmen wir die durch 

l < a -  L a ' ) ]< ~ (a'C~') 
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definierten Mengen U(e, 3'), wobei e die Zahlen > 0 und ~' alle endlichen 
Teilmengen der Gesamtheit der stetigen Linearformen in E~;gi] durchl~uft. 
Die auf dieser Struktur beruhenden Begriffe versehen .wir mit dem Zusatz 
,,schwach" (schwach konvergent usw.). Die schwache gleichm~Bige Struktur 
ist wegen der Stetigkeit der Linearformen grb'ber als die starke, d.h. enthAlt 
weniger BAnder, aber mehr konvergente Filter und Folgen (wobei ,,mehr" 
,,gleichviel" nicht ausschliel3en soll). 

Die gleichm~tl3ige (starke) Struktur in E~; ~]  l~13t sich mittels einerMetrik 
definieren, z.B. durch 

OO 

d(a, ]b) = ~  2 - i  9 , (a -  1~) 

~=o 

(vgl. BOURBAKI [t949, S. 22--231), SO dab wir in [~;9i] die Betrachtung der 
Filter durch die der Folgen ersetzen, m. a. W. die. Struktur mittels Folgen 
erkl~ren k6nnen. Dies geht jedoch im allgemeinen nicht bei der schwachen 
Struktur. Die Menge der stetigen Linearformen a' i n ~  bildet den dualen 
Raum ~', der sich ersichtlich als linearer Raum auffassen l~13t und in dem 
man in verschiedener Weise gleichm~Bige Strukturen und Topologien ein- 
fiihren kann. ,Uqs interessiert nur der Fall, dab ~ ein B-Raum ist: ~' ist 
dann mit der Norm 

[I a']l = fin ](a, a')] 
Ilall<a 

ebenfalls ein B-Raum. 
Ein BK- bzw. FK-Raum ist ein B- bzw. F-Raum, dessen Elemente Stellen 

(Folgen komplexer Zahlen) a---- {ak}~=0,1 .... sind, u nd in dem die Abbildungen 
a-->a~ (k.~O, ~,...) stetige Linearformen sind. Aus der (starken) Konvegen z 
iln Raumsinne folgt also die ,,koordinatenweise Konvergenz".. Da sich ein 
Stellenraum auf ,,h6chstens eine Weise" als FK-Raum auffassen liiBt (die 
genaue Aussage steht in 7.1), k6nnen wir ffir einen FK-Raum und die Menge 
seiner Elemente dieselbe Bezeichnung verwenden. So ist fiir zwei FK-R~iume 

({~ (was @----3 nicht ausschliel3t) im mengentheoretischen Sinn zu ver- 
stehen. 

Ein FK-Raum (oder BK-Ranm) ~ besitzt A bschnittsdichte, wenn die 
abbrechenden Stellen (Stellen {ak} mit a~----0 fiir fast alle k) zum Raum ge- 
h6ren und in ibm dicht liegen; er besitzt A bschnittskonvergenz, wenn dartiber 
hinaus ffir jedes {ak}E~ die Stellen {a 0 ..... ,a,,O,O . . . .  } bei r-+c~ gegen 
{ak} konvergieren. 

Weitere Bezeichnungen findet man  in w 8. 

w 2. Kriterien fiir FK-R~ume. 
l~bersicht. Wir geben einige Kriterien dafiir, dal3 gewisse Folgenrtiume dutch Fest- 

setzung geeigneter IJalbnormen als Fsrf-~Ri~ume aufgefaBt werden kSnnen. Diese Kri- 
terien umfassen f a s t  alle bekannten .F~.lle yon FK-R~timen. Schwierigkeiten bere i te t  
dabei nur der Nachweis der Vollst~ndigkeit. Die betreffenden ]Riiume werden aus schon 
bekannten 1R.tkumen gewonnen  durch ,Kle iner  unendlich" - b z w .  Null-Setzen yon 
Halbnormen (2.t, 2.1a,-2.2), mittels Durchschnittsbildung (2.3) und einfacher Trans- 
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formation (2.4). 2,5 behandelt die Frage verschiedener Systeme yon Halbnormen, die 
dieseibe Topologie ergeben. 2.6 liefert da~nit ein Normierbarkeitskriterinm: Wir schlieBen 
mit  einer Liste yon B K -  und FK-R~iume.n. 

K r i t e r i u m  2A (Linearer Unterraum). [~; ~3 sei ein FK-Raum, Z (a) ~ oo 
eine nach unten halbstetige Halbnorm in ~. Dann bildet die Menge ~ der a C 
mit Z(a)< oo einen FK-Raum mit den Halbnormen Z(o), 9o(a), 91(a), . . . . .  

Beweis .  Die einzige Schwierigkeit liegt im Nachweis der Vollst/~ndigkeit 
von ~. Sei o(~) eine Cauchyfolge in ~. Dann gibt es wegen der Vollst~ndigkeit 
von ~ ein a E ~, so dab a (~ in ~ gegen a konvergiert. Ferner ist Z (a('~) -- a(')) < e 
ftir m, n > r (e). Die Halbstetigkeit ergibt Z (aI~) -- a) ~ e fiir m > r (e), woraus 
m a n  a C 3 und die Konvergenz von a C~) gegen a in ~ abliest. 

K r i t e r i u m  2.2 (Abgeschlossener Unterraum). Z,(a) sei irgendeine Menge 
stetiger Halbnormen in eimm FK-Raum [~ ; q;i~. Dame bildet die Menge ~ der 
a C ~ mit Z , ( a ) = 0  fiir alle ~ einen linearen abgeschlossenen Unterraum in ~, 
also einen FK-Raum mit den Halbnormen 9~. 

Beweis .  Klar. 

K r i t e r i u m 2.3 (Durchschnitt yon FK-R/iumen). Sind [~ !jl; 9~J)l (~ = O, 1,..) 
abzdMbar (oder endlich) vide FK-Rdume, so ist ~ ~- f') ~(~) ein FK-Raum mit 
den Halbnormen ~o~ il (i, ~ = O, 1, . . .) .  

Beweis .  Siehe ZELLER [t95tx, S. 472~. 

K r i t e r i u m 2 . 4  (Transformation mit einer Diagonalmatrix). Sind die 
Zahlen ~ =~ 0 gegeben und ist. [~ ; 9~] ein FK-Raum, so bildet die Menge ~ (6k) 
der Stellen a, fiir die {ak6k} E ~ ist, einen FK-Raum mit den Halbnormen 

Beweis .  Klar. 

K r i t e r i u m 2 . 5  (Wechsel der Halbnormen). [~;9i~ sei ein FK-Raum. 
Genau~dann ist ~ auch mit den Halbnormen Zi ein FK-Raum, wenn Unglei- 
chungen ]olgender Art ~ r  alle a ~ ~ und i, ~ = O, 1 ..... bestehen : 

( z o ( o ) +  " "  + 

zj( ) + " "  + �9 

Be.weis. Die Bedingung ist hinreichend, well dann die 9~ und die Zi 
dieselbe gleichm~Bige Struktur definieren. -- Ist sowohl ~ ;  ~ ]  als auch 
[~; Zi~ ein FK-Raum, so ist auf Grund bekannter S/~tze fiber Operationen 
mit abgeschlossenem Graph die kanonische Abbildung von ~ ; 9i] auf [~; Zi] 
in beiden Richturrgen stetig, was die Ungleichungen ergibt. Man vgl. 'Lemma 7.2 
(Vergleich d e r  Halbnormen von FK-R~umen). 

K r i t e r i u m  2.6 (F K- und BK-Raum). Genau dann ldflt sich ein FK-  
Raum [~; ~] als BK-Raum (mit einer gewissen Norm Z) au//assen, wenn es 
ein r umt Zahlen M~ gibt, so daft fiir alle ~ ~ ~ und i = O, l . . . .  

M,. + ' + 
gilt. 
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Beweis .  I .  Gelten solche Ungleichungen, so ist nach  Kriterium 2.5 
ein BK-Raum mit der Norm 9 0 ( 0 ) + " "  + 9,(a). II. Ist ~ mit einer Norm 

(a) ein BK,Raum, so fo lg t  aus Kriterium 2.5 

9i(a) ~ Mi)~(a ) ~ M,.  N .  (90 (a )+  "" +9, (a) )  

mit  einem gewissen r = i(0). -- Wir h~itten uns beim Beweis auch auf  das 
Normierbarkeitskriterium von KOLMOGOROFF [t934] sttitzen k6nnen. 

Wit bezeichnen spezielle Folgenr~iume dutch einen groBen deutschen Buch- 
staben mit anhiingendem lateinischen Buchstaben (etwa 6B). Wir verwenden 
die Buchstaben 6,  ~, ~R, ~,  ~,  je nachdem es bei den  Elementen {ak} des 
Raumes auf das VerhalCen der a k selber ankommt (6:  Sequenz-Folge), oder 

auf die Teilsummen ~ , a  k (~:: Teilsummen), oder auf die Funktion a ( z ) =  
k = 0  

~. a~z ~ in einem gewissen Gebiet (IR: Regul~re Funktion), oder auf diese Funk- 
tion auf einem Strahl (~: wegen der Nachbarsdhaft im Alphabete gewfihlt), 
oder auf die Konvergenzeigenschaffen der Potenzreihe ~, akz ~ (~:  Potenz- 
reihe). Der lateinische Buchstabe kennzeichnet das Verhalten der a k bzw. 
der Teilsummen usw. nliher, etwa 6B = Raum der beschr~inkten Folgen {a~}. 
Aus dem Rahmen fiillt die historisch begrtindete Bezeichnung ~p (s. unten). 

Als erstes ste.llen wir fest, dab der Raum 6 aller Folgen komplexer Zahlen 
ein FK-Raum mit den Halbnormen 0i(a)~ l a~[ ist, was unmittelbar aus der 
Vol!st~indigkeit des Raumes der komplexen Zahlen folgt: Konvergenz a(~),=+a 
im Raum 6 ist gleichbedeutend mit gliedweiser Konvergenz (a(~)--> a k ffir 
jedes k). Wir spezialisieren Kriterium 2A. 

K r i t e r i u m 2 A  a (UnterrAume yon 6 ) .  z , ( a ) s d  irgendeine Menge stetiger 
Halbnormen in 6, Z (a) ---- fin Z, (a) gesetzt. Die Menge der Stellen a mit )~ (a) < oo 

bildet dann e(nen FK-Raum ~ mit den Halbnormen Z (a), [ao[, [ai[,... r 
iiberdies Ungleichungen der Form I ak]N Mk" Z (a) (a E 3, k ----- 0, t . . . .  ), so ist 3 
sogar ein BK-Raum mit der Norm ): (a). 

Beweis .  Z(e) ist als obere Grenze stetiger Halbnormen eine nach unten 
halbstetige Halbnorm. 2.1 (mit ~-----6) liefert die erste Behauptung, die 
zweite folgt anschlieBend mit 2.5., 

Mit 2.1 a erhalten wir die unten verzeichneten BK-R~iume. Hinter der 
Bezeiclmung des  Raumes und ihrer Erl~tuterung steht das jeweilige :~(a). 
Zum Raum geh6ren also genau die a mit  Z (a) < oo, die Norm ist Z (a). 

% (beschr/inkte Folgen): f ~  [a k]; 
k=O,1,... 

~B (beschr~nkte Reihen) : I~n ~ a k ; 
n = 0 , 1 , . . .  5~=0  [ 

n = 0 , 1 , . . .  \ k ' = 0  

~ .  (Potenzreihen mit beschr~nkten Teilsummen) : 
- -  I ~r l 

fin f~n Zakzk[ �9 
n = 0 , 1 , . . .  ]z < 1  k = O  
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Kriterium 2.2 liefert weitere BK-R/iume. In  der nachstehenden Liste ist 
neben der Bezeichnung des Raumes (in 2.2 also ~) der jeweilige Oberraum 
aufgefiihrt (in 2.2 also ~), sodann die in 2.2 mit  Z bezeichnete Halbnorm. 
(Wir- betrachten den Fall, dab die Menge Z, aus einer Ha lbnorm besteht.) 
Zum Unterraum geh6ren aUe a des Oberraumes mit  Z ( a ) -  0, w/ihrend die 
Norm yon a i m  Unterraum gleich der Norm yon o im Oberraum ist. 

~c  (konvergente Folgen): ~B, li--~ I% at [; 
kfl---~ oo 

-":7"- 
~N (Nullfolgen): ~B, li~moo l ak ]; 

~:c (konvergente Reihen): ~B, lim a k ; 

~ (gleichmXBig kon,cergente Potenzreih'en) : ~B, lim fin ~ a  k z ~ 
m,n--.-~oo [ z l < l  k~_ m 

w 3. Lineare Operat ionen,  Ha lbno rmen  und Minoranten.  
~3bersicht. Wit ttihren die Minoranten einer Halbnorm ein; das sind reellwertige 

Funktionen, die sich z.B. durch fin-Bildung yon Halbnormen ergeben (3.3). Die obere 
Grenze yon Halbnormen bzw. Minoranten ist wieder eine Halbnorm bzw. Minorante 
(3.4). Die Hilfssgtze 3.t, 3.2 und 3.5 befassen sich mit der Stetigkeit yon Halbnormen, 
Minoranten und linearen Operationen. SchlieBlich iormulieren wir zwei bekannte Lem- 
mata (3.6 und 3.7) fiber Folgen yon Linearformen. An diesen Lemmata werden wir in 
den w167 4 bis 6 drei Beweismethoden veranschaulichen. 

Wir s_agen, dab eine Funktion o~(a)~oo in einem "F-Raum E~;9~] die 
Bedingung (~Td) erfiillt, wenn es Zahlen m und M gibt, so dal3 

(Yr o~ (a) ~ U .  (% (a) 2_. . .  T 9~ (a)) (a C ~) 

gilt. Sind die 9i monoton, d.h. gilt ~0~(a)~i+l(a) ,  oder ist ~ ein B-Raum 
I~;9~, so vereinfacht: sich diese Bedingung zu 

o~(a) ~ M ' 9 ~ ( a  ) bzw. a~(a) ~ M . T ( o ) .  

H i l f s s a t z 3 A  (Stetige Halbllorm). Erfi~llt eine Halbnorm X(a)~oo in 
einem F-Raum [~; 9il die Bed~ngung (~TVl), so ist ~ (a) < ~ und stetig. Ist (:34) 
nicht erfiillt, so ist Z (a) in kei~er offenen Menge des Raumes beschrdnkt, ins- 
besondere nirgends stetig. 

B e w e i s .  Is t  (5~f) erfiillt, so ist Z jedenfalls im Punkte  0 stetig. Mittels 
der Dreiecksungleichung fibertr/tgt sich dies auf jeden beliebigen Pu-nkt a. 
Is t  (YV/) nicht erffillt, so konstruiert man Elemente a (*), die im F - R a u m  
gegen 0 konvergieren, so dab Z ia(~))-+oo geht (vgl.. etwa ZELLER Et951~, 
S. 467~). Z ist also in keiner Umgebung des Nullpunktes beschr/tnkt. Mit 
der Dr'eieckstmgleichung ~bertr~gt sich dies auf jeden beliebigen P u n k t  a, 

Die Funktion ~0(a)~oo heiBt Minorante oder Unternorm der Halbnorm 
Z (a) ~_ co, wenn sie folgenden Bedingungen gentigt:  

(~') ~ (~ + ~) ~ ~ (~) + z (~) .- 
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,Die Dreiecksungleichung ist also durch die kompliziertere Bedingung A' 
ersetzt. 3.t l~iBt sich in gewissem Umfang anf Minoranten fibertragen. 

I - I i l f s sa tz  3.2 (Stetige Minorante). ~v(a) ~oo sei Minorante der Halbnorm 
Z(a)~oo  im F-Raum [~;q~iJ. I. Ist  Z stetig, so auch y~. I I .  Erfiillt y~ nicht 
(~ff) und liegen die Punkte b m i t  X (3) < oo dicht ira Raum ~, so ist ~v in keiner 
oHenen Menge beschrdnkt. 

Bewei s .  A' liefert nach Umrechnung 

(A") ~(a + ~ ) > ~ ( a )  Z ( ~ ) .  

I. Dies folgt aus A' u n d A " .  II. Wir konstruieren eine Folge a(')-+0 mit 
~v(a(,))--~ oo (vgl. 3.t). ist ~ irgendeine offene Menge im F=Raum @, so w/ihlen 
wir ein b E ~ mit Z( b) < oo. Setzt man in A" a (~) statt  a ein, so ergibt sich 
die Behauptung. 

Minoranten v0n Halbnormen werden bei uns ffir gewisse'Divergenzfragen 
von Bedeutung sein (10.4, t l.5). Mit Rficksicht auf diese Anwendungen sind 
die fibrigens nicht unabh/ingigen Axiome der Minorante gew/ihlt. Die meisten 
Folgerungen fiber Minoranten lassen sieh jedoch anf schwiicheren Forde _rsmgen 
anfbauen. Die beiden n/ichsten Hilfss/itze zeigen, in welchem Zusammenhang 
man anf Minoranten st6Bt. 

H i l f s s a t z  3.3 (fin_ von Halbnormen). Fiir ~edes z einer Menge Z sei 
Z (a; z) ~ oo eine Halbnorm ein und desselben linearen Raumes. Dann ist die 
Funktion 

~o(a) ---- f inz(a ;z )  ~oo 
*EZ 

Minorante der Halbnorm 

z ( a )  = 

Bewe i s .  Einfache Rechnung. 
H i l f s s a t z 3 . 4  (fi--n von Halbnormen und Minoranten) . . Is t  /iir ~edeS r 

einer Menge R die Funktion ~v ( a ; r) ~ oo Minorante der Halbnorm y, ( a ; r) ~ oo 
(a variiere in einem lineare~t Raum),  so ist 

Minorante der Halbnorm 
Z(a) /~nz(a; r) ~ oo. 

Sind die ~v(a; r) bzw. 2(a;  r) stetig, so ist ~p bzw. Z nach unten halbstetig. 

Bewe i s .  Klar. 

H i l f s s a t z  3.5 (Lineare stetige Operationen ). Eine lineare Operation T, 
die einen F-Raum [~; q~iJ in einen ebensolchen E~ ; Zs! abbildet, ist genau dann 
stetig, wenn die Halbnormen g i (Ta)  (/ '=0, t . . . .  ) in ~ stetig sind, also die 
Bedingung (SM) (s. oben) erfiillen. 

Bewe i s .  Klar. 

Die bekannten Lemmata  3.6 und 3.7 dienen uns zur Erl/iuterung der in 
den folgenden Paragraphen besprochenen Beweismethoden (vgl. Einleitung). 



298 ~:a~L Z~-L~:. 

L e m m a 3 . 6  (Folgen yon Linearformen). [~ ;9]  sei ein B-Raum, die 
<a, as (n = o, t ,  . :.) ste~ige Zinear/orm~n in ~. CiU ~ II 4if  = oo, so gibt e~ 

n=0 1,... 
d n  a C ~  mit fi-~ [(a, a~>[---- co. (Fiir die 'Definition von[[ a~[[ vgL w !.) 

~ 0 , 1 , . . .  

L e m m a  3.7 (Doppelfo!gen von Linearformen). [~; 9] sei, tin B-Raum, 
die (a ,  a ~ )  (__n,p----0, t . . . .  ) stetige Zinear/ormen in ~. Gibt es zu iedem 15 

t - -  r einap mit f in  I<ap, a . p > [ ~ o o ,  so auch ein a E ~  mit f in  I~a,a,p> I = o o  
: ~=0, I,.... . ~=0,1,... 

li~r alle p = O; t ,  . 

w 4. Der gleitende Buckel .  
Obersicht .  Die Methode  des glei tenden Buckels  bes teh t  darin, dab man  ein E lemen t  a 

mi t  den EigenSchaften E0, E x . . . . .  auS E lemen ten  a~ mi t  der  E igenschaf t  E k in F o r m  
einer  t ie ihe  ~ r  Ctk zusammen.setzt,  wobei m a n  daraus achtet ,  dfi, B sich die ii k gegen- 
seitig n ich t  st6ren,  dab also beziiglich E~ das E lemen t  a~ in der  Summe den Haupteinf luB 
(Buckel!) ausiibt.  Wie man  diese St6rungsfreitleit  erzielt,  ist  aus den u n t e n  gezeigten,  
verhi!_tnism~iBig einfachen Beweisanordnungen  ftir die L e m m a t a  3.6 und  3.7 zu sehen. 
W i r  weisen auch auf einen prinzipieUen Vortoil  des , ,Buckels" gegeni ib~r .den Mvthoden 
a u s  w167 5 und 6 b i n ,  der  un te r  anderem in 1t .2 zur Gel tung k o m m t .  Der  Grundgedanke  
der  M e t h o d e  s t a m m t  yon LEBESGUE [1909] und  TOEPLITZ [19i l ] .  

B e w e i s  zu Lemma 3.6 (Folgen yon Linearformen ). Wir k6nnen o~=~o 
voraussetzen. ZU jedem n = 0 ,  t, . gibt es ein a ,C~ mit 

Wir dfirfen annehmen, dab 

M~---- fEEn I(%,Q&>t<oo (n- -o ,a  . . . .  ) 
�9 ~ = 0 , 1 , . . . .  

gilt, sonst ware j a nichts mehr zu beweisen. Wir w~ihlen eine Folge natfir- 
Iicher Zahlen no<ha<  .... nach der induktiven Vorschriff: n0~-0; sind 
n o . . . . .  n,_x bestimmt, so wird n, so gew~ihlt, dab 

r--1 

~=0 
- -  ! 

gilt (dies ist m6glich wegen fin ] a~][ = oo). Das Element a = ~  5- ~ a~ geh6rt 
t t = 0 , 1 , , , .  

wegen der Vollst/indigkeit zum Raum ~. "Es ist 

, /~, , / ,-~ , oo , \  
5 - ~ a , ~ , a , ~ , > = ( E + Y . +  Y. 5 - * a ~ , , ~ , / = I + I I + I I I ;  

\~-0 

Ik=O 

I.IIl = 5-'1<~,;,, ~',>1 > 5 - q  II il,;~ll, 

I i i i ] =  a,,,,a,,~. < E 5- ' .1  l l i l , , l l= -T I I  ,~11. 
k \~- - r+l  ' 
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Die Absch~tzungen lehren 

I<a,a&~> > �88 > r ,  
also 

1<a, a~>I = oo, 
~=0,1, . . .  

w. z. b. w. 
In  manchen Spezialf~tllen lassen sich die' Absch~itzungen vereinfachen, 

n~mlich dann, wenn die Linearformen a~ in gewissem Sinn unabh~tngig sind, 
woffir wit als krassen Fall das Beispiel.@=| (vgl. w 2), <a, a~> = k .  a k an- 

k t t 
fiihren. Der Name gleitender Buckel erkl~trt sich so, dab in <~. 5-  a,~, a~,> 
ffir jedes r e i n  anderes Glied der Reihe ffir das Grol3werden der Summe 
(Buckel[) verantwort l ich ist, w~hrend die restliehen Glieder nur geringen 
Einflul3 aus t iben .  Die Voraussetzungen wurden nur zum Teil ausgenfitzt. So 
k6nnen wir s ta t t  Linearformen auch Halbnormen und Minoranten betrachten. 
Ein prinzipieller Vorteil des ,,Buckels" im Vergleich zu den Methoden aus 
w167 5 und 6 liegt welter darin, dab .man unter  Umst~nden a in Gestalt e i ne r  
divergenten (d. h. nicht im Sinne der Norm des Raumes konvergenten) Reihe 
darstellen kann - -  s. Hilfssatz t 1.2 (Randwerte bei beschrankten Funktionen) 
und Hiifssatz t2.2 (Randwerte bei beschr~tnkten unstetigen Funktionen). 

B e w e i s  yon Lemma 3.7 (Doppelfolgen yon Linearformen). W i r  diirfen 
Y, II apll < oo annehmen. Wir best immen mittels induktiver Vorschrift Zahlen 
}o, }1 . . . .  mit  0 < }k ~ t und nattirliche Zahlen n = n (p, m) ( 0 ~  p ~ m; 
m = 0 ,  t . . . .  ) s o ,  dab 

~k%,a,,p/ >m ffir n=n(p,m), O~Tb~m~l, / = 0 ,  t . . . .  

gilt. Denn dann ist a = ~ ,  ~kn~ konvergent und 

I<a,a&~>l ~ m  f ~ r  n=n(p,m), O~p~m,  m = 0 , 1  .... . .  
d.h. 

�9 I <  ' > t  o,a.p = o ~  ( p = 0 , 1  . . . .  ). 
n = , &,... 

Die Bestimmung erfolgt so: Shad ~o . . . . .  ~z und n(p,m) ffir O~p~m~l  
schon derart  definiert, dab 

(t) fin " = oo (p = 0 . . . . .  l), 
~r / 

/ ' , \ 
(2) \ ~ 0 ~  a~, a~p />  m f~r n -- n(p. m), o ~ p < m ~ Z 

gilt, so w~hlen wit ~z+l so, dab 

- -  /xT~/+l t \ 
(~ ' )  f i n  ~k~=,k,t~,anp n=0, a .... _ - -  / = .  oo (d ~ = 0 ,  . . . .  l +  ~) ,  

i i + 1  ) 
(2') ~_o~a~,a"n# >m ffir ~=n(p,m), O ~ p ~ m ~ l  

Mathematische Zeitschrift. Bd. 58. 20 
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gilt. Dies ist m6glich, weil Bedingung. (t') nur endlich viele Werte ffir ~+x 
ausschlieBt und (2') zu erffillenist, indem man ~t+l so klein w~hlt, dab das 
im Vergleich zu (2) neu hinzukommende Glied ~t+l az+l keinen wesentlichen 
EinfluB in den betreffenden endlich vielen Ungleichungen ausfibt. Sodann 
legen wir VermSge (t') n (p, l + t )  (0 < p < 1 + 1) so fest, dal3 

(2") \ ~ o ~ a k ,  > l + l  far n = n ( p , l + l ) ,  0 _ ~ p ~ l + l  

ist. (2') und (2") zusammen ergeben Bedingung (2) mit l + t an Stetle von l. 
Entsprechendes gilt ffir (t') und (t). Mit den Anfangswerten ~0= 1, n(0, 0) 
geeignet gewithlt, haben wir die gesuchte induktive Vorschrift. 

Wir erkennen bier als Nachteil des ,,Buckels", dab umfangreiche Rech- 
nungen n6tig sind. Der Beweis vereinfacht sich jedoch wesentlich, wenn man 

- -  t 

fin <a , ,a ,p>[<eo  ffir p # r  
n = 0 , 1 , . .  

annehmen daft. 

w 5. Onterhalb stetige Funktionen.  
t3bersicht. Aufbauend auf einem bekannten Magerkeitssatz .yon BAIRE (5.1) erhitlt 

man Bedingungen, unter denen eine nach unten halbstetige Funktion bzw. Halbnorm 
bzw. Minorante r (a)~ oo den Weft  oo annimmt (5.2 bis 5.4). Mit 5.3 ergeben sich sofort 
die Lemmata 3.6 und 3.7. Der Grundgedanke dieser Methode s tammt yon SAKS (siehe 
BANACH-STEINHAUS [1927]). I n  etwas abgeAnderter Formulierung finder man 5.3 bei 
BANACH [1932, S. t9], und bei GELFAND [t936]. Satz 5.4 ist mit einem Ergebnis yon 
BANACH [193t] verwandt. 

L e m m a 5.t (Magerkeitssatz von Baire). Is t  ~ eine magere Menge  in einem 
voltstdndigen metrischen R a u m  ~, so gibt es ein a C ~, a ~ ~ .  

B e m e r k u n g .  Ffir die Anwendung beachte man, dab die Vereinigung 
abz/thlbar vieier magerer Mengen wieder eine magere Menge ist, wie direkt 
aus der Definition zu ersehen ist. 

L e m m a 5.2 (Unbeschr/tnkte halbstetige Funktion). ~ sei ein vollstdndiger 
metrischer Raum,  ~o(a)~oo eine rnaCh unten halbstetige Funk t ion  in ~. Is t  
co (a) in keiner o[/enen Teilmenge yon ~ nach oben beschrdnkt, so gibt es ein 
a E ~ mit  a~ (a) oo. Genauer: Die Menge der a C ~ mit  o~ (a) = oo ist [ett. 

L e m m a  5-3 (Halbstetige Halbnorm). Eine nach unten halbstetige Halb- 
norm Z(a)~oo in  einem F - R a u m  ~ ist genau dann stet~g, wenn Z(a)<  eo fiir 
alle a E ~ gilt. Is t  letz~eres nicht der Fall, so ist die Menge der a mit  Z (a) = oo left. 

B e w e i s e .  Der einfache Beweis von 5.1 ist bekannt (vgl. BANACH [1932, 
S. t4]). Aus 5.1 folgt leicht 5.2 (ffir die Beweisinethode vgl. man BANACH 
[t932, S. 19]). 5.3 erh/tlt man nun mit Hi!fssatz 3.1 (Stetige Halbnorm). 

Lemma 3.6 (Folgen von Linearformen) und Lemma 3.7 (Doppelfolgen yon 
Linearfolgen) gewinnt man durch Anwendung von 5.3 auf die Halbnormen 

' fi-'-n [<a, a'~p>[~ oo z (a) ----.=o, ~r,...l<a' a">[< *~ bzw. Zp(a) = =o, ' .... 
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(vgl. Hilfssatz 3.4 fiber die obere Grenze von Halbnormen). Mit Hilfssatz 3.2 
(Stetige Minorante) an Stelle von 3.t erhalten wit eine Variante von 5.3: 

S a t z  5.4 (Halbstetige Minorante). ~0(o)~ o~ sei eine nach unten halb- 
stetige Minorante der Halbnorm z ( a ) ~  oo im F-Raum ~. Die Stellen b m i t  
Z (b) < oo m~gen in ~ dicht liegen, ~/ erfiille nicht die Bedingung (SM) aus w 3 
(d.h. sei in keiner Umgebung yon o beschrdnkt). Dann gibt es ein o E ~ mit 
~(a) = oo. Genauer: Die Menge tier ~ mit ~(~) - oo ist /ett. 

Wir bemerken noch, dab man ein o mit Z(a) ---- oo in 5.3 bzw. mit ~0 (a) = oo 
in 5.4 dutch eine Konstruktion erh~lt, die gr0Be Ahnlichkeit rhit der Kon- 
struktion beim ,,gleitenden Buckel" (w 4) aufweist (betrachte den bekannten 
Beweis yon 5.t mit der ,,Kugelschachtelung"): 

w 6. Produktr~ume. 
13bersicht. Der Produkt raum (~ --  (~, ~) zweier F-Rgume ist  wieder ein F-Raum. 

Lemma 6.1 br ingt  eine Magerkeitsaussage fiber lineare abgeschlossene Unterri iume in (~, 
die auf  Lemma 5.1 (Magerkeitssatz.von Baire) beruht .  Eine  Abbildung T mit  Erkl~rungs- 
bereich ~Q in ~ und  Wertbereich in ~ "heiflt Operation mit  abgeschlossenem Graph, wenn 
die Menge der Elemente (a, To) (a E ~0) in ~ abgeschlossen ist. Fiir solche Operationen 
erhAlt man aus 6.1 bekannte  Aussagen fiber Stetigkeit, Bild--und l~rldArungsbereich (6.2 
bis 6.4). Es ergeben sieh wieder Beweise fiir 3,6 (Folgen yon Linearformen) und  3.7 
(Doppelfolgen yon Linearformen), wobei man allgemeiner Folgen linearer Operationen 
in F-R/iumen bet rachten kann.  Die grundtegende Beweisidee s t ammt  yon SCI~AIIDER 
[t930]; vgl. auch BANACH [t932, S. 38] und  HtLLE [1948, S. 29]. 

und ~ seien F-R/~ume. Der Produktraum (~ --  (ff~ ~) aller Paare (a, b) 
mit a E @, b E ~ 1/iBt sich dann in naheliegender Weise als F-Raum auffassen 
(lineare Verkntipfung in natfirlicher Weise erkl/iren, Halbnormen von ~ und 
fibernehmen! Vgl. auch BOURBAKI Et940, S. 421). 

L e m m a  6.t (Komponenten in Produktr~umen). ~ und ~ seienF-Rdume, 
ein linearer abgeschlossener Unterraum in | (~, ~). Die Menge ~ (~) der 

a E ~, die in einem Element (o, b)E ~ vorkommen, sei nichtmager. Dann ist 
sogar ~ (~) - -~;  und zu ]eder Umgebung ~ yon o in ~ gibt es eine Umgebung H 
yon o in ~, so daft ~edes a E U in einem Element (o, b) C ~ mit ~ E ~ vorkommt. 

Wir unterdrficken den B e w ei s, weil sich fast w6rtlich das Beweisschema 
yon SCHAIYDEI~ E1930] anwenden l~Bt, das sich z.B. wieder bei ]3ANACH E!932, 
S. 381 und HILLE E1948, S. 29] findet. 

Ist T eine Operation von ~ o ( ~  in ~, so wird die Menge der Elemente 
(a, To)  (o C ~o) als der Graph von T bezeichnet. Hier interessiert der Fall, 
dab der Graph im Produktraum @ -  (~, ~) abgeschlossen ist, was sich bei 
Verwendung von Elementfolgen so ausdriickt: 

Aus a ( ' o - ~ ,  To  (~)-+b folgt T 0 - - b .  
Ein solches T wird deshalb auch ,,fehlkonvergenzfrei" genannt. Diese Eigen- 
schaft verlangt etwas weniger als Stetigkeit, so dab der folgende Satz ein 
(wichtiges) Stetigkeitskriterium ~iefert : 

L e m m a  6.2 (Operation mit abgesehlossenem Graph). Eine lineare Ope- 
ration T m i t  abgeschlossenem Graph, die einen F-Raum ~ in emen ebensolchen 

abbildet, ist stetig. 
20* 
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Beweis .  ~ sei die Menge der Elementpaare der Gestalt (a, Ta) (a C ~), 
'also der Graph von T. Lemma 6.t ergibt mit der ~-ll-Bedingung, dab T 
im Nullpunkt, also tiberall stetig ist. 

Bemerkung .  Eine ,,additive" Operation Tmi t  abgeschlossenem Graph 
ist linear. Denn flit rationales ~ ist jedenfalls T (2 a) = ~ T (a). Grenztibergang 
ergibt die Behauptung. Daher gilt 6.2 auch schon unter der engeren Voraus- 
setzung der Additivit~t (s. BANAClt E1932, S. 41]; beim Beweis fehlt dort die 
obige Bemerkung). 

L e m m a  6.3 (Bildraum stetiger Operationen). ~ und ~ seien F-Rdu~ne, 
T eine lineare stetige A bbildung yon ~ in ~. Dann ist die Menge der in der 
Form b = Ta (a C ~) darstellbaren ~ C ~ entweder mager in ~ oder ~ .  

Beweis  ~ sei die Menge der Elementpaare (Ta, a) (a6 ~). Als stetige 
Operation besitzt T einen abgeschlossenen Graph, also l~tl3t sich 6.t anwenden. 

L e m m a 6 . 4 ,  (Erkl~rungsbereich von Operationen mit abgeschlossenem 
Graph). ~ und ~ seien F-Rdume, T eine lineare Operation, die in einem linearen 
Unterraum ~o yon ~ erkldrt ist und diesen in ~ abbildet. Der Graph yon T sei 
in (~, ~) abgeschlossen. Dann ist entweder ~o-~ ~ oder ~o mager in ~. 

Beweis .  ~ sei wieder die Menge der Paare (a, To) (a C ~0). Lemma 6.1 
liefert den Beweis. 

Wir kommen auf Lemma 3.6 (Folgen von Linearformen) trod Lemma 3.7 
(Doppelfotgen yon Linearformen)zurfick. 

Zu 3.6. �9 Wir betrachten die Menge ~0 der a C ~ mit T a =  {<a, a~'>} ~ | 
Die Abbildnng a-+ T a v o n  ~o in ~B hat wegen der Stetigkeit der Linear- 
formen und der: koordinatenweisen Konvergenz in ~B einen abgeschlossenen 
Graph in (~, | Natfirlieh ist aueh sie linear. G~be es kein a der in 3.6 
genannten Art ,  so w~tre ~0 = ~ u n d  T nach Lemma 6.2 stetig, was aber im 
Widerspruch z u  'fTn ]1 a'~]] ---- o~ steht. 

n = 0 , 1 , . . .  

Zu 3,7. Nach Lemma6.4 ist ffir jedes p = 0 ,  t . . . .  die Menge der a mit 
- -  r fin- ] <a, an#> l < oo mager in ~ (man fiberlegt sich wie oben, dab 6.4 anwend- 

~ = 0 ,  l , . . .  " 

bar ist). Lemma 5.t (Magerkeitssatz von Baire) voUendet den Beweis. 

Einige Bemerkungen am Rande: I)iese S~tze und Meth0den lassen sich 
auf Folgen yon Operationefi (in F-R~.umen) tibertragen. Der Raum ~B der 
in einem'F-Raum [~__~; Zj] beschrAnkten Folgen a t*) bildet einen F-Raum mit 
den Halbnormen fin Zj (a(~0) (i = 0, t . . . .  ); Beweis ~hnlich wie bei ~B in w 

r~ = O, 1 , . . .  

Sind die T~ !ineare stetige Operationen, die den F-Raum [~; 9~ in ~ abbilden, 
so ist genan dann T~a ffir jedes a ~ ~ eine beschr~nkte Folge, wenn a --+ {T,a} 
eine stetige Abbildung von ~ in ~ ist (Beweis wie oben ftir 3.6), was sich 
dutch Ungleichungen der Form 

f-~ z~(r,a)~M~(~o(a)+.. .+.q~,i~)(a)) ( i=O,~ , . . . )  
* r  . . .  
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ausdriickt." D a  die Menge ~c der in ~ konvergenten Folgen a(~) einen ab- 
geschlossenen Unte r raum in 3B bildet, so existiert genau dann  lim T~ a ffir 

alle a ~ ~, wenn T,a fiir aUe a ~ ~  eine beschr~inkte Folge bildet und lilnooT,~a 

fiir alle a einer Grundmenge in @ existiert. Entsprechendes  gilt fiir K onvergenz 
gegen Null, schwache Konvergenz usw. SchlieBlich zeigt Lelmna 6.4, dab 
die Menge der a @ @ mit  beschr~inkter Eolge T~ a entweder mager.ist  oder ganz 

umfaBt. Analoges gilt nattirlich fiir , ,konvergente Folge" usw. Man vgl. 
dazu MAZuR-ORLICZ [t933~. 

Auf der Methode der Produktr~iume, die bis jetzt  im Schrif t tum etwas 
vernachl~ssigt wurde, beruhen die S~tze des w 7 und  darnit die meisten Ergeb-  
nisse dieser Arbeit. Jedoch erh~ilt man  viele der funktionentheoret ischen 
Resul tate  auch m i t  dem ,,Buckel" (w 4) oder den , ,Halbstetigen Funk t ionen"  
(w 5) .  Bei FK-R~umen ,  die nach Kri ter ium 2.1 (Linearer Unterraum) mittels 
halbste t iger  Halbnormen definiert werden, l~iuft die Anwendung der Methoden 
aus w 5 und w 6 auf dasselbe hinaus. 

w 7. Sfitze fiber FK-Rfiume. 
~bersicht. Wir stellen einige S~tze fiber FK-R~ume zusammen, die wit bei den 

fotgenden Anwendungen gebrauchen werden. Di.ese S~tze beruhen auf den beiden Grund- 
s/iulen der Funktionalanalysis, dem HAHN-BANACHschen Erweiterungssatz und dem 
Baireschen Magerkeitssatz, und lassen sich grol3enteils mit den in w167 4 bis 6 beschriebenen 
Methoden gewinnen Zuerst besch~ftigen wit uns mit /TK-R~umen ~, ~, die der Be- 
ziehung ~ (  ~ geniigen. Dabei verglei~hen wir die Topologien (7.t) und die Halbnorrnen 
(7.2) dieser Riiume. 7.2 ist wichtig fiir den lqachweis ~ ~ ~, w~hrend man mit 7.3 mitte]~s 
einer Grundmengenbedingung hiiufig ~ ( ~  zeigen kann. In 7.4 betrachteu wit die Ver- 
einigung yon FK-Riiumeix ~(i) (j = 0, 1 . . . .  ). Gilt fiir einen FK-Re.um ~ die Beziehung 

~ ~(]) fiir jedes ], so auch ~ ~ U,~(i). " 7.6 bringt eine ~hniiche Aussage fiir den Durch- 
schnitt yon FK-R~umen, w~ihrend in 7.5 die Konvergenz in einem FK-Raum N ~(i) mit 
der Konvergenz in jedem einzelnen ~(~') in Verbindung gebracht werden. 7.6 ist neu, 
die iibrigen Lemmata stammen im_wesentlichen aus iriiheren Arbeiten des Verfassers. 

L e m m a  7-1 (Vergleich der Topologien yon  FK-R~iumen). Sind ~ und 
FK-Rdume mit ~ ( ~, So ist die yon ~ in ~ induzierte gleichm~flige Stmktur 
gr6ber als die yon ~. Entsprechendes gilt ]~r die schwache gleichmdflige Struktur. 
!st ~ =~,  so haben beide Rdume diesdbe gleichm~flige Struktur. Ist ~ ( ~ =~ ~, 
so bildet ~ eine magere Menge im FK-Raum ~. 

B e m e r k u n g .  Es  ist also die kanonische Abbildung a-->a yon  ~ in 
gleichmABig s t e t ig ;  uiad eine in ~ beschr~inkte, konvergente,  schwach kon- 
vergente, Cauchysche, schwach Cauchysche Folge hat  bzw. dieselben Eigen- 
schaften in ~. 

B e w e i s .  Nach  ZELLER ~t95t, S. 471] ist die eben genannte  Abbildung 
Q-> a stetig, daher  als lineare Abbildung sogar gleichmABig stetig. Dies ergibt 
die Behauptung  iiber die , ,starke" S t ruktur  und  damit  auch fiber die, ,schwache" 
Struktur .  Die Magerkeitsaussage folgt mit  L e m m a  6.3 (Bildraum stetiger 
Operationen). 
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L e m m a  7.2 (Vergleich der Halbnormen von FK-Riiumen). Sind [~;9i] 
und [3 ; Zi] FK-Rdume mit ~ ( 3, so geniigt ]ede Halbnorm Z] in ~ der Bedingung 
(7d) aus  w 3 [die re_it M - - M ( j )  und m--m(. j )  

Zj (a) ~ M .  (~o (a) ~ . . .  + ~,~ (a)) (a C ~) 

lautet und sich in Spezialfftllen noch vereinfaehen litBt s. w 3~: 

Bewe i s .  Nach 7,t ist die Abbildung a-+a yon ~ in 3 stetig. Hilfssatz 3-5 
(Lineare stetige Operation) ergibt die Behauptung. 

L e m m a  7.3 (Grundmengenbedingung). ~ und 3 seien FK-Rdume, ~o eine 
Grundmenge in ~, 3o ein linearer abgeschlossener Unterraum in 3. Aus ~ ( 3  
und go ( 3o /olgt dann ~_ ( 30- 

Bevceis. Dies ergibt sich wieder aus der Stetigkeit der Abbildung a--->a 
yon ~ in ~ (vgl. 7.t). 

L e m m a  7.4 (Vereinigung yon FK-R/iumen). Sind die ~(i) und ~ FK-  
Rdume und gilt 3c~ ~(i) (i--O; t . . . .  ), so auch ~ r  ~(i). Genauer ist ~o  tJ ~(i) 
eine magere Menge im FK-Raum ~. 

Bewe i s .  Nach Voraussetzung ist 3 n ~(J)~:3. ~ n ~(J) ist ein FK-Raum 
s. Kfiterium 2.3 (Durqhschnitt yon FK-R~umen). Nach 7A ist ~ n ~(i), 

also auch U (~n ~(i)) = ~  n U ~(J) mager in 3. Nach Lemma 5A (Magerkeitssatz 
yon Baire) gilt ~ o O @(~) =4= ~ und ~ ~ O ~(i). 

L e m m a  7.5 (Konvergenz im Durchschnitt von FK-R/iumen). Der FK-  
Raum [~.; 9~i)~ sei der Durchschnitt der FK-Rdume [~(i), ~0~ ~1] --  Vgl. Kriterium 2.3 
(Durchschnitt yon FK-Rdumen).  Eine Fotge a ~) in ~ ist genau dann due 
Cauchysche, konvergente, schwach Cauchysche, schwach konvergente, beschrdnkte 
Folge, wenn sie die betre][ende Eigenschafl in fedem ~(i) hat. 

Bewe i s .  Dies folgt aus der Gestalt der Halbnormen in ~ vgl. Kri- 
terium 2.3 -- und der Darstellung der stetigen Linearformen in ~ s. ZELLER 
[1951, S. 472~. 

L e m m a  7.6 (Abschnittsdiehte im Durchschnitt y o n  FK-Rfiumen). Die 
[~0); ~o~)J seien FK-Rdume, die die Menge 91 der abbrechenden Folgen enthalten; 
es gelte ~(i)) ~(i+ll, 91 liege dicht in fedem ~(~) ( f = 0 , !  . . . .  ). I. Dann liegt 91 
auch dicht im FK-Raum ~ -- 0 ~(i) [vgl. Kriterium 2.3 (Durchschnitt yon FK-  
Rdumen)].  H .  Ist [~; Z] ein BK-Raum mit ~(i)~3 (~--0, ~ . . . .  ), so gilt aueh 

B e m e r k u n g .  7.6 II ist also ein Seitenstfick zu 7.4. 
'. Bewe i s .  I. Sei ~ lest gew~hlt, a irgendein Element aus (~. Es gibt Stellen 

3(*) ~ 91, die im FK-Raum ~q) gegen a konvergieren, also wegen 7A auch in 
den FK-R~umen ~(~) ( 0 ~ i ~  l) gegen a konvergieren. Daher erfiillt eines der 
~('), das wir  mit a q) bezeichnen wollen, die Beziehung 

(o ~ i , i ~ _ l ) .  �9 ~ 7 ) ( # )  ~) < ~ +---~ 

Wir erhalten so Stellen a(0C 9.1 (l = 0 ,  t , .  :), die in ~ gegen a konvergieren. 
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II. Wir dfirfen ~ )9 / annehmen .  Wieder sei l lest und I~ sei eine Stelle 
mit b C ~(0, b • 3. Wir bestimmen Stellen 10 (*) E 9/, die in ~(0 gegen ~ konver- 
gieren, b(~) ist in ~(0, also nach 7.4 in jedem ~(i) ( O ~ j ~ l )  eine Cauchysche 
Folge, a.ber wegen ~ ~ 3 keine Cauchysche Folge in ~. Unter den Stellen tier 
Form t3 (b<~)- 1~ (*)) (fl beliebig komplex) k6nnen wir daher ein a (0 finden, das 

' (0~i,i <l), Z(#))>t ~J) (r < ~ 

gentigt. Die so gewonnene Folge 'a (0 konvergiert in ~, abet nicht in ~ gegen 
Null, was ~ ( ~ ausschlieBt (s. 7.t). 

Tiibingen, Matkematisches Insti tut  der Universitiit. 

(Eingegangen am 24. Feb~uar 1953.) 


