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270 h. Hammerstein. 

Einleitung. 

In der mathematischen Physik spielt die Entwicklung einer gegebenen 
Ftmktion in nach Eigenfunktionen eines Randwertproblems fortschreitende 
Reihen eine Rolle. Ein klassisehes Beispiel hieriiir bildet die Frage nach 
LSsungen yon Differentialgleiehungen vom Typ deter der W~irmeleitung 
und der $chwingenden Mvmbran bei gegebenem Anfangszustand. Dies sei 
an der ersteren ausoinandergesetzt. Sic lautet in zwei oder drei Dimensionen 

~u(x,y ,(z);  T) = AAx  v,(z)U(X, y,(z); T) 
ST ' ' 

wo A eine positive Konstante bezeichnet. 
Die Auigabe besteht darin, in einem gegebenen Grundgebiet eine 

solche LSsung u ~ u ( x , y , ( z ) ;  T)  zu finden, die fiir alle Zei~en T einer 
Randbedingung geniigt and fiir T =  0 gegen eine vorgegebene Funktion 
f ( x ,  y, (z)) strebt. 

Gelingt es, f ( x , y ,  (z)) in ,,Fourierseher Weise" naeh den Eigen- 
funktionen 7~ yon 

bei der gegebenen Randbedingung zu entwickeln, so geniigt, wie unmittel- 
bar auf Grund des flit Dirichletsche Reihen angewandten Abelschen Grenz- 
wertsatzes ersichtlich ist, der klassische Ansatz 

u~- ~b,,~,,e -~''~' (b,,= f fv,,dxdy(dz)) 
~=I B 

den Rand-und Anfangsbedingungen. 
DaD die Reihe in der Tat eine L6sung der Differentialgleichung dar- 

stellt, hat unter der Annahme der Existenz einer solchen und der Stetigkeit 
yon f nebst seinen Ableittmgen geniigend hoher Ordnung Le Roy 1) gezeigt. 

In Abschnit~ VI dieser Arbeit wird ein einfaches Veffahren angegeben, 
welches es gestattet, die in ~ede stehende Reihe lediglich unter Voraus- 
setzung der Konvergenz fiir T - 0  als LSsung zu erkennen2). 

Abschnitt VII enth~ilt, jedoeh unter nieht so allgemeinen Voraus- 
setzungen, en~spreehende Untersuchungen fiir die Gleichung der schwingen- 
den Membran. 

Es kommt also alles darauf an, festzustellen, wann eine gegebene 
Funktion nach den Eigenfunktionen von 

A ~ r  
entwickelt werden kann. 

1) Sur l'int~gration des ~quations de la chaleur, Ann. ~c. norm. (3) 15 (1898), S. 187. 
~-) Uber die Eindeutigkeit vergleiche man H. D0etseh, Probleme aus der Theorie 

der W/irmeleitung H, Math. Zeitschr. 22 (1924), S. 298ff. 
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Aus der Theorie der Integralgleichungen weif l  man, dal~ dies dann 
mSglich ist, wenn F ira ganzeu Grundgebiete stetige Ableitungen erster 
and stiickweise stetige zweiter Ordnung besitzt. Wird nun zugelassen, dab 
die Funktion F nebst ihren ersten Ableitungen l~ings gegebener Linien 
(Fliichen) Unstetigkeiten aufweist, so gelangt man zu einem Ergebnis 
(Absehnitt V), das sich kurz so formulieren liift: 

Ist ~ eine beliebig kleine Fehlergrenze, so gibt es stets eine gleich- 
m~il~ig und absolut konvergierende Entwieklung der Form 

die F au~erhalb yon Strei~en der Breite e tun die Unstetigkeitslinien 
(-fliichen) darstellt (Satz 9 und 10); die Koeffizienten c, sind dabei mit 
Hilfe yon universellen, d.h. yon F unabhiingigen Konstanten in Rhnlicher 
Weise wie die Fourierkoeffizienten f FT~,dxdy(dz) gebildet und haben 
diese bei gegen Null strebendem e zum Grenzwert. Dureh Wahl eines 
geniigend kleinen e kann also erreieht werden, daf eine feste Anzahl yon 
Anfangsgliedern sich um beliebig wenig yon denen der Fourierreihe unter- 
soheidet. Im Falle einer nebst den Ableitungen erster and zweiter Ordnung 
stetigen Funktion F is t  die Entwicklung mit der Fouriersehen identiseh. Da~ 
eine Reihe der genannten Art iiberhaupt existiert, ist trivial; man hat ja nu~ 
F durch eine Funktion zu ersetzen, die im ganzen Grandgebiet saint ihren 
ersten Ableitungen stetig ist und aul3erhalb der Streifen der Breite e um 
die Unstetigkeitslinien (-fliichen) mit 2' iibereinstimmt. Das Wesentliche 
liogt vielmehr darin, dab die Koeffizienten c, in einfacher Weise explizite 
angegeben werden kSnnen. 

Schliel$1ich wird, wenn die Funktion F stiickweise stetige Ableitungen 
bis zur 2m-ten Ordnung besitzt, eine Reihe angegeben, die sic au~erhalb 
der Streifen der Breite e um die Unstetigkeitslinien and den Rand dar- 

m stellt, und deren Koeffizienten A, die Eigenschaft besitzen, dal~ ~(~.~ A,) 
beschriinkt bleibt. Man erkennt daraus, wegen 2~,~ r,  da~ die Konvergenz 
mit wachsendem m besser wird. 

Einen Zugang zu derartigen EntwickIungsfragen, der von A. Kneser 3) 
systematiseh verfolgt ist, bietet die Theorie der Integratgleichungen. Er 
besteht darin, daft man die Konvergenz der Bilinearreihe fiir die zur Rand- 
wertaufgabe geh6rige Greensche Funktion naehweist und sich yon der glied- 
weisen Differenzierbarkeit iiberzeugt~ 

Diese Arbeit enthiilt daher in erster Linie Untersuchungen fiber die 
Entwiekelbarkeit eines symmetrischen Kerns mit Unstetigkeiten naeh seinen 
Eigenfunktionen in einer und mehreren Dimensionen. 

s) Die Integralgleichungen und ~re Anwcndung in der mathem~tischen Phvsik, 1922. 
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Bisher bekannt ist dariiber folgendes: Die Bilinearreihe konvergiert, 
wenn der Kern stetig und definit ist'), oder im e/ndimensionalen Falle, 
wenn er der Bedingung geniigt: 

b 

a 

wo x~ + z~ ist und C eine yon z~ und oe~ unabhiingige Konst~n~ bedeutet. 
Fiir einen Kern veto Charakter der Greensehen Funktion gilt fiir 

aUe ~, ~ des Grundgebietes auBerhalb einer Umgebung des Aufpunktes z, y, 
die beliebig klein angenommen werden daft, 

OD 

K ( z ,  u; ~, ~/) = .~"a~  ~'~ (~' y) 

wobei ~0 und 2, die Eigenfunktionen und Eigenwerte, a, gewisse in Satz 6 
angegebene Konstanten bezeichnen 6). 

Diese Ergebnisse sollen im folgenden erweitert werden. Nachdem im 
ersten Abschnitt eine al]gemeingiiltige Restabschiitzung aufgestellt ist, 
wird im zweiten die Bedingung (I) verallgemeinert. Vor aUem kann auf 
die Beschr~inktheit des Kerns verziehtet werden (Satz 1). Hieraus ergibt 
sigh miihelos der etwas engere Satz 2, welchem man unmittelbar entnimmt, 
dab die zu den Besselschen Funktionen und Legendreschen Polynomen 
geh6rigen Kerne entwiekelbar sind. 

Auf Grund der Konvergenz dieser Bilinearreihen k/Snnen dann nach 
dem Veffahren yon A. Kneser 6) Funktionen mit stiickweise stetigen Ab- 
leitungen erster und zweiter Ordnung nach Be~elschen Funktionen bzw. 
Legendresehen Polynomen entwickelt werden, ohne yon deren asympto- 
tischem Verhalten und dem Verteilungsgesetze der Eigenwerte Gebrauch 
zu machen. 

Endlich wird noch eine Voraussetzung angegeben, unter welcher die 
Bilinearreihe gliedweise differenzier~ werden kann (Satz 3). 

Der III. Abschnitt enth~ilt den Nachweis flit die Entwickelbarkeit 
eines zweimal stetig diflerenzierbaren Kerns in zwei Dimensionen (Satz 4). 
Fiir einen mit der logarithmischen Unstetigkeit der G':eenschen Funktion 
versehenen Kern gelingt es nut zu zeigen, dab die Partialsummen unter 
einer testen Konstanten verbleiben, sol_ange der variable Punkt vom Aur- 

a) J. Mercer, Functions of positive and negative type and their connection with 
the theory of integralequations, Philosoph. Transactions of the Royal Society of Lon- 
don, Serie A, 209 (1909). 

b) Vgl. die Arheiten des Verfassers: Sitzungsberichte tier preul3. Akademie der 
Wissenschaften, phys.-math. Klasse, 192~ u. 1925. 

") Vgl. loc. cir. s), S. 20. 



Entwicklungen gegebener Funktionen nach Eigeniunktionen. 27~ 

punkt einen Abstand hat, der nieht unter eine gegebene positive Gr6~e 
herabsinkt (Satz 5). 

Um zu den eingangs erw~ihnten Resultaten zu gelangen, reiehen die 
genannten Ergebnisse nicht hin. Vielmehr muff hierzu die Bilinearreihe 
mit konvergenzverbessernden Faktoren versehen werden (Abschnitt IV). 
Die so modiiizierte Entwieklung stel]t den Kern dann au~erhalb einer 
Umgebung des Auipunktes dar, die belieblg klein gew~hlt werdeia k a n n . -  
Des weiteren wird die gliedweise Differenzierbarkei$ dargetan. Ein Tell 
der S~tze kann auf den Raum fibertragen werden. 

Die so erzielten Resultate gestatten es, die in Rede stehenden Folge- 
rungen fiber die Entwickelbarkeit yon l~ings gegebener Linien (Fl~ehen) 
unstetigen Funktionen zu ziehen. Ein sieh nur flit diese in~ressierender 
Leser kann die Lektiire mit Abschnitt IV beginnen. 

Eine Restabschfi.tzung ffir die Bilinearreihe. 

In diesem Absehnitte wird ein~ Restabsch~tzung hergeleitet, die in 
einer und mehreren Dimensionen in gleicher Weise Gfiltigkeit hat. 

Unter dem Grundgebiet B kann sowohl eine Strecke aIs auch ein 
beschr~inkter ebener oder r~iumlicher yon einer sti~ckweise stetig ge- 
kriimmten, sich selbst nich~ iiberschneidenden Kurve (Fl~che) begrenzte~ 
Bereich verstanden werden~ Ffir alle Punktepaare x, $ bzw. x: y; ~, 7 
bzw. x, y, z; ~, 7, $ in  B, allenfalls mit Ausnahme yon z ----- ~ bzw. x ----- ~, 
Y = 7 bzw. x = ~, y = ~j, z = $ sei die Funktion K(z, ~)~ (K(x, y; ~, ~)~ 
K(x, y, z; ~, 7, ~)) erkliirt und stetig. Der Einfachheit halber werden 
die Formeln in diesem Abschnitte fiir eine Dimension aufgeschrieben- flit 
mehrere vertaufen die Untersuehungen ganz ebenso, g sei so beschaffen, da~ 

of s)  d8 
B 

eine stetige Funktion in den beiden Ver~inderlichen x, ~ ist. Endlich beo 
sitze K die Symmetrieeigensehaft 

= 

Fortan werde eine diesen Voraussetzungen geniigende Funk~on als 
,Kern" bezeiehnet. Wie aus der 2heorie der Integralgleichungen bekannt 
ist, stellt fi~ jede in B stiickweise stetige Funktion q~(s) 

B 

Mathematllche Zeit~hrift. XXVII. ]~ 



274 A. Hammerstein. 

eine stetlge Funktion der Ver~nderIichen z dar und die Integrale 

B ~  B B  

shad yon der Integrationsreihenfo]ge unabhs 
Welter words angenommen, dab die Integralgleiohmlg 

B 

unendlich viele Eigenwerte 2,, welche man sich der absoluten Gr61~e nach 
geordnet denke, und die zugeh6rigen orthogon~len normierten Eigenfunk- 
tionen % besitze. Falls deren nur endlich viele existieren, sagen die 
folgenden S~tze nichts aus. 

Schlid~lich gilt fiir jedes stiickweise stetige Funktionenpaar ~, 

(1) K(8, o)q~(8)W(o)dsdo = ~ ( 8 ) ~ ( 8 ) d 8  q~,(~)V,(o)do. 
B B  = B" 

Dem Punkt z von B werde ein abgeschlossener, ganz zu B nebs~ 
Rand geh6riger Bezeich x, zugeordnet, welcher im linearen Fall aus einer 
Strecke, im ebenen aus einem Kreis und im riiumlichen aus einer Kugel 
besteht, und der z als inneren oder Randpunkt enthiilt. In gleicher Weise 
werde zu ~ der Bereich x# erkliirt. Uberdies sollen ~, und x# vom 
selben Inhalt 1 sein. 

Zwei Funktionen ~ und ~ seien im Grundgebiet durch 

1 fiir alle Punkte 8 in x,, 
(8) = 0 ,, ,, ,~ auflerhalb ~ ;  

1 fiir alle Punkte o in ~ ,  
~, (o) = 0 , ,, ,, aul~erhalb ~ 

erkl~irt. Aus (1) folgt dann mit diesem ~ und ~ fiir jedes ganze n 

ff . i f  f (2) K(S,o)dsdo=~y. q~.(s)d8 %(o)do+R., 
e.xY. ~ ~,=1 . ~  x~ 

wo R,  nach der Schwarzsehen und Besselschen Ungleichung dutch 

! e . l < ~  ~(8)~d8 �9 ,e(o)~do 
(3) 

abgescha~zt wird. Se~z~ man 

K.(~, ~)= K(~, ~) --~" ~'<~'<~), 
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so ergibt sich flit jedes ganze n und alte Punkte x, ~, in denen K ( x ,  ~) 
erklirt i s t ,  aus (2) und gem~fl der oben angegebenen Bedeumng yon t: 

l ~ g. (x,  S) 

/ / I  " ] = K~(~, ~ ) -  K(~, o ) +  Z ~'(*): ~-(~ d~d~ ~,- ~.  

k+f; -- (T, (x) ~o,(~) -- ~f:(s)~p,((~))dads -k R, .  

Nun is~ 

+ , ( x )  v , ( ~ )  - v . ( s ) v , ( ~ )  = ( v .  (x )  - v . ( s ) ) ( ~ ,  (~)  - v . ( ~ ) )  

+ so. (,)(~. (~) - ~. (o)) + ~. (o) (s% (x )  - ~ ,  (8))  
und 

B 

Einsetzen dieser Werte und der dazu entsprechenden in (4) liefert zu- 
sammen mit (3) : 

- - u)) d8 ~, (u) du 

x "f("!  (K(~, u) -- K(o,  u))dc~)s2,(u)du 

(5) _ k f~s , (s )d8-  f f ((K(~, u) -- K((J, u))d(J~cf,(u)du 
~= I ~ B x~ 

- ~ fcf,(a)d,~, f f ( (K(x ,u)--  K(~,u))ds)~,(u)du+R,, 

Yon dieter Dars~llung der Partialsumme der Biiinegrreihe fiir K (x, ~), 
die auch in zwei und drei Dimensionen Giiltigkeit besi~zt, wird im fol- 
genden wiederholt Gebraueh gemacht. 

II. 

Entwickelungssatze in  einer Dimeasio~b 

w 
Die  Bilinearreihe des yon zwei Yedinderlichen abh~ingigen Kerns. 

Satz  1. Im Grundgebie~ a ~ x ~ b sei der Kern K(x ,  ~) erkldrt. 
F~s mSgen zwei Konstante a, fl, ]i~r welche a ~ a ~- ~ < 5 -- fl ~ b gilC 

t8" 
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< x < b - -  p stetig ist. derart existieren, daft K ( x, ~) in dera Quadrat a + a __  ~ : _  

Auperdem gebe es zwei positive Zahlen 7 und C, die yon a und fl ab. 
hdngen k~mnen, so daft ]iir aUe der Ungleichung a + a ~ x 1 < x,. ~ b -- fi 
geniigende Werte~aare x x, xe die Beziehung 

b 

(6) f (K(x,, u ) -  K(z~, u))" du s C(x , -  x,) '+~" 
f~ 

statthat. Dann konvergiert die Bilinearrdhe ~ ~" (z) ~. (~) gldchmdflig 

in demQuadrat ~ x .~ a + a ___ ~ < b -- fl und steUt dort K(x ,  ~) dar. 
Beweis .  x, ~ bezeichne einen Punkt des Teilquadrates der Be- 

hauptung. Als Bereich u bzw. u~ des Abschnittes I w~ihle man eine 
Strecke der Liinge l, die x bzw. ~ als inneren oder Endpunkt enthiilt, 
und die ganz in das Intervall a + a _< s~< b - - f l  hineinfiillt. Gem~iB der 
Schwarzschen und Besselschen Ungleicbung folgt dann aus (5): 

i l ' K , ( x  x ~)--  f f (K(x ,  ~)--  K(s ,  o))dods 

L / { i  ' , ' =<la.I  ( X ( x , u ) - - K ( s , u ) ) ' d u . f ( K ( ~ , u ) - - K ( o , u ) )  du} dods 

+ f { f l d s . f ( K ( ~ , u ) - - K ( o , u ) ) d u  I do 

b �9 �89 

+ / { , f  l d s ' /  (K(x,  u ) -  K(s  , u,)" du} ds + IR , ! .  

In Riicksicht auf (6) und (3) erh~lt man hieraus: 
1 1 1 y 

Also wird 

(7) K.(x. ~)i < !? (K(z, D -  K(s, o))do 

1 F - 

+ola.  2 + 

Setzt m a n  nun / : 1 2 . [  (x+r)'~, was fiir hinreichend grofle Werte yon n 
zul~ssig ist, so geht 1 mit wachsendem n gegen Nulr. Dies zieht, zu- 

folge der Stetigkeit yon K(x ,  ~) flit a + a _~ ~ _< b -- fl, 

'im !il~ = o  

nach sichund zwar gleichm~iflig fiir alle x, 6 des Quadrates a - a < ~ < b - ft. 
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Fiir die iibrigen Glieder auf d~or rechten Seite yon ~7) ergibt sich 

Da vorstehende~ Ausdruck mit wachsendem n gleichialls der Null zustrebK. 
ist Satz 1 bewiesen. 

Der die zu den Besselschen Funktionen und Legendreschen Polynomen 
gehSrigen Kerne enthaltende Satz 2 kann je tz t  leicht gefolgert werden: 

Sa tz  2. K(x ,  ~) sei h6chstens in den Eckpunkten des Quadrate~ 

a < x <  b unstetig; ]erner sei - im Innern der beiden Dreiecke, - -$  - -  ~ x  

in welches jenes Qu~rat dutch die die Punbte (0, O) und (1, 1) verbin- 
dende Diagonale zerleg$ wird, stetlg und bleibe bei beliebigem hinreichend 
bleinem a dem Betrage nach /i~r a + u g x ~ b -- cG a g ~ ~ bunter ,  
halb einer aUen/alls yon a abhdnqigen Konsr Dann konvergiert 
die Bilinearreihe in ]edem im lnnern des De/initionsbereiches enthaltenen 
Teilbereiche gleichnuiflig und stellt den Kern dar. 

Zum Beweise ha t  man gem~ifl Satz I nur zu zeigen~ dal~ fiir 

b 

f ( K ( x ~ ,  u) - K(x~, u)): du ~ C(x.  -- x~ )" ( e  = C(~)) 

gilt. In der Tat ist nach dem Rollesehen Theorem 
b Xl 

$r 

+ (x~ ,x~ )+ (u -~ ) /K~~  K ( ~ , , x . , ) - ( u - ~ 0  , ) ~u 
CI~ " " CCf 

b 

~2 

wo die iiberstrichenen GrSl~en Mittelwer~e bezeichnem Ist  nun fiir 

a + a ~ x g b --  a und a _~ ~ _~ b, wie angenommen ~. ~ ~ M-~- M(a), 

so lolgt aut Grtmd der Symmetrieeigenschaft yon ~K, wean x ~ ~ ist~ 

und insbesondere fiir x I < u < x~ 
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Somit ergibt sich 

b 

f (~(~., ~) - K (~ ,  u))" du 
f~ 

~ ( b - - a ) ( x ~  x a ) ~ M ~ + 4 ( x , - - x x ) a M ~ - ~ ( b - - a ) ( x ~ - - X x ) ~ M  ~ 

< o(,~)(.~ -~ , ) " ,  

wie behauptet. 

w 

Ein Sstz fiber die gliedweise Differenzierbarkeit der Billnearreihe. 

Satz  3. Der Kern K(z ,  ~) ae/ im lnnern dee Quadrates a ~_ ~ ~ b  

rail stetigea parffellen Ableitungen erster Ordnung versehen. I~1 a ~ a -~ a 

< b --  fl ~ b, so bleibe o K(~,~) in gem Rechtec~ a -~ a ~_ x < b --  fl, - -  O X  - -  

a ~ ~ ~_ b be~ehrdnkt, und es gelte /~r a -F a ~ x~ < x~ <~ b - -  fl 

b 

(8) ~ ['(OK(~:,~)~ ~(~"~)) 'd , ,  < 0.(~, -- ~ ) '  0~ = (0---- 0(~, ~)). 

Dann ie~ in dem dutch a + a < ~ < b.-- fl erk~'rten Quadrate Qa 

Die Reihe konveryiert gleichmdflig in jedem inneren Teilbereiche yon Q~. 

Beweis.  Offenbar geniigt es, ,den Nachweis der gleichmiiBigen Kon- 

vergenz fiir das Teilquadrat a @ al -~ ~ _~ b -- fll zu erbringen, wo ~1 und/~1 

beliebige den Ungleichungen a 4- ~ < a @ a~ < b -- p~ < b -- fl unterwodene 

Zahlen sind. l and/r miigen den Bedingungen 0 < ~ 1 ~ Min ((a~-- a), (p~-- ~6)) 

geniigende GriiBen bedeuten. Es sei a @ r ~--~--~ b -  l~. Man setze 

~ _ ( ~ _ ~ )  

( a ;  x ,  ~)  = - a + (x + l) 
0 

{ 1 
~o(o; ~, ~) = o 

ittr x - - l ~ s < ~ ,  

fii~ x <: z-t- l, 
fiir die iibrigen Werte yon s; 

fiir die iibrigen Werte yon o, 
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und wonde (1) mit y~(o) und 9'( $)=dg(s)--JT- an. Dies ergibt 

~+k  s + t  

~ - k  $ - I  
n x + l  ~ + l  

--2�88 f j 
�9 ~I ~ - I  ~-1  

wobei 

wird. Anwendung der Integration naeh Teilen liefert 

~+k z + l  

- ~ 9 ( ~ ) ~ , ( o ) ~ d o  

n z + l  ~+k  
1 

~---I z - I  ~ - k  

Mit Benutzung der Abkiirzungen 

oK(~,#) = K ' ( ~ , ~ )  una g i ( x , ~ ) =  
v=: t  

X+l  

finder sich in Riicksicht auf f 9 ( s ) d s  = t 2 "and (9) 

~+k  ~+ l  

2 kz ~K;  (,,, ~) % :  J_z(~:" (~, ~) - ~:" (~, ,,))9(~)~,(~)de do - R~.  

Ganz wie in Abschnitt ! folgt hieraus 

~+k x + l  

~+k x+ l  b 

b 

• f (~:(,, ~,) - K(o, ~)) , , (~> e~! ~ ( a ) . ~ ( o ) d ,  eo  

n z + l  ~ + k  b 

-- Z f 9:(*)9(s)d* f V(o) f (K(e,u)--K(a,u))9,(u)dudo 
~=! ~ -1  ~ - k  a 

~ + l  ~*+l b 

- 2 f 9,(o) ~ (o) do .; 9 (~) : (K'  (~, ~) -- K'(~, ~)) 9 , (~)  d~ d~ -- & .  
v = l  ~--l X--I a 
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Bei Beachtung yon 
x + l  ~ + l  b 

f ~ ' ( , )  ~ ( , )  d ,  = - y ~ , ( , ) ~ ' ( , ) d ,  = - f ~,( ,)  ~ ' ( ,  ~d, 
x - I  z . l  a 

ergibt die Anwendung der Schwarzschen und Besselschen Ungleichung 
~+k # + i  

(10 )  [2kl2K~(x,~)--J_~| 
~+k ~+ l  b 

b ~ 

• . / )  ,d . }  d, eo 

+7'-) ~-. {o r  f (x(~, . ) -  KIo, ,,))'a,,}~do 
z + l  b b . J~ 

+ f ~(,).~fw(o)'do.f(l~ I~,=)--K'r ~d~+tR,I. 
~e--I 

Zufolge tier Stetigkeit und Beschriinktheit yon K'(x,u) iiir 
a-+-a~x~b--~ ,  a < u < b  ist nun 

b 

(11) f(K(x,,u) K(x.u))=du=C~(x., x~)' 
(a + a  < x~ < ~, __< b - ~), 

wo Ua~Ca(a, ~) eine Konstante bedeutet. Gemiil~ der Wahl yon 1 und 
k kann (8) und (11) ~.ur Absohiit~.ung der ~echten 8eite yon (10) an- 
gewandt werden, mad man erh~ilt als obere Schranke hierfiir 

~+k ~+t ~+~ 

Setzt man jetzt, was fiir hinreichend grofle Werte yon n statthaf~ ist, 
4 _v_. 

1-----[~,] ~o, k -  i~, t ~o, so fo lgt ,  wenn C~ eine. Konstante bezeichnet, 

~+k ~ + l  

I K ' ( x , ~ ) l <  1 -~  f f ('K'(x,~)--K'(s,o))cp(n)d, da --[-C,[~..I-~i 2kl" 
~ - k  x - [  

Hieraus ergibt sieh die Behauptung, da K'(x, ~) in dem abgesehlossenen 

< b - -  fl stetig ist. Quadrat a + a ~ ~ __ 
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III. 

Die Bilinearreihe des Kerns in mehreren Dimensionen. 

w  

Die Funktion / t ( r ) .  

In den folgenden Paragraphen werden auf ebene Probleme beziigliche 
Fragen behandelt. Im Raume verlaufen die Untersuehungen im wesent- 
lichen analog; die nStigen Modifikationen werden in w 8 angegeben. 

Fiir das nicht zusammenfallende Punktepaar ~, ~/ und s, t u n d  be- 
]iebiges O > 0 sei eine Funktion He(t ,  ~/; s, t) wie folgt erkliirt: 

1 s ,-'~ 1 far r < o  
He(~,~l; s , t )  H ( r ) =  --'~Y-A l~  �9 4u -~-~' 

0 fiir r ~ o  

(r = V ~  - ~ ) ' ~ +  ( t -  ,7)'-'). 

d r i v e )  = 0 und Dann ist, wie leicht zu sehen, H ( e ) =  0, a~ 

~ H  i 1 
~12) ~ . , / / ( r )  = ~Z~1t + = ~--~ 

F/fir 0 < r ~ o gilt die Absch~itzung 

fiif r <~ o,  

fiir r ~ o .  

0 < / x ( r )  < - ~ log . 

Bezeichnet ~j den Kreis mit dem Radius e um ~, ~ als Mittelpunkt, 
so wird 

e Lr j ' j (  o (18) H(r )~ 'd sd t=2: z  H ( r ) " r d r N : L ;  log o rdr=u~=e', 
~., 0 0 

wie sich durch Integration nach Teilen ergibt. 

w 

Die Bilinearreihe fiir den zweimal differenzierbaren Kern. 

Satz 4. lm Grundgebiete B besilze tter Kern K ( x ,  y; 2, ~?) stetige 
partielle Ableitungen erster und zweiter Ordnung. Dann ist 

K ( x ,  y; 2, ~) = Z 
q% ( x , Y )  " ~Pv(~,~t) 

wo die Reihe /iir alle au/ einen beliebigen im Innern yon B enthaltenen 
Teilbereich B 1 beschrdnkten Punkte v, y und $, ~] gleichmdfiig konvsrgiert. 
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Beweis.  Unter 9 werde eine positive Zahl verstanden, die kleiner 
ist als der Minimalabstand zwischen dem Rande yon B einerseits und B~ 
andererseits. Die Punkte x, y und ~, 71 mSgen dem Bereiehe B~ angehSren. 
Um jeden derselben als Mittelpunkt schlage man einen Kreis x~ bzw. ~ mit 
dem Radius ~. Diese Kreise gehSren B ganz an. Anwendung der Green- 
sehen Formel auf K und die Funktion H des vorigen Paragraphen liefert 
bei Beriicksiehtigung der logarithmisehen Unstetigkeit yon H fiir beliebiges 
u , v  in B 

f f  (K(8, t; u, v)Ao,,He(x, y; s, t) -- He(x, y; 8, t) A,,~K(8, t; u, v))ds dt 
B 

- -  K ( z ,  y; u,  v). 

Daraus folgt gem~ifl (12) 

l f f  (K(x ,  y; u, v ) - -  K ( s , t ;  u, v) )dsdt  

= - ff H.(~ ,  y; 8, ~)~.,t K(8, ~, u, . )  dsdt ,  

und des weiteren, wenn die stetige Funktion A ,, , K ( 8 , t; u, v) -~ L (8, t ; u, v) 
gesetzt wird, 

f f  f f ( K ( x , y ;  u , v ) - - K l s ,  t; u , v ) ) q ~ , ( u , v ) d s d t d u d v  
B g x  

ffi - • o" f f  f f  ~ (z,  y; 8, t )L  (8, t; u, v)q~, (u, v)d8 dt du dr .  

Eine analoge Formel entsteht dutch Vertausehung des Punktes x, y mit 
~, ~ und des Integrationsgebiete~ ~ mit ~ .  

Nit diesen Wetten ergibt die Restabsehiitzung (5) des Absehnittes I: 

, f f f f  K , ( x , y ; e , ~ ) - ~ - ~ - e ~  ( K ( x . v ; ~ , ~ ) - - K ( 8 ,  t ; o , ~ ) ) d o d ~ d s d t  

t , = l  B ~.x B . ~.~ 

1 8 d~) (u, v) du dv 

n 

' f f  ff(ff --~-Z ~-~e ~ cp,(o, z)dod~ HLdsd t )q%(u ,  v)dudv-~- ~o, , 
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Hieraus folgt nach der Schwarzschen und Besselschen Ungleichlmg 

IK. (x ,  y ,  ~, '?)l = ~--~ .... ...~ (K(x ,  Y; $, Y) -- K(s ,  ~, a, z ) )dad*dsat l  

,,.~,,j~rrrrr,-..,.~,,~,~,.,,,, rr(rr,,~,o ,.,.,,.,~, , . , . , , . , . , ~  ,~.;,,,,~,v 1 o  o + 

++{.o. . j ' f ( f f ,~ ,o , . )~ ~ 

{ f;(;; )o } ,+ ,  , t ~ze~ H L d s d t  d u d v  
B ~x 

Nun ist a b e t  gem/il3 (18), wenn 8 M  das Maximum yon L ~ in B be- 
zeiehnet, 

Wird noeh under B* der Fl~eheninhalt yon B verstanden, so ergibt sieh 

Setz~ man endlieh q = 12. I ~, was ffir hinreiehend groBe Werte yon n 
zuliissig ist, so verbleiben die letz~en drei Glieder auf der reeh~en Seite 

der vorigen Ungleichung unter konst.. 12. !-~. Hieraus und aus der Stetig- 
keit yon K ( x ,  y; ~, ~) folgt die gleichm~il~ige Konvergenz der Bilinear- 
reihe in dem behaupteten Sinne. 

w  

D i e  Beschriinktheit der Partialsummen der Bilinearreihe einer 
Greenschen Funktion. 

Sa tz  5. K (x, y; ~, ~) be~itze ]olgende drei Eigenscha]ten einer 
Greenschen Funkgon: Erstens babe K /iir ~edes im Innern de8 Grund. 
gebietes B gelegene Paar verschiedener Punkte x, y und ~, ~ die Gestalt 

wobei 7 met stetigen Ableitungen erster und zweiter Ordnung versehen ist. 
Zweitens gelte in B 
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Dri#ens sei K symmetriaeh. ~ Randbedingungen sind ]iir K nicht ge- 
lord~t. 

Ist d dne hinreichend kleine positive Ordfle, so gibt ea dne yon 
x ,  y; ~, ~1 unabhdngige ganze.ZaM m ~ re(d), so daft /iir n ~ m 

n 

aus/dllt, und zwar /~tr alle Punkle x, y und ~, ~, die voneinander und 
yore Rande des Grund~ebietes B keinen kleineren Abstand als d haben. 

B eweis.  Unter Beibelmltung der Bezeichnungen der vorangehenden 
Paragraphen ergibt die Anwendung der Greenschen Formel fiir zwei ver- 
schiedene inhere Punkte ~, y und .~, ~, deren Abstand vom Rande h6ch- 
stens d'betriigt, mit q ~ d 

(14) f f  (K(x,y; o,~)A...He(~,~; o,T) --//~o (~, ~; o,r)d. , .K(x,y;  o,z))dodz 

K ( ~ ,  y; e, 7) - H.. (~, 7; ~, Y). 

Hieraus und aus (12) erh~ilt man zufolge A K = 0 

:I~,fS(K(~,y; ~,,7)- K(~, u; o,~))dod,= HQ(~,,~; ~,U), 

= f f  u,v)~o,,(u,v)dudv. 

Somit kann die Gleichung (5) des Abschnittes I folgendermaflen geschrieben 
werden : 

K , ( z , Y ; ~ , ' I ) - - - - ' f f f f  (K(x,  Y; ~, ~l) -- K (s, t; ~ ~) )d~ ds dt 

n 

" f f  " f f  -- .~ 2, Ho(x,y; u ,v )ep , (u ,v )dudv .  He(~,~i; u ,v )cp , (u ,v )dudv  
v----*| 

n 

�9 ' z ~ .  q~,,(s,t)dsdt. Hcp. dudv  

It 

a~" ef,(o,r)dod, Hcf.dudv+ ..R"e, IR,,I ----< ~71 / " 
v---~l y . .  ~-a. 

Haben nun die Punkte x, y und ~, ~? yore Rande un~ voneinander 

< ~ derart be- keiner kleineren Abstand als d, so kann ein s ~ s -~ 2 
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stimm~ werden, ds~, falls o ~ o o gew~hlt wird~ fiir alle 8, ~ im Kreise ~ 
~nd o, ~ im Kreise ~.~ 

ausf~l]t, da ja die Funktion K ( x ,  y; ~,~) in dem ~ragliehen Bereich ste~ig 
isL Info]gedessen ergibt etch, wean wieder die Sehwarzsehe ~md Besseische 
Ungleiehung hecangezogen wird, 

1 

�9 . - . ~  

" ~ i - 5  =9 ~ H~ d u d v  d - ~  :'e" H d u d e ' "  

uad nach (13) 

Sehtiet~lieh werde ra = m  (d) So grol~ gewhhlL dais i ~  !-~ ~-~  aus- 

f~iltt. Dana kann fiir n ___ m in der vorsSehenden Ungleichung 9----IA,, I -~ 
gesetzt werden, woraus, wie behaupte~, 

~a:~, y~ ) ] < - + ~ + ~  - < ~  

folg~. 

IV. 

Die mit  konve rgenzve rbes se rnden  Fak to l~n  ~ersehene 
Bilinearreihe. 

w 

Die ~n~wickelung der Greenschen F~nktiono 

Die in den  ~olgenden A~)schni~en zur u kommenden 
Beweismethoden sind yon den bisherigen verschiedem Auch wird yon den 
gewonnenen Ergebnissen kein Gebrauch geraachU Nat die Definitionen und 
Bezciehnungen sind aus dem Vorangehenden iibernommel,. 

Satz  6. K(x,.q; ~ ~) sei ein Kern yon des in Sa~z 5 ge[orderten 
Art, welches i~berdies nur positive E(qenwerte besitze. Der Punk! ~, ~] sei 
au/ einen inneren abgeschlossenen Teilbereich B I yon B 5eschrginkt; g be- 
2eute eine positive ganzs Zahl. Untes ~ werde eine den Ungleiehungen 
~ < ~ < t ffeni~gende Grgfie vesstanden, die so klein gewghtt set, daft 
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der Kreie ~g mit dem Radius g.Q um ~, y als Mittelpunk$ dem B~eich B 
]iir jede~ ~, y in B 1 ganz angeh6r$. Setz$ man 

2 

unter J~ dee Besselsche Funktion 1..4rt verstanden, so iS~ fiir 

(x - ~)~ § (y - v )  ~ ~_ (ge) ~ 

wobe~ d~e Reihe ]i~r alle x, y in B und a~le ~, ~? in B~ gldchmdflig und 
absolu~ konvergs Zu]olge der Symmet~ie k6nnen die Punkte x;'y 
und ~, y ihre Rollen ver~auschen. 

B e w e i s .  Der  Satz s o l  zun~iehst mi t  g ~ 1 bewiesen werden:) .  

Aus (14)  erh~i|t man  s) wegen ~ K - ~ - - 0  fiir  a l e  von ~, ~/ verschiedenen 

~ ,  y in B nach dem bekann ten  Entwiekelungssa tz  aus der  Theorie der  
In tegra lg le iehungen  

(15) K ( x , y ; ~ , ~ ) - - t t . ( ~ , , ~ ; x , y ) = f f Y ~ ( x , y ;  ~,~)~o,.H~(~,~;a,~)dod~ 
B 

= ~  ~,(X,y) r r  

B 

Der  Res t  de r  Reihe wird nach der  Schwazzschen und Besselsehen 
Ung!eiehung dutch  

~) In der Arbeit des Verfa~sers ,Uber die Entwiokelung eines logsr;thmisch un- 
stetigen Kerns naeh seinen Eigenfunktionen" (Sitzungsber. d. preul. Akad. d. Wiss., 
phys.-n~th. Klasse yore 10. Dez. 1925) findet sieh ein Beweis dieses Spezislfalles, 
welcher der Vollstindigkei~ halber hier noehmals wiedergegoben sei. 

s) Fiir einen Leser, der sich nur ffir den Beweis des Sstzes 6 interessiert, sei 
bemerkt, da6 hierzu die Einfiihrung tier Funktion H unnStig isto Die Beziehung (16), 
aus der alles weitere folgt, kann u~mlich bereits aus dem Umstand gewonnen werden, 
dsl3 K(x,g;a,r) in jedem den Punkt x,y nicht enthaltenden Teilbereiche yon B 
reguli, re Potentialfunktion yon o, �9 ist, und also ffir (x - ~ - (y - -  ff)~ > ~ die Dar- 

lfK s~ellung K(x,y; ~,~)-~ ~ (x ,y;  o(r,~), ~(r,~))d~ g i l l  wobei d ~  Integral 
o 

iiber die Berandung eines Kreises mit dem Radius r ~ 0 um ~, ~ als Mittelpunkt zu 
erstrecken ist. Durch Multiplikation mit r und Integration nach r zwischen den 
Grenzen 0 und 9 ergibt sich dsnn (16). Aus Stetigkeit~griinden gilt diese Re]ati0n 
au~h noch auf: dem l~nde yon Y-t. Die Darstellung des Textes zeig t dariiber hinaus, 
welchen Wert die Reihe der Behaup~ung im Kreise ~r snnimmt. 
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abgeseh~itet. Da gemiil~ (12) (,4~,~Hfi dad~ ~ isg~ zieht die gleieh~ 
. B  

m~t~ige Konvergenz yon \- ~---iT---. / in x, y die der ul~priingliehen 
, = l  

R d h e  in dem behaupteten Sinne naeh sich. 

Es ist also naeh (12) und (15) 

~ _  1. f l K t x ,  y ' 
xl  

I r 

Insbesondere flit (x --  ~)" .-}- (y -- ~)~ ~ e ~ folgt hieraus 

I f f K ( x , y ;  o,~)ded~ 

1 Set~ man nun .K(x,y, ~,~)-- --?-y--zlog r-~ ),(x, y; ~, ~), so ia~ 
), (x, y; ~, ~) eine zweimal stetig differenzierbare Funk~ion, die der Gleichung 
A r - - 0  geniigt, und die Ingegralgteichung fiir % laute~ ~odann 

Z H 
B B 

Bilde~ man auf beiden SeiSen die z~-Ab~.eiSung, so finder, sich ia bekann~er 
Weise 

Zuiolge 2, > 0 kana mit beliebigem positivem R < ~ der Webersche 
~ ~ 

Miggelwertsatz angewandg werden'); dieser ergibg, wena ~2,tR, v~ die aus 
cp, durcb~ Einfiihrung yon Poiarkoordinat.en R, v ~ um ~, ~ als Anfangs~ 
punl~ engstehende Funktion bezeichneg und unger J~ die Besselsche Funktion 
ve~tanden wird: 

2 ~  

,-- 1 f 
0 

Hieraus fo|gg 

~) Uber die ~ntegra~ion der partiellen Differentialgleiehungen~ Ma~h. Annalen), S~ t. 
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Geht man atff der rechten Seite wieder zu reehtwiukligen Koordinaten 
fiber, und macht in dem Integral auf der linken die Substitution 
~ - . R  z ,  so liefert dies 

0 x 1 

d (zJ~(z)~ f01gt: Gem~fl der Relation 1~ ZJo(Z)~- ~ 

x l  

1 ~ 2 

~ a , ~ ( ~ , ~ ) .  
Einsetzen in (16) ergibt die Behauptung fiir den Fall g-~ 1. Aus 
bekannten Eigenscha/ten der Besselsohen Funktionen erschlie~t man sofort 

lima~(~)-----1 und l a , ( p ) l ~ c ( p ) . - ~ ,  wo c eine nur yon ~ abh~gige 
~,--~ 0 ~ . T  

Konstante bedeutet. 
Fiir beliebiges g wird der Beweis durch Induktion geffihrt. Sei also 

der Satz ffir g -- l richtig. Um ~, ~ werde der Kreis ~ mit dem Radius 
g. q geschlagen. Der Naehweis ist fiir nicht in seinem Innern gelegenes 
x, y zu fiihren. S~imtliehe Punkte a, �9 des Kreises ~ gehSren dann einem 
Bereich an, der yon der Berandung yon B keinen kleineren Abstand als 
(g -- 1) ~ hat, und fiir sie gilt (x -- o) ~ + (y -- ~)~ ~ (g -- 1) ~ ~ .  ~nfolge- 
dessen kann in (16) fiir K(:v,y~ o,z) die Reihenentwickelung mit g - -1  
eingesetzt werden: 

1 , , ,  

ff 
Gemiill (17) folgt hieraus die Behaupttmg fiir jedes g. 

w  

Die Bilinearreihen flit die ersten Ableitungen der Greensehen Funktion. 

In diesem Paragraphen soll gezeigt werden, da~ die mit den kon- 
vergenzverbessernden Faktoren versehene Bilinearreihe fiir g ~ 2 gliedweise 
differenziert werden daft. 

m) Z.B. Watson, Theory of Besset Functions, S. 18. 
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Satz  7. K ( x , y ;  2,~) bedeute e in~  Kern der in Sa~z 6 gekenno 
zeichneten Art. Der Punks 2, ~ werde au/ einen inneren abgeschlossenen 
Teilbereieh B 1 yon B beschrdnta, g sei eine ganze Zah~, die grOfler al~ 1 
is$. Wird e so klein gewghlt, daft g. ~ den Minimalabstand des Bereiche~ B~ 
van der Berandung van B nich$ i~bersteigt~ dann gih ]i~r alle x, y in B 

- ( y  - ( g e )  

0K(x,y;~,n) 2 a ~ , ( z , Y )  ~ 

o,7 

Die Reihen kanvergieren gleiehnuiflig und absolut /i~r alle x, y in B und. 
abe 2, ~? in Ba. 

Beweis.  Offenbar geniigt der Nachweis Iiir die Riehtigkeit der 
zweiten Gleichung. Hierzu gehe man yon der Relation (16) aus: 

K(x ,  y; ~, ~7) =~-J-~ 

Die Punlae ~, ~ q- w und o, ~ -- w liegen auf dem Kreise mit dem Radius 
um ~, 7, und haben infoigedessen veto Rande yon B und yon x, y keinen 
gr51~eren Abstand als ( g -  1)~. Demgem~l~ kann fiir K die Entwicklung 
aus Satz 6 mit g -  1 eingefiihrt werden, die absolut und in o gleieh- 
m/i$ig konvergiert : 

~+~ 

Oli(x,y;~,n) 1 ~, ~_~,,(x,y) F 
~ = - ~ e e ~  'a~ L, .~ (q~( ( r '~q-w) - -T , {a '~?- -w) )da  

~=l ,~-~, ~/--w 

In Riieksieht auf (17) ist dies die Reihe der Behauptung. 

Die Aussage des Satzes 7 ist in x, y und 2, y nicht mehr symmetrisch, 
da die Differentiation nach ~ bzw. ~/ ausgeffihr~ wird und der Punkt 2, ~ 
auf Bx besehr~nkt bleiben muB, w~ihrend x, y in B variieren kann. Dal~ 
auch umgekehrt ~, ~ den ganzen Wertevorrat yon B durchlaufen kann, 
falls der Punkt x, y B~ nieht verl~i~t, soll unter weiteren Einsehr~nkungen 
fiber K bewiesen werden. Hierzu wird eine Abschi~tzung der Greenschen 

Mathemattsche Zeitschrift. XXYII. ~9 
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Funktion benStigt, die im Falle eines mit einer analytischen Randkurve 
versehenen Bereiches bereits durch Poincar6 bekannt ist. 

H i l f s s a t z  1. Der ein[ach zusammenhdngende Berdch B der 8chlichten 
Ebe~e besitze dne Berandung, die Mch aus einer endlichen Anzahl yon 
analytischen Kurvensti~k~n zuaammensetztl~). Die Winkd, unter denen 
zwei demelben zusamme~toflen, sollen grdfler als 0 und hOckstens ot 
sein, d. h. es seien keine Spitzen und einspringende Ecken vorhanden. 
G(x ,y ;~ ,  ~) bezeichne die zu B g~h6rige au/ dem ~ande verschwindende 
Greensche Funktio~. Dann existiert eine yon x, y; ~, ~ unabhdngige Kon. 
stante a, so daft ]iir alte inneren Punkte x, y und ~, ~ des Bereiches 

aus/dllt. 

Beweis .  Man setze z = x + i y ,  ~ = ~ + i ~  und vexstehe mater 
w = f(z)  eine solche Funktion, die den Bereich B der z-Ebene konform 
auI den Einheitskreis der w-Ebene abbildet. Dann is$ bekanntlich, wenn 
noch die Abkiirzung f ( ~ ) =  o~ eingefiihrt wird, 

- 1 , ~ ,  f(z)-f(~) 
o = 

--1 w--eo 
= ~u log 1 - w ~ '  

_ _ = _  w- ll 
Ox 2~t L W - - ~ \  1 - - w ~ / l '  

ay ~ ; J  - -  

und 
1 1 

I - ~ 1 7 6  
Dieselbe Absot~tzung gil t fiir ~ . Zufolge [w I ~ 1 und I~ ] < 1 ist, 

da ja w-~o eine Abbildung des Einheitskreises in sich darstellt, 

I " - ~  1 + ~ o ~  ~ 2. Somit geniigt es, die Existenz einer yon z und r 

unabh~ngigen Konstanten fl mit der Eigenschaft nachzuweisen, da~ flit 
alle inneren Punkte z und ~ yon B 

(18) I f ( z ) - f (~ )  I ~  
f'(z) (z--~) --  

~1) Diese Kurvenstiioke sind dabei auch noch in den Eckpunkten, in denen zwei 
derselben zusammenstoflen, ah au~lytisch vorausgesetzt. 
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ausf~llt. Zu diesem Zwecke betraehte man 

F(z,~) = f O) (z-~) 
I ffir z = 

~ts Funktion der beiden Ver•nderliehen z und ~. Dieselbe ist ffir alle z 
und ~ in B nebst Rand mit Ausschlu$ der Eeken stetig und yon Null 
verschieden, da bekanntlich f(z) such noch auf dem Rsnde~ abgesehen 
yon den Ecken, analy~isch ist and daselbst f ( z ) ~  O gilt. W~re nun die 
Annahme (18) nieht richtig, so mfiIlte es zwei Folgen, z~ und ~," geben~ 
die sieh in einer Eeke haufen, und ffir welehe 7(z , ,~ , )  gegen 0 strebt. 
Es bleibt demnach nut zu zeigen, dall dies nieht mSglieh ist. Ohne Be- 
~chrRnkung kann hierbei die Ecke sls im Nullpunkt gelegen angenommen 
werden, d. h. z, --* 0, ~, --* 0. 

Zun~chst Wird folgendes Lemma fiber die Funktion F naehgewlesen: 
Sind z~ und ~ zwei in B gelegene Punktfolgen, fiir die z~--~ 0, ~--* 0 

sowie i ~ - ] <  1 gilt, so gibt es hierzu eine positive Konstant;e ~1, so da$ 

fiir alle ~ yon einer Stelle an 

ausf~llt. 
Zum Beweise sei der yon den beiden die Eeke bildenden Kurven- 

stfieken eingesehlossene Winkel mit ~z  bezeiehne~ (0 < :a  < 1). Nach 
Liehtenstein~) gestattet dann f ' (z)  ~n der Umgebung des NullpuntCces 
die Darstelhng 

1 

( 1 9 )  f ' ( z )  = z ~ . f ~ ( z ) ,  

wobei f~ eine stetige, fiir z = O nieht ver~hwindende Funktion bedeutet 

und z z=[z]e~" ( 0 ~ v 2 < 2 : ~ )  gesetzt, den We~ Izl ~-~ 
hat. $'(z~,~) kann nunmehr Jn die Gestalt gebracht werden: 

F(z ' , r  = (~,_r f ,  o .  ) 

Dabei sei der In~egrationsweg n~ch folgender Vorschrift gew~hlt: ~an 

~) ~ber die konforrne Abbildung ebener a~nalytischer Gebiete rmt Ecken~ Journal 
s d. Mathematik 140, 
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schreite l~ngs der geradlinigen Verbindungslinie yon ~, naeh z, fort, soweit 
diese in B verlauft; verl~i/~t sic B, so gehe man l~ngs der Randlinie bis 
zu ihrem Wiedereintritt weiter. Da die beiden Stiieke der Berandung als 
analytische BSgeu vorausgesetzt sind, und zwar auch noeh fiber die Ecke 
hinaus, existiert eine yon ~ unabhiingige Konstante 7 derart, daft die Liinge 
des Integmtionsweges die GrSl~e 71 z, -- ~,} nieht fibertrifft. Aus demselben 
Grunde und wegen ] ~,] ~ I z, I i s t  flit hinreichend grofles ~ auf dem ganzen 
Integrationswege ]o I ~ I z, 1- Aus (20) erh~ilt man 

zv z v 1 

f ,  ) (21) P(z,,C.)~ I - - *  I o a Cfi(o ) 
1_1 - -  1 do. 

Der zweite Posten wird dem Betrage nach gemiifl dem soeben Be- 
merkten dutch 

' l 1 lz,-C,t. Ylz'--C'IMax ~-- l f i (~  

abgeschiitzt, we das Maximum auf dem Integrationswege zu nehmen ist. 
Dieser Ausdruck strebt wegen der Stetigkeit yon f~(z) und f~ ( 0 ) +  0 mit 
wachsenden ~ gegen 0, denn mit z, und ~, riicken s~mtliche Punkte des 
Integrationsweges in den Nullpunkt hinein. 

Es mull also nut noch dargetan werden, dal~ der Absolutwert des 
ersten Posten~ in (21) iiber einer festen Zahl verbleibt. Derselbe hat, 
z , =  }z,[.e! ~;, ~ = I~,[e ~x" gesetzt, den Wert 

1 

Vz, �9 I I ~ aei ( X ~ - ~ )  

Zs, 

Da nun die Punkte z, uncl ~,, sowie der.Integrationsweg dem Bereiehe B 
angehSren, so bleibt yon einem v a n ,  der Bedeutung yon ~ gemiill, 

( ~ I X .-:- ~,1 unter r  zt und es ist also 

• 1 x , -  ~,1 -< . ~ = . ,  - .  

Demzufolge kann sich der Z~ihler des zuletzt gefundenen Ausdruckes mit 
#achsendem ~, der Null nur dann niihern, wenn flit eine Teilfolge 

C~ ~" - -~  1 ] ~,. ----1 und IX,- -  ~,l---*O, d . h . Z  = z--: 

1 

1 Z, " 
gilt. Wegen lim , ".-"_~ - - ~  1 jedoch sinkt der ganze Ausdruck dem Be- 

Z v --~ 1 1 - -  ~ ,  
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~rage nach nir unter eine positive Kenstan~e herab. Somi$ is$ 4as 
Lemma bewieseno 

Um nun die Behauptung flit zwei beliebige Foigen z,. und ~, ~ 
rieh~g zu erkennen, zexlege man diese in die dutch 

W i <  I, 

gekenn~eiehneten TeiIfolgen. 
dritte hat man gem~i~ (19) 

r i r I = i ,  ] > ~  

Die beiden ersten sind er|edig~. 

! 

Fiir die 

f ' (r  -=F'C,z,  ; f,{r 
f,~,..,} t - ~ )  f , ( ~ )  �9 

Aus den Eigenschaften yon f~(z)folg~ f ' (G)--~l  Naeh 4em Lemma 
f ,  (z,) ~" 

i"/ existiert wegen ~- < 1 eine Zahl fl~, so da~ flit hinreiehend groBes 

ist. Also is~ flit I~--'l > 1 yon einer Stelle an 

IF(z,, r ~ ~:po. 
Daher gibt es keine Folgen, ~ welche 

!ira P(z. .  r = 0 

gilt. womit der Beweis yon I-Iilfasatz 1 erbraeht ist. 
Aus ibm kann jetzt leieht eine Abseh~i~zung flit die Ableitungen der 

Eigenfunktionen gewonnen werden: 

Hi l f ssa tz  2. Ist B ein Bereich der in Hil/ssatz 1 gekennzeiehneten 
Art, so bestehen fiir die Eigen/un~ionen q~ und Eigenwerte 2, der zu ibm 
gehSrigen am Rande versehwindenden Greensehen Funktion G ( x, y; ~ , ~ ), 
als Kern einer Integralgleiehung au/ge/aflt, ~at alle Punkte 2, 7 in B und 
v ~ % die Ungleiehungen 

�9 ~-~ I < b2; ( l o g 2 , ) ~ . =  ] ~v.(~,,)o, I =< b2"(l~ 

wobei % und b yon ~. 7 und v unabhdngige Konstarae bedeuten ~a). 

B ewe is. Aus der fiir die normiert~n Eigerdtmktionen giiltiffen Integral- 
gleidaung 

(22) r 7) = a, f f a( ~, 7, o, ~) ~,(,~, ~) clod, 
B 

ts) Man kann iibrigens unsehwer weir bessere Abschi~zungen in jedem keinen 
Pamdpunk~ enthaltenden Teilbereich finden, was fiir unsere Zwecke jedeeh nicht 
ausreioht. 
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finder man aui Grund der Schwarzschen Ungleichung, wenn unter A 1 eine 
yon ~, ~/ und ~ unabh~ngige Kunstante verstanden wird, 

(23) l ~ o , ( ~ , ~ ) ] ~ , { f f  G~dodT.~ f  ~o~dod~) �89  
B B 

~, ~ bedeute einen Punkt im Innern oder auf dem Rande yon B. Man 
1 schlage um ihn einen Kreis mit dem Radius ~ und nenne B dessen Durch- 

sehnitt mit B. Nun folgt, aus (22) 

- �89 
aG " o aG 

.B-B B B 

In den Integralen werden jetzt Po]arkoordinaten r, ~ um ~, ~ als Anf~ge- 
punkt eingefiihrt. Dann liefer~ Hilfssatz 1 

B - B  B 

oder, wenn R den grSBten gegensei~igen Abstaud zweier Randpunkte von,B 
bedeutet, in Riicksicht auf (23) 

1 

J " J + o o / 
2~ 

~- a 1 ,({2n(log R + log,t,)}�89 - 2hA,) .  

Hieraus entnimmt man die Behauptung unmittelbar. 

Jetzt kann die Differenzierbarkeit der fiir die Greensche Funktion 
giiltigen Reihe in dem erw~ihnten Sinne gezeigt werden. 

S atz 8. Der ein/ach zusammenhdngende Bereich B besitze eine Be- 
randung, die sich aus einer endlichen Anzahl yon analyfischen Kurven. 
stiicken zusammensetzt, welche weder in Spitzen noch in elns~ringenden 
Ecken zusammensto~en sollen. G(x, y; ~, ~) bezeichne die zu ibm ge- 
h6rige am Rande verschwindende Greensche Funktion. Wird der Punkt x, y 
au] einen ganz im Innern yon B enthaltenden Teilbereich B a beschrdnkt, 
so ist /i~r alle ~, ~ in B, .  ganzes g ~ 2 und hinreichend kleines 
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( (x  --  ~)~ + (y --  V) ~ ~ ( g e ) ' ) .  

Die Reihe konvergiert absolut und gleiehmdflig /iir ~, ~ in B und x,  y in B~o 

Beweiso Fiir den Rest der Reihe finder sieh bei Beaehtung yon (17) 
und Hilfssatz 2 fiir geniigend grol3es p und q (tie hbseh&tzung 

' {Oq~,,(e,~) a~,-a) ' 1 f l d ~ d t  

b "(e-i) ~ log 2~ a; . 

Beriieksiehtigt man, dai~ a, ffir hinreiehend grot~e Werte yon r unter 

konst. 2~-�88 liegt (S. 288), so ergibt sieh fiir flen Rest die obere Sehranke 

Die Konvergenz der Quad~atsumme der reziproken Eigenwerte zieh$ somit 
fiir g ~ 3 die der Reihe der Behauptung naeh-sieh und zwar gleichmiii~ig 
in x, y und ~, y. Aber aueh fiir g = 2 kann dieselbe erseMossen werden, 
da fiir die Greensehe Funktion bekanntlieh ~., ~ v ist. Somit ist die glied- 
weise Differenzierbarkeit naeh ~ und ebenso naeh y gerech~fer~ig~. 

w 8, 

Ausdehnung einiger Ergebnisse au~ drei Dimensionem 

Es is~ nicht schwer zu erkennen, dat3 sich ein Teil der in den voran- 
gehenden Paragraphen entwiekel~en S~tze auf ~e i  Dimeasionen aus- 
dehnen !&Bt. 

Die Funktion H e ist wie folgt zu erkl~ren: 

Um den Puukt ~, 7, ~ sehlage man die Kugel ~1 mit dem Radius 
und seize fiir einen yon $, 7, ~ versehiedenen Punkt u, v, w 

t 1 1 1 r ~ 1 
w 

0 . u , v ,  w au~erhatb ~ ,  
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Man erkenn~ leieht, dab diese Fmlktion der in zwei Dimensionen ein- 
gefiihrten (w 3) anaIoge Eigensehaften h a t :  

3 'r 

H ( ~ ) = 0 ,  d, = o ( r > e ) ,  

y j y  ~ d,~,~,,~w < kon~:. 5. 

Mit ihrer Hilfe l$1]t sich Satz 4 nebst Beweis ohne weiteres iibertragen, 
wobei man ~ -~ [2, I-  ~ zu wiihlen hat. 

Die Greensehe Funktion im Raume hat bekanntlich die Gestalt 

1 K(x,y,z; ~,~],~)=-~+r(x,y,z; ~,7,~) 

(r = ~/(~-  ~ ) ~ + ( y  - ,~)~ + (~ _ ~)'~), 
we 7 mit stetigen Ableitungen erster und zweiter Ordnung versehen ist. 
Ferner gilt A K ~ 0 und 2, ~ 0. 

Fiir de besteht das Analogon zu Satz 6 und 7, wenn darin ~a die 
Kugel mit dem Radius y.0 tun ~, 7, ~ als Mittelpunkt bedeutet, und 

- 8  e o s ( f ~ Q ) +  3 a,---- :e-~-~ e '~) sin ()/~-,0) 

gesetzt ist. 

Beim Beweise ist dabei der Webersche Mittelwertsatz dutch den 
Helmholtzschen ~) zu ersetzen. Dieser besagt: Jede der Gleichung 

A ~ , - -  ~ , ~ , =  0 (~, > 0) 

geniigende Funktion r  kann in der Form 

r 7, ~)R sin (~/~,R)-~ 

wobei das Integral tiber die Oberttiiche einer Kugel mit dem Radius R 
zu erstrecken ist, geschrieben werden. Dutch Integration naeh R zwisehen 
den Grenzen 0 und ~ ergibt sich 

~,4:~ ~,(~, ,7, ) ~ j R  sin (~,R)dR ~/yyq~,(u, v, w)dudvdw, 
(17a) " ~ 

 f;f a ,~ , ($ ,  ~, ~) -~ ~ - ~  ~p,(u,v,w) dudvdw, 

wenn a, den soeben angegebenen Wert bezeiehnet. Dies ist die (17) ent- 

z4) Z. B.: F. Pockels, Uber die partielle Differentialgleiehung Au+k~u=O, 
S. 217 (1891). 
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sprechende FormeL Die iibrigen Teile dez Bewci~e iiber~ragcn ~ich un- 
mittelbar. 

Es sei noch bemerl~, da~ lira a~(~) ~ I und a~ kQ;" ~ ~ ~ ~t. 

V. 

Die Entwick lung  unste t iger  Funkfionen. 

Die Ergebnisse des IV. Abschnittes k6nnen ~r Entwicklung gegebener 
Funktionen mit Unstetigkeiten naoh den Eigemlun~ionen yon ~ ~ ~ ~ r == 0 
herangezogen werden. 

Lediglich unter Verwendung der SStze 6 und 7 soll ein Satz bewitch 
werden, der sowohl in der Ebene als auch im Rsume Gtiltigkeit besitst, 
der Einfachheit hali~r abet nur in ~wei Dimensionen ~ormuliert wird. 

Satz 9. Vorgelegt sei ein Bereich B,  dessen Berandung au8 ein~r 
ge, schlossenen, sich selbst nicht schneidenden, s~iiclcweise stetig gekriimm~en 
Linie besteht. Derselbe werde dutch e i ~  endliche Anzahl yon ganz in 
seinem lnnern verlau/enden, sich nicht tre//enden Kurven C~ yon derselben 
Bescha//enheit wie die Bera.ndung in Teilbereivhe B~ zeriegt. 

Die Funktion E ( x ,  y) besitze in ]edem der Teilbereiche 8$etige Ab~ 
~eitungen erster und zweiter Ordnung und strebe nebs$ ihren Normal* 
ableitungen bei Anndherung an Q yon der Art der Anndherung unab. 
hdngigen, ldng.~ C~ 8tetigen Werten zu, die /reilieh beim Heranri~ken van 
verschiedenen Seiten nicht iibereinzustimme~ 5rauchen. Welter existiere 

ffzF(s, $)~ d~dt  /~r ~edes B, .  Endlich gv%iige iZ au/ dem Rande yon B 

einer Randbedinguno der t~orm 

hl~'+ 
wobei 5 r die ~uflere Normale, h~ und, h~ ~vo~itive Konstan~e bez~ch~e~. 

Unter 2~, q~ seien die Eigenu~rte 5zw. Eigen/unk~ionev-~. yon 

5el der R~ndbedingung 

vers~anden. 
g bedeute eine gunze Zahl gr6fler at~ t. 
Dann gilt bei beliebigem Mnreichend k~einen Q > O ]i~r alle Punk~e x, g, 

~eren ASstand van den Kurven G, nich~ kieiner a~ g.~ is~, 

~ (Sf 
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Die Konstanten a, sind dabei die im vorigen Abschnitt eingefiihrten yon F 
unabhdnqigen Grdflen. 

Die Reihe konvergiert absolut und gleichd~dflig /dr alle z ,  y in B. 
Dem Beweise seien einige Bemerkungen vorausgeschickt. 
Bezeichnet K die zu B und der Randbedingung geh6rige Greensche 

Funlaion, so kann der zweite Posten jedes Summengliedes in der Form 

(24) ff  
B .B 

geschrieben werden. Daraus ist ersichtlich, dab obige Entwicklung, falls 
_~ der Randbedingung geniigt und l~ngs aller G~ nebst seiner Normal- 
ableitung stetig bleibt, mit der iiblichen l~ourierentwicklun~ iibereinstimmt, 
weil alsdann 

f / K ( s ,  t; o, ~) F(s, -= -- F(a, ~) 3 t ) d s d t  

gil t. I m  anderen FaUe tmterscheiden sich die ersten Koeffizienten der 
Reihe der Behauptung nur wenig yon den Fourierkoeffizienten, da die 

,~ 1 ersten a, nahe an 1 liegen. Fiir grolle r hingegen wird zufolge a, -~ 

tier Einflul~ der mit tier unstetigen Funktion $' gebildeten Koeffizienten 
f f F ~ , d s d t  abgeschw~cht, und die mi~ dem stetigen 

B 

f f  K(8, t; a , , ) z lF ( s ,  t )dsdt  
B 

gebildeten gewinnen das Ubergewicht. Da$ die Koe~fizienten dann nicht 
mehr mit den Fourierkoeffizienten iibereinstimmen, ergibt sich, wenn flit F 
sine nicht identisch verschwindende den Randbedingungen geniigende und 
in B die Gleichung d 2',-----0 befriedigende Funk$ion gew~hlt, wird. 

Will man zulassen, dal] die Kurven C, nicht geschlossen sind, sondern 
zwei Punkte des Randes yon B verbinden, und soil ferner F keiner Rand- 
bedingung unterworfen sein, in welchem Falls die Reihe freilich F nur 
noch auSerhalb einer gewissen Umgebung des Randes darstellen kann, so 
mu{~ Satz 8 herangezogen werden. Die Voraussetzungen sind demgem~ 
einzuschr~nken, und der Beweis bleibt nut noch in zwei Dimensionen 
stichhaltig. Das Ergebnis lii~t sich wie folgt formulleren: 

Satz 10. Vorgelegt sin Bereich B der schlichten Eben~ dessen Be. 
randung aus einer geschlossenen sich selbst nicht iiberschneidenden Linie 
besteht, die sich aus einer endlichen Anzahl analytischer B6gen zusammen- 
setzt, die weder in Spitzen n~h  in einspringenden Ecken zusammen- 
stoflen, Derselbe werde dutch endlich viele sich nicht tre//ende, stiick- 
weiss stetig gekriimmte, "entweder geschlossene oder zwei Randpunkte yon B 
verbindende Kurven C, in die Teilbereiche B,  zerlegt. 
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Die Funktion F~r y) beMtze in ]edem dieser Tei!bereiche stelige 
Ableitungen erster und zweiter Ordnu~g und strebe nebst ihrer Normal- 
ableitung bei Annc~erung an C~ und den Rand yon B stetigen Grenz- 

werten zu. Weiter exisgere f f A F % dsdt /fir ]ede8 B, .  
B ,  

Unter 2,, q% eeien die Eigenwerte bzw, Eigen/unktionen yon 

5ei der Randbedingung ~-= 0 verstanden. 
g bedeuSe eine ganze Zahl grSfler all 1. 
Dann gill bei beliebigem, hinreichend kleinem e/i2r alle Punlcte x, y, 

deren Abstand yon O, und dem Rande yon B kleiner ale .g'e ist, 

- ( (f . ,-'jy ) F ( x , y ) = ~ , % ( x , y )  a~ .F%,d=dt,+ ).,, A.g%,d=dt . 
, = 1  JB 

Die Reihe Iconvergiert abeolut und gleichmSflig liar agle x, y in B. 

Beweis .  Der Anfang der Beweise der S~itze 9 and 10 ist gemein- 
sam. Uber B seien zun~ehst nut die u v(m Sa~ 9, fiber 
C, die yon S a ~  10 gemacht, .F untertiege keh~er Randbedingung. 

Der Rand yon B werde mit C bezeiehnet, x, .y bedeut, e einen niehg 
auf 0 und C, gelegenen Pankr Man wende die Greensche Formel rai~ 2 ~ 

und der zur gegebenen Randbedingung 1~) h1~-2r ~ h : ~  = 0 gehSrigen 

Greensehen FunkCien K von B a ~  s~mfliehe Bereiehe B,  einzeln an, 
Dabei ist jewels, fails die zweiten Ableitungen yon W bei Ann~herung 
an die Berandung nieh~ endlieh, bleibe, n, in iiblichar Weise ~ungchsr ein 
kleineres Gebie~ zu nehmen, welches naehtr~glich ste~ig in alas ursprfing- 
liche fibergefihrt wit& Addierr man die Resul~a~e, so finder sich 

(25) f f ( w ( 8 ,  t ) ~ = , t K ( x , y ; 8 , ~ ) - - K ( z , y ; e , t ) ~ W ( 8 ,  t))dsd~ 
z B, 

= W ( x , y ) +  W U ~ . - - K g ~ ) d I +  ~ , . j \ e ' t ~ g - N - - K  ~ dl. 
o c~. 

Dabei bedeuge~ 2" ~ bzw. -~Wl~ die Differenz der beidersei$isen grcnzwer~e 

a n  0, bei sinngemg~er Festsebzung des Vorzeichens dee Rermd~blci~nng, 
Von je~z~ ab habe der Punk~ x, y yon allen Q mindes~ens den Ab- 

stand g.q. 
Unter den Vor~ussetzungen des Satzes 9 verschwindet das ~n~egr~] 

fiber C, und shmtiiche Funkte yon C, haben sowoh} veto Rande (bei 
hinreichen4 kleinem ~), als auch yon x, y keinen ldeineren Absean~ 

~a) Diese beziehr sich natiirlich auf die Ber~ndung C yon B. 
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~K 
als g.~. Fiir K und ~ k6nnen auf der rechtenSeite yon (25) also die 

Entwickelungen gemRB der auch in drei Dimensionen giiltigen Satze 6 
und 7 eingefiihrt werden, wobei fi~ den do rt nfit B, bezeichneten Teil- 
bereich die Vereinigung der Kurven (7, zu w~ihlen i s t .  

Unter den Voraussetzungen des Satzes 10 ist weiterhin zu ver- 
langen, daft der Punkt z , y  anch yon C u m  mindestens g.~ entfernt 
ist. K is~ jetzt die auf dem Rande verschwindende Greensche Funktion 

~K yon B. Fiir K kann w'eder die EntwickeIung aus Satz 6, flit ~ hin- 

gegen die nach Satz 8 genommen werden. Der dort auftretende Teil- 
bereich B 1 ist wie iolgt zu wahlen: V0n B werde  die Vereinigung aller 
Kreise mit dem Radius g:~, der~n Mittelpunkte auf U oder C~ liegen, 
weggenommen. Die dann yon B verbleibenden Punkte maehen B 1 aus. 

In beiden Fallen erhalt man also flit die Integrale auf der rechten 
Seite yon (25) flit alle in .Frage kommenden Punkte ~, y mit Rficksieht 
auf die gleiehmaflige Konvergenz 

-- ~,~-~ 

0~ 

wobei freilich im Falle des Satzes 9 die Integrale fiber O verschwinden. 
Die Reihe konvergiert absolut und gleichmaflig. 

Wi~d unter den Integ~alen 

B B 

gesetzt, so erhalt man in Riicksicht auf die Vertauschbarkeit der Inte- 
grationsreihenfolge Le) 

oder wegen (25) und A K =  O 

~,=I B B 

,e) Eine n~here Begriindung hierfiir findet sich z. B. bei A. Kneser, loc. cit. ~, 
S. 191. 
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Welter gilt nach dem Entwicklungssatze aus  der Theorie der ~n~e- 
gralgleichungen 

wobei die Reihe ~dederum absolut und gioichmil~ t konvergiert. 
Eintragen der beiden zuletzt gefundenen Werte in (25)e rg ib t  in 

Riicksicht auf J K = 0 und (24) die Behauptung beider S~itze. 

Zum 8chlu~ dieses Abschnittes soll unter der Voraussetzung der 
Existenz hSherer Ableitungen der Funktion E in den Teilbereiohen B, 
eine bessez konvergente Reihe aulgestellt werden. Es gilt 

Satz 11. Der Bereich B und die Kurven 0,  ~eien yon der in 
Satz 9 oder 10 gekennzeiehneten Art. Die Wunk$ion W(x, y) be~itze in 
:edem Teilbereiche B~ stetige Ableitungen bis zur (2 m A- 1 )-ten Ordnung, und 
geniige, /aU8 ~ber B und C, die Annahmen yon ~atz 9 gemacht sind, 
noch bei A.nmiherung des Punkte~ x, y an den Rand der Bedingung 

lira (hi o~( '~  F_}_ h~ A (~') E) = 0 (# = O, I ,  . . . ,  m), 

wobei A"") F 5edeutet, daft der Laplaeesche Operator A #-real au] die 
Wunktion F angewandt werden soU (A (o~ F = F)., Fiir ]edes B~ ~istiere 
/erner ff(~"~>Y(s,~)~dsdt. Dann i8~ unter Beibehaltung der Be- 

B ~  . 

zeichnungen yon Satz 9 bzw. 10 /fir alle Punkte x, y, die mindestens den 
Abstand m ge yore Rande und den C, haben 

a]--I m ~(m!/V 

~=o -, B B 

Die Reihe konv~rgiert absolut und gleichmdflig. 
Wdhlt man~ g ~ 4 ( m + 1 )  -- 3 , 8o besitzen die Koe//izienien die Eigen- 

scha/t, daft Z (  ~ A~) ]~onvergieri. 

Beweis.  Die gleichm~llige Konvergenz der Reihe leuchte~ ie~cht wie 

folg~ ein : Wegen a~___< c --1 (S. 288) und g ~ 2 ist ] a~ ~, (x, Y)I ~ c~ ~ 1 

" " )' 
(6=) Da die Reihen ~ - ~ ( ~ "  und A Fq~,dsd~ ( a ~ 0 ,  1, 2, m) 

~ \ ) . v /  " "'~ 

gleiehmiii~ig konvergieren, io|gt in Riicksicht auf die Schwarzsche Unglei- 
ehung dasselbe fiir die Reihe der Behauptung. 
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Der Beweis fiir die Gestalt der Koeffizienten A, wird dutch Induk- 
tion "gefiihrt. 

Fiir m = l  ist die Aussage in den Siitzen 9 bzw. 10 enthalten. 
F(x, y) besitze in jedem B, Ableitungen his zur (2m + 1)-ten Ordntmg. 
Die Behauptung sei fiir m -  1 richtig und ist fiir m zu zeigen. 

Gem~l~ tier Annahme gilt  iiir alle Punkte x, y, die yon dem Rande 
und den Kurven C~ einen grSlleren Abstand als ( m - -  1) g o haben, 

inS.e/a~- 1 ~ :' f 

v,= a 2,'lT) 
r=O B 

(a~-- 1 ~m-1 : f / l ( .  ) t"+~) Fq~, dsdt + \-T~--~ / j j Fg,  dsdt" 
B 

Ferner ist naeh Satz 9 bzw. 10 fiir alle Punkte x, y, deren Abstand vom 
Rande und den Kurven C, mindestens g Q betr~gt, 

F(x, y )=  .~q~,(x, y)a~ f f  F~;dsdt + S, 
v=l B 

wobei zur Abkiirzung 

a, ~., ) zl Fop, ds dt 
v=l B 

v = l  B B 

gesetzt ist. Unter ~ sei die Kreisscheibe mit dem Radius gO um ~,, y 
als Mittelpunkt verstanden. Dann wird 

f f  K~Fdsdt= f f  K~Fdsdt + f f  E,~Fdadt, 
B ~ B - - ~ t  

Verlangt man nun, dab der Punkt x, y yon den Kurven U, und yore 
Rande mindestens den Abstand mg~ hat, so sind alle Punkte a, t yon 
um mehr als (m- -1 )g~  yon den C, und yore Rande entfernt; fiir z lF  
gilt in x die eingangs vermerkte Entwicklung. Setzt man diese in das 
erste Integral auf der roehten Seite ein, in das zweite hingegen die fiir K 
naeh Satz 6, so ergibt sigh 

;f fy fy KAFdsd t  -~ K~D,q~, (s ,  t)dsdt q -~a~  q~'(x' y) ztFq~,dsdt ~ * 
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o :: f: t = S a :  v'(x' y) AF%dsd$-- K D%(8, r 
Ar 

v------i ~ B ~----i 

Fiihrt man wiederum im ersten Integral fiir 3 F,  im dritten fiir E die 
Reihen ein, so finder sieh, wenn noch im mittleren PQs~n gliedweise 
integrierg wird ~:), 

S:Za'~~ L, 

D~O, (x, y) ..l_. /~ ~ ~/, y i.. ~., D,~,(s, ~)%,(8, t)dsd~ 
v = l  , u = l  ' _ . = 

= Z a ~ , ( x , y )  D _ ~-~0,(x, y) D, .  

Also wArd 

2 ( f: ' F(x, y)= %(x, y) af Fq~,,dsdt + ).~ D,). 
~=1 B 

In Rfieksieht ~uf don angegebenen Weft yon D ist dies .die behaupte~ 

Entwiekelung. 

Um endlieh die Aussage fiber die Koeffizienten als richtig zu er- 

1 (S. 288), wenn g~> 4 ( r e + l )  kennen, beachte man, daI~ wegen !a, ! ~ e ~ _ .q 

ist, l a~! ~ c ~ . ~ .  ausfiillt. WArd dann ~,.~A~ in der Form 

~ A ,  '~ 
:B 

~) Die gliedweise Integration kann etwa wie folgt gereehtfertigt werden. 
fiir ganzes N 

f f K.S D, 9,,,~dt= .v .,Sl:,, ff K,,d,d,+ ff K 2 D,.,..d, dt. 
und 

Dieser Restposten ha~ zufolge der gmiehmi~igen Konvergenz yon 

Limes 0 fiir N--~ or. 

Es ist 

~ D~,~,, den 
~ , = 2 r  
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m r 1 gesehrieben, so verbleiben die Gr61~en i ~  a; E, i unterhalb ~ ,  multipliziert 
1 mit einer von ~ unabh~ingigen Konstanten. Die Konvergenz von ~ und 

f f ,4~'n)Fq~dadt ~ zieht dann die von ~(L,~A~) ~ nach sich, was ge- 

zeigt werden sollte. 

Es sei noch bemerkt, dal3, wenn 9 hinreichend klein ist, die erssen a, 
sich wenig yon der Einheit unterscheiden, woraus folgt, dal~ die Aniangs- 
glieder der Entwicklung yon F wenig yon denen der Fourierreihe abweichen. 

Unter den Voraussetzungen yon Satz 9 behSlt Satz 11 auch in drei 
Dimensionen Giiltigkeit. 

VI. 

A n w e n d u n g  aug die W~rmelei tungsgleichung.  

Auf Grund des Satzes 9 kann jetzt leicht die L5sung der Randwert- 
aufgabe fiir die Ws in der Ebene und im Raume an- 
gegeben werden. Das Ergebnis lautet, der Einfachheit halber in zwei 
Dimensionen formulier~, wie folgt: 

Satz 12. Unter B werde ein Bereich verstanden, dessen Berandung 
aus einer geschlossenen, Mch selbst nicht 8chneidenden, stiiclcweise atetig 
gekriimmten I_Jnie besteht. Dernelbe werde dutch eine endliche Anzahl 
vo~ ganz in seinem lnnern verlau]enden, sich nicht tre]/enden Kurven C, 
Yon derselben Bescha]]enheit wie die Berandung in Teilbereiche B zerlegt. 

�9 Die Funktion F(x ,  y) beMtze in ~edem der Teilbereiche stetige Ab- 
leitungen erster und zweiter Ordnung und strebe nebst ihren Normal 
ableitungen bei Anndherung an Q WerSen zu, die van der Art des Heran- 
ri~kens unabhdngig und ldng, C, stetig sind, indessen beim Heranriicken 
yon verschiedenen Edten nicht iiberdnzustimmen brauchen. Weiter existiere 
f f   F(s, t)'dsdt je4  B, .  Endlich geni~'ge F au/ dem Rande yon 
B~ 

B einer Randbedingung der Form 

hi ~-~ + 

wobei N die du[3ere Normale, h~ und h~ positive Konstante bezeichnen. 
Unter 2, und q~ 8eien die Eigenwerte bzw. Eigen[unktr yon 

bei der Randbedingung 

l h ~ + h~ q~ = 0 

ver~tanden, g bedeute eine gauze Zahl grSfler als I. 
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Fi~r hinreichend kleines ~, alle x, y in B und T > O, 8teU$ 
em 

c ,  = f f  F ,ded  + ,,$-t~, 22~JFq;'dsdr 
B B 

vine Ldsung der Di/]erenHalgleichung 

a~ = A A u  ( A > O) 
s t  

da~', welche /i~r die Pun~e x, y des Randes yon B und nile T der Be- 
dingung ~u 

h~ ~ -5 h~ u = 0 

genis und die ]iir T =  0 und a~le x, y, deren Abstand yon C, nich~ 
kleiner al8 g.o is~, mi$ F ( x ,  y) i~bereinetimmr 

B e w e i s .  Die in Satz 9 erwiesene absolute Konvergen~ yon 
~o 

~ c , ~ , ( x :  y) hat zur Folge, da~ die Reihe der Behauptung in jedem 

1ntervall 0 s T_< Ta gleiehmN~ig konvergiert;  demnaeh bleibt u bei Aao 
n~herung yon T an den Weft  0 stetig, und die Funktien ha~ somit go~ 
m~l~ Sat~ 9 die Iiir T =  O verlangte Eigensehait. 

Zufoige der fiir gauzes k ; > 0 ,  T=>_T o > 0  und ~ o ( ] ~ , A ,  Te) 
giiltigen Relation 

~elg~ die absohlge und flit T ~ T o gleiehm~il~ige Konvergeng der Reihen 

O uu _ A Z ,  c , ~ , ( x , y ) l e - . ~ . , T  
OT = ,,=1 

(26) 

und 

SOWle 
OT ~T ~ 

Funktionen. 

siad also fiir alle Punkge x, y in B un4 T >  0 s~etige 

18) Auf Satz 12 l~Bt sich foigender Fall ~uriickfiihren: F($, y) is~ keiner R~nd- 
8u 

bedingung unterwoffen. Gesuch~ eine LSsung yon ~-T=AA% die flit alle T die 

Randwerte yon P hat, und fiir T--O auBertmib eines S~reifens urn die Uns~e~igkei%so 
linien mi~ F iibereinstimm~. Man hag nur unger u I die in B regulgxe Potentia.lfunk- 
~ion zu verstehen~ welche die Randwerte yon F ha~, und u~ nach Satz 12 als die am 

~u~ 
Rande verschwindende LSsung yon ~-~]. =AAu~ zu bestiramen~ die filr T = 0  mit 

F(x ,y) -u~(x ,y)  ~u6erhalb einer Umgebung der Kurve n Cv fibereinstimm*. 
u = ut + u~ is$ die gesuchte LSsung. 

M&thematlsche Zeitsch~if$. XXVIL 20 



306 h. H~mmerstein. 

Daft u der Differentialgleichung genfigt~9), wird leieht folgendermal~en 
eingesehen. Es ist, wenn K die zur Randbedingung gehSrige Greensche 
Funktion yon A ~ ~ ~ ~ ---- 0 bedeutet, fiir T ~ 0 

u(x, y; T ) =  y)e 

= s , t ) c p , ( s , t ) d s d t  

= K ( x , y ; 8 ,  t ) ~ c c f , ( s , t ) , t , e - ' ~ , ~ ' d s d t ,  

wo die Vertausohbarkeit der Summation mit der Integration wie in Anm. 17 
gereehtfertigt wird. 

In Riicksicht auf (26) erh~lt man hieraus ~~ 

ff . o u , . . , , r ,  (28) u ( x ,  y ;  T ) - ~  K ( x ,  y;  s,  $) ST  d s d t .  

Aaf Grund von (26) und (27) ergibt sich ganz ebenso 

(29) 
0-T 0T ~ 

B 

Nach bekannten Siitzen fiber die Greensche Funktion kann aus (29) 

die Existenz und Stetiglreit yon b ~  und ~ m B ersehlosson werden, 

derzufolge man nun (28) die yon ~ und ~-~ sowie die behauptete Re- 

lation 
1 ~ u ( z , y ; T )  

A u ( x , y ;  T ) =  A ST 
entnimmt: 

Da endlieh K die Randbedingnng erfiillt, zeigt (28), dab dasselbe 
flit u bei beliebigem T ~ 0 gilt, womit der Satz vS1]ig bewiesen ist. 

Zusa tz .  Will man zulassen, dal] die Kurven C, auch z~ei Punkte 
der Berandung yon B verbinden, so miisseh die Voraussetzangen des 
Satzes 12 fiber B durch die yon Satz 10 ersetzt werden, und fiir K und 
~,  ist das Verse~winden auf dem Rande yon B zu fordern. Das vorige 

~s) ~ Beweisverfahren l~ t  sich leicht auf die Differentialgleichung 
Ou 

L ( # ) f P ( x ,  y)-~-T ausdehnen, wenn L(u)  a(pus)+S(pu~) -u ...... Oz - - ~ - - - - q  ist, wobei die 
Funktionen p ( z , y ) ~> O, q ( z , y) ~ 0, P ( x , y) ~> 0 geniigend Oft differenzierbar shad. 
Man hat dabei unter ~, die Eigenfunktionen yon L(q~)+lPcp zu verstehen. 

~o) In tegraldifferentla|gleichungen der Form yon (28) sind yon Amoroso behandelt. 
(Sopra un equ~ione integro-differenziale del tipo parabolico, i II. Rom.Acc. L. Rend. 
(5) 21s. ) In dem Beweis des Textes wird jedoeh yon der Theorie tier Integraldifferentia]- 
gleichungen kein Gebrauch gemacht. 
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Beweisverfahren ~_ieferg sodann, wem~ s~agg Satz 9 jcwefls Sa~z 10 zur 
gerwendung kommg, dag wiederum 

wo die Konstangen c, dieselbe Bedeutung wie in Sagz 12 habea, eine am 
Rande verschwindende LSsung darstellt, die jedoch liir T-~ 0 mi~ F(x ,  y) 
nur nooh in den Punk~en z, y iibereinstimmt, die aut]e~ yon Q auch 
noch v(m der Berandung von B mindesteas den AbsSand ~.~ haben. 

VII, 

A n w e n d u n g  auf die Gleichung der  schwingenden )Iembran.  

In diesem Abschni~te sollen Untersuchungen, die denen 4es vorigen 
analog sind, iiir die Gleichung der schwingenden Membran clurchgefiih~ 
werden, jedoeh unter weniger weitgehenden Voraussetzungen. 

Satz 13. Unter q% seien die der Randbedingung h~ b-~ ~ h ~ q ~  O 

geni~enden Eigen/unktionen der Di//erentialgleichung 

in einem Bereiche B verstanden. Sind die Kon~tanten A~ und B.~ 
M M 5 

( v = 1 , 2 , 3  . . . .  ) so bezcha//en, daft Z(2~A~) ~ und Z(~,~/B,) ~ unter 
v= I v-~ 1 

yon M unabh~ngigen Konstanten verbleiben, 8o 8tellt 
r �9 

B , ,  <8o) 
h 0u eine ]iir alle T der Randbedingung .-1 ~ ~ h: u ~ O geniigende LSsung 

der Di//erentialgleichung 

da~'. 

Beweiu. Die Reihe (30) kann viermal gliedweise nach T clifferenzier~ 
werden, denr~ iiir 

c~ 

~ (A B, 

gi|t die Rest~bseh~tzung 

20* 
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was zufolge der fiber A, und B, gemachten Annahme und der gleich- 

m~ifligen Konvergenz von ~ \~; /  die der Reihe fiir ~ nach sich zieht. 

Nun ist, wenn K die zur Randbedingung gehSrige Greensche Funktion 
be zeichne% 

(al) u(x,u; T) 

=2(A,.  cos ~ T--F ~ sin }/'1"~. T)<j'.j'~ ( , .  ,,; ,,,),,,. (,,,,),,, d, 
~,=1 B 

= - j J x ( x ,  y; t) O~ u,(s, T) 
n aT ~ dsdt,  

wobei die Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Summation und Integration 
wie in Anmerkung 17 gerechtfertigt werden kann. Ebenso ergibt sich 

~ u ( z , y ;  T) = [l'K(x,y;-- s, t )  -~ u(s ' t ;  T) dsdt .  
0 T ~ ~ 0 T 4 

b 

Aus dieser Gleichung erschlieflt man die Existenz und Stetigkeit yon 
s 08u O~u 

a~u a___~_u und als Folge davon aus (31) die yon ~ und 0 ~ '  sowie 

u = ~-~, was gezeigt werden sollte. 

Daft u der Randbedingung geniigt, kann (31) unmittelbar entnommen 
werden. 

Zusatz.  Satz 13 nebst Beweis ldflt sich ohne weiteres au/ die all- 
gemeinere Di//erentialgleichung 

p ( x , y ) A u  + px(x,y)u~, + py(z,y)uy -- q ( z , y ) u =  P(x , y )u rT ,  

wobei die Funktionen p., q, P geniigend o/t di//erenzierbar sind, und 
p > O, q ~ O, P > 0 qst, awsdehnen. 

Aus Satz 13 folgt sofort: Haben die Funktionen F I und F~ im 
Bereiche B stetige, beschrdnkte partielle Ableitungen bis zur sechsten 
Ordnung einschlie~lich, verschwindet /erner au/ dem Rande yon B sowohl 
Fx und Fs als auch sx) AFa, A(:)Fa, AFs, A"'~Fg, 8o stellt die mit den 

~) Dies ist natiirlich so zu verstehen, da[3 die im Innern yon B stetigen Funk- 
tionen A F~ usw. bei Ann~herung an den Rand gegen 0 streben. Diese Forderung ist 
unter der Annahme, da~ eine Llisung u ( x , y ,  T) mit stetigen Ableitungen geniigend 

hoher Ordnung existier~, aucn notwendig. Sind niimlich die Funktionen O-t-U!x'--Y--' ~ 
OT l 

fiir alle x, y des abgeschlossenen Bereiches B und alle T stetig, so folgt aus der fiir 
alle T giiltigen Bedingung u (~, y, T ) =  0, wo 5, ~ die Punkte des Randes durchl~uft, 

O t u (~, ~, T) = 0. Die rechten Seiten der Gleichungen 
OT t 

(Fortsetzung de~ Fuflnote ~1 auf der nltchsten SeRe.) 
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FourierkoqfizienWa 

B B 

gebildae Reihel (30) due am Rande ver~ehwindende 1,4sung yon ~-~ --- zi u 

dar, /i~r we~h'e 
~u(x,y,O) 

ist. Die Eigen/unktionen 9,  Bind dabei tier Randbedingung~ 9 , =  0 zu 
unferwer/ en. 

Es i8~ n~mlich, wie man wegen 3 ~ , - ~ -  s ~, dureh wiederhotte 
.4mwendung der Oreensehen Formel erkennt: 

B J5 B 

I 

.B B 

und 

B 

Dis GrSl]en A, and B,. haben in der Ta~ die in Sa~z (13) vertang*en 
Eigensehaf~en. 

L~13~ man zu, da~ die Funkl;ionen ~ und F~ mi~ ikren Differen~ia~ 
quotienten liings gegebener Linien Unste~igkeJten aufweisen, so kann eine 
LSsung angegeben werden, die mit; dem Anfangszustand aul~erhalb einer 
beliebig klein wiihlbaren Umgebung der Unstetigkei*siinien und des Randes 
iiberei!m~imm% und deren ers$e Koeffizien~en A,, B u m  beliebig wenig yon 
den Fourierkoefllzienten abweiehen. Es gi.l(; n~imtieh, wie aus ~a~z 13 
und I1, mi~ m-----3 angewand~, ohne wei~eres ersehiossen wird: 

Sa~z 14. Unter B gel ein Bereich verstanden, 'deseen Bercmdun~ au~ 
einer gesch~ossenen, sich selbst nieht iiber,ehneidenden, stiickweise aetig 
gekriimmten I_~'nie C besteht. Derselbe werde dutch eine endEche Anzah~ 
wm ganz in seinem Innern veriau/enden~ $ieh nichg ~re//ender~ Kurven C~ 

- -  - - - ~ 3 u = A  , 

~T, - ~ - '  ~ T  - - ~ '  ~T ~ " ~-T 
nehmen fiir T=0 bezfiglioh die Werte ~Y~. 3(~-)iv~, z~F~, z~(s)E e an die, wenn sioh 
tier Punk~ x, y dam Rande niiher~, der Null ~ zustreben, wei! dasselbe ~iir die ]inken 
Sei~en gil~ 
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yon derselben Bescha//enheit wie die Berandung im Teilbereiche B,  zer- 
legt. Ldflt man zu, daft die Kurve~ C, auch zwei Punkte yon C verbinden 
kdnnen, so muff dieses stiickweise analytisch, ohne Spitzen und ein- 
sprinyende Ec~n  angenommen werden. 

Die Funktionen F x ( x , y  ) und F2(x , y  ) mSgen in ~edem B,  stetige 
Ableitungen bis zur siebenten Ordnung einschliefllich besitzen, die bei An- 
~dherung an C und C~ stetigen, yon der Art des Heranriickens unabhdngigen 
Grenzwerten zustreben. Wenn C nicht stiickweise analytisch istu~), miissen 

F~ und F.~ tiberdies der Randbedingung h a ~ + h~ A ~"~ F = 0 (~ ~-- O, 1, 2, 3) 

g agen. W ter e stiere f f  dsdt /iir jedes B,. 
B 

Unter ~, und q~, 8eien die Eigenwerte bzw. Eigen]unktionen yon 

bei der Randbedingung 
oq~ 

hi YN + h, 9~ -~ 0 

verstanden. Im Falle, daft einige der Kurven C, im Rande enden, muff 
h~ = 0 sein. g bedeute eine ganze Zahl gr6fler als 6. 

Fiir hinreichend kleines ~, alle x, y in B und aUe T stellt 
oO 

B I ,  �9 

2( ),.fff A , =  aa, X Ar d sd t  + \ ~ ]  A ('~) F~ q~,dsdt, 
~u=O B 

vine L~ung  yon 
~~ T) = A u ( x , y ;  T) 

OT ~ 
~u 

dar, die der Randbedingung h 1 ~ -+- h~ u -~  0 gen~gt und so bescha/]en 

ist, daf t /~r  alle Punkte x, y,  die mindestens den Abstand 3 g ~ yore Rande 
und den C, haben, 

OT 
gilt. 

Sind die Funktionen F~ und F~ ~owie ihre A-Ableitungen keinen 
Iiandbedingungen unterwor/en, so muff C stiiclaveise analytisch voraus- 

~) Das bedeutet  soviel, als dai~ fiir C und  die C, die Voraussetzungen yon Sat~ 9 
gelten. 
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gese~zt werden. Versteht man unte~ u a die reguldre Potentiai]unk~ion mit 
den Randwerten yon Fx(x,  y), und unter u~ die nach dem eoeben an- 
gegebenen Ver/ahren zu bildende, am Rande verechwindende LSvu~g yon 

~Z-Y-~U~=Au~ /i~r welehe auflerhalb einer Umgebung yon G u n d - C ,  
OT ~ 

, , O%(x,Y~O)=F~(x,y)gilt ,  s o i s $ u = u l + u ~  u,(z, u; 0)= F,(x, 
Osu 

vine ~lvhe L~sung yon ~-~: = Au,  die /i~r alle T die Randwe~e vqn ~.~ 

hat und mit ihrer Ableitung nach T auflerhalb vqn Strei/en der Breiie 
3gQ um den Rand und die Unstetiglceitslinien yon F a und ]~, die v~- 
gegebenen An/angewerte~ annimmt. 

(Eingegangen am ~1. Oktober 1926.) 


