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Einleitung.

In der mathematischen Physik spielt die Entwicklung einer gegebenen
Funktion in nach Eigenfunktionen eines Randwertproblems fortschreitende
Reihen eine Rolle. Ein klassisches Beispiel hierfiir bildet' die Frage nach
Losungen von Differentialgleichungen vom Typ derer der Wirmeleitung
und der schwingenden Membran bei gegebenem Anfangszustand. Dies sei
an der ersteren auseinandergesetzt. Sie lautet in zwei oder drei Dimensionen

iﬂx,—g:[(i)”‘ﬂ == AAm,y,(Z)u(xa Y,(2); T),
wo A eine positive Konstante bezeichnet.

Die Aufgabe besteht darin, in ecinem gegebenen Grundgebiet eine
solche Lésung v = wu(z,y,(2); T) zu finden, die fiir alle Zeiten 7' einer
Randbedingung geniigt und fiir 7= 0 gegen eine vorgegebene Funktion
f(z,y,(2)) strebt.

Gelingt es, f(z,y,(2)) in ,Fourierscher Weise nach den Eigen-
funktionen ¢, von

A, +4,¢,=0
bei der gegebenen Randbedingung zu entwickeln, so geniigt, wie unmittel-
bar auf Grund des fiir Dirichletsche Reihen angewandten Abelscuen Grenz-
wertsatzes ersichtlich ist, der klassische Ansatz

u=3b,p,e " (b= [fp,dxdy(dz))
y=1 B

den Rand- und Anfangsbedingungen.

Dall die Reihe in der Tat eine Losung der Differentialgleichung dar-
stellt, hat unter der Annahme der Existenz einer solchen und der Stetigkeit
von f nebst seinen Ableitungen geniigend hoher Ordnung Le Roy!) gezeigt.

In Abschnitt VI dieser Arbeit wird ein einfaches Verfahren angegeben,
welches es gestattet, die in Pede stehende Reihe lediglich unter Voraus-
setzung der Konvergenz fiir 7= 0 als Losung zn erkennen?).

Abschnitt VII enthélt, jedoch unter nicht so allgemeinen Voraus-
setzungen, entsprechende Untersuchungen fiir die Gleichung der schwingen-
den Membran, '

Es kommt also alles darauf an, festzustellen, wann eine gegebene
Funktion nach den Eigenfunktionen von

Adp+ip=0
entwickelt werden kann,

1y Sur Pintégration des équations de la chaleur, Ann. éc. norm, (3) 15 (1898), 8. 187.
2) Uber die Eindeutigkeit vergleiche man H. Doetsch, Probleme aus der Theorie
der Wiirmeleitung II, Math. Zeitschr. ‘22 (1924), S. 298 1.
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Aus der Theorie der Integralgleichungen weil man, daB dies dann
mbglich ist, wenn F im ganzen Grundgebiete stetige Ableitungen erster
und stiickweise stetige zweiter Ordnung besitzt. Wird nun zugelassen, da8
die Funktion F nebst ihren ersten Ableitungen léings gegebener Linien
(Flichen) Unstetigkeiten aufweist., so gelangt man zn einem Ergebnis
(Abschnitt V), das sich kurz so formulieren lafit:

Ist & eine beliebig kleine Fehlergrenze, so gibt es stets eine gleich-
miBig und absolut konvergierende Entwicklung der Form

o
2,9,
y=1

die F auBerhalb von Streifen der Breite ¢ um die Unstetigkeitslinien
(-fBachen) darstellt (Satz 9 und 10); die Koeffizienten ¢, sind dabei mit
Hilfe von universellen, d. h. von F unabhingigen Konstanten in #hnlicher
Weise wie die Fourierkoeffizienten fF @, dxdy(dz) gebildet und haben
diese bei gegen Null strebendem ¢ zum Grenzwert. Durch Wahl eines
geniigend kleinen ¢ kann also erreicht werden, dal eine feste Anzahl von
Anfangsgliedern sich um beliebig wenig von denen der Fourierreihe unter-
scheidet. Im Falle einer nebst den Ableitungen erster und zweiter Ordnung
stetigen Funktion F ist die Entwicklung mit der Fourierschen identisch. Da8
eine Reihe der genannten Art iiberhaupt existiert, ist trivial; man hat ja nui
F durch eine Funktion zu ersetzen, die im ganzen Grundgebiet samt ihren
ersten Ableitungen stetig ist und auBerbalb der Streifen der Breite ¢ um
die Unstetigkeitslinien (-flichen) mit F iibereinstimmt. Das Wegentliche
liegt vielmehr darin, daB die Koeffizienten ¢, in einfacher Weise explizite
angegeben werden konnen.

SchlieBlich wird, wenn die Funktion F' stiickweise stetige Ableitungen
bis zur 2m-ten Ordnung besitzt, eine Reihe angegeben, die sie auBerhalb
der Streifen der Breite ¢ um die Unstetigkeitslinien und den Rand dar-
stellt, und deren Koeffizienten 4, die Eigenschaft besitzen, dal 3'{ J.Z”A,)e
beschrinkt bleibt. Man erkennt daraus, wegen i, ~ », daB die Konvergenz
mit wachsendem sm besser wird.

Einen Zugang zu derartigen Entwicklungsfragen, der von A. Kneser?)
systematisch verfolgt ist, bietet die Theorie der Integralgleichungen. Er
besteht darin, daf man die Konvergenz der Bilinearreihe fiir die zur Rand-
wertaufgabe gehdrige Greensche Funktion nachweist und sich von der glied-
weisen Differenzierbarkeit iiberzeugt.

- Diese Arbeit enthilt daher in erster Linie Untersuchungen iiber die
Entwickelbarkeit eines symmetrischen Kerns mit Unstetigkeiten nach seinen
Eigenfunktionen in einer und mehreren Dimensionen.

%) Die Integralgleichungen und ihre Anwendung in der matheniatischen Ph-sik, 1922,
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Bisher bekannt ist dariiber folgendes: Die Bilinearreihe konvergiert,
wenn der Kern stetig und definit ist*), oder im eindimensionalen Falle,
wenn er der Bedingung geniigt:

(1) f(K(%y) K9y <0,

— &

wo z, = x, ist und C eine von z, und z, unabhéingige Konstante bedeutet.

Fiir einen Kern vom Charakter der Greenschen Funktion gilt fiir
alle Z, 5 des Grundgebietes auBerhalb einer Umgebung des Aufpunktes z, 3,
die beliebig klein angenommen werden darf,

K (.’t, ’H &, 77) = Zav?‘v_‘—‘_(x, .'/L‘Pv ¢ ”""):
r=1
wobei ¢, und 4, die Eigenfunktionen und Eigenwerte, a, gewisse in Satz 6
angegebene Konstanten bezeichnen ®).

Diese Ergebnisse sollen im folgenden erweitert werden. Nachdem im
ersten Abschnitt eine allgemeingiiltige Restabschétzung aufgestellt ist,
wird im zweiten die Bedingung (I) verallgemeinert. Vor allem kann auf
die Beschrinktheit des Kerns verzichtet werden (Satz 1). Hieraus ergibt
sich miihelos der etwas engere Satz 2, welchem man unmittelbar entnimmt,
daB die zu den Besselschen Funktionen und Legendreschen Polynomen
gehorigen Kerne entwickelbar sind.

Auf Grund der Konvergenz dieser Bilinearreihen konnen dann nach
dem Verfahren von A, Kneser®) Funktionen mit stiickweise stetigen Ab-
leitungen erster und zweiter Ordnung nach Besselschen Funktionen bzw.
Legendreschen Polynomen entwickelt werden, obhne von deren asympto-
tischem Verhalten und dem Verteilungsgesetze der Eigenwerte Gebrauch
zu machen.

Endlich wird noch eine Voraussetzung angegeben, unter welcher die
Bilinearreihe gliedweise differenziert werden kann (Satz 3).

Der III. Abschnitt enthalt den Nachweis fir die Entwickelbarkeit
eines zweimal stetig differenzierbaren Kerns in zwei Dimensionen (Satz 4).
Fiir einen mit der logarithmischen Unstetigkeit der Geenschen Funktion
versehenen Kern gelingt es nur zu zeigen, daB die Partialsummen unter
einer festen Konstanten verbleiben, solange der variable Punkt vom Auf-

4) J. Mercer, Functions of positive and negative type and their connection with
the theory of integralequations, Philosoph. Transactions of the Royal Society of Lon-
don, Serie A, 209 (1909).

- 8 Vgl. die Arbeiten des Verfassers: Sitzungsberichte der preuB. Akademie der
Wissenschaften, phys.-math. Klasse, 1923 u. 1925.
% Vgl lIoe. cit. 3), S. 20.
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punkt einen Abstand hat, der nicht unter eine gegebene positive Grofie
herabsinkt (Satz 5).

Um zu den eingangs erwihnten Resultaten zu gelangen, reichen die
genannten Ergebnisse nicht hin. Vielmehr mul hierzu die Bilinearreihe
mit konvergenzverbessernden Faktoren versehen werden (Abschnitt IV).
Die so modifizierte Entwicklung stellt den Kern dann auBerhalb einer
Umgebung des Aufpunktes dar, die beliebig klein gewihlt werden kann. —
Des weiteren wird die gliedweise Differenzierbarkeit dargetan. Ein Teil
der Sitze kann auf den Raum iibertragen werden.

Die so erzielten Resultate gestatten es, die in Rede stehenden Folge-
rungen iiber die Entwickelbarkeit von lings gegebener Linien (Flichen)
unstetigen Funktionen zu zishen. Ein sich nur fiir diese interessierender
Leser kann die Lektiire mit Abschnitt IV beginnen.

L
Eine Restahschitzung fiir die Bilinearreihe.

In diesem Abschnitte wird eine Restabschétzung hergeleitet, die in
einer und mehreren Dimensionen in gleicher Weise Giiltigkeit hat.

Unter dem Grundgebiet B kann sowohl eine Strecke als auch ein
beschrinkter ebener oder rdumlicher von einer stiickweise stetig ge-
kriitmmten, sich selbst nicht iiberschneidenden Kurve (Fliche) begrenster
Bereich verstanden werden. Fiir alle Punktepaare z, & bzw. z, y; &, 9
bzw. z, y, z; &, 9, in B, allenfalls mit Ausnahme von z = § bzw. z = £,
y=1n baw. x =&, y =19, 2=1{_ sei die Funktion K(=z, &), (K(z, g; &, ),
K(z,y,2; & 5,C)) erklart und stetig. Der Einfachheit halber werden
die Formeln in diesem Abschnitte fiir esne Dimension aufgeschrieben: fiir
mehrere verlaufen die Untersuchungen ganz ebenso. X sei so beschaffen, da8

[ K(z,s)K(£, s)ds

B
eine stetige Funktion in den beiden Verinderlichen z, £ ist. Endlich be-
sitze K die Symmetrieeigenschaft

K(z, &)= K(¢, z).

Fortan werde eine diesen Voraussetzungen geniigende Funktion als
»Kern“ bezeichnet. Wie aus der Theorie der Integralgleichungen bekannt
ist, stellt fiir jede in B stiickweise stetige Funktion ¢ (s)

[ K(z,8)p(s)ds
B

Mathematische Zeitsehrift. XXVII. 18



274 A. Hammerstein.

eine stetige Funktion der Verdnderlichen x dar und die Integrale
JJK(:&:, Ho(s)dzdé und BfoK(m,s)K(s,a)dade

sind von der Integrationsreihenfolge unabhéngig.
Weiter werde angenommen, da8 die Integralgleichung

?(2) — 1] K(z, &)p(¢)dE =0

unendlich viele Eigenwerte 4,, welche man sich der absoluten GréSe nach
geordnet denke, und die zugehdrigen orthogonalen normierten Eigenfunk-
tionen ¢, -besitze. Falls deren nur endlich viele existieren, sagen die
folgenden Sétze nichts aus.

SchlieBlich gilt fiir jedes stiickweise stetige Funktionenpaar ¢, y

(1) BLIK(B, o)p(s)w(o)dsdo =Zm’%f¢,(8)¢(s)d8f%(0) y(o)ds.

v=1 'B B
Dem Punkt x von B werde ein abgeschlossener, ganz zu B nebst
Rand gehériger Bereich », zugeordnet, welcher im linearen Fall aus einer
Strecke, im ebenen aus einem Kreis und im rdumlichen aus einer Kugel
besteht, und der x als inneren oder Randpunkt enthélt. In gleicher Weise
werde zu & der Bereich #; erkldart, Uberdies sollen x, und »; vom
selben Inhalt ! sein.
Zwei Funktionen ¢ und v seien im Grundgebiet durch
1 fiir alle Punkte s in x_,

¢ (8)= { o b x -
" » . oauBerhalb s, ;

) 1 fiir alle Punkte o in xg,
vio)= 0, ” auBerhalb x;
erklirt. Aus (1) folgt dann mit diesem ¢ und y fiir jedes ganze n
n
(2) ffK(s, o)dsda =Z’1l f(p,(s)ds fqo,(o)do +R,,
g ng ve=1 ’nz g

wo R, nach der Schwarzschen und Besselschen Ungleichung durch

1
i [oteras [orac),
(8) BV B
i
{4

abgeschitzt wird. Setzt man

B, =

” .
K, (2, §) = K(z, £) = > 2&20)
y=1 ¥
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so ergibt sich fiir jedes ganze n und alle Punkte z, &, in denen K (z, &)
erklart ist, aus (2) und gemail der oben angegebenen Bedeutung von i:

K o2, &)
f”x (z, §) — K(s, a\+2 2 *”’"{‘”}dadw R,
#ay xE
) == j.f(K(x, &) — K(s, 0))dods
—2 ff(rp, z)@,(§) — ¢, (8)p,(0)dods + R,
Nun ist o
P, (%)@, (§) — 9,(8) 9, (0) = (9, {x) — ¢, (8)) (%, (&) — ¢,(0))
4 + @, (8)(9,(6) — ¢, (0) + o,(0) (@, (%) — @,(8))
i1l

o, (z) — ¢,(8>=LBf{K(x, u) — K(s, u)]p, (u)du

Einsetzen dieser Werte und der dazu entsprechenden in (4) liefert zu-
sammen mit (3):

K, (z,8)=[[(K(z, &) —~ K (s, 0))dods

g

__”%“1,%,1}{ (nf(K(a:, u) — K(s, u);ds)%(u)du
< f( f(K{E, u) — K{o, u))dd)zp,(u)du

5 %
(5) __vg,‘f{p’ 8)ds - ff(K(s, — K(o,u))do) g, (v)du
=2 e @do [ ] {(Kiz,0) = K(s, w)ds) g, (w)dut-,
(
B < I)

Von dleser Darstellung der Partialsumme der Bilinearreihe fiir X (z, £),
die auch in zwei und drei Dimensionen Giiltigkeit besitzt, wird im fol-
genden wiederholt Gebrauch gemacht.

IL
Entwickelungssitze in einer Dimension.
§1.
Die Bilinearreihe des von zwei Veriinderlichen abhiingigen Kerns.

Satz 1. Im Grundgebiet a < x < b sei der Kern K(z, &) erkldrt.
' Es mogen zwei Konstante «, 8, fir welche a<a+a<b--5<b g,
8%
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derart existieren, daf K (x, &) in dem Quadrat a + o < ; L b— B stetig st.
Auflerdem gebe es zwei positive Zahlen y und C, die von o und f ab-
hingen konnen, so daf fir alle der Ungleichung a +a <L 2, <z, <b—
geniigende Wertepaare x,, x, die Beziehung

b
(6) f(K'(xa’ u) — K(x:u u))gdu é C(xs - xll)lﬂl

@
statthat. Dann konvergiert die Bilinearrethe 2 &-{%—T*-g@— glez'chma'/a‘ig

in dem Quadrat a + o <7 < b—f und stellt dort K(z, &) dar.
Beweis, =z, & bezelchne einen Punkt des Teilquadrates der Be-
hauptung. Als Bereich x»_  bzw. x»; des Abschnittes I wihle man eine
Strecke der Linge I, die « bzw. & als inneren oder Endpunkt enthils,
und die ganz in das Intervall @ + « < 8 < b -~ B hineinfillt. GemiB der
Schwarzschen und Besselschen Ungleichung folgt dann aus (5):
ll“’K (z,8)— [ [ (K(=x, &) — K(s, o))dads’

%y HZ

<14, ff{f Kz, u K(B, u))* du-:‘f‘(K_(E, u) — K (o, u))gdu}% dods

[

+ f{ flds K(¢u)— K(o, u))‘-’du}*do

3
+f{f1ds f(K(:c u) — K(s_,u))'zdu} ds+| R,

In Riicksicht auf (6) und (8) erhdlt man hieraus:
11 1 .Z
9 yyly 2te
. Sla ot 42t et +—ITT
Also wird
M K@i [&eo- ke, a»dods!
! Xz 7
+ C|A, | 17 4- 20”12+~-—-~f.

~1

Setzt man nun [= él”[‘”'”?, was fiir hinreichend groBe Werte von =
zulissig ist, so geht I mit wachsendem = gegen Null. Dies zieht, zu-

folge der Stetigkeit von K(z, &) fir a +a <% < Lb-—-4,

ff(K(x &) — K(s, 0)3d0dat =0

Mo 2k

nach sichund zwar gleichmiBig fiir alle x, & des Quadrates a—a<? S b-p.
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Fiir die iibrigen Glieder auf dér rechten Seite von (7) ergibt sich

L4 S
Cl4, F‘“*”% F20tia,) -“”’5-{-1;~ et

Da vorstehender Ausdruck mit wachsendem = gleichfalls der Null zustrebt,
ist Satz 1 bewiesen. ,

Der die zu den Besselschen Funktionen und Legendreschen Polynomen
gehorigen Kerne enthaltende Satz 2 kann jetzd leicht gefolgert werden:

Satz 2. K(xz, &) ses hochstens in den Eckpunkien des Quadrates
s ; < b unstetig; ferner sei E—I—{—%%—E)« tm Innern der betden Drejecke,
tn welches jenes Quadrat durch die die Punkie (0, 0) und (1, 1) verbin-
dende Diagonale zerlegt wird, stetig und bletbe bei beliebigem hinveichend
kleinem o dem Betrage nach fiir a +o<a<Lb—a, a SELH under-
halb einer allenfalls von o abhdngigen Konstanten. Dann konvergier:
die Bilinearreihe in jedem im Innern des Definitionsbereiches enthallener
Perlbereiche gleichmdfig und stellt den Kern dar.

Zum Beweise hat man gem#l Satz 1 nur zu zeigen, dal fiir
ataele, <x,<b-a

5
J(E(z,, )~ K(z, w)*du < Cla, — z,)°  (C=0(a)
%

gilt. In der Tat ist nach dem Rolleschen Theorem

{‘(K(ﬁ?s» u)— K(z,, %)) du __f (@, — 2, )6K(w(u), m) du

%z

+f(K(”e’zl)"I'(u"“xx)@K(x’g’u) Kz, 2,) — (% —a,)-

[

8K (x,, aNn®

& ) dt

B
- f (ggs __x’.}_a_.]_f_(_w_“_”._}‘_))-du’

wo die iiberstrichenen GroSen Mittelwerte bezeichnen. Ist nun fiir
ataLlr<b—aund a <& B, wie angenommen CK(x’ & !<M Mle),
so folgt auf Grund der Symmetriceigenschaft von K, weun z ==& ist,

oK (x, &) - _'_’éif_’i)

cx cx

und insbesondere fiir z, < v < =z,

c’iK(xl,n)i ;
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Somit ergibt sich
b
J (K (g, ) — K (2, w)" du
)‘3

L(b—a)(z, - X, M + 4 (2, — xx)sMg +(b— a)(xs - “’1).21112
< 0(a)(zy - 2,)",

wie behauptet,

§2.
Ein Satz iiber die gliedweise Differenzierbarkeit der Bilinearreihe.

Satz 3. Der Kern K(z, &) sei ¢m Innern des Quadrateé as ; <b
mit sietigen partiellen Ableitungen erster Ordnung versehen. Ist a < a -+«
<b—p<b, o bleibe 2L in dom Rechteck a-+o<w<b— B,
a S EZ b beschrankt, und es gelte fir a 4o <z, <2, Lb—p
b

()  [(Eew EEwy <o sy (0= 0w ).

0, 0%,
a

Dann ist in dem durch a-+ e < ; < b~ p erklirten Quadrate Q,

axgz,s) - %, w,f) dqr;im) _

Die Reihe konvergiert gleichmdfig in jedem immeren Teilbereiche von Q.
~ Beweis. Offenbar geniigt es, .den Nachweis der gleichmiBigen Kon-

vergenz fiir das Teilquadrat @ 4 «, < ; £ b— B, zu erbringen, wo ¢, und 8,

beliebige den Ungleichungen a 4 ¢ < a 4+ e, < b — §, < b — p unterworfene

Zahlen sind. /und k& mégen den Bedingungen 0 < ,l‘ < % Min (¢, — @), (8,— 8))

geniigende GroBen bedeuten. Es sei a 4o, < z < b— B,. Man setze

s—(x—1) fir e—I1Ls< 2,
«p(s;x,l)={—s+(a:+l) fiir z<z+1,

0 fir die iibrigen Werte von s;
- 1 fir ¢—k<oLE+k,
vl &, k) = 0 fiir die iibrigen Werte von o,
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do(s)

und wende (1) mit y (o) und ¢’(s)= ds

an. Dies ergibt

g

+k 2+l

f K(s,o)q)'(s)fp(a)dsda
E

i~k =

+

]
~

s+l

-1 f%(s)qa’(s)ds [ #(0)v(0)do+ R,
vl =
wobei o

z41 zt+k 3 9 —
i 1 ? 2 2
RS @) de f wio)rdo) <y 1

wird. Anwendung der Integration nach Teilen liefert

Et+k x4l
(9) — f”‘a‘: :9) & (s) (o) ds do
E~k z=1
-+ '
-3 f«p ()9 (s)ds [ 9,(0)w(a)do + B,
p=1 E~k

Mit Benutzung der Abkiirzungen

% oLz @, (&)
"

oK (=, ' ¢ oK
EEE) —K'(2,8) wd  Ea(z, B)=T7 —

=1
z+1

findet sich in Riicksicht auf [ ¢(s)ds =" und (9)
z-1

§+k 2+l
2k1° K, (z, £= f f(K (@, &) — Kn(8,0) 9 (8)w(o)dsdo — R,.

Ganz wie in Abschnitt I folgt hieraus

E+k 4l

2k K, (, £) =§£ [l (K’ (%, &) — K’ (s, ) @ (s) ds

§+k xil . ,
— S T 20]& @ w0~ K, w)e, i

[ (K (&) — K(o, w) g, () du) g (s)-(0) da do

o ®+ E+k b

= 3 [ n@e(@)ds S y(o) [ (K& w)— Kio, w) g (u) duds

E+1 z- b

n !
— »:21 é{!%(o)w(o) dallq:(.s) _[ (K’ (z,u) — K'(s,u)) p,(u)duds — RB,.
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Bei Beachtung von
z+1 z+!

JoGlg)ds=— [ g,6)¢ (S)dS--—ftp,(«9 )¢’ (sids

ergibt die Anwendung der Schwarzschen und Besselschen Ungleichung
E+k z+!

(10) lzkz Ko@)~ f | (K'@ &) — K'(s,0)) p(s) ds do|

E+k z+l

ét-_rk’[l“nl{:‘f(lf'(w, u) — K'(s, y))*du

b , v 3
< f(K(E, u) — K (o, u))e,.du} o(s)dsdo

i+k

+f {f«r(s) ds- f( K(&, u)— K(o, u))gdu}%do

x+1

| 3
+ f qa-(s).{fw(a)”do.f(x (z, u)—K’(s,u))’du} ds+|R,|.

Zufolge der Stetigkeit und Beschrinktheit von K'(x,u) fiir
a+¢x$w<b—ﬂ, a<u<b ist nun

>

(11) J (K (2 w) - K (2, u)du L 0, (2, — 2,)"
(et+e<sz, <z <b—4),

wo C, = C,(«, B) eine Konstante bedeutet. GemiB der Wahl von ! und

k kann (8) und (11) zur Abschitzung der rechten Seite von (10) an-
gewandt werden, und man erhiilt als obere Schranke hierfiir
E+k 241 §+k

u,n/oogf f}(x—s)(f—a) @(s)dsdo + V210, f|§—owa

z+1

+rk0f |z —sl@(s)ds+ |2 Vi-k
§4}/0’0,|l”‘k9l3+2}fzoll*k"’—l—zv_—ék’}ls—i-l—fﬁl%k*.

Setzt man jetzt, was fur hinreichend grofie Werte von n statthaft ist,
l=|4,| ‘°, k=i1| ‘°, so folgt, wenn C, eine. Konstante bezeichnet,

E+k o+l

f f("'(‘”’ §)— K'(s,0)) p(s) dodo| + Cy 4,7
kz-1

lK"(x’ é)l §2k22 &

Hieraus ergibt sich die Behauptung, da K'(z, &) in dem abgeschlossenen:
Quadrat a + o < ; < b— p stetig ist.
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III.
Die Bilinearreihe des Kerns in mehreren Dimensionen.

§3.
Die Funktion H (7).

In den folgenden Paragraphen werden auf ebene Probleme beziigliche
Fragen behandelt. Im Raume verlaufen die Untersuchungen im wesent-
lichen analog; die nétigen Modifikationen werden in § 8 angegeben.

Fiir das nicht zusammenfallende Punktepaar &, 4 und 8,¢ und be-
liebiges g > 0 sei eine Funktion H, (&, n; &, ¢) wie folgt erklart:

1

1 r »? " _
Hy (&, 9; 8,8)=H(r)= f —R gyt i rse

0 fir r>¢
(r= VY& - & F(t—1)7).
Dann ist, wie leicht zu sehen, H(g)=10, %9_) =0 und
f o eH | fE | fir r<o,
(12) As,tH<r)= 3 ‘f“i—._,"———‘ zg? .
és dt l 0 fir r>o.

RFir 0 <r <o gilt die Abschitzung
0 H(r)< — ;- log~ -

Bezeichnet x, den Kreis mit dem Radius ¢ um §, 5 als Mittelpunkt,

so wird
o

[
a - e v s i )
(13) ffH(r)'dsdt = QﬂJ H{ry'rdr < 9.15 (]ogé'_) rdr — e,
#, 5 P
wie sich durch Integration nach Teilen ergibt.

§ 4.
Die Bilinearreihe fiir den zweimal differenzierbaren Kern.

Satz 4. Im Grundgebiete B besitze der Kern K(z,y; &, n) stetige
partielle Ablestungen erster und zweiter Ordnung. Dann ist

o @, (2, ¥)- @, (5 1)
K(z,y; ¢, ’7)=2—~~—7;—~— )
v=1
wo die Rethe fir alle auf esnen beliebigen im Innern von B enthaltenen
Teilbereich B, beschrinkten Punkte ©, y und &,y gleichmdfig konvergiert.
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Beweis. Unter ¢ werde eine positive Zahl verstanden, die kleiner

=

ist als der Minimalabstand zwischen dem Rande von B einerseits und B,
andererseits. Die Punkte x, y und £, y mogen dem Bereiche B, angehdren.
Um jeden derselben als Mittelpunkt schlage man einen Kreis », bzw. »; mit
dem Radius ¢. Diese Kreise gehéren B ganz an. Anwendung der Green-
schen Formel auf K und die Funktion H des vorigen Paragraphen liefert
bei Beriicksichtigung der logarithmischen Unstetigkeit von H fiir beliebiges
%,v in B

ff(K(a,t; u,v)4, ,Hy(%,y; 8,8) — Hy(2,y; s,8) 4, , K(s,1; u,v))dsdt
r , ;

= K(z,y; u,v).
Daraus folgt gemiaf (12)

,,"Lgsff(K(x,y; u, v) — K(s,1; u,v))dsdi
= —fng(x, y; 8, 1)4d, , K(s,t; u,v)dsdt,

und des weiteren, wenn die stetige Funktion 4, ,K (s, ¢; u, v) = L(s, t;u, )
gesetzt wird,

Jz;f ff(K(x, y; u,v)— K(s,t; u,v)p, (u,v)dsdtdudy
=—ao*[[ [[H,(x,y;8,t)L(s,t;u,0)p,(u,v)dsdt dudv.
B xy

Eine analoge Formel entsteht durch Vertauschung des Punktes z, y mit
&,n und des Integrationsgebietes », mit »x;.

Mit diesen Werten ergibt die Restabschitzung (5) des Abschnittes I:

K;(m,y; &, ’7)=5319—4J‘J‘f (K(x.v; &, 9) — K(s,t; 0,7))dodrdsdt

uy  wg

_é’z,ﬂ ([fHL ds dt) <p,(u,v)dudv.ﬂqjawadz) ¢,(u, ) dudo
+§;%;ff¢,(s, t)ds dtff(ffHL do dz) o, (u, v)dudv

+§,,—lpg%(“’ z)dodzfﬂf(ﬁﬂf, dsdt)p,(u, v)dudv + 3,

<zt
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Hieraus folgt nach der Schwarzschen und Besselschen Ungleichung

(xy 5’771—§ ey

fff (K(z,y; &, 9)— K(s,¢; 0, ‘z)dod'zdsutg

Hy #g

+11,{ ﬂfﬂLdsdz dudvﬁf (|| BLdodr) dudv}%
ﬂ ffHL dodr) du dv}%
B #g

)sdu dv}%-{- 17:?1’;5?

H

1
t

np?

Nun ist aber gemiB (13), wenn 8M das Maximum von L' in B be-
zeichnet, '

(ffHLds dt)egjfflgds dzf Ldsdt <30 8Mno*= Mot

Wird noch unter B* der Flicheninhalt von B verstanden, so ergibt sich

|E (2,46, 1) S (z,9;&,n)— K(s,t; o,t))dodvdsdii

k

+14,|B* Me‘+2( f’) o+ e

Setzt man endlich ¢ = {}."]-1’, was fiir hinreichend grofe Werte von n
zuliissig ist, so verbleiben die letzten drei Glieder auf der rechten Seite

der vorigen Ungleichung unter konst.-|i, | “%, Hieraus und aus der Stetig-
keit von K(x,y: £, ) folgt die glexchmaﬁlge Konvergenz der Bilinear-
reihe in dem behaupteten Sinne.

§ 5.

'Die Beschrinktheit der Partialsummen der Bilinearreihe einer
Greenschen Funktion.

Satz 5. K(w,y; &, 1) besitze folgende drei Eigenschaften einer
Greenschen Funktion: Erstens habe K fir jedes im Innern des Grund-
gebietes B gelegene Paar verschiedener Punkte x,y und &, 7n die Gesialt

;IIOgr+7(w, v;&n) (r=Ve—8"+@F-n)"),

wober v met stetigen Ableftungen erster und zwetier Ordmmg versehen 1si.
Zweitens gelie in B

AE‘ﬂK(x’ 9;5, 77):
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Drittens ses K symmetrisch. — Randbedingungen sind fiir K nicht ge-
fordert.

Ist d eine hinreichend kleine positive Grofle, so gibt es eine von
x, y; &, n unabhdingige ganze.Zahl m = m(d), so daf fir n2>m

9, (2 9) e,

y=1 2 -

ausfdllt, und zwar fir alle Punkte z,y und &, n, die vonetnander und
vom Rande des Grundgedictes B keinen kleineren. Abstand als d haben.

Beweis. Unter Beibehaltung der Bezeichnungen der vorangehenden
Paragraphen ergibt die Anwendung der Greenschen Formel fiir zwei ver-
schiedene innere Punkte z, y und ‘£, 5, deren Abstand vom Rande hoch-
stens d betrigt, mit o <d

(14) ,gf(K(x,y; 0,7) 4o, H,(§,7; 0,7) — H, (§,; 6,74, K(x,y; 0,7)) dod=
= K(x9 HR 7]) - HQ(E’ n,, y)'
Hieraus und aus (12) erhilt man zufolge 4 K =0

;lg;ff(K(m,y; &,9) — K(z,y;0,7))dodr=H,(&,9; 2,9),

;:’—E'L‘I'X‘J(K(E,ﬂ; u,v) — K(o,%; u,v)) ¢, (u,v)dodrdudv
=ffH,;(E,n; u,0)p, (u,v)dudy.
g

Somit kann die Gleichung (5) des Abschnittes I folgendermaBen geschrieben
werden:

K, (z,9;8,9)= ;‘30—4 ffff(]((x,y; &, 9)— K(s,t;0,7))dodrdsdt
v=1
1w
—;gé‘ﬂqo,,(s,t)dsdt.”H%dudv
- LY ne

1 n R"
—;?é:ff‘h(“”)d"dfffﬂ%d“dv+Jegl (]Rn!

Haben nun die Punkte , ¥ und &, 5 vom Rande und voneinander
keiner kleineren Abstand als d, so kann ein g, = g (d) gg derart be-

"
— i f[ Btz ys w) g, w0y audo- [[ By (& n; w0) o, (w0 audo
%z a3

2
.19-\

Aal/ "

[T
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stimmt werden, daB, falls o < o, gewihlt wird, fiir alle s, im Kreise »,
und ¢,7 im Kreise x;

|K(z,9:6,0) — K(s,50,5) | £ 2

ausfallt, da ja die Funktion X (2, y; £,7) in dem fraglichen Bereich stetig
ist. Infolgedessen ergibt sich, wenn wieder die Schwarzeche nnd Besselsche
Ungleichung herangezogen wird,

K (my b <L 40, ;{L(H?dudy ffﬂ dud,b}%

1
‘.’

+;?{39*£{(H3dudv§ -+ - azo UH dudv“%

+ o
(4| wg?

und nach {13)

- 1 1
.%Kn{x"y;é’”) éf{"{—]/u‘g, + v

y) 7“’%;9?'

SchiieBlich werde m = m(d) 'so grol gewihit, dall g&mﬁ—% g§ aus-

alit. Dann kann fiir » > m in der vorstehenden Ungleichung ¢ = g,in!_%
gesetzt werden, woraus, wie behauptet,

1

1
2= =

; T, 1
K (e y )| So+ 0+ <1

foigt.
Iv.

Die mit konvergenzverbessernden Faktoren versehene
Bilinearreihe.

§ 6.
Die Entwickelung der Greenschen Funktion.

Die in den folgenden Abschnitten znr Verwendung kemmenden
Beweismethoden sind von den bisherigen verschieden. Auch wird von den
gewonnenen Hrgebnissen kein Gebrauch gemacht. Nur die Definitionen und
Bezcichnungen sind aus dem Vorangehenden iiberncmmen.

Satz 8. K(x,y;&,n) seil ein Kern won der in Saiz 5 gejorderien
Art, welcher diberdies nur posiifve Eigenwerte besitze. Der Punki &, 3 sel
auf esmen inneren abgeschlossenen Tellbereich B, von B beschrinkt; g be-
deute esne positive ganze Zahl. Unier ¢ werde eine den Ungleichungen
0 <p <1 geniigende Grifle versianden, die so klein gewdhli sei, dof
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der Kreis x, mit dem Radius g-o um &, 7 als Mittelpunkt dem Bereich B
fiir jedes &,n in B, ganz angehért Setzt man

a, = ﬁ —=J,(eV1,),

unier J, die Besselsche Funktion 1. Art verstanden, so sal fiir
(—&)'+(y—n)" 2 (g0)*

S . @ (@ e, (&,n)
K(w,y; &)= a] =20
v=1

>

wober die Reihe fiir alle x,y tn B und alle &, n in B, gleichmdfig und
absolut konvergiert. Zufolge der Symmetrie kénnen die Punkte z,y
und &, v chre Rollen vertauschen.

Beweis. Der Satz soll z.un.’ichst' mit g =1 bewiesen werden?).

Aus (14) erhdlt man®) wegen 4 K = 0 fiir alle von £, 5 verschiedenen
€,y in B nach dem bekannten Entwickelungssatz aus der Theorie der
Integralgleichungen

(15) K(z,y:¢,7) — Hy(5,m;2,9)= {f K(z,y; 6,7)do,. Hy(£,7;0,7)dodr

=2: &—({,—QJ‘ Ao, Hy (&, 1; o,'z)tp,,(o,z)dadr.
"= g3

Der Rest der Reihe wird nach der Schwarzmhén und Besselschen
Ungleichung durch

2""’”(’””)\ ,ffa,,,H ¢,dadz|g{ (L0’ ff (4 H)’ dodr}

) In der Arheit des Verfassers ,Uber die Entwickelung eines logarithmisch un-
- stetigen Kerns nach seinen Eigenfunktionen® (Sitzungsber. d. preus. Akad. d. Wiss,,
phys.-math. Klasse vom 10. Dez. 1925) findet sich ein Beweis dieses Spezialfalles,
welcher der Vollstindigkeit helber hier nochmals wiedergegeben sei,
] ®) Fir einen Leser, der sich nur fiir den Beweis des Satzes 6 interessiert, sei
bemerkt, daB hierzu die Einfithrung der Funktion H unndtig ist. Die Beziehung (16),
aug der alles weitere folgt, kann nimlich bereits aus dem Umstand gewonnen werden,
daBl K(x,y;0,7) in jedem den Punkt x,y nicht enthaltenden Teilbereiche von B
regulire Potentialfunktion von o, & ist, und also fiir (2 — £)%— (y — -5)* > o? die Dar-
27

siellung K(z,y; &,9)= Lfl{(ac,y, o(r,$),t(r,8))d? gilt, wobei das Integral

iiber die Berandung eines Krexses mit dem Radius r < ¢ um &, als Mittelpunkt zu
erstrecken ist. Durch Multiplikation mit r und Integra.t:on nach r zwischen den
Grenzen 0 und g ergibt sich dann (16). Aus Stetigkeitsgriinden gilt diese Relation
auch noch auf.dem Rande von x,. Die Darstellung des Textes zeigt da.ruber hinaus,
welchen Wert die Reihe der Behauptung im Kreise », annimmt.
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abgeschiatzt. Da gemiB (12) ff (4o, H) dodt = > ~— ist, zieht die gleich-

%(x y)\

méiBige Konvergenz von 2 ( in #, y die der urspriinglichen

Reihe in dem beh&upbeten Smne nach sich.
Es ist also nach (12) und (15)

Kz, u; §,:7}~H(§,1;;z,y)=;%§f K{z,y;0,17)dodx

“j 2, (%,9) 1
= A ET N &

(o,v)dodz.

4

~ Insbesondere fiir (z — &)+ (y — )° = ¢” folgt hieraus

(16) K(z,y; ¢, W}—”"f K(z,y;0,7)dods
=2?ﬁ;’—g—)—;—;§ff¢,(u,z)dadn
r=1
Setzt man nun K{z,y; &)= — 27log +y{x,y; &, 4), so iso

v(z,y; &, 9) eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, die der Gleichung
Ay = O geniigt, und die Integralgleichung fiir ¢, lautet sodann

7, (6 ) = — &2 [[1ogro, (0,5 dodz+1, [ 716,m50,5) 9, (0, ) do .
B B

Bildet man auf beiden Seiten die 4-Ableitung, so findet sich in bekannter
Weise
do,(&n) +1,9,(§9)=0.

Zufolge 4, >0 kann mit beliebigem positivem E < p der Webersche
Mittelwertsatz angewandt werden®); dieser ergibt, wenn @, (R, d) die aus
@, durch Einfiihrung von Polarkcordinaten R,¥ um &, als Anfangs-
punkt entstehende Funktion bezeichnet und unter J; die Besselsche Funktion
verstanden wird: .

s

1
T
1

@, (&, 1) (V4, B)=y4

Hieraus folgt

qo,(m}f Jo (V- R)Rw—;:,f

G ¢

.1

{ 7,(B,8)RdOdR.
5

%) Uber die Integration der partie}}én Differentislgleichungen, Math. Annaleni, 8. 1.
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Geht man auf der rechten Seite wieder zu rechtwinkligen Koordinaten
iiber, und macht in dem Integral auf der linken die Substitution
Vi -R =z, so liefert dies’

5,11) = fJo(z zdz ——ff(p,(a t)dodr.

GemiB der Relation®) zJ,(2) = ‘% (zJ,(2)) folgt:

H%(G z)dodf=¢,<s,n)?~yi‘:"~r,(o-v‘at>.

17) ff«p( ) dode = 9,(6,m) = 1,0 V),

=a,9,(&, ’7)
Einsetzen in (16) ergibt die Behauptung fir den Fall g=1. Aus
bekannten Eigenschaften der Besselschen Funktionen erschlieBt man sofort

hma (e)=1 und |a,( 9)1<c(g) 7}’ wo ¢ eine nur von g abhanglge

Konstante bedeutet. ]

Fiir beliebiges g wird der Beweis durch Induktion gefiihrt. Sei also
der Satz fiir g — 1 richtig. Um &, # werde der Kreis x, mit dem Radius
g-o geschlagen. Der Nachweis ist fiir nicht in selnem Innern gelegenes
x,y zu filhren. Simtliche Punkte o, z des Kreises », gehoren dann einem
Bereich an, der von der Berandung von B keinen kleineren Abstand als
(g — 1) o hat, und fiir sie gilt (z ~ 0)? ++ (y — 7)* = (g — 1) o”. Infolge-
dessen kann in (16) fiir K(z,y;0,7) die Reihenentwickelung mit g —1
eingesetzt werden:

K{z,y;6,n)= %;ff Zaf_l (p,.(z,y) @,(e,7)dod
y=1

= a,‘."lq) (i.,, ;1/_) 1 ff(p,(o v)dodr.

y=1

GemiB (17) folgt hieraus die Behauptung fiir jedes g.

§ 7.
Die Bilinearreihen fiir die ersten Ableitungen der Greenschen Funktion.

In diesem Paragraphen soll gezeigt werden, daB die mit den kon-
vergenzverbessernden Faktoren versehene Bilinearreihe fiir g > 2 gliedweise
differenziert werden darf.

1) 7. B. Watson, Theory of Bessel Functions, S. 18.
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o

Satz 7. K(w,y;&,n) bedeuie einen Kern der im Saiz 6 gekenn-
zeschneter, Art. Der Punkt £, n werde auf einen inneren abgeschlossenen
Teilbereich B, von B beschrinkt. g aei eine ganze Zahi, die grofer als 1
ist. Wird o so klein gewdhlt, daf g-o den Minimalabstand des Bereiches B,
von der Berandung von B nickt dibersieigt, dann gilt fir alle z,y in B

mit (z— &)+ (g —n)°2(g0)°

2K (z,4:8m) - ;P (24} 2
= = al 75 % (&)

r=i

6K (z, y; £, ) o, (z, y) a _
wir«=2af ly (5,17/

r=1
Die Reshen konvergieren gleichmdfig und absolut fir alle z,y tn B und
alle &, % in B,.

Beweis. Offenbar geniigt der Nachweis fiir die Richtigkeit der
zweiten Gleichung. Hierzu gehe man von der Relation (16) aus

E+o 4w
K(z,y;6,9)= poe J{ J'K(x,y;a,z}dzdo (w=+7g”—~(5ra)g),
f-¢ n—w
4o
dK(x,y;8. 1
R (@ystn) (K (a,y50,00+ ) — Kz, y30,(5 — w) do.
AP

Die Punkte o, 7 + w und 0,5 — w liegen auf dem Kreise mit dem Radius ¢
um &, 5, und haben infoigedessen vom Rande von B und von z, y keinen
groferen Abstand als (g — 1)¢. Demgemi8 kann fiir X die Entwicklung
aus Satz 6 mit g — 1 eingefithrt werden, die absolut und in o . gleich-
méfig konvergiert:

5+g
3K (x,955,7) 1 O -1 P (2 4)
e =n—é§2af T (p,l0,7+w)— @, (0,7 —w))de
v=1 e
E+p ntw

,w(zy a 1 j’f
= — @, (o, 7)dadr.

£~
In Riicksicht auf (17) ist dies die Reihe der Behauptung.
Die Aussage des Satzes 7 ist in z, ¥ und &, 5 nicht mehr symmetrisch,
da die Differentiation nach £ bzw. 5 aunsgefiihrt wird und der Punkt &, g
auf B, beschrinkt bleiben mufl, wihrend 2, y in B variieren kann, Dal
auch umgekehrt &, den ganzen Wertevorrat von B durchlaufen kann,
falls der Punkt 2, y B, nicht verlaBt, soll unter weiteren Einschriinkungen

iber K bewiesen werden. Hierzu wird eine Abschitzung der Greenschen
Mathematische Zeitschrift. XXVIL 18
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Funktion benétigh, die im Falle eines mit einer analytischen Randkurve
versehenen Bereiches bereits durch Poincaré bekannt ist.

Hilissatz 1. Der einfach zusammenhingende Bereich B der schlichten
Ebene besitze eine Berandung, die sich aus einer endlichen Anzahl von
analytischen Kurvenstiicken zusammenseizt®*). Die Winkel, unter denen
2wei  derselben zusammenstoflen, sollen grofer als O wund héchstens =
sein, d. h. es seien ketne Spitzen und einspringende Ecken vorhanden.
G(z,y;&,n) bezeichne die zu B géhdrige auf dem Rande verschwindende
Greensche Funktion. Dann existiert eine von x,Y; &, n unabhdingige Kon-
stante a, so daf fir alle inneren Punkie x,y und &,y des Bereiches

Zleth [Flst b=Temomre—a)

oz

ausfallt.

Beweis. Man setze z=2 -7y, {=£&-+47 und verstehe unter
w = f(z) eine solche Funktion, die den Bereich B der z-Ebene konform
auf den Einheitskreis der w-Ebene abbildet. Dann ist bekanntlich, wenn
noch die Abkiirzung f({)= w eingefiihrt wird,

G(z,y;&ﬂ))=7;;1 og%
=2 Rlog 222,
o= —a R [F (el
g - Rl (+arsy)]
R IR =

Dieselbe Abschitzung gilt fiir lﬁl Zufolge |w|<L1 und |w| <1 ist,
da ja ’—;%::a% eine Abbildung des Einheitskreises in sich darstellt,
143
unabhanglgen Konstanten # mit der Eigenschaft nachzuweisen, daB fiir
alle inneren Punkte z und { von B

ww

‘< 2. Somit geniigt es, die Existenz einer von z und {

F()—~1 @)
18 LT
(18) Fae—n=f

1) Diese Kurvenstiicke sind dabei auch noch in den Eckpunkten, in denen zwei
derselben zusammenstofien, als analytisch vorausgesetat.
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ausfillt, Zu diesem Zwecke betrachte man

f(z)—F ()
F(z, £)——§ "(2) (z—0)
1 fiirx 2-=¢

als Funktion der beiden Verinderlichen z und ;. Dieselbe ist fiir alle 2
und ¢ in B nebst Rand mit Ausschlufl der Ecken stetig und von Null
verschieden, da bekanntlich f(z) auch noch auf dem Rande, abgesehen
von den Ecken, analytisch ist und daselbst f'(z) <= 0 gilt. Wiire nun die
Annahme (18) nicht richtig, so miiite es zwei Folgen, z, und Z,, geben,
die sich in einer Ecke hdufen, nnd fiir welche F(z,,(,) gegen 0 strebt.
BEs bleibt demnach nur zu geigen, daf dies nicht moglich ist. Ohne Be-
schrinkung kann hierbei die Ecke als im Nullpunkt gelegen angenommen
werden, d. h.2,—0, {,— 0.

Zunichst wird folgendes Lemma iiber die Funktion F nachgewiesen:
Sind 2z, und ¢, zwei in B gelegene Punktiolgen, fiir die 2,—0, {,—0

| &»

fiir z==¢,

sowie

< 1 gilt, so gibt es hierzu eine positive Konstante 3,, so da8

fiir alle » von einer Stelle an

| F(2,, (')E =h

ausfills, i
Zum Beweise sei der von den beiden die Ecke bildenden Kurven-

stiicken eingeschlossene Winkel mit ¢z bezeichnet (0 < e < 1). Nach

Lichtenstein'?) gestattet dann f'(z) in der Umgebung des Nullpunktes
die Darstellung

1
(19) Fz)=2° f(2),

wobei f, eine stetige, fiir z =0 nicht verschwindende Funktion bedeutet
1

1
and z° ', z= fz]etv (0 <y < 2x) gesetzt, den Wert z@“ﬂi W(_ﬂq/’
hat. F(z,,{,) kann nunmehr in die Gestalt gebracht werden:

Zy -

1 ¢
Y TR ) P S— d
(2:4) (zv—c,)f'(z,)gf@ o
{20) %
_ 1 { Z-1f(a)
- E...lo;; ¢ fl(z”ld
(=) e

Dabei sei der Integrationsweg nach folgender Vorschrift gewdhit: Map

%) Uber die konforme Abbildung ebener anslytischer Gebiete mit Ecken, Journsl
f. d. Mathematik 140.

19*
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schreite lings der geradlinigen Verbindungslinie von £, nach 2, fort, soweit
diese in B verliuft; verlifit sie B, so gehe man lings der Randlinie bis
zu ihrem Wiedereintritt weiter, Da die beiden Stiicke der Berandung als
analytische Bogen vorausgesetzt sind, und zwar auch noch iiber die Ecke
hinaus, existiert eine von » unabhingige Konstante y derart, da8 die Linge
des Integrationsweges die GroBle y|z, — £, | nicht iibertrifit. Aus demselben
Grunde und wegen |{,| < |2,| ist fiir hinreichend groBes » auf dem ganzen
Integrationswege |o| < |z,|. Aus (20) erhilt man

2z, 2, i
1 & g
(21) F(z,,C,)= 1 i—IJ‘M idg +zv-§v !(%) (g((zy)) 1) do.
by »

(zv — &v) 2:
Der zweite Posten wird dem Betrage nach gemi dem soeben Be-
merkten durch
g le— b MR 1

abgeschitzt, wo das Maximum auf dem Integrationswege zu nehmen ist.
Dieser Ausdrack strebt wegen der Stetigkeit von £, (z) und £, (0) < 0 mit
wachsenden » gegen 0, denn mit z, und {, riicken simtliche Punkte des
Integrationsweges in den Nullpunkt hinein.

Es muB also nur noch dargetan werden, da8 der Absolutwert des
ersten Posten" in (21) iiber einer festen Zahl verbleibt. Derselbe hat,
z,=|z,|e*">, £,=]|¢(,| €% gesetat, den Wert

1
— 1
X iZI_'L 1 ,ff. 71— & [® ':X,,—W,,)
" Izvlae a‘—lCr‘ae a —a P
(2 - & | X, - W)
iy, X vl ”’»("‘) 1—-|=Lle "
(awfe "—[Lrle " ")z |® & 1€ =

Da nun die Punkte z, und ¢, , sowie der Integrationsweg dem Bereiche B
angehdren, so bleibt von einem » an, der Bedeutung von « gemiiB,

| X, ~ ¥,| unter (cc + g—)n und es ist also
1 3
P Sh A

Demzufolge kann sich der Zahler des zuletzt gefundenen Ausdruekes mit
wachsendem » der Null nur dann nidhern, wenn fiir eine Teilfolge

e
‘ii;“_ —1 und |X,~ %[0, dh Z,="—1
RS
gilt. Wegen lim ¢ 11—'_22' - 1 jedoch sinkt der ganze Ausdruck dem Be-
Z,—»1 ”
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trage nach nicht unter eine positive Konstante herab. Somit ist das
Lemms bewiesen.
Um nun die Behauptung fiir zwei beliebige Folgen 2z, und § als
richtig zu erkennen, zerlege man diese in die durch
i
=], A >3

fv 4
Wi <h P2 |

EX

gekennzeichneten Teilfolgen. Die beiden ersten sind erledigt. Fir die
dritte hat man geméf (19)

al»-‘

Flat) = () r ﬁ"‘i

-1

SA NI F5(10

Feoa)(E) B
Aus den Eigenschaften von f,(z) folg — 1.

ﬁ fl(c")

AT
existiert wegen ] C ]< 1 eine Zahl g,, so daB fiir hinreichend groBes »

a F(Cv’ zv) ; ﬂe
> 1 von einer Stelle an
1
! F(zvi “:v)l g Eﬁ‘.’
Daher gibt es keine Folgen, fiir welche
dim F(z,,{,)=0

.Nsch dem Lemme

ist. Also ist fiir i C-

gilt, womit der Beweis von Hilfssatz 1 erbracht ist.

Aus ihm kann jetzt leicht eine Abschitzung fiir die Ableitungen der
Eigenfunktionen gewonnen werden:

Hilfssatz 2. Ist B ein Bereich der in Hilfssalz 1 gekennzeichneten
Art, s0 bestehen fiir die Eigenfunktionen @, und Eigenwerte i, der zu shm
gehorigen am Rande verschwindenden Greenschen Funkition G(z,y; &, 79),
als Kern einer Integralgleichung aufgefapBt, fir alle Punkte £, % in B und
¥ 2> v, die Unglesichungen

3%(8,'7)

oo, (£,
j<bz (log,)?, } q”af i

! < b, (logi,)t,

wobet vy, und b von &, n und v unabhingige Konstanie bedeuten®®),
Beweis. Aus der fiir die normierten Eigenfunktionen giiltigen Integral-

gleichung

(22) v (&) =4[] G(& 5 0,%) 9, (0, 1) dods
%) Man kann iibrigens unschwer weit bessere Abschitzungen in jedem keinen

Randpunkt enthaltenden Teilbereich finden, was fiir unsere Zwecke jedoch nicht
susreicht,
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findet man auf Grund der Schwarzschen Ungleichung, wenn unter A, eine
von &, # und » unabhiingige Konstante verstanden wird,

2) e ISA{S 6 dode-[f pracart< a,.

&, n bedeute einen Punkt im Innern oder auf dem Rande von B. Man

schlage um ihn einen Kreis mit dem Radius ;l und nenne B dessen Durch-
schnitt mit B. Nun folgt. aus (22)

la% gz,( ff F (p,dodz +‘ff 7 ¢, dodr
<J.,( ff (%g)qdodtfftpfdadz —l—fflggl‘l(p,]dodz).v
B-B B B

In den Integralen werden jetzt Polarkoordinaten r, & um &, 5 als Anfanges-
punkt eingefithrt. Dann liefert Hilfssatz 1

] <aa({[[220 ) [[iniarss)

o

oder, wenn R den groften gegenseitigen Abstand zweier Randpunkte von. B
bedeutet, in Riicksicht auf (23)

<a2.( ff‘“"” —}-All,ffdrdﬁ)

=ax,({_nuogze+1ogz,)}*+ 27 4,).

Hieraus entnimmt man die Behauptung unmittelbar.

%

Jetzt kann die Differenzierbarkeit der fiir die Greensche Funktion
giiltigen Reihe in dem erwihnten Sinne gezeigt werden.

Satz 8. Der einfach zusammenhingende Bereich B besitze eine Be-
randung, die sich aus einer endlichen Anzahl von analytischen Kurven-
stiicken. zusammensetzt, welche weder in Spilzen noch in einspringenden

_ Ecken zusammenstofen sollen. G(z,y; &, n) bezeichne die zu thm ge-
hoérige dm Rande verschwindende Greensche Funktion. Wird der Punki z, y
auf einen ganz im Inmern von B enthaltenden Teilbereich B, beschrinkt,
8o ist fir alle §,m in B,.ganzes g = 2 und hinreichend kleines o

6G(a:,y, 0G (=, y; £, 1) 2 g%(m y) o9, (&, '7),
2&
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ap(m y! §,9) 2 gipv(x ¥) 0@1 (£,9)
én

?

(=" +(y—n)"2(g0)).
Die Rethe konvergiert absolut und gleichmdfig ,fur E,qinBund z,y in B,.

Beweis. Fiir den Rest der Reihe findet sich bei Beachtung ven (17)
und Hilfssatz 2 fiir geniigend grofies p und ¢ die Abschitzung

q

a? s‘v,(z ¥) i’%(é,ﬂ)' Zlam (&,1) o]
=P

I ==

;l?f @, (s, t)dsdt]

Ay
r=p
e -~ 3
8w, (5: ) af 1
g{g( » y)wwf 1dsdt}

r=p s

I) Q¢ %
{ Z'logl ""”}

ot &

Beriicksichtigt man, dal @, fiir hinreichend groBe Werte von » unter
konst. 4, i liegt (8. 288), so ergibt sich fiir den Rest die obere Schranke

konst. { Zq’ log }t,,-l,_,%(g_l)}%.
r=p

Die Konvergenz der Quadratsumme der reziproken Eigenwerte zieht somit
fiir g > 8 die der Reihe der Behauptung nach sich und zwar gleichmiBig
in z,y und £, 4. Aber auch fiir g = 2 kann dieselbe erschlossen werden,
da fiir die Greensche Funktion bekanntlich i, ~ » ist. Somit ist die glied-
weise Differenzierbarkeit nach & und ebenso nach # gerechtfertigt.

$ 8.
Aunsdehnung einiger Ergebnisse auf drei Dimensionen,

Es ist nicht schwer zu erkennen, daB sich ein Teil der in den voran-
gehenden Paragraphen entwickelten Sétze auf drei Dimensionen aus-
dehnen 1af3t.

Die Funktion H, ist wie folgt zu erkliren:

Um den Punkt &, 9, { schlage man die Kugel », mit dem Radins ¢
und setze fiir einen von &, 5, { verschiedenen Punkt %, v, w
1 /1 1 3 1 . .
Hy(E, 0, 5w, 0, w) = E(?_E+'22{5"§§> fiir u, v, w In %,

0 w ,9,w auflerhalb s,

=1 — w4 (7 —») +(C —w)*.
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Man erkennt leicht, daB diese Funktion der in zwei Dimensionen ein-
gefiihrten (§ 8) analoge Eigenschaften hat: .

Sr'—
Hig)=0, o, AH={4"9‘ v
0 (r>o0),

ffJ‘Hgdudvdw_gkonst. g.

Mit ihrer Hilfe 148t sich Satz 4 nebst Beweis ohne weiteres iibertragen,
wobei man ¢ = |4, | 1% zu wahlen hat.

Die Greensche Funktion im Raume hat bekanntlich die Gestalt

1
K(z,y,2; &, ’7,5)=;t7+?(w,y,2; &, C)

(r=Ve—"+w—n"+ -2,
wo y mit stetigen Ableitungen erster und zweiter Ordnung versehen ist.
Ferner gilt AK=0 und 1, > 0.

Fiir sie besteht das Analogon zu Satz 6 und 7, wenn darin x, die
Kugel mit dem Radius g-¢ um &, %, als Mittelpunkt bedeutet, und

%=

gesetzt ist,

Beim Beweise ist dabei der Webersche Mittelwertsatz durch den
Helmholtzschen ') zu ersetzen. Dieser besagt: Jede der Gleichung

Ao, — i,p,=0 (4, > 0)

geniigende Funktion ¢, kann in der Form

®,(& . ) Bsin (YA, RB)= gff%do,

wobei das Integral iiber die Oberﬂache einer Kugel mit dem Radius B
~zu erstrecken ist, geschricben werden. Durch Integration nach R zwischen
den Grenzen 0 und g ergibt sich

7o w,(é,n,C)V fRsm(fR)dR—-fffg(u v, w)dudvdw,
a
8,9,(67,8) = i fff«m(u v, w) dudod,

wenn a, den soeben angegebenen Wert bezeichnet. Dies ist die (17) ent-

") Z. B.: F. Pockels, Uber die partielle Differentialgleichung Au +£%% =0,
8. 217 (1891).



Entwickiungen gegebener Funktionen nach Eigenfuixktionen. 207

sprechende Formel. Die iibrigen Teile der Beweise iibertragen sich un-
mittelbar.

Es sei noch bemerkt, daB lim @ {g)=1 und g _(g) ~ ;- isb.
e-»0 ¥ 0 i

V.

Die Entwicklung unstetiger Funktionen.

Die Ergebnisse des IV. Abschnittes konnen zur Entwicklung gegebener
Funktionen mit Unstetigkeiten nach den Eigenfunktionen von do 4l =10
herangezogen werden.

Lediglich unter Verwendung der Sitze 6 und 7 soll ein Satz bewiesen
werden, der sowobl in der Ebene als auch im Raume Giiltigkeit besitat,
der Einfachheit halber aber nur in zwei Dimensionen formauliert wird.

Satz 9. Vorgelegt sei ein Bereich B, dessen Berandung aus einer
geschlossenen, sich selbst nicht schneidenden, stdickweise stelig gekrimmien
Linie besteht. Derselbe werde durch esne endliche Anzahl von ganz in
sesnem Innern verlaufenden, sich nicht treffenden Kurven ', von derselben
Beschaffenheit wie die Berandung tn Teilbereiche B, zerlegt.

Die Punktion F(z,y) besitze in jedem der Teilberesche sietige Ab-
lestungen erster und zwester Ordnung und sirebe nebsi dhren Normal-
ableitungen beir Anndherung an C, von der Art der Anndherung unab-
hdngigen, lings C, stetigen Werten zu, die freilich beim Heranriicken wvon
verschiedenen Sedten nicht wberetnzustimmen brauchen. Weiler exisiiere

[JAF(s,8)dsdt fir jedes B,. Endlich goriige F auf dem Rande von B
Bl’
etner Randbedingung der Form
oF
hioy+ b F=0,

wobet N die dufere Normale, h, und h, positive Konstanie bezeichnen.
Unter A, p, seien die Eigenwerte bzw. Higenfunictionen wvon

do+ip=20
bed der Randbedingung '
. Be
hlg‘z;‘+ hyp =20

verstanden.
g -bedeute eine gunze Zahl grofer als 1.

Dann gilt bei beliebigem hinreichend Eletnen o > 0 fir alle Punkie x, v,
deren Abstand von den Kurven O, nichi kleiner ais g-o s,

q..
af—1.
¥

Fz, y) =2gp,{x, y) (af‘}{flf’zp,dsdt +—5 j{g 4Fg, dsdi}.
v=1 B F
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Die Konstanten a, sind dabei die ¢m vorigen Abschnitt eingefiihrien von F
unabhdngigen Grofen.

Die Reihe konvergiert absolut und gleichmdpig fir alle x,y in B.

Dem Beweise seien einige Bemerkungen vorausgeschickt.

Bezeichnet K die zu B und der Randbedingung gehorige Greensche
Funkiion, so kann der zweite Posten jedes Summengliedes in der Form

(24) (df—nffffff(s,t;q,;)AF(s,t)%(o,—,)dsdtdodz

geschrieben werden. Daraus ist ersichtlich, daB obige Entwmklung, falls
F der Randbedingung geniigh und lings aller O, nebst seiner Normal-
ableitung stetig bleibt, mit der iiblichen Founerenthcklung iibereinstimmt,
weil alsdann

_];fK(s, t;0,7) AF(s,t)dsdt = — F(o,1)

gilt. Im anderen Falle unterscheiden sich die ersten Koeffizienten der
Reihe der Behauptung nur wenig von den Fourierkoeffizienten, da die
ersten @, nahe an 1 liegen. Fiir groBe » hingegen wird zufolge a, ~L%

. . Ay
der EinfluB der mit der unstetigen Funktion F gebildeten Koeffizienten

Jf Fo, dsdt abgeschwicht, und die mit dem stetigen
g v
[l K(s,t; 0,7) 4F(s,t)dsdt
B

gebildeten gewinnen das Ubergewicht. DaB die Koeffizienten dann nicht
mehr mit den Fourierkoeffizienten iibereinstimmen, ergibt sich, wenn fiir F
eine nicht identisch verschwindende den Randbedingungen geniigende und
in B die Gleichung 4 F = 0 befriedigende Funktion gewahlt, wird.

Will man zulassen, daB die Kurven C, nicht geschlossen sind, sondern
zwei Punkte des Randes von B verbinden, und soll ferner F keiner Rand-
bedingung unterworfen sein, in welchem Falle die Reihe freilich F nur
noch auflerhalb einer gewissen Umgebung des Randes darstellen kann, so
muf} Satz 8 herangezogen werden. Die Voraussetzungen sind demgemif
einzuschrinken, und der Beweis bleibt nur noch in zwei Dimensionen
stichhaltig. Das Ergebnis 148t sich wie folgt formulieren:

Satz 10. Vorgelegt ein Bereich B der schlichten Ebene, dessen Be-
randung aus einer geschlossenen sich selbst micht tiberschneidenden Linde
besteht, die sich aus einer endlichen Anzahl analytischer Bogen zusammen-
selzt, die weder in Spitzen moch in einspringenden Ecken zusammen-
stofien. Derselbe werde durch endlich viele sich micht treffende, stiick-
weise stetig gekriimmte, entweder geschlossene oder zwes Randpunkte von B
verbindende Kurven C, in die Teilbereiche B, zerlegt.
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Die Funktion F(x,y) besitze in jedem dieser Teslbereiche stelige
Ableitungen erster und zweiter Ordnung wund strebe nebst threr Normal-
ableitung bei Anndherung an C, und den Rand von B stetigen Grenz-

werten zu. Wetter existiere f f AdF @, dadi fiir jedes B,.
Unier 1, @, seien die E‘:';enwerte bow. Eigenfunktionen von
Ao+ ip=10
bei der Randbedingung ¢ = 0 verstanden.
g bedeute eine ganze Zahi grofer als 1.

Dann gilt bei beliebigem, hinreichend kletnem ¢ fiir alle Punkie x, y,
deren Abstand von C, und dem Rande von B kleiner als g-o ist,

F’ (=, ¥) me(a:,y (a;ffF¢,dsdi-L~—— Jﬁquydsdt>

Die Reihe konvergiert absolut wnd gleichmafig fir alle x,y in B.
Beweis. Der Anfang der Beweise der Siitze 9 und 10 ist gemein-
sam. Uber B seien zunichst nur die Voraussetzungen von Satz 9, iiber
¢, die von Satz 10 gemacht, F unterliege keiner Randbedingung.
Der Rand von B werde mit C bezeichnet. z,y bedeute sinen nicht
auf O und C, gelegenen Punkt. Man wende die Greensche Formel mit F

und der zur gegebenen Randbedingung?®) kl sy T hee=0 gehdrigen
Greenschen Funktion K von B auf simtliche Bereiche B, einzeln an.
Dabei ist jeweils, falls die zweiten Ableitungen von ¥ bei Anndherung
an die Berandung nicht endlich - bleiben, in iiblicher Weise zunichst ein
kleineres Gebiet zu nehmen, welches nachtriglich stetig in das urspriing-

liche #ibergetiihrt wird. Addiert man éie Resultate, so findet sich’
(25) ff(F(s 04, K@, y;0,0— Kz, 38,1 4F(s,0)ds di

y(uK a
—‘—'F(x y)“!—f ,\ZV""‘ dl"‘;—‘Zjv gaN Wz

Dabei bedeutet F 1 baw, :ﬁl die Differenz der beiderseitisen Grenzwerte
an O, bei smngemaﬁer Festsetzung des Vorzeichens der Normalableitung.
Von jetzt ab habe der Punkt z, y von allen €, mindestens den Ab-
stand g-g.
Unter den Voraussetzungen des Satzes O verschwindet das Integral
iber ¢, und simtliche Punkte von C, haben sowohl vom Rande (bei
hinreichend kleinem g_)‘), als auch von #,y keinen kieineren Abstand

)dz::

%) Diese bezieht sich natiirlich anf die Berandung ¢ von B.
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als g-o. Fir K und konnen auf der rechten Seite von (25) also die
Entwickelungen gemaB der auch in drei Dimensionen giiltigen Sétze 6
und 7 eingefiihrt werden, wobei fiir den dort mit B, bezeichneten Teil-
bereich die Vereinigung der Kurven C, zu wihlen ist..

Unter den Voraussetzungen des Satzes 10 ist weiterhin zu ver-
langen, dal der Punkt z,y auch von ¢ nm mindestens g-¢ entfernt
ist. K ist jetzt die auf dem Rande verschwindende Greensche Funktion

von B. Fiir K kann wieder die Entwwke[ung aus Satz 6, fur 3N K hin-

gegen die nach Satz 8 genommen werden. Der dort auftretende Teil-
bereich B, ist wie folgt st wihlen: Von B werde. die Vereinigung aller
Kreise mit dem Radius g-¢, deren Mittelpunkte auf C oder C, liegen,
weggenommen. Die dann von B verbleibenden Punkte machen B, aus.

In beiden Fillen erhdlt man also fiir die Integrale auf der rechten
Seite von (25) fiir alle in Frage kommenden Punkite z, ¥y mit Ricksicht
auf die gleichmifige Konvergenz

f+2f zlmg)(j( S AP
+3 [ () -n i),

wobei freilich im Falle des Satzes 9 die Integrale iiber ¢ verschwinden,
Die Reihe konvergiert absolut und gleichmaBig.
Wird unter den Integralen

. 0@, K
<p,~—1,ffK¢p,dodt und ﬁ—lyifmzp,dodt
B .

gesetzt, so erhdlt man in Riicksicht auf die Vertauschbarkeit der Inte-
grationsreihenfolge %)

Setoenf[( [(rh-xFa
+2f

oder wegen (25) und 4 K =0
jlafcp,(x,y)(— [[Pp,dode — [ j;fKAFw,dsdtdodr>.
= B B ’

gj;— o )dz)%(a )dodr,

%) Kine niihere Begriindung hieﬁﬁr findet sich z B. bei A. Kneser, loc. eit. 3,
S. 191.
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Weiter gilt nach dem Entwicklungssatze aus der Theorie der Inte-
gralgleichungen

[ R(z,y58,)4F(s,t)dsdt = 5 ¢,(z,9) [f [[KAFp dsdtdods,
B EES B B

wobei die Reihe wiederum absolut und gleichmaBig konvergiert.

Eintragen der beiden zuletzt gefundenen Werte in (25) ergibt in
Riicksicht auf 4K =0 und (24) die Behauptung beider Sitze.

Zum SchluB dieses Abschnitbes soll unter der Voraussetzung der
Existenz hoherer Ableitungen der Funktion F in den Teilbereichen B,
eine besser konvergente Reihe aufgestellt werden. Hs gilt

Satz 11. Der Bereich B und die Kurven C, selen wvon der in
Satz 9 oder 10 gekennzeichneten Art. Die Funktion F(z,y) besitze in
jedem Teilbereiche B, stetige Ableitungen bis zur (2 m - 1)-len Ordnung, und
gendige, falls iber B und C, die Annahmen von Satz 9 gemackt sind,
noch bei Anndherung des Punkies x,y an den Rand der Bedingung

a4t F

lim (b, 24T 4 3,49 F)=0 (u=0,1,...,m),

wobei 4" F bedeutet, daB der Laplacesche Operator 4 up-mal auf die

Punktion F angewandt werden soll (4O F = F). Fir jedes B, existiere

ferner | [ (4™ F(s,3) dsdt. Danmn ist unter Beibehaltung der Be-
By

zeicknungeﬁ von Saiz 9 bew. 10 fir alle Punkte x,y, dse mindesiens den
Absiand mgo vom Rande und den C, haben

me=2¢%mw,

A’,:(J}y av—l\“f A(F)F(p

j 4™ Fo dads.

y—() —

Die Reihe konvérgiert absolut und gleschmdfig.
Wahit man- g > ﬁ(l—l

schaft, dap . 2 (ar4): konvergzert.
. ow=1

, S0 besitzen die Koeffizienien die Eigen-

Beweis. Die gleichméiBicre Konvergenz der Reihe leuchtet leicht wie
folgt ein; Wegen a, < c-— (S 288)und g > 2 ist |ale (2, y)jgcgaﬁ.‘

Da‘ die Reihen 2(%/ und 2<ff4(“)Fcpvdsdt\ a=0,1,8...,m)

v=1
gleichmiBig konvergieren, folgt in Ruckswht auf die Schwarzsche Unglei-
chung dasselbe, fiir die Reihe der Behauptung.
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Der Beweis fiir dxe Gestalt der Koeffizienten A, wird durch Induk-
tion -gefiihrt.

Fiir m=1 ist die Aussage in den Sitzen 9 bzw. 10 enthalten.
F(x,y) besitze n jedem B, Ableitungen bis zur (2m - 1)-ten Ordnung.
Die Behauptung sei fiir m — 1 richtig und ist fiir m zu zeigen.

Gemif der Annahme gilt fiir alle Punkte #, y, die von dem Rande
und den Kurven C, einen groBeren Abstand als (m—1)go haben,

AF= DD, g, (z,y),
r=1 ‘

_1 -
__Q,VZ fJ‘AmH)F%dsdt—[- a, m ffA M)F(P,dei

Ferner ist nach Satz 9 bazw. 10 fiir alle Punkte z, y, deren Abstand vom
Rande und den Kurven C, mindestens go betriigt,

F(x,y) = Zw,(x y)al fqu),dsdt+S

wobei zur Abkiirzung

5= 0,9 (5~ ) [[aFg,asa
y=1 B

=Zaff~’%@ff4 Fo, dsdt — ffK(a:, y;8,t)AF(s,t)dsdt
v=1 B B

gesetzt ist. Unter x sei die Kreisscheibe mit dem Radius go um z, Y
als Mittelpunkt verstanden. Dann wird

J/KAFdsdt— [[KAFdsdt+ [[ KAFdsds.
B * B-—»x

Verlangt man nun, daB der Punkt z,y von den Kurven C, und vom
Rande mindestens den Abstand mgp hat, so sind alle Punkte ¢, ¢ von x
um mehr als (m —1)go von den C, und vom Rande entfernt; fiir 4 F
gilt in » die eingangs vermerkte Entwicklung. Setzt man diese in das
erste Integral auf der rechten Seite ein, in das zweite hingegen die fiir K
nach Satz 6, so ergibt sich

”KAFth:”KZD,%(s, t)dsdt +2a!1-—(?-¥lff41ﬂ¢,dsdz.
B x r=1 r=1 v B—x
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Somut wird;

8 =§a3‘p—’%ﬂj.jﬂAF%dsdt — jjﬂl{'jﬂvw,{s, tidsdit
ES B w=1i

{IFZD ¢, (s, t)ds di.
Bex v=1

Fithrt man wiederum im ersten Integral fiir 4 F, im dritten fiix K die
Reihen ein, so findet sich, wenn noch im mittleren Posten gliedweise
integriert wird %),

8= Zaw’ (=, y)fIZD,,wﬂ(s i)p,(s,t)dsds

=1

ZD w(x ¥) +2 w(x y)jfZD o,(s,8)puls, t)dsdt

v=1 u=1
. - epr (%, 9) v (%, 9)
=) af TvaZ‘"T D,.
y=l r=1
Also wird

A

hd ~ [ |
F(z,9)=2¢,(=, y)(d”fﬁ’fp,dsdt"# e D).
r=1 B

In Riicksicht auf den angegebenen Wert von D ist dies die behauptete
Entwickelung.
Um endlich die Aussage iiber die Koefﬁzienten als richtig zu er-
c—— (8. 288), wenn g > M
b
ausfallt, Wird dann 2™ 4, in der Form

kennen, beachte man, daB wegen ia

| ==

. 1
ist, !a.‘,’ﬁgo”lm“

WA= B, +(—1)"[[ 4™ Fo, dsdi
: B

17) Die gliedweise Integration kann etws wie folgt gerechtfertigt werden. Es ist
fiir ganzes N

. N )
[ &3 Digrasat= 3D, [ kpvdsats [[& 3 Drgydsde
B r=1 r=1 B B y=XN+1

und
o 4y X 2 3
lffK S Dogydsdt 1§{ff1{*dsmff{ 3 Digvdsdt) }%A
B re= N 41 | B B r=N+1 ’
*x
Dieser Restposten hat zufolge der gieichmifigen Konvergenz von Y Dyg, den
ry=¥+1

Limes 0 fiir N—o0.
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geschrieben, so verbleiben die GréBen | 4" ! E, | unterhalb %, multipliziert

mit einer von » unabhingigen Konstanten. Die Konvergenz von El—é und

v

( f 4™ Fo ds dt) zieht dann die von j‘(l,’"A,)” nach sich, was ge-
r=1 .

r=1
zeigh werden sollte,

Es sei noch bemerkt, daB, wenn g hinreichend klein ist, die ersten a,
sich wenig von der Einheit unterscheiden, woraus folgt, daB die Anfangs-
glieder der Entwicklung von ¥ wenig von denen der Fourierreihe abweichen,

Unter den Voraussetzungen von Satz 9 behilt Satz 11 auch in drei
Dimensionen Giiltigkeit.

VL
Anwendung anf die Warmeleitungsgleichung.

Auf Grund des Satzes 9 kann jetzt leicht die Losung der Randwert-
aufgabe fiir die Wirmeleitungsgleichung in der Ebene und im Raume an-
gegeben werden. Das Ergebnis lautet, der Einfachheit halber in zwei
Dimensionen formuliert, wie folgt:

Satz 12. Unter B werde ein Bereich verstanden, dessen Berandung
aus einer geschlossenen, sich selbst nicht schneidenden, stiickweise stetig
gekriimmien Linie besteht. Derselbe werde durch eine endliche Anzahl
von ganz in seinem Innern verlaufenden, sich nicht treffenden Kurven O,
von derselben Beschaffenheit wie die Berandung in Teilbereiche B, zerlegt.

. Die Funktion F(xz,y) besitze tn jedem der Teilbereiche stetige Ab-
lestungen erster und 2weiter Ordnung und strebe nebst ihren Normal-
ablestungen bei Anndherung an C, Werten zu, die von der Art des Heran-
riickens unabhdngig und lings C, stetig sind, indessen beim Heranriicken
von verschiedenen Seiten nicht iiberesnzustimmen brauchen. Weiter existiere
f fAF(s t)?ds dt fir jedes B,. Endlich geniige F auf dem Rande von

B etner Randbedingung der Form
hy b'—N— + h, F=0,
wobes N die duPere Normale, h, und h, positive Konstante bezeichnen.
Unter 1, und @, seten die Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen von

dp-+ip=0
bei der Randbedingung

13N+h‘P—O

verstanden. g bedeule eine ganze Zahl grofier als 1.
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Fiir hinreichend kletnes ¢, alle x, v in B und T > 0, stellt

w(z,y; T) = c,0,(z,y)e ™7,
v=1

af 1
¢ = afjfl”cp,dsdt -+ ’lp—~ffaﬂ Fo,dsdt
B E

etne Losung der Differentialgleichung

o~ Adu (4>0)
dar, welche fiir die Punkte x,y des Randes von B und alle T der Be-
dingung

ou

hi m + h% % ==0

gendigt, und die fiir T=10 wund alle x,y, deren Absiand von C, nichs
kletner als g-o isi, mit F(z,y) tbereinsiimmi®®).

Beweis. Die in Satz ¢ erwiesene absolute Konvergenz von
2, o, (xz, v) hat zur Folge, dafl die Reihe der Behauptung in jedem
=3
Intervall 0 < T T, gleichmiBig konvergiert; demnach bleibt % bei An-
ndherung von T an den Wert 0 stetig, und die Funktion hat somit ge-
mif Satz 9 die fir 7= 0 verlangte Eigenschaft.

Zufolge der fiir ganzes £ >0, T=>T7,>0 und v >, (kh, 4,7,
giiltigen Relation ,

O < lyke'*éyél}g ;Wke—l,,ATag 1

folgt die absolute und fiir T2 7, gleichm&ﬁige Konvergenz der Reihen

(26) W — 4 Se,p,(2,y)d, e 4T
p=i
und
(27) a“’u__Aﬂ 20 ( Y12 g=4bT
\ Y = y Pl Yoy € s
g
% sowie — sind also fiir alle Punkte #,y in B und T> 0 stetige

Funktionen.

18) Auf Satz 12 158t sich folgender Wall zuriickfithren: F(x, y) ist keiner Rand-
bedingung unterworfen, Gesucht eine Lésung von ;;;AA%, die fiir alle T die

Randwerte von F hat, und fiir T =0 auflerhalb eines Streifens uwm die Unstetigkeite-
linien mit F iibereinstimms. Man het nur unter w, die in B regulire Potentialfunk-
tion zu verstehen, welche die Rendwerte von F hat, und u, nach Satz 12 als die am
Rande verschwindende Losung von %% =Adu, gu bestimmen, die fiir T=0 mit

F(x,y)—u,(z,y) sauflerhalb einer Umgebung der Xurven ¢, iibereinstimmi.
% = 4, %, ist die gesuchte Ldsung,
Mathematische Zeitschrift, XXVIIL. 20
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DaB u der Differentialgleichung geniigt*®), wird leicht folgendermaBen
eingesehen. Es ist, wenn K die zur Randbedingung gehdrige Greensche
Funktion von 4o + A =0 bedeutet, fiir 77> 0

3

» T

u(z, y; T)=v§;c,¢,(z, y)e_“
= j'c,e_Al’T}.,ffK(z, y; 8, t)p, (8, t)dsdt
p=] B

=£fK(x, ‘y‘; 8,1) ch,cp,(s, t)d e M dsdt,
v=1

wo die Vertauschbarkeit der Summation mit der Integration wie in Anm. 17
gerechtfertigt wird.
In Riicksicht auf (26) erhilt man hieraus®°)

(28) u(z,y; T)= ——ffK(:c y; 8, t)au(s 5T) dsdt .

Auf Grund von (26) und (27) ergibt sich ganz ebenso

(29) fulzy:2 T fflf(z 9; 3, t)a ““ 57) dsds.

Nach bekannten Sitzen iiber die Greensche Funktion kann aus (29)

die Existenz und Stetigkeit von - in B erschlossen werden,

%u %4
573z 4 57 aTa

2
derzufolge man nun (28) die von 5_71: und 2% sowie die behauptete Re-

oy*
lation
du(z,y; T) == 20T
entnimmt,

Da endlich K die Randbedingnng erfiillt, zeigt (28), daB dasselbe’
fir u bei beliebigem 7' > 0 gilt, womit der Satz véllig bewiesen ist.

Zusatz. Will man zulasgen, daB die Kurven C, auch zwei Punkte
der Berandung von B verbinden, so miisseh die Voraussetzungen des
Satzes 12 iiber B durch die von Satz 10 ersetzt werden, und fiir X und
@, ist das Versctwinden auf dem Rande von B zu fordern. Das vorige

19) Das Bewe:sverfahren 1a8t sich leicht auf die Differentiaigleichung

L(u)=P(z, y)BT susdehnen, wenn L(u)= a(p:,) a(g)u,)

Funktionen p(z, y)>0, ¢(z, y) =0, P(z,y)>0 geniigend oft differenzierbar sind,
Man hat dabei unter p, die Eigenfunktionen von L(¢p)+4iPg zu verstehen.

20) Integraldifferentialgleichungen der Form von (28) sind von Amoroso behandelt.
(Sopra un equazione integro-differenziale del tipo parabolico. I. II. Rom. Acc. L. Rend.
{5) 21,.) In dem Beweis des Textes wird jedoch von der Theorie der Integraldifferential-
gleichungen kein Gebrauch gemacht.

~qu ist, wobei die
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Beweisverfshren liefert sodann, wenn staté Satz 9 jeweils Satz 10 zur
Verwendung komms$, daf wiederum

u(z,y; T)= Zcmﬂxyw‘m,

wo die Konstanten ¢, dieselbe Bedeutung wie in Satz 12 haben, sine am
Rande verschwindende Losung darstells, die jedoch fir 7'= 0 mit ¥(z, y)
nur noch in den Punkten z,y fibereinstimmt, die auBer von O, auch
noch von der Berandung von B mindestens den Abstand g-p haben.

VIL
Anwendung auf die Gleichung der schwingenden Membran.
In diesem Abschnifite sollen Untersuchungen, die denen des vorigen

analog sind, fiir die Gleichung der schwingenden Membran durchgefiihrt
werden, jedoch unter weniger weitgehenden Voraussetzungen.

Satz 18. Unier o, seien die der Randbedingung h

15},7‘;"}"299 0

gendigenden Eigenfunktionen der Differentiaigleichung
Adep+ilp=0
in einem Rereiche B wversianden. Smd die Ktm.szanten A, und B,

Ld

(v=1,2,8,...) so beschaffen, daf 2(2 A und 2(2*8) unier
vom M umbhangzgen Konstanten verblezben, 2o stellt

{80) u(z, y; 7) =2<A,cos }/A,T-{— ﬁ: sin VAT) o, (2, 9)

»==i
etne fiir alle T der Randbedingung kl% 4 Byu =0 gendigende Lisung
der Differentialgleichung

z'iiu (_x, o3 Q

— . qm
AT Au(z: ¥ T/

dar.

Beweis. Die Reihe (30) kann viermal gliedweise nach T* differenziert
werden, denn fiir

>
51‘ v/}-a (A cos‘Q/—T—f-ﬁ;sm Vi, T)«p,(a: ¥}

gilt die Restabschitzung

24( B 12

P ? 4 @ 2\§
<(Dwar X0 ( Sutnr D)),
v p v=p Tr=p v=p :

20*
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was zufolge der iiber 4, und B, gemachten Annahme und der gleich-
maBlgen Konvergenz von 2( %) die der Reihe fiir —1—'—'5 nach sich zieht.

4

Nun ist, wenn K die’ zur Randbedingung gehérige Greensche Funktion
bezeichnet,

(81) w(z,y; T)
~2 (A cos]/—T—f— sm]/}. T ,ffK(x,y; 8 t)p,(st)dsdt
g

—ij(:c Y; 8, t)a u‘(s t lr)d dt,

wobei die Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Summation und Integration
wie in Anmerkung 17 gerechtfertigt werden kann. Ebenso ergibt sich

u(x;y, — —ffK(x y,S t) 6 u(i'f T) dsdi
Aus dieser Gleichung erschlieBt man die Existenz und Stetigkeit von
2°u ; 2%u %u a%u .
3T 92 ax’ga—_——’.l?’a und als Folge davon aus (81) die von o und 2 53 Sowie

Au=§a—:‘§, was gezeigt werden sollte.

DaB « der Randbedingung geniigt, kann (31) unmittelbar entnommen
werden.

Zusatz. Salz 13 nebst Beweis lafit sich ohne weiteres auf die ali-
gemernere Differentialgleichung

p(z,y)dutp.(2,y)u, + p,(2,y)u, — ¢(z,y)u= P(z,y)urr,
wobe: die Funktionen p,q, P geniigend oft differenzierbar sind, und
p>0, 920, P> 0 ‘ist, ausdehnen.

Aus Satz 13 folgt sofort: Haben die Funktionen F, und F, im
Bereiche B stetige, beschrinkte partielle Ableitungen bis zur sechsten
Ordnung einschlieflich, verschwindet ferner auf dem Rande von B sowohl
F, und F, als auck®) AF,, A®F,, AF,, A" F,, so stellt die mit den

1) Dies ist natiirlich so zu verstehen, da8 die im Innern von B stetigen Funk-
tionen 4F, usw. bei Anniherung an den Rand gegen O streben. Diese Forderung ist
unter der Annahme, daf eine Losung u(x,y , T) mit stetigen Ableltungen geniigend
&t u(z,y,T)
. aTl
fiir alle ,y des abgeschlossenen Bereiches B und alle 7' stetig, so folgt aus der fiir
alle T giiltigen Bedingung « (%,%,7T)=0, wo %,y die Punkte des Randes durchliuft,

! - -
3_“(_“%%/:_7') = 0. Dije rechten Seiten der Gleichungen
a

hoher Ordnung existiers, aucn notwendig. Sind némlich die Funktionen

{Fortsetzung der FuBnote 21 auf der nichsten Seite)
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Fourserkoeffizienten
A =[[Fodsedi, B,=[fF¢dsdt
B B
2 I
gebildete Reihe\(30) eine am Rande verschwindende Losung von f-z—:g = 4%
dar, fir welche
u(2,9,0) = F(z,9), 2520 F (2,9)

sst. Die Eigenfunktionen ¢, sind dabei der Randbedingung o, =0 zu
unterwerfen. :
Es ist nimlick, wie man wegen dg, = — 1, , durch wiederholte

Anwendung der Greenschen Formel erkennt:
4, = a%ffl’ldgo,dsdt—- - fAFlcp,dsdis::wf AF, dp dsdi
B
=§§ﬁ 49 F, ¢, dsdt = -?ﬂa‘s’ﬁ;%dgdz
"B i

und
‘B, = — %ﬂzﬁ‘” F,p, dsds.
i

Die GroBen 4, und B, haben in der Tat die in Batz (13) verlangten
Eigenschaften.

LiBt man zu, daB die Funktionen ¥, und F, mit ihren Differential-
quotienten lings gegebener Linien Unstetigkeiten sufweisen, so kann eine
Losung angegeben werden, die mit dem Anfangszustand auBerhalb einer
beliebig klein wihlbaren Umgebung der Unstetigkeitslinien und des Randes
fibereinstimmt, und deren erste Koeffizienten 4, B, um beliebig wenig von
den Fourierkoeffizienten abweichen. Es gilt nimlich, wie aus Satz 18
und 11, mit m = 8 angewandt, ohne weiteres erschlossen wird:

Satz 14. Unter B sei ein Bereich verstanden, dessen Berandung aus
einer geschiossenen, sich selbst nicht wberschneidenden, stiickwesse stefig
gekriimmien Linde O besteht. - Derselbe werde durch eine endliche Anzahi
von gans in sesnem Innern verloufenden, sich nicht treffenden Kurven O,

g 4 g

a-—%:zﬁ&. a—-—%qi-;du——-‘ﬁ —-""A(g
T 7 T’ a7t
Pu_ ou 2w 53 U

am® " AT art ot T

nehmen fir T=0 FJezugheh die Werte 4F,, A‘”)F AF,, A®F, an, die, wenn sich
der Punkt 2, ¥ dem Rande nihert, der ”’\Iuli zustreben, weil dasselbe fir die linken
© Seiten gilt
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von derselben Beschaffenheit wie die Berandung im Teilbereiche B, zer-
legt. Ldfit man zu, dap die Kurven C, auch zwei Punkte von C verbinden
konnen, so mup dieses stiickweise analytisch, ohne Spilzen und ein-
springende Ecken angenommen werden. ‘
Die Funktionen Fi(z,y) und F,(z,y) mogen in jedem B, steiige
4blestungen bis zur siebenten Ordnung einschlieflich besiizen, die bei An-
niherung an C und C, stetigen, von der Art des Heranriickens unabhdngigen
Grenzwerten zusireben. Wenn C nichi stiickweise analytisch ist®®), miissen

F, und F, iiberdies der Randbedingung b, "4 F+h A9 Fes0(p=0,1,2,3)
geniigen. Wester existiere [[(4® F)*ds dt fiir jedes B, .
B

Unter A, und @, seien die Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen von
dp+1p=0

bed der Randbedingung
h, 3 N + hyop=0

verstanden. Im Falle, daf einige der Kurven C, ¢m Rande enden, mufs

h, =0 sein. g bedeute eine ganze Zahl gréfer als 6.
Fiir hinreichend kleines o, alle x,y in B und alle T stellt

u(z,y; T)= Z(A cos Y1, T+VB' siny 1, T)ap,(x Y),

—a? Z’ (“”“ 1)“ﬂ4"" F o, dsdt+ (

pu=0

——a,Z’(aab _[JA""F o, dsdt+(

etne Losung von

A“’ F o, dsdi,

) f 4P F,p, dsdt

P u(z,y; T)

ot =Au(x,y; T)
dar, die der Randbedingung h, N 2+ hyu =0 gentigt und so beschaffen

ist, daf fir alle Punkte x,y, die mindestens den Abstand 8¢ o vom Rande
und den C, haben,
ou(x,y; 0)

u(z, ¥;0)=F (z,9), ——a‘T__“';Fe(x’y)
gilt.
Sind die Funktionen F, und F, sowie ihre A-Ableitungen keinen
Randbedingungen unterworfen, so mupf C stiickweise analytisch voraus-

2} Das bedeutet soviel, als daB fiir C und die ¢, die Voraussetzungen von Satz 9.
gelten,
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geseizt werden. Versteht man unier u, die reguldre Poientialfunkiton mit
den Randwerten von F,(z,y), und unier u, die nach dem sochen an-
gegebenen Verfahren zu bildende, am Rande verschwindende Lisung won
2%u,
8T
uy(2, y; 0)=F, (2, y) —u, (z,y),

2
gine solche Losung von Z‘?ﬁ = Adwu, die fir alle T die Randwerie von F,

= Ju,, | fiir  welche auferkalb einer Umgebung wvon € und- O,

?_"_‘}_(_x_’_y_’______F(x y) golt, sodst v =1, -2,

M und mit chrer Ablestung nack T auferhald von Stresfen der Breite
3go um den Rand wund die Unstetigheitsiinien von F, und F, die vor-
gegebenen Anfangswerte annimm.

(Eingegangen am 31, Oktober 1926.)



