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Zusammenfassung -- Summary 

Zum Potential 8er Materialfunktionen niebtlinear-viskoelastiseher Stoffe. FSr die 
nichtlinearen Tensorfunktionen in dem Deformationsgesetz der Viskoelastizit~it yore Typ 
des Einfachintegraloperators wird nachgewiesen, dal3 ein iibergeordnetes Potential mit 
Minimalwert im Ausgangszustand hinreichend ffir die Erfiillung der Dissipationsunglei- 
chung ist. ])ann sind auch eine der mSglichen Erweiterungen der Onsager-Beziehungen 
im nichtlinearen Fall und das Druckersche Stabilitgtskriterium erfiillt. 

On the Potential of the Constitutive Functions of Nonlinear-Viscoelastic Continua. 
Nonlinear viscoelastic constitutive equations of the type of the simple integral operator 
are investigated. For the nonlinear tensor functions in the constitutive equations it is 
show that the existence of a potential with a minimum for the natural state is sufficient 
satisfy the dissipation inequality. Thus one of the possible generalizations of the Onsager to 
relations and Drucker's stability postulate are satisfied too. 

1. Das Deformationsgesetz  

Under den vielen Varianten viskoelastischer Deformationsgesetze ni1~mt im 
Bereieh kleiner Verzerrungen das Gesetz 

t 

f ~(t) -- r(~(t)) + ..(t - ~) ~ (f(6(~)) & (~) 
- - o o  

mit  ~ o - -  Vek tor  der  l inear  unabhgngigen  Kon lpone n t e n  des Spannungs tensors ,  
e - -  en t sprechender  Vek tor  2 de r  K o m p o n e n t e n  des Verzerrungstensors ,  Y, (~ - -  
ebenfal ls  in analoge  Vektoren  e ingeordnete  Tensorfunkt ionen,  ~ - -  Kr iech-  
funkt ion ,  eine in zweifacher  Hins ich t  bemerkenswer te  Sonders te l lung  ein. 

Einersei ts  b i lde t  es in sehr  vielen F~l]en das  reale  Mate r i a lve rha l t en  besser  a]s 
andere  0 p e r a t o r e n  (z. B. Mehr fach in tegra lopera to ren  mi t  P r o d u k t k e r n e n  oder  

1 Folgende Schreibweise wird eingeffihrt: Kleine h~lbfett gedruckte Buchstaben sind 
Vektoren, analoge groBe stellen Matrizen dar. Eine funktioneile Abhgngigkeit der Vektoren 
und Matrizen yon einem Vektor bedeutet, dab jedes Element eine Funktion des ent- 
sprechenden Vektors ist. 

2 Der Aufbau yon e wird so vereinbart, dab die mechanische Leistung dem Skalar- 
produkt 6T~} entsprieht. Die Tensorkomponenten Q2, ees, S-a~ werden daher mit dem Faktor 
2 in e aufgenommen. 
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170 H. Balke und H. Bergander: 

zu (1) inverse Darstellungen) ab oder erreicht mindestens deren Qualit/it [1], [2j. 
Andererseits kann es bequem durch einen Satz niehtlinearer Differentialopera- 
toren I. Ordnung ersetzt und so der rechentechnisehen Behandlung von Anfangs- 
randwertproblemen zugrunde gelegt werden [3]. 

Der s noch eindimensional formulierte Ansatz des Typs (1) stammt von 
Leadermann [4]. Iljusehin und Pobjedrja [5] haben gezeigt, dag sieh (1) als 
Sonderfall in die allgemeine The0rie der Nachwirkung mit Mehrfachintegral- 
operatoren naeh Volterra einordnet, wenn zum Aufbau der Kerne der allgemeinen 
Theorie auch Singularit/~ten vom Typ der &Funktion zugelassen werden. 

Die Vielfalt der Materialfunktionen des elastischen Anteils 3,(6) wird bekannt- 
lich dutch die Existenz des iibergeordneten skalaren Potentials F(a)  begrenzt, aus 
dem 3' durch Differentiation folgt: 

7(a) = OF(a) 
Oa (2) 

Ohne diese Forderung lassen sieh Deformationszyklen aufbauen, dutch die der 
zweite Itauptsatz der Thermodynamik verletzt wird. 

Gegenstand dieser Arbeit ist die :Frage, ob ein derartiges Potential r fiir 
die Funktion 

~ ( a )  (3) 

auch physikalisch interpretiert oder nut  als reine Materialannahme gewertet 
werden kann. 

Eine Pr'tifung der Literatur ergab, dal~ zwar Ans/itze, die (3) erfiillen, tiber- 
wiegen, dag aber prinzipiell aueh Deformationsgesetze formuliert und sogar an- 
gewendet werden, die (3) verletzen. In der umfassenden Monographie [5] wird 
eine Bedingung der Weehselseitigkeit (als spezielle Symmetriebedingung der 
Operatorkern-Tensoren) formuliert, deren Erfiillung im Sonderfall (1) genau (3) 
entsprieht. Sie wird allein als Klassifizierungsmerkmal betrachtet. Dariiber hinaus 
baut dann Moskwitin [6] ein ganzes Buch von Anwendungsproblemen auf iso- 
tropen Gesetzen auf, die (3) verletzen. Aber auch in [7], [8] werden den Material- 
funktionen keinerlei Beschr/inkungen im Sinne von (3) auferlegt. 

Im folgenden wird nun gezeigt, daft (3) eine hinreichende und im Spezialfall 
auch notwendige Voraussetzung zur Erfii]lung der Dissipationsungleiehung ist 
und damit einen physikalisehen Inhalt bekommt. 

2. Schlu~folgerungen aus der Dissipationsungleichung 

Die weiteren Betrachtungen entsprechen dem in [9] aufgezeigten ~u Die 
Dissipationsungleiehung 

f l  = a r ~  - F -> 0 (4) 

lgl~t sich nur untersuehen, wenn die freie Energie F bekannt ist. Um sie als 
Zustandsfunktion formulieren zu kSnnen, wird zungchst in (1) die Funktion x(t) 
durch 

~ ( t ) = x 0 % -  + ~ 1 - - e x p  -- (5) 
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approximiert. I-Iierin sollen alle Parameter positive Konstanten sein: 

Xn > 0 (6.1) 

Tn > 0. (6.2) 

Fiir Krieehfunktionen ~(t) mit st//ndig abnehmendem Anstieg 

�9 (t) =< o (7) 

kann der Ansatz (5) jede beliebige Kurvenform mit festgelegter Genauigkeit an- 
n/~hern [2], so dag dureh (5) die Allgemeinheit nieht besehr/inkt wird. Naeh dem 
Einsetzen yon (5) in (1) gelten folgende Definitionen 

t 

f ~ -  ~ __o 
--(x) 

(s.1) 

t 

- - c o  

1 < n < N .  (8.2) 

Werden diese Abkiirzungen in (1) eingesetzt und diese sowie die Gln. (8) nach t 
differenziert, ergibt sich der folgende zu (1) /i, quivalente Satz yon Differential- 
gleichungen 1 .0rdnung 

N 

= G(a) d @ ~ cn(a, hn) (9.1) 
n = 0  

~ 0  
ho -= Co(6) = 7oo 9(6) (9.2) 

1 
hn = c~(a, h~) = ~ [~,~(a) -- hn], 1 _< n _< h r. (9.3) 

Itier wurde aul]erdem 

G(6) = ~:'(~) (10) 
0a 

eingefiihrt. 
Nach den l~berlegungen in [9] bilden die Gr6gen ~ und h .  (0 --< n _< N) die 

Zustandsparameter des Deformationsgesetzes (9) bzw. (1) mit (5). Die G]. (9.1) 
1//gt sieh auch in der Form 

N 

= ~, + Z '  h,~ (11) 
n = 0  

angeben, wobei 

~E = G(o)  d (12.1) 

bzw. 

~ = 7(6) (12.2) 

12 Acta Mech. 40/3--4 
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gilt. S t a t t e  und hn kTnnen aueh ez und h,~ als gquivalenter Zustandsparameter- 
satz eingeftihrt werden. Einsetzen von (11) in (4) ergibt 

N 
/) = arSE -~ ~ 6rhn --/?(~.,  h0, hi, ..., h~) > 0 (13) 

/Z=0 
bzw. 

( o b =  a - ~ . !  ~;o zh~] ~ =>~  (14) 

Der erste Term verschwindet, d~ wegen (2) &uch das komplement/ire Potential 
W(eE) = aTeE -- F(a)  existiert (Legendresehe Transformation) und daher 

F(eE, ho, hi, ..., h~v) = W(eE) @ .Fn(ho, hi, ..., h~v) (15) 

gilt (umgekehrt kSnnte natiirlieh aus (4) aueh (2) an dieser Stelle gefolgert werden, 
da 6 ---- 6(~z) die Umkehrung yon (12.2) ist). 

Damit geht (14) in die Ungleiehung 

2 ( SF R ~T an > 0  (16) D = , : o  o -  Sh~/ = 
O.ber. 

Zur Erffillung yon (16) ist hinreiehend, dal3 ffir jeden Summanden 

D,~=  a -  san] " =  > ~  (17) 

gilt. Dazu wird die Spannung fiber (9.3) als Funktion der Zustandsparameter aus- 
gedriickt: 

Dabei soll 
y = / ( x )  (19) 

mit [(0) = 0 die Umkebrfunktion zu 

x = ~(y) (20) 

sein. Hierin sei vorausgesetzt, dag diese Funktionen umkehrbar eindeutig sind, 
d. h. dal~ mit 

n ( x ) -  s/(x) (21) 
Sac 

die Bedingung 
H 1 

gilt. Auf den bedeutsamen Sonderfal] lnkompressibilit/it, bei dem (22) verletzt ist, 
wird noeh eingegangen. 

Zur Erfiillung yon (17) mit (18) 

1 (h,~ + T~h, )  - -  hn >= 0 (23) 
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wird zungehst die Urngebung des Punktes hn = 0 betraehtet. Hier gilt die Taylor- 
Entwicklung fiir (18) unter Beaehtung yon (21) 

und damit folgt aus (23) 

(25) 

Diese Gleichung wird erfiillt, wenn der zweite Term nieht negativ wird und der 
erste versehwindet, d. h. 

( 1 )  ~FR (26) 

])ann ist 

und [(x) hat das Potential P(x) 

N 

F R = ~ Fn(h.), (27) 

~P(x) [(x) - (28) 
8x 

Die freie Energie lautet also mit (26) bis (28) 

N / \ 

F(~z, h0, hi . . . .  , h ~ v ) :  W(~E)-[-_.,~nPI--hn). (29) 
n = l  \ ~n l 

Der zweite Term in GI. (25) wird wegen G1. (6) nicht negativ, wenn 

h, rH (.~. h~) h~ > O. (30) 

Falls das Deformationsgesetz (9) nur aus den Gln. (9.1) und (9.3) mit N ----- 1 
besteht, ist hi in (25), (17) eine unabh/ingige variierbare GrSl3e. Da hi linear in 
(17) vorkommt, sind die Forderung (26) und die hieraus gefolgerten Beziehungen 
(27) his (30) dann aueh notwendig. 

Aus (30) 1//13t sieh naeh (28) die zweite wesentliche Anforderung an die Material- 
funktion ableiten: Die Matrix H gemfil3 (21) muB fiir alle Argumente. positiv 
semidefinit sein 

z~H(x) z >= o. (31) 

Aus (31) kann geschlossen werden, dab das Potential P(x) im Ursprung, wo/(0) = 0  
gelten soll, seinen minimalen Wert annimmt (vgl. Anhang) 

Die Bedingung (31) reieht auch fiir beliebig grol3e h~ zur Gewiihrleistung yon 
(17) aus. I)er Mittelwertsatz mit Integralrestglied fiir Vektorfunktionen fiihrt auI 

[[(x -~ k) -- [(x)] T k = kTH(x -[- ak) k (32) 

mit 
0 --< ~ --< 1 (33) 

12" 
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(vgl. Anhang). Wird in (23) der Ausdruck (26) eingesetzt und (32) angewendet, 
entsteht 

-'= z ,  ~ (hr~ + o~nT,~h,) hn .  (34) 

Mit (31) und unter Beachtung yon (33) und (6) ist (17) und damit aueh (4) erfiillt. 
Wenn (28) gilt, dann folgt aus (19) und (20) fiber die Legendresche Trans- 

formation auch 

( f ( y ) _  or (35) 
9y ' 

wobei ~b(y) = x~ry - -  P ( x )  das zu P(x) komplement/~re Potential ist. Die Dissi- 
pationsungleichung ist somit erfiillt, wenn die Funktion ~c(6) in (1) ein Potential 
(3) besitzt und die Funktionalmatrix positiv semidefinit ist. 

3. Inkompressibles Naterial 

Die Bedingung der Inkompressibilit/it ist ein s wiehtiger Sonderfall, da 
sie meistens den Funktionen (,c auferlegt wird. Dann ist 

"9 ~ 0"11 ~ -  0"22 -4- 1733 (36) 

eine vom Deformationsgesetz unabhgngige Variable. 
Mit 

O8 
~a 

lassen sieh die Deviatoren des Spannungstensors 

(37) 

und der Verzerrungen (so wie deren Teilemenente gem/ig (11)) 

( ' )  h,~ D I - -  --~ a a  ~ h~ ~ h~ (39) 

angeben. Die MateIialfunktion vermittelt jetzt den Zusammenhang zwischen den 
DeviatorgrS~en, also entweder nach (9.3) 

z ,  (h,, + T,~h,,) .= q)* (c; - -  ~a8)3 (40) 

oder in der Umkehrung nach (18) 

, ) a - -  ~ a s  = (hn -4- T,~h,)  . (41) 

a~ a 1 ( I  1 ) = - -  a s  = a a  z o (38) 
3 3 
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Wesentlich ist hierbei, dab die Umkehrung mSglieh ist, obwohl beide Gleiehungs- 
gruppen wegen 

arhn v = aThn = 0 --~ aTg~ * = 0 (42.1) 

a T 6 " = a T ( ( ~ - - l a s )  = 0-+aT/*  = 0 (42.2) 

je eine abhgngige Gleichung aufweisen. Die Umkehrung erfotgt nach Streichen je 
eines Deviatorelementes unter Beachtung yon (42) und ist dann eindeutig. Naeh 
der Umkehrung dient (42) wieder der Vervollstgndigung des Systems um eine 
abhgngige Gleichung. 

Einsetzen yon 6 gemgl3 (41) in (17) ergibt nfit (42.1) 

-g~(] h~ > 0. (43) 

Diese Gleiehung entsprieht v611ig (23) und stellt den Ansehlug an die voran- 
gegangene I{erleitung her. Es gilt also weiter (28) und (31) auch fiir/*. 

Fiir (35) ist dann lediglich zu beachten, dab ae und y im Vergleieh zu (40) oder 
(41) festgelegt werden, d. h. dag 

q~,(y) = ~as,(y) (44) ay 
mit 

1 
= a - -  - -  a s  ( 4 5 )  Y 3 

gebildet wird. Daher gilt auch hier 

~f(6) - ~6)*~6 - ( I -  13 aaT) ~f* (a _ -~1 as)---- q~* (o -- I as) . (46) 

D a / / *  gemgg (21) aus f* bereehnet wird, folgt wegen (42.2) 

det (H*) ----- 0. (47) 

Auger der Aussage, dag in (31) der positiv definite Fall ausgeschlossen ist und die 
quadratisehe Form stets semidefinit ist, hat diese Besonderheit keine weiteren 
Konsequenzen. 

4. Orthogonalit{it 

In diesem Abschnitt wird auf den Index n zur Vereinfachung der Schreib- 
arbeit verzichtet. Im linearen Grenzfall fiir die rFunktion 

liefert (28) 
l ( x )  = A x  ( 4 8 )  

P(x) -~. l x T A x  (49) 
' 2 
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und (34) 

b = T hrAh > O. (50) 

Aus (28) ergibt sieh, daf3 die Matrix A symmetrisch ist. Diese Symmetrie wurde 
auch mit der Anwendung des Onsager-Prinzips auf (48), (1.8) begriindet [10]. 
Wegen (50) ist A aul3erdem positiv semidefinit. 

Aus (49) und (50) lassen sieh zwei Orthogonalits 

6 i _  ~H(h.) (51) 
~b 

odor 

schlugfolgern. 
Hierin ist 

< / =  --  -=- (52) 
2 ~h 

0F 
a ~ --- a -- - -  (53) 

~h 

der Anteil der Spanmmgen, der irreversible Arbeit leistet. Ftir diesen ergibt sieh 
mit (48), (18) und (29) im linearen Grenzfall 

( i i  ._~. Y- Ah  . (54) 

Verallgemeinerungen sowohl von (51) als aueh (52) im niehtlinearen Fall hat 
Ziegler vorgesohlagen. Wghrend der Ansatz (51) in einer glteren Arbeit ver- 
treten wurde [11], gab er spgter der Verallgemeinerung yon (52) im niehtlinearen 
Fall 

~b b 6 i = ) , - - =  mit t - -  (55) (obi%, 
~ ~hl 

den Vorzug [12], [13], [14], [15] (,,Thermomeehanische Orthogonalit~it"). Die bei- 
den Verallgemeinerungen (51) und (55) des Onsager-Prinzips fiir den niehtlinearen 
Fall widerspreehen sich im allgemeinen. Nur wenn die Dissipationsleistung/) der 
Funktionalgleichung [12] 

= 1(1)) (56)  

geniigt, existieren (51) und (55) gleiehzeitig. 
Fiir das hier untersuchte elementare Deformationsgesetz (18) ergibt sich aus 

(53) . l i t  (29) 

( / = ,  (~- (h + Th)) -- f ( l  h).  (57) 

F f i r / g i l t  (28). Mit 
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Iolgt o i fiber (51), d. h., das elementare Deformationsgesetz erfiillt eine mSgliehe 
Verallgemeinerung des Onsager-Prinzips, die die Symmetrie in den Mittelpunkt 
stellt. Denn die Matrix 

8~ -- T H ( I ~  ~ (h@ Th)) (59) 

ist, wie in Absehnitt 2. naehgewiesen wurde, symmetriseh und positiv seml- 
definit und teilt diese Eigensehaften mit der Matrix A des linearen Grenzfalles. 

Dem Zieglersehen Dissipationsprinzip (55) kann, da der Potentialbedingung 
(51) genfigt wird, nur dann noeh entsproehen werden, wenn (56) erfiillt ist. 

Der wiehtigste Fall, bei dem (56) gew~hrleistet wird, ist der homogener Funk- 
tionen 

�9 h(~h) = fl~D(h), (60) 

da fiir diese der Eulersehe Satz 

( ~/)]T h = n/) (61) 
~h/ 

gilt. Gleichung (57) zeigt jedoch, dal~ selbst ffir homogene Funktionen f (gegen 
die einige grunds~tzliche Bedenken beziiglich der Besehreibung der Isochronen 
erhoben werden mfissen) ~ und d a m i t / )  stets inhomogen werden. 

Da (60) jedoch nur eine m5gliche LSsung der Funktionalgleiehung (56) ist, 
wird (56) direkt mit (57) geprfift 

oh/ ' 

Fiir /) kann noch (34) verwendet werden. Auger im linearen Fall li~l~t sich der 
zweite Term der rechten Seite yon (62) sicher nicht (lurch /)  ausdrficken, und 
daher ist (56) dann nieht zu erfiillen, tm Sonderfal] des tensorie]l linearen isotropen 
Stoffes ist dieser Fakt  bereits diskutiert worden [16]. Hier konnte gezeigt werden, 
dag aueh im allgemeinsten Fall der Einfaehintegraltheorie das Deformations- 
gesetz (1) mit dem Zieglersehen Dissipationsprinzip unvertr/iglieh ist, obwohl die 
Erfiillung des zweiten Hauptsatzes und des Potentialansatzes (51) als einfaehe 
Erweiterung des Onsager-Prinzips garantiert sind. 

5. Stabilitiit 

Als Materialannahme, die die Beobachtungen an vielen Materialien ver- 
allgemeinert, ist das Druckersche Stabilitatskriterimn zu verstehen. Die all- 
gemeinste Formulierung ist [17] 

tl 

to 

(63) 

wobei a(1)(~) und 6(2)(T) zwei unterschiedliche Belastungsprogramme und eo/(v ) 
und e(2)(~) die fiber das Deformationsgesetz zugeordneten Verzerrungen sind. 
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S t i ~ n e n  zwei Lastgeschichten bis t - t0 tiberein und unterscheiden sich dann,  
so folgt aus der  Entwicklung um t = to 

((;(2) - -  d(1)) T (~(2) - -  ~(~)) ~ 0 fiir t = to (64) 

oder, falls bei unterschiedlichenl (~(~), #(2) infolge des Defornmtionsgesetzes  noch 
~(1) = ~(2/gilt, 

((}(2) - -  a(,))~ (e(2) - -  ~(~)) ~ 0 fiir t = to. (65) 

Die Anwendung  auf  das Elementar -Deformat ionsgese tz  (18), in dem der Zustands-  
p a r a m e t e r  h~ die Dehnung  reprgsentiert ,  geschieht wieder unter  Fort.lassen des 
Index  n. I m  Ze i tpunk t  t = to unterseheiden sieh die Zustgnde noch nicht :  

Aus (18) folgl~ dann  

a(1)(to) = a(2)(to) = a(o) 

h(,)(to) = h(2)(to) = h(o). 

(66.1) 

(66.2) 

6. Vera]lgemeinerte Einfachintegral theorie 

Wird (1) zur besseren Anpassung aus mehr  als einer niehtl inearen K e n n f u n k -  
t ion aufgebaut  

t 
M 

~(t) = r(~(t)) + t X ~,~(t - ~) ~ .J . . . .  1 -&v 9~'n(6(v)) dr, (71) 

so lassen sich naeh Approx imat ion  jeder Kr iechfunkt ion  urn(t) durch (5) alle 
Schlul~folgerungen auf jede einzelne Funk t ion  i ibertragen. Somit  gilt 

% , ( a ) - ~  ~O,~(a) (72) 
~a 

h(~)(to) = h(2)(to) -~ h(o), (67) 

so dal3 G]. (65) zur Anwendung  k o m m e n  m u l l  D~zu wird (18) unter  Beach tung  
yon (21) nach t differenziert  

= • ~(• (h + Th)) (h + T~). (6S) 

Fiir t = to gilt  

d(2)--d(1) : f - H  ( ~  (h(o) -~- Th(o))) (h(~)-- (69) 

und das Kr i t e r ium (65) ver langt  

T (h(2)--i t( , ,)TH(-~(h(o) + Th(o))) (i'~(2)--ho)) >= (70) 

Diese Beziehung und ihre Erwei te rung  auf  mehrere  S u m m a n d e n  (N > 1) sind 
jedoch fiir posi t iv  semidefinites H erfiillt. 
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Aueh der Ansatz (71) erffillt mit (72) wie (1) mit (3) die Dissipationsungleichung, 
die PotentiMbedingung (51) Ms m5gliche VerMlgemeinerung des Onsager-Prinzips 
auf den nichtlinearen Fall und das Druckersche Stabi]itgtskriterium. 

Es sei 

und 

Anhang 

[ (x)  = aP(~---2) = i~ (A 1) 
a~c 

[/,.~ /1,~ ..- /,,x] 
H(x) = ~l(*)e. = / 1~'' h,~ -..  h,-~ . (A 2) 

Die Funktion [(x) sei stetig differenzierbar. Dann gilt der M_ittelwertsatz mit 
IntegrMrestglied [18], S. 32 

1 

l ( x  -4- k)  --  [ (x)  = f t I ( x  -~ tk) k dt, (A 3) 
0 

wobei die rechte Seite als Integral fiber jede Komponente erkl~rt wird. 
Fiir das Skalarprodukt 

1 

[[(x d- k)  - -  if(x)] T k = f k ~ H ( x  -f- tk) k dt 
0 

(A 4) 

t/igt sich dann fiber den Mittelwertsatz der Integralrechnung der Ausdruck 

[f(x + 1~) - / ( x ) F  k = k~H(x  + ~k) k (A 5) 
mit 0 --< cr _< 1 berechnen. 

Wird auf die Funktion P ( x )  die Taylorsche Formel mit Restglied der Ord- 
hung 2 angewendet, folgt 

1 
P ( x  d- k)  - -  P (x )  =- IT(m) k 4:- ~ k ~ H ( x  @ ilk) k (A 6) 

mit 0 ~ fi < 1. Hieraus ergibt sich mit/~(0) = 0 fiir x = 0 

P(k )  --  P(O) = l k~t t ( f lk )  k .  
2 

Mit (31) folgt 

P(k )  ~ P(O) = Pm~n" 

(A 7) 

(A S) 
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