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EIN EXISTENZBEWEIS FUR HARMONISCHE ABBIL- 

DUNGEN, DIE EIN DIRICHLETPROBLEM LOSEN, 

MITTELS DER METHODE DES W~RMEFLUSSES 

JOrgen Jost 

This paper is concerned with the initial - boundary value 
problem for the parabolic system associated with harmonic 
mappings of Riemannian manifolds. We prove the existence 
of solutions u(x,t) for all time and verify that u(.,t) 
tends to a harmonic mapping u (.), as t ~ ~ , which as- 
sumes the prescribed boundary values. The assumption on the 
Riemannian manifolds are the same as in the elliptic case. 

ES sei f: M I ~ M 2 eine Abbildung zwischen zwei zusammen- 

hangenden Riemannschen Mannigfaltigkeiten; f, M Iund M 2 

seien vonder Klasse C , M I sei kompakt und mSglicherweise 

berandet, M 2 vollst~ndig und randlos. Es erhebt sich dann 

die Frage, unter welchen Bedingungen eine harmonische Ab- 

bildung u: M I ~ M 2 existiert, die - sofern M I berandet 

ist - auf ~M I die gleichen Randwerte wie f annimmt und zu 

f homotop (bei festgehaltenen Randwerten) ist. 

Es seien nun x e , ~=I,... dim M I , und u l, i=I,.., dim M2, 

lokale Koordinaten auf M 1 bzw. M 2 ; mit y ~B und gik seien 

die zugeh6rigen Darstellungen der Metriken bezeichnet. 

(y~) sei die zu. (y~) inverse Matrix, und y : = det (y~8). 

Ferner seien F2k die zur Metrik gik gehSrenden Christoffel- 

symbole zweiter Art auf M 2. DaB u harmonisch ist, bedeutet 

nun, dab in diesen lokalen Koordinaten 
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Aul(x) : = I ~ (~ yeB ~ ul(x)) 

v~ ~x ~ ~x ~ 

+ y~B (x)Flk(u) ~u i ~u k 
~x ~ ~x B = O 

fur 1 = I,... dim M 2 gilt. Dabei soll u 6 C2(MI, M 2 ) 

sein. Harmonische Abbildungen sind kritische Punkte des 

Energiefunktionals E, wobei 

E(u) = S e(u)dM I 
M I 

und in lokalen Koordinaten 

I ~8 
e(u(x)) = ~ u (x) gik 

~u i ~u k 
(u) 

~x ~ ~x ~ 
ist. 

Uber doppelt auftretende Indices wird dbrigens summiert, 

und zwar Ober griechische Minuskeln von Ibis dim M I und 

~ber lateinische von Ibis dim M 2. 

Die zuerst erfolgreich verwandte Methode zur L~sung des 

angesprochenen Existenzproblems besteht nun in der Unter- 

suchung des W~rmeflusses mit Anfangswerten f, i.e. der Un- 

tersuchung des parabolischen Systems 

~u 
~t (x, t) = ~ u(x, t) f~r x E M I und t > O 

mit Anfangswerten u(x , O) = f (x) fur x E M I 

und Randwerten u(x, t) = f(x) fur x s ~M 1 und t > O. 

Wir wollen dieses Problem mit (P) bezeichnen. Man bem~ht 

sich dann - so diese Methode -, zu zeigen, dab fur alle 

Zeiten eine L~sung existiert und daS diese f~r t ~ ge- 

gen eine harmonische Abbildung konvergiert. 

Jedoch f[thrte diese Methode bislang nut unter der zus~tz- 

lichen Voraussetzung zum Erfolg, dab die Schnittkriimmung 

von M 2 in keinem Punkte positivist (vgl. [I] und [2]). 

Nun gelang es in den Arbeiten von Hildebrandt, Kaul und 

Widman (vgl. [5 ], [6 ] und [7 ]) , auch mit anderen Methoden 
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Existenzs~tze fGr harmonische Abbildungen zu beweisen und 

die genannte einschr~nkende KrO/nmungsvoraussetzung zu dber- 

winden. Das in dieser Hinsicht beste Resultat ist das fol- 

gende : 

Satz 1 (Hildebrandt, Kaul & Widman) 

M I sei bier und im Fol~enden berandet. E8 8ei f(M I) in 

einem geod~tischen Ball BM(p) : = {q 6 M 2 : d(p, q) -< M} 

(d(. , -) sei die Abstandsfunktion auf M 2 x M2), p E M 2 , 

enthalten, f~r de88en Radius M~ < 2--~ gelte, wobei < > 0 

eine obere Schranke fur die Schnittkr~mmung yon M 2 bezeiOh- 

net, und der disjunkt zum Schnittort yon p sei. Dann e~i- 

st~ert eine harmonische Abbildung u: M I ~ BM(p) der Klas- 

se C , die auf 3M I mit f ~bereinstimmt. 

Be=erk un~ 

In [7 ] wurde noch gefordert, dab BM(p) disjunkt zu seinem 

Schnittort sei; wie eine geometrische uberlegung zeigt, ge- 

n~gt jedoch, dab BM(p) disjunkt zum Schnittort seines Zen- 

trums p ist (vgl. [10]). 

Das Ziel der folgenden Ausf~hrungen ist es, einen neuen 

Beweis yon Satz I durch Untersuchung des W~rmeflusses zu 

erbringen. Dieser Beweis ist zwar konzeptuell schwieriger 

als der in [7] erbrachte, dOrfte jedoch einiges geometri- 

sches Interesse f~r sich beanspruchen k~nnen. 

Das wesentliche Hilfsmittel hierbei wird der folgende Sta- 

bilit~ts- und Eindeutigkeitssatz aus [9] sein: 

Satz 2 (J~ger & Kaul) 
T 

F~r T > 0 8eien M I : = M I x [O, T] und ~TMI : = 

= (M I X {O}) U (3M I x [O, T]) ; u I und u 2 8elen stetige Ab- 

T L~sungen der T nach M 2 und im Innern yon M I bildungen yon M I 

Wdrme lei tungsgle~ chung 

3u ~=~u. 
3t 

u I einem geod~t~schen 

Ball BM(p) enthalten~ der disjunkt zum Schnittort yon p 

sei und der Bedingung M < ~ gen~ge. 
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Dann gilt 

wobei 

0 (x,t) = 

sup e < sup e, 
T 

M I ~TMI 

q< (d(Ul (x,t) ,u2 (x,t)) ) 

cos(v~d(p,u 1(x,t))) �9 cos(%/< d(p,u2(x,t))) 

I 
(I- COS(~ S))/< fur < > O 

und ~ (s) = 2 
s 

fur < = O 

/st. 

Bemerkun@en 

I) Bez~glich der Schnittortbedingung gilt das gleiche wie 

in der Bemerkung naoh Satz I. 

2) Aus Satz 2 folgt insbesondere, daB, falls die Anfangs- 

und Randwerte in BM(P) liegen, die zugeh~rige L~sung der 

W~rmeleitungsgleichung nicht aus BM(p) herauslaufen kann. 

Stabilit~tsaussagen wurden erstmals von Hartman [3] beim 

Studium harmonischer Abbildungen verwandt. Allgemeinere 

Uberlegungen, wie man mit Hilfe von Stabilit~tsaussagen 

Existenzs~tze fur L6sungen elliptischer Systeme erhalten 

kann, stellte von Wahl an (vgl. [12], [13]). In seinem Vor- 

trag [13] skizzierte yon Wahl auch einen Beweis fur die 

Existenz einer globalen L~sung des Problems (P) unter Be- 

nutzung der Stabilit~tsaussage von J~ger und Kaul. Jedoch 

zeigte er noch nicht, dab fur t ~ ~ u(x,t) oder wenig- 

stens eine Folge u(x,t n) gegen eine harmonische Abbil- 

dung strebt. Dies wird in der vorliegenden Arbeit nachge- 

wiesen. AuBerdem wird ein etwas anderer Beweis als in [13] 

fur die Existenz einer globalen L~sung gegeben. Unser Aus- 

gangspunkt zu letzterem wird nun, wie in [13], der nach- 

stehende Satz von Hamilton (vgl. [2], S. 124 und 119) sein, 

der lokale Existenz und Regularit~t einer LSsung des Pro- 

blems (P) beinhaltet. 
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Satz 3 (Hamilton) 

Es sei m > dim M I + 2 . f: M I x {0} ~ M 2 und 

h: ~M I x [O,T] ~ M 2 (T > O) seien yon der Klasse C ~, und 

es gelte f = h auf ~M I x {O} Dann exietiert sin e > 0 

und sine Abbildung u: M I x [O,E] ~ M 2 der Klasse 
m 

L 2 (M I x [O,e],M2) , die die Wdrmeleitungsgleichung erf~llt, 

also 9t~u _ A u auf M I x [O,e] , und die auf M I x {O} mit 

f und auf M I x [O,s mit h ~bereinstimmt. Au~erdem ist 

sine L~sung u: M Ix [O,T] ~ M 2 der Klasse L~(M I x [O,T],M 2) 

(T > O) zu vorgegebenen Anfangs- und Randwerten eindeutig 

bestimmt und yon der Klasse C , ausgenommen an der Kante 

~M I x {O} (falls dort nicht sine unendliehe Anzahl yon Ver- 

trdglichkeitebedingungen zwischen Anfangs- und Randwerten 

erf~llt ist). 

m 
DaB u aus L 2 (M I x [O,e], M2) ist, bedeutet dabei, daB, 

falls ui(x) die Komponenten von u(x) in lokalen Koordi- 

naten auf M 2 sind, u i ~ui ~2ui ~ui , ~x~ , ~ und ~t vonder 

Klasse L m (M I x [O,e~) sind, was festzustellen aufgrund 

des Sobolevschen Einbettungssatzes keine Schwierigkeiten 

bereitet, da m > dim M I + 2 gew~hlt ist. 

Hieraus folgt unmittelbar 

Lemma I 

D~e Menge derjenigen T > 0 , f~r die auf M 1 x [O,T] sine 

L~eung der Klasse C ~ (auGer auf ~M I x {0}) des Problems 

(P) existiert, ist offen und yon der leeren Menge verschie- 

den. 

Im Folgenden setzen wie nun immer voraus, dab f(M1) CBM(P) 

gilt, wobei M die genannten Bedingungen erfOllt. Nach der 

Bemerkung 2) nach Satz 2 liegt dann auch jede L6sung von 

(P) in BM(P). 

Satz 2 wollen wir nun auf die folgende Weise anwenden: 
m 

Ist u(x,t) 6 L 2 (M I x [O,T], M2) , m > dim M I + 2 , eine 

L~sung yon (P), so setzen wir u I (x,~) = u(x,~ + T) und 
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u2(x,t) = u(x,t + T + h) fur T,h > O und ~ + T + h ~ T. 

u Iund u 2 sind dann L~sungen der W~rmeleitungsgleichuDg zu 

Anfangswerten u(x,T) bzw. z(x,T + h). Aus Satz 2 folgt 

daher, weil die vorgeschriebenen Randwerte zeitunabh~ngig 

sind, 

q< (d(u(x,t),u(x,t + h))) 

(I) 
I 

2 sup ~(d(u(y,T),U(y,T + h))) 
cos (MV~) y6 M I 

fHr 0 < ~ < t < T und x 6 M I , falls t + h ~ T ist. 

Da nun nach Satz 3 u vonder Klasse C ~ auf M I x [T,T] ist, 

kann man hieraus die folgende Aussage gewinnen: 

Lemma 2 

Bei beliebig klein gewdhlten 

t s [To,T] und x 6 M I 

~u(x,t) 4 
< 

~t cos (MV~) 

Wir setzen 

T > 0 gilt f~r alle 
o 

~u(y,~ o) s up 
y6 M I ~t 

~u(Y,T O) 
KI: = sup 

cOs(Mv~) y 6 M I ~t 

Wir k6nnen also die zeitliche Ableitung von u durch das 

Verhalten von u zu beliebig kleiner Zeit kontrollieren. 

Dies wollen wir nun benutzen, um weitere Schranken zu ge- 

winnen, und zwar sowohl fur das u als auch fur seine zeit- 

lichen und r~umlichen Ableitungen. 

Lemma 3 

Es gilt eine sol.he yon t 6 [To,T] 

dab bei festgehaltenem t 6 [To,T] 

lU(.,t) IC2+a(MI) + (-,t) 

ist 

yon M I und M^ z soWle yon f ab. 

unabh~ngige Zahl K2, 

K 2 
C~(MI) 

(0 < ~ < I) . K 2 h~ngt dabei yon K Iund der Geometrie 
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Beweis 

Wit schreiben die Gleichung in lokalen Koordinaten in der 

Form 
I ~ (~ ~--u I) =- ~ rl ~ul ~uk+ ~ul 
V~ 8x a 8X 6 ik 8x a ~x ~ 8t 

(i = I .... dim M~). 
-Su 

Wir fassen also ~ als inhomogenen Zusatzterm auf der 

rechten Seite eines quasilinearen elliptischen Systems auf. 

Da diese Inhomogenit~t nun nach Lenlma 2 beschr~nkt ist, 

lassen sich nun durch eine geometrische Variante der Metho- 

de aus [8] zun~chst C a - Schranken gewinnen. Wie diese geo- 

metrische Variante in den Falle aussieht, dab kein inhomo- 

gener Zusatzterm vorliegt, ist in [4] ausgefithrt. Unsere 

Inhomogenit~t bereitet aber nun keinerlei prinzipiell neue 

Schwierigkeiten mehr, so dab bier auf die Details verzich- 

tet werden kann und soll. 

Aus [11], Kap.8, erh~it man dann Schranken ffir 

lu(.,t) ICI+~(MI) . Nun folgt die Behauptung des Lemmas aus 

der Theorie der linearen parabolischen Differentialglei- 

chungen, q.e.d. 

Aus den Schranken yon Lemma 3, dem Satz von Arzel~- Ascoli 

und der Stabilit~tsaussage (I) folgt jetzt, dab die Menge 

derjenigen T > 0 , ffir die das Problem (P) eine L~sung der 

Klasse C ~ auf M I x [O,T] besitzt, abgeschlossen ist. In 

Verbindung mit Lea~na I folgt nun 

Satz 4 

Falls f(M I) c BM(p) ist, besitzt dab Problem (P) eine 

globale, d.h. auf M 1 x [0,~] existierende Ldsung der 

Klasse C ~ (ausgenommen an der Kante ~M I x {0} ), d~e M I 

in BM(p) abbildet. 

Nun wollen wir zeigen, da~ ffir t ~ ~ u(x,t) gegen eine 

harmonische Abbildung u (x) konvergiert. Dazu verwenden 

wir das folgende 
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Lemma 4 

F~r die zeitl~che Ableitung der Energien der Abbildungen 

U(',t) : M I ~ M 2 gilt 

-- E (u(.,t)) = - 

8t J 
M 1 

~u(x,t) 2 dM1 
o 

8t 

Dies l~Bt sich sehr einfach nachrechnen und findet sich 

Hberdies in [2], S.135. 

Da nun nach Definition der Energie E(u(.,t)) nicht nega- 

tiv werden kann und nach Lemma 3 ~u(-,t) bez0glich der 
8t 

r~umlichen Variablen eine zeitunabh~ngige C a - Schranke be- 

sitzt, folgt 

Lemma 5 

Es gibt eine Folge (t n) , die f~r n ~ ~ gegen Unendlich 

~u 
strebt, und f~r die ~-~ (x,t n) gleichma~ig in x f~r n ~ 

gegen Null strebt. 

Aufgrund der C 2+a - Schranken aus Lemma 3 und des Satzes von 

Arzel~- Ascoli gibt es dann eine solche Teilfolge von (tn) , 

der Einfachheit halber wieder mit (t n) bezeichnet, dab 

u(x,t n) f~r n ~ ~ gegen eine harmonische Abbildung u (x) 

konvergiert, die auf ~M 1 die durch f vorgeschriebenen Rand- 

werte annimmt. Wir setzen nun in Satz 2 u1(x,~) = u(x,~+ t n) 

und u2(x,~) = u (x) ein. Man beachte dabei, dab u als 

harmonische Abbildung eine zeitunabh~ngige L~sung der W~r- 

meleitungsgleichung ist. Es folgt dann aus Satz 2 analog 

zur Herleitung von (1), dab fHr t > t 
n 

q<(d(u(x,t), uco(x))) 

< 2 sup q< (d(u (Y,tn) , Uco(y) ) ) 
cos (MV~) y 6 M I 

gilt. Weil die rechte Seite mit n ~ co gegen Null strebt, 

folgt, dab auch u(-,t) fHr t ~ co gegen die harmonische 

Abbildung u konvergiert. Damit ist das Ziel dieser Arbeit 
co 

erreicht. 
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