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1. Einleitung

Sei G ein beschridnktes Gebiet oder ein AuBengebiet des R"(n=3) mit einem
(C?*1) glatten Rand 98G; sei 0<T <o (T=o0 sei zugelassen) und sei GT:=
(0,T)x G das zugehorige Zylindergebiet. Wir betrachten auf G die instatio-
nédren Gleichungen von Navier-Stokes

wW—AdutuoVu+Vr=f, divu=0, ul,g=0, u|_,=u4 (1.1)

fir das Geschwindigkeitsfeld u(t, x)=(u,(t, x), u,(t,%), ..., u,(t,x)) und den Druck
n(t,x) einer Strdmung innerhalb von G. Dabei ist f die duBere Kraft und u,
die Anfangsgeschwindigkeit; die Viskositét ist hier gleich 1 angenommen. Es ist
seit langem bekannt, daB (1.1) in einem schwachen Sinn (Hopf [10]) gelost
werden kann. Ein wesentliches Problem der Losungstheorie dieser Gleichungen
besteht darin, moglichst schwache Zusatzbedingungen an eine solche schwache
Losung u zu finden derart, daB von der Glattheit der Daten f und u, auf die
Glattheit der Losung u geschlossen werden kann; auf diese Weise gelangt man
7zu klassischen Losungen. Von Serrin [17, 18] ist die Zusatzbedingung
uel¥(0,T. L) (s>2, r>n, (2/s)+(n/r)<1) angegeben worden, unter der ein sol-
cher RegularitidtsschluB moglich ist. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die
Untersuchung der folgenden Probleme:

a) Erweiterung der Serrin-Bedingung auf den Grenzfull n=r, s=o00. Wiin-
schenswert wire die Bedingung ueL*(0,T; L) (vgl. [26; §3]); die schwichste
bisher bekannte Bedingung ist im Falle eines beschrinkten Gebietes G7 die
Stetigkeit von u: [0,T]—L (v. Wahl [26]). Wir beweisen, dall die folgende
schwiichere Bedingung ausreicht: Es gibt eine Folge (1) in L°(G”) derart, daB
(u—u,) im Raum I*(0,T; L) eine Nullfolge ist. Diese Bedingung kann auch auf
AuBengebiete und auf T=oo ausgedehnt werden. Dann braucht u nicht in
(0, T; ') zu liegen; so ist es z.B. hinreichend, wenn u die Form u=u,+u,
hat, mit etwa stetigem u,: [0,T]—I" und mit u,e*(GT). Fiir unbeschrinkte
Gebiete erhilt man damit Bedingungen, die auBlerhalb des Serrinschen Ansat-
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zes liegen. Fiir beschrinkte Gebiete GT folgt die Bedingung, daB u im
I2(0, T: I)-AbschluB von L*(GT) liegt; dieser AbschluB umfaBt die stetigen
Funktionen. In einem gewissen Sinn wird dadurch das Homotopie-Kriterium
von v. Wahl [25; S. 276] erweitert. Dort wird gefordert, u im Raum L*(0,T; L)
durch eine bestimmte Schar schwacher Losungen von (1.1) zu approximieren.
Hier ist u durch die Folge (4,) zu approximieren; die u, brauchen keine
Losungen zu sein, brauchen keine (H*-) Glattheitseigenschaften zu besitzen und
brauchen auch nicht divergenzfrei zu sein. Dagegen braucht die Schar nicht in
L*(GT) zu liegen. Die Erweiterung auf unbeschrinkte Gebiete GT ergibt einen
zusitzlichen Aspekt; eine Regularititsaussage etwa der Form u(t)e H*? liefert
nach den Einbettungssitzen Konvergenzaussagen fiir x—oo (decay); das Ent-
sprechende gilt auch fiir t—o0.

Dieses Ergebnis kann auf den stationdren Fall «'=0 ilbertragen werden.
Dadurch kénnen wir ein Ergebnis von Gerhardt [3] auf AuBengebicte und
n>4 erweitern.

b) Erweiterung auf die anderen Grenzfille (2/s)+(nfr)=1 mit r>n und Auf-
stellung von Wachstumsschranken fiir zweite Ableitungen. Diese haben die Form

t t
flwlide+{|dulide
0 0

t t 1
<c [I(—A FI)L-tarey g | |f|‘;d7:+j|u|gdr] exp (cfluljdr)
) 0 )

(2=q<r, n<r, (g/s)+(n/r)=1, ¢>0, £¢>0) und gelten fir alle 0<t<T Fiir
t

beschriankte Gebiete G kann dabei der Term jlulgdr rechts weggelassen wer-
0

den. Der Grenzfall g=2 ist mit eingeschlossen. Diese Abschitzung kann auf
beliebige Gewichtsfunktionen geC'([0,T)) erweitert werden; dazu wird f
durch gf+g'u, u, durch g(0)u, und u iiberall auBer im Term exp(...) durch gu
ersetzt. Hiermit kOnnen schwache Losungen auf einem Anfangsintervall starker
Losbarkeit abgeschidtzt und ihr Verhalten fir t— T untersucht werden. Im Fall
n=3 konnen wir damit asymptotische Aussagen von Masuda [12] und Hey-
wood [8] von der Form |Vu|,<c/t'* verbessern, indem ¢*/* durch eine beliebi-
ge Gewichtsfunktion g(f) mit g'(¢)/g(¢t)—0 (fiir t— o0) ersetzt wird.

Etwas allgemeiner als bei Losungen im Sinne von Hopf [10] lassen wir zu,
daB u nicht quadratintegrierbar ist. Dies ist fir AuBengebiete von Bedeutung
(vgl. Bemelmans [2]), wenn u lediglich einer Bedingung der Form
lu(x)| Zc/|x|? (0< B=1) fiir groBe |x| geniigt.

Wesentlich fiir die Beweismethode ist die Verwendung der Yosida-Approxi-
mation [28; IX]. Wir verwenden diese Approximation zur Glattung der schwa-
chen Lésung u. Die geglittete Funktion u,:=J,u (J:=(+(1/m)A%)~1, A:=
—PA+I, 0<pB<1) ist dann eine starke LOsung einer gegeniiber (1.1) modifi-
zierten Gleichung. Diese kann unter Verwendung der Analytizitdt der Halb-
gruppe exp(—tA)(t=0) dhnlich abgeschitzt werden wie (1.1); sie wird dann
wie iiblich durch Inversion des linearen Anteils in eine Integralgleichung iiber-
gefiihrt und mit einem Satz von Solonnikov [20] und v. Wahl [25] abge-
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schitzt. Die danach erforderliche Abschitzung der Nichtlinearitit uo Vu beruht
im wesentlichen auf Lemma (2.2), das durch Erweiterung und Verschirfung
eines Lemmas von Miyakawa [13] erhalten wird. Neben der Analytizitdt der
Halbgruppe exp(—tA) werden dabei die bekannten Einbettungseigenschaften
der Besselpotential-Rdume [24, 1] verwendet. Die gegeniiber Solonnikov [20]
und Sobolevski [197] weitergehendere tiefliegende Aussage von Giga [4, 5]
iiber die Halbgruppe exp(—tA4) wird nur beim Beweis des Grenzfalles (2/s)
+(n/r)=1, r>n benotigt. Unter Verwendung dieses Ergebnisses folgt auch, dalBl
in der obenstehenden Abschédtzung ¢ =0 gesetzt werden kann.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Professor W. v. Wahl sehr herzlich danken fiir einige
wertvolle Diskussionen iiber den Gegenstand dieser Arbeit und fiir die Uberlassung eines Preprints
von [26].

2. Bezeichnungen und Hilfsmittel

Sei GR”(n=3) ein beschrianktes Gebiet oder ein AuBengebiet. Der Rand 0G
sei von der Klasse C**# mit einem O<pu<1 (im Sinne von [15; S.55]). Ein
Aullengebict ist ein Gebiet, das zugleich das Komplement des Abschlusses
eines beschrinkten Gebietes ist. Sei 0<T <ocund sei G':=(0,T)x G.

Ungeachtet der physikalischen Interpretation von (1.1) sind im folgenden
alle Rdume komplex. Wir verwenden die iiblichen Rdume IF(G) fiir 1<p=< o,
C*(G) und C%(G) fiir k=0, 1, 2, ..., die Sobolev-Ridume H"?(G) und H4?(G) fir
l<p<oo, I=1, 2, ... und die H-wertigen Sobolev-Rdume I?(0,T;H) und
H%?P(0,T;H) fir 1<p<oo, I=1, 2, ...; dabei ist H einer der obenstehenden
Riume. IP(G)", CHG)", H"?(G)", ... sind die entsprechenden Riume fiir n-
komponentige Funktionen u=(u,, u,, ..., u,). Die Norm in I(G) wird je nach
ZweckmiBigkeit mit |u|,, g =|ul,=ul,,, bezeichnet.

Fiir 1 <p< oo wird I7 (G)* wie iiblich mit dem Dualraum von IF(G)" identi-
fiziert, wobei p’ der zu p adjungierte Index ist mit (1/p)+(1/p")=1. Wir setzen

()51 =) 06 = (o) = 3 ) )
und (4, v)5:= [(u(x),v(x))dx; entsprechend definieren  wir  (u, V)gr:=
3 ‘
§ (u(t,x),v(t,x))dtdx, wobei (u(t,x),v(t,x))=(uov)(t,x)=u(t,x)ov(t,x) analog
GT

gegeben sei
Im folgenden bezeichnet D,=0/0x, fir I=1, 2, ..., n die partielle Ableitung

im Distributionssinn (x=(x,, x,, ..., x,)ER"). Wir setzen V'=(D,, D,, ..., D),
divu=Vou=D u,+D,u,+...+D,u, und (Vu,Vv):= ) (Vu,Vv), wobei wie-
der der Index G oder GT verwendet wird. =1

Der Laplaceoperator 4,: D(4,)~>IF(G)" ist definiert durch D(4,):=
Hy?(GymH*?(GY' und durch A,u=D{u+D3u+...+Du. Fiir den adjun-
gierten Operator A, erhdlt man A,=4,. Wir setzen im folgenden 4,:=—~4,
+1 mit der Identitit I; im Falle eines beschrinkten Gebietes G kann im
folgenden der Summand I weggelassen werden.
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Sei CP(GY:={ueCP®(G)y'|divu=0} und HY?(GY: = {ue H4?(G)"|divu=0}.
Mit I?(G)" bezeichnen wir den I?(G)*-AbschluB des Raumes C®(G)". Nach dem
Zerlegungssatz [7; S. 694, 14; S. 119, 20; S.471] existieren ein beschrinkter
Operator P, von I7(G)" auf I7(G)" mit P2 P, (Projektor) und fir jedes fel?(G)"
eine Zerlegung der Form f=P f + l7n mit neLloc(G) und Vrelf(G)". Der zu
IP(Gy" duale Raum kann mit LP (G)' identifiziert werden und fiir den zu P,
adjungierten Operator B gilt die Beziehung P/=F,(1<p<oo). Wir schrelben
kurz P=P.

Der Stokesoperator A :=F A, ist als Operator D(4 )—»f!’(G)" D(4 )
< I?(Gy, definiert durch D(A ) —H1 P(G)'H>?(G)" und P4, u:=P(4,u). Wir
setzen A —A +1, wobei w1eder im Falle eines beschrankten Geb1etes der
Summand I weggelassen werden kann. Fiir den adjunglerten Operator A'
erhdlt man wie oben A’ —A [7]. Der Index p wird im _folgenden melst
weggelassen, wenn er aus dem Zusammenhang hervorgeht: A =4, 4,=4, A
=4, ... (1<p<o).

Wir setzen uoVu:=(uoVu),_,, , Dies wird im folgenden stets lokal
integrierbar und damit im Distributionssinn wohldefiniert sein auf G7. Im Fall
divu=0  folgt weVu=Vo(uu) und wir setzen wuoVu="Vo(uu)

=(Vo(uw)),_ 1.,

Der Operator A erzeugt eine analytische C,-Halbgruppe exp(——tA Y(t=0)
in 7(Gy (Sobolevsk1 [19], Solonnikov [20], G1ga [4]) und mit Konstanten
M>0, K>0 gelten die Abschitzungen Iexp(—IA J=M-exp(—Kt) und |(t]
+4 ) Y=M(K+r)~"' fir alle t20. Durch eine Integraldarstellung A *

:=R j t=P(tI+A,)~ ' dt (R>0) sind die gebrochenen Potenzen A # definiert und

0
durch A%:=(A;%)~*(D(A8):=A;PI#(G)") erhilt man die Potenzen A? fir
0<p<1 [11] Entsprechendes g11t auch fiir die Potenzen A/’ Dabei 1st stets
1<p<oo. Die Definitionsbereiche D(4%)< I?(G)" und D(A/’)CL"(G)" werden im
folgenden stets als Banachrdume mit der Graphen-Norm angesehen

Wir bendtigen die Abschitzungen |Afexp(—tA,)|<c t~Fexp(—c,f) und
|AB(eI+A) Y <cs(L+0)~P P fir alle t>0 und mit Konstanten ¢, >0, ¢,>0,
Cy >0 [11; S. 305, 288]. Das Entsprechende gilt auch fiir Aﬁ

In dieser Arbeit sind ¢, c,, ¢,, ... positive Konstanten, die von Rechnung zu
Rechnung wechseln.

Im nachfolgenden Satz wird der lineare Anteil der Gln. (1.1) abgeschitzt.
Der Satz wurde von Solonnikov [20, 21] fiir n=3 bewiesen. Die erforderlichen
Modifikationen fiir beliebiges n=3 sind von v. Wahl [25] durchgefiihrt wor-
den. Wir bendtigen diesen Satz nur fiir p>2. In diesem Fall ist der Besselpo-
tential-Raum I#?7(G) stetig im Besovraum B#7(G) eingebettet [24; 327 (2)].
Daher gilt eine Abschitzung der Form |ulg,,, <c|4%?ul, fiir ueD(A44?). Des-
halb kénnen wir den Term |u,|ps-2/p,, in [21] hier durch |A1 YPug, ersetzen.

(2.1) Satz (Solonnikov, v. Wahl). Sei p=2. Fiir jedes feIP(GTY* und jedes
ug€D(—4,+ D' ~"") mit Vouy=0- gibt es ein eindeutig bestimmtes
uelf (0, T;D(4,)) mit welf (0,T;IP(GY) und ein melf (GT) mit

loc loc loc



Zur Regularitédtstheorie der instationdren Gleichungen von Navier-Stokes 363

Vel (0, T; IP(G)") so, daff w' — Au+Va=f, Vou=0, u(0)=u, und
t t t
flupde+fl4,ubdr+{1Val2de
0 0 0

t t
<c [|(—AP+I)1‘”"uolg-i-jlu‘gdﬂ—jIf|§dr]
0 0

gilt fiir alle 0<t<T und mit einer Konstanten c¢=c(G,p)>0. Im Falle eines
t

beschrinkten Gebietes G entfillt rechts der Term jlulgd T

Die in [4] gewonnene explizite Form der Resolvente (zI + A h ! fithrt nach
[5] zum Resultat D(AB) D(A’*)mL”(G) im mengentheoretlschen und topologi-
schen Sinn fiir 0L 51 1<p<oo. Mit diesem Ergebnis folgt unmittelbar die
Aussage (2.2) a) des nachfolgenden Lemmas. Die Aussage (2.2) b) ist eine
unmittelbare Folge der Einbettungseigenschaften der Besselpotential-Riume
I#7(G) [24; S. 327 oder 1] und einer Interpolationseigenschaft [16 in Verbin-
dung mit 24; S. 103], die zur Aquivalenz der Normen von D(A%?) und I#7(G)
fiihrt. Wir brauchen den Fall a=p in (2.2) a) nur fiir den Grenzfall (2/s)+(n/r)
=1, r>n, in Satz 4.1; sonst wird nur der Fall «<f benotigt; dieser Fall folgt
jedoch allein aus der Analytizitit von e~*4» im Sinne von [19, 20] ohne
Verwendung von [4, 5]. Im Fall a<f erhilt man nimlich aus der Integraldar-
stellung von A7 dic Beschrinktheit des Operators A%A-PP in I?(G)" und aus
der Integraldarstellung von A,# die Beschrinktheit von A “A"‘ P, in IZ'(G)"
Hieraus folgt (2.2) a) fiir oc<ﬁ Durch (2.2) wird ein Lemma von Miyakawa
[13; S. 13] verschérft und erweitert.

(2.2) Lemma. Sei 1<p=<qg<oo und 0201, 0<p=<1. Dann gilt:

a) Aus a<p folgt D(AB=D(A%)NIP(G)" und D(AE)NIP(G)*<=D(A%) mit je-
weils stetiger Einbettung.

b) Aus 2 —n/p=2a—n/q folgt D(AS)= D(AZ) mit stetiger Einbettung.

Damit folgen in a) die Abschitzungen |A%ul,<c,|A4%u|,(ueD(4%) und
lA“uI <c,|Abul, (ueD(Aﬁ)r\L”(G) ) und in b) d1e Abschatzung |A°‘u| <
Cs |A ul, (ueD(Aﬁ)) mit Konstanten €1 Cay c3>0

bel p>1 er setzen J,,: (I+(1/m)A )~* fiir m=1, 2, .... Dann gilt |J,|<c
und J,, konvergiert im starken Sinn gegen I (Yosida [28; IX])

Sei ue?(0, T; D(A ) nH*(0, T; IP(GYY), fel?(0,T: IP(G)"), upeD(AL") und es
gelte u' + A4 U= u(O) u,. Dann folgt

ut) + A, u=J,f,

J u(t)=(exp —I/Ip)JmuO +jt"(exp—(t —‘C)/Ip)Jmf(‘E)d’E
0

und

(2.3) u(t)z(exp—tfip)uo —{—jf(exp—(t—r)/lp)f(t)dr 0=t<T).
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Sei p>p>1, pzp und O<a<1 so, daB 1—o—1/p>—1/p gilt. Im Fall u,
=0 erhilt man zunéchst

1/p

t N 1/p t
(I zupdc) " se, ((Iras)
0 0
weiter erhdlt man fiir das angegebene u,
. B N B t 1/p
@4 VAL, Se [LA o+ (178 de) ] 0st<T)

jeweils mit Konstanten c¢,, ¢,>0. Wéhlt man geC 1[0, T)) mit g(0)=0 und g(t)
=1 und beachtet die Darstellung (gu) +A4,(guw)=gf+g'u, so gelangt man zu
einer Abschitzung

5 1A, se) (J(wlgH14upan) (e firi0),

die fiir O<t<T gilt. Dies kann so geschehen, daB nach Wahl eines T,>0 die
(positive) Funktion ¢(t) fiir t= T, konstant ist. Aus Symmetriegriinden gilt eine
solche Abschidtzung auch, wenn u(¢) auf der linken Seite durch u(0)=u, ersetzt
wird. Damit erhilt man eine Abschidtzung

Lp

(ilﬁguv;dr)wgq(r) <£(lu’l§’,+§f1pu!§)d1> ,

wobei ¢, (t) die gleiche Bedeutung hat wie ¢(t). Zusammen mit (2.2) b) erhilt
man dann das nachfolgende Lemma (2.6). Im Fall p=2 gelten (2.4) und (2.5)
auch fiir p=2. Dies folgt direkt unter Verwendung des Skalarproduktes. Der
Fall p=oco ist hierbei nicht ausgeschlossen. Dann ist ({|...[?d1)""” zu ersetzen
durch sup|...|.

(2.6) Lemma. Sei 1 <p<oo, pSp=o00, p=g<c0, 0==1 und sei
ueH"?(0, T, Z(Gy)n12(0, T:D(4,).

Es gelte 2—(n/p)—(2/p)>2p—(n/q)—(2/p). Dann folgt uelf(0, T;D((—Aq+l)ﬂ))
und

1/p

t 1/p t
(§|(—Aq+1)ﬂu|gdr) éc(t,c,p,q,p,m(j(|u'|g+|(—A,,+1)u|5>dr)

Sfiir 0<t<T mit einer Funktion c(.)>0, die so gewdihit werden kann, daff sie
nach Vorgabe eines T,>0 nicht von t=T, abhdngt. Im Falle p=oo ist die linke

Seite zu ersetzen durch sup |(—Aq+I)ﬁu(r)|q. Im Falle eines beschrinkten Ge-
O<z<t

bietes G kann jeweils der Summand I weggelassen werden.

3. Regularititseigenschaften im Fall ueI*(0, T; I'(G)")

Sei GER” und 0<T=Z oo wie zuvor. Eine schwache Losung u von (1.1} im
Sinne von Hopf [10] geniigt der Bedingung ueLl®(0, T; [*(G)")



Zur Regularititstheorie der instationdren Gleichungen von Navier-Stokes 365
12 (0, T; HY 2(G)"). Es ist sinnvoll, diesen Begriff hier etwas weiter zu fassen.
Bei AuBengebieten soll zugelassen sein, daB u nicht quadratintegrierbar ist.
Fiir t— T sollen auch im Fall T<w beliebige Singularititen moglich sein.
Wir setzen daher nur voraus, daB uel’(0,¢; IP(G)")n L0, t; H UGy gilt
fiir alle O<t<T, mit r=2, p22, g=2. Genauer: u:t—u(t) ist meBbar auf
(0, T) und die Einschrinkung auf (0, ¢) liegt jeweils im angegebenen Raum.
Aufgrund dieser Glattheitseigenschaften von u kénnen wir den Testfunktio-
nenraum folgendermaBen (,,mdglichst groB*) wihlen. Sei dazu CZ([0,T) x G)”
der Raum aller stetigen v: [0,7) x G-C" mit kompaktem Triger in [0,T)x G
und mit gleichmiBig stetigen Ableitungen der Ordnungen <2. Dabei ist G der
AbschluB von G. Entsprechend sind C2(G)" und C2([0,T)) definiert. Wir setzen

F(GTy":={ve C3([0, T) x G)y"|divv=0, Vo, 1yx 06 =0}
%(G):={ve C2(G)'|divo=0,v],; =0},

Im folgenden ist (GT)" der Testfunktionenraum auf G'. Unter den oben-
stehenden Voraussetzungen an u ist (uo Vu)ov integrierbar auf G” fiir alle ve
%(GT)y*; daher ist (uoVu,v)er wohldefiniert. Wir benutzen die Bezeichnungen
@) (x)=v(t, x) und (v'())(x)=(8/0¢) v(t, x). Fiir ve@(GT)" ist stets v(T)=0, es ist
jedoch iallg. v(0)%0. Aus he C3([0,T)) und ve¥(G)" folgt stets hve @ (GT)".

(3.1) Definition. Sei r=2, p=2, g=2 und sei ucL'(0,t; /(G )")mU(O,t;Hé’q(G)")

fiir alle O<t<T Sei fel2(0, T; [{(G)") und uoefﬂ(G)”. Dann heiBt u eine
schwache Lésung von (1,1) zu f und u,, wenn

—(u, U,)GT - (“o> U(O))G +(Vu, l7”)GT +(uoVu, U)GT =(f, U)GT
gilt fiir alle ve@(GT)".

Jede schwache Losung ueLl®(0,T; I2(G)")nI2,.(0, T: Hy*(GY") im {iiblichen
Sinn nach Hopf [10] erfiillt diese Definition mit p=2, g=2 und belicbigem
r=2.

Der nachfolgende Hauptsatz dieses Abschnittes ist stets auch fiir =0
richtig. Dies folgt unter Verwendung von [4, 5]; wir wollen jedoch dieses

Resultat nur an wesentlichen Stellen verwenden.

(3.2) Satz. Sei 2=Zq<n, p=2, >0 (fir g=2 sei e¢=0 zugelassen),
FeLH0, T.IHGY"), ugeD(—4,+ D'~ N~ LGY und sei u eine schwache Lo-
sung von (1.1) mit uel?(0,t; B(G) YN IF(0,t; HYP(GY) fiir alle 0<t<T Es exi-
stiere eine Folge (u,) in L°°(GT)" derart, daf (u—wu,) im Raum I>(0, T; L'(G)") liegt
und dort eine Nullfolge ist. Dann folgt:

a) w'eI4(0,1; IH(GY), ueL(0,t; D(A ) (S L0, t; HGY") fir 0<t<T

b) Es gibt ein ¢>0 und ein (von u abhingiges) c¢(u)>0 so, dafy

t t
flguylide+lA,gulide
) 0
t t t
<c [|(—Aq+I)1‘1/(q“)g(0)uolg+§Igf\gdr+j]g’u|gdt] +c(u)flgulide
0 ) )

gilt fiir alle 0<t<T und alle ge C*([0,T)).
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Beweis. Sei ve€(G)" und he C3([0,T)). Dann gilt hve@(GT)". Zur Abkiirzung
sei A,=A, 4,=4, .... Die Norm in I#(0, t; I#(G)") bezeichnen wir mit ||, ,, und
die Norm in I*(G)" wie zuvor mit |-|,. Dabei ist es zweckméBig, anstelle von g
gelegentlich 1/q als Index zu verwenden. Wir setzen

Jo=(I+(1/mA)~'=I+(1/mA)~" fir m=1,2,....

Der Index m kann zun#chst unterdriickt werden: J,=J. Damit setzen wir v
=JJ " 'v=Jw mit w:=J v und erhalten

— (U, (hv)) gz — (g, Q) V) +(V1t, V(hV))gr +(uo Vu, h p)GT

T T T
=—|Juw) ' dt—(Jug, W) h(0)— V(u, PAIw)hdt+ {(JPuo Vu,w) hdt
) G o We ! G ! e

=}(JP fw)hdt.
0

Zunichst zeigen wir: JPuo Vuel?(0,t; H{G)") (0<t<T). Mit (2.2) folgt
|JPuoVul,=|JPAA™"Vo(uu)|,<c, |4~ Veo(uu)|,
Sey A7 Wo(u—u)ul, +cy |47 Vouul,
Scy AP AT Vo (u—u)ul +cy |uul,
<cyldamt? Volu—u)ul g m+C2 luul,
c4l(u——uk)u|(1/q)+(1/,,)+czIukulq

cslu—ul,lul,+c,luul,

A A

Damit folgt
|JPM0 Vulq,q,t§66 [|u—“kln,w,T|“|q,q,t+luk|oo,oo,TIu!q,q.t] <00

Mit (u, PAJw)g=(PAJu,w); und wegen JPuoVu, JPf, PAJueI?(0,¢; I*(G)")
erhilt man aus der obenstehenden fiir alle he C3([0,T)) geltenden Gleichung
das Ergebnis (Ju, w)gel([0,1]) und

(Ju,w)g—(PATu,w)g+ (T PucVu,w),=(JPf,w)s, (Ju)0),w)s=(Jugy,w)g.
Mit der Abkiirzung f:=PAJu—JPuoVu+JPf folgt
(Tu) (1), w)g =(Ttigy W) + (j f(v:)dr,w)
0 G
und
(Ju(t)—JuO—jf(r)dr,w) =0 fiir 0<t<T
0 G

Dies gilt fiir alle w=J " tv=( +£1/m)/Iq)v mit ve%(G)". Offenbar ist (G)" ein
definierender Bereich (core) fiir 4, und damit auch fiir A,. Daher ist J~'€(G)"



Zur Regularititstheorie der instationdren Gleichungen von Navier-Stokes 367

dicht in I%(G)* und wir erhalten
t
Ju®)=Ju,+[f(r)yde (0<t<T), (Ju)0)=Ju,
0

Hieraus folgt
(Juy —PAJu+JPueVu=JPf

und damit erhédlt man
(3.3) Juw + A, Ju=—JPuoVu+JPf+Ju, Ju(0)=Ju,

Auf jedem Intervall [0,t) sind damit alle Voraussetzungen erfiillt, um Satz
(2.1) anwenden zu kdnnen. Wir erhalten

Ju(t)=(exp(—tA,))Ju, +;(exp—(t—r)/1q)(—JPuo Vu+JPf+Ju)dz
0

und die Abschidtzung

|AJult, SK[IA YT ugli+|JPucVult  +|JPSL

49,1

+1Julg ]

4.4t

mit einer Konstanten K > 0.

Das weitere Vorgehen besteht nun darin, den nichtlinearen Term
|JPuoVull . abzuschitzen und mit der linken Seite zu verrechnen. Genauer:
Wir suchen zu jedem vorgegebenen #>0 ein ¢, (4) >0 derart, daBl

|[JPuoVull , .<nlAdJull ¢, (W |Juld

sqT = qqt q:4,t

gilt. Fiir geniigend kleines # gelangt man dann fiir m—oo zur Abschitzung
unter (3.2) b) mit g=1.

Zundchst wird der nichtlineare Term zerlegt. Mit u=J" Yu=Ju
+(1/m) AJu erhdlt man
JPuoVu=JPuoVJu+JPuoV(1/m)AJu=JPuoVJu+(1/m)JPVo(uAJu)

=JP(u—wu)o VJu+JPu, o VJu+(1/m)JPVo(u—u)AJu
+(1/m)JPVou AJu=:1,+I,+1,+1,.

Mit Lemma (2.2) folgt

I[TP(u—u)o VJul, Scilu—ul,, [V ul g amScalu—uly,14July,
und
TPu—u) o V{ul , Sc,lu—ul, o AT ul

q4.9,t"

Fir den zweiten Term ergibt sich mit M >0:
|JPug o VIul, Sc, lu o VIul,<c,|u ] | ATul)/? | Tul)’?

<cy(M?/2)|u, |, AT u| +c2(1/2M2)|uk|w|Ju]q,
\JPu, o VJul, .. Lcs[(M?/2)\uy) . o, 7| ATUl, q’t+(1/2M2)Iuklw,w?TUu\q’q,,].
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Aus Lemma (2.2) folgt die Beschridnktheit (der AbschlieBung) der Operatoren
A~Y2F und A~PPV fiir irgend ein p mit (1/2)<p<1. Hieraus und aus den
Abschitzungen [(1/m)AJ| Zcy, [(1/m)APT| Sc, (1 +m)~*=# folgt:

(I3l =I(1/m)AJA~ 2 A= 2 Po(u—u)ATu|,<c, |[A~ 2 A2 Vo (u—w) AJul,
Sey|A=M2 e (“““k)fa‘]”|(1/q)+(1/n>§c4 |(u —“k)‘a‘}“l(llq)ﬂlln)

Scslu—uly, 1 ATuly g

U slgq e Scslu—ul |AJul

44t = n,0,T q,q,1°

[l =1(1/m)A*JA~*PVo ungu|q§c6(1 +m)= = |y AJul,
< (14+m)= = |u |, 14T ul,

Holy g Se(L4m)y=C= | o ATu]

4.4.t = 4,4:t"

Hieraus erhdit man, daB bei vorgegebenem #>0 cin m, und ein c,(u)>0
gefunden werden kann so, daB fiilr m=m,, folgendes gilt:

+c,(uy|Ju|

q q
4,9t 4,4,t°

|JPuoVulf  <n|AJul|

RS

Aus dieser und der folgenden Abschitzun
g g
1-1 q1-1 H q1—1 £
|A /un0|q§c1|A “‘””Juolq:cllJA /‘q“’uolq
Scy|A M@y | e>E>0,

(aus (2.2) folgt, daB dies unter Verwendung von [5] auch mit ¢=0 gilt) erhilt
man fir m>m, eine Abschitzung der Form

l AT ulf , SeallA YO ugli+ | f1E T+ e ) ull, .-

4.¢4,t =
Fiir m—oo erhilt man hieraus die Behauptungen (3.2) a) und (3.2) b) im Fall
g=1. Mit einem beliebigen ge C}([0, T)) erhalten wir aus (3.3) die Beziehung
(J(gwY + AJ(gu)= —JPuoV(gu) +JP(gf)+J g u+J(gu).

Damit kann die obenstehende Rechnung wiederholt werden; der nichtlineare
Term ist zu ersetzen durch JPuo V(gu). Damit gelangt man zur Abschétzung

9, g,t

| AT, guld S A VD g ugli+[gf12 , 41,8 uld , ]
+e, )|, gull , .,

aus der fiir m—oo die Behauptung (3.2)b) folgt. Damit ist (3.2) bewiesen.

(3.4) Ergdnzung. Auf der linken Seite von (3.2)b) kann (nach Wahl von ande-
ren Konstanten c, c(u)>0) noch der Term |(—4,+1)' ' g(t)u(t)|Z hinzugefiigt
werden; dabei ist 2<g<gq und fiir ¢=2 ist §=2 zugelassen. In der Abschit-
zung unter (3.2)b) kann f durch Pf ersetzt werden. In der Voraussetzung von
(3.2) geniigt es, fe (0, t; L(G)") fir alle 0<t<T zu verlangen.

Die Einschriankung g <n in (3.2) ist unwesentlich. Man kann sich mit Hilfe
eines Standard-Schlusses von dieser Einschrinkung befreien. Dazu bringt man
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(1.1) in die Form ' —PAu= —PuoVu+Pf. Da g beliebig nahe unterhalb n
sein kann, erhdlt man mit Hilfe von (2.6) Informationen iiber Puo Vu, die es
erlauben, direkt (2.1) anzowenden. Dann wird wieder (2.6) angewendet und der
Schlu wird wiederholt. Damit gelangt man zur néichsten Aussage, die zur
Vereinfachung etwas spezieller formuliert ist.

(3.5) Satz. Sei 25g<o0, feL*(GTY'nIXGT), ugeD(4,)nD(4,)NIG)" und
sei u eine schwache Lésung von (1.1) mit ue I4(0, t; L{(G)")n L2(0, t; HY 2(G)") fiir
0<t<T. Es existiere eine Folge (u,) wie in (3.2). Dann folgt w' e I1(0, t; [2(G)"),
ue L¥(0,t; D(4))) fiir alle 0<t<T.

Im folgenden werden einige hinreichende Bedingungen fiir die Existenz der
Folge () in Satz (3.2) angegeben. Fiir T<co gilt ,,d) = ¢)=b)=>a)* und die
Bedingung a) ist nach Satz (3.2) unmittelbar evident. Die Einschrinkung g<n
kann wieder wie oben eliminiert werden.

(3.6) Satz. Sei 2<qg<n, feli0,T;I4{(G)", quD((—Aq-N}—I)l*1/(q+5’)mﬂq(G)"
(>0, im Fall g=2 sei ¢=0 zugelassen) und sei ue I#(0, T; Hy*(G)") eine schwa-
che Lésung von (1.1). Dann ist im Falle eines beschrinkten Intervalls [0, T] jede
der folgenden Bedingungen a), b), c) und d) hinreichend fiir die Aussage
u' € L0, T; LA(GY'), ue 40, T; H>(G)").

a) u liegt im L°(0, T; LM(G)")-Abschluf von L*(GTY*~ L*(0, T; L*(G)").

b) u ist gleichmifiger Limes L'(G)"-wertiger mefibarer Funktionen auf [0, T],
deren Wertebereich endlich ist.

c) u(tye LNG)" fir alle te[0,T] und der Graph {(t,u(t))|te[0, T} ist eine
kompakte Teilmenge von [0, T] x L*(G)".

d) u(t)ye L(GY" fir alle te[0, T] und u: [0, T]—L"(G)" ist eine stetige Funk-
tion.

Wesentlich ist dabei, dall diec Folge (u,) in (3.2) nicht divergenzfrei zu sein
braucht und auch keine Differenzierbarkeitseigenschaften zu haben braucht. In
einem gewissen Sinn kann daher (3.2) als eine Erweiterung und Vereinfachung
eines Homotopie-Kriteriums von v. Wahl [25; S.276] angesehen werden. Dort
ist es erforderlich, die schwache Losung u beziiglich der L* (0, T; L'(G)")-Norm
durch schwache Losungen von (1.1) zu approximieren; hier brauchen die u,
keine Losungen und auch nicht reguldr zu sein. Aullerdem gilt (3.2) auch fiir
AuBengebiete. Dagegen brauchen die schwachen Ldsungen in [25] nicht in
L*(GTY" zu liegen.

Das Kriterium d) ist fiir beschrinkte Gebiete G von v. Wahl [26] angege-
ben worden. Die {ibrigen Bedingungen sind Erweiterungen dieses Kriteriums.

Satz (3.2) gilt analog, wenn ueo Vu in (1.1} durch ve Vu ersetzt wird, wobei v
die gleichen Eigenschaften wie u besitzt und vorgegeben ist. Damit kann der
stationdre Fall «'=0 sehr einfach auf den instationdren Fall zuriickgefiihrt
werden.

Sei felI!(G)", g=2. Dann heiBt ueI:I})’q(G)" eine schwache Losung der
stationidren Gleichungen von Navier-Stokes

(3.7 —AutuoVu+Va=f, divu=0, ul,;=0,

wenn (Vu, V0),; +(uo Vu, v)o=(f, v)¢ gilt fiir alle ve € (G)".
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Wir wihlen ein ge C'([0, T)) mit kompaktem Triger in (0, T), das nicht
identisch verschwindet. Dann wenden wir auf die zeitabhidngige Gleichung (gu)
—A(guw)+ucV(gu+V(gn)=gf +gu, (gu)(0)=0, die vorigen Ergebnisse an und
erhalten den folgenden Satz.

(3.8) Satz. Sei 2=<q<n, p2q, fe’(GY'NIXG)" und sei ue HY4(G)" eine
schwache Ldsung von (3.7). Es gelte ue L' (G)" fiir irgendein r mit n<r<c0. Dann
folgt ue H*?(G)".

Durch die Voraussetzung an u ist sichergestellt, daf} stets eine der beiden
Aussagen ueL*(G)" oder ue L*(G)* erfiillt ist. Die Aussage von (3.8) ist fiir n
=4 und ein beschrinktes Gebiet G bekannt (Gerhardt [3]). Fiir ein beschridnk-
tes Gebiet geniigt es, in der Voraussetzung g=2 und r=n zu betrachten. Fiir n
=4 ist ,ue L(G)* eine Folge der Aussage ,ueH} 2(G)"“. Dies gilt auch fiir n
=3 [23]. Wahrscheinlich 148t sich jedoch die Methode von Gerhardt [3] auch
auf stationdre Gleichungen in hoheren Dimensionen iibertragen, mindestens fiir
beschrinkte Gebiete. Die Moglichkeit von ¢>2 und r>n ist nur fiir AuBenge-
biete von Interesse.

Die Aussage ue H*?(G)" enthilt im Falle eines AuBengebietes G auch
Informationen iiber das Verhalten von |u(x)| und |Vu(x)| fiir [x|—>co; nach
bekannten Einbettungssdtzen [1; 5.15] folgt |u(x)|—0 aus 2—n/p>0 und
|Vu(x)| =0 aus 1 —n/p>0. Entsprechende Aussagen erhdlt man auch im insta-
tiondren Fall u(t, x), wobei hier noch der Fall t— o hinzutritt.

4. Regularititseigenschaften im Fall ue (0, T; L'(G)")
mit (qfs)+(n[r)=1, r>n, q22, s>q

Auch in diesem Abschnitt ist G=R" wie zuvor ein Innen- oder AuBengebiet
mit C*>*#-glattem Rand, 0<T <0 und GT:=(0, T) x G. Die iibliche Vorausset-
zung ueL*(0, T; [2(GY)nI2, (0, T; HLY2(G)") einer schwachen Losung u im
Sinne von Hopf [10] wird im nachfolgenden Hauptsatz dieses Abschnittes
wieder etwas abgeschwiicht. Im kritischen Grenzfall (2/s)+(n/r)=1 mit r>n,
s>2 ist ein Regularitdtssatz im Fall G=R" bekannt (Fabes-Jones-Riviere [6]).
Der folgende Satz bezieht diesen Grenzfall mit ein; allerdings wird in diesem
Fall das Resultat von Giga [5] benutzt, das auf [4] beruht. Auch dieser Satz
ist stets fiir e=0 richtig. Dabei muB wieder das Resultat von Giga verwendet
werden, was wir jedoch an dieser Stelle vermeiden wollen. Die Wachstumsab-
schitzungen mit der Gewichtsfunktion g(f) kénnen sowohl fiir kleine t>0 (bei
lokaler Regularitét) als auch fiir groBe ¢ verwendet werden.

(4.1) Satz. Sei r>n, 2<q<r, p=2, e>0 (im Fall g=2 sei ¢=0 zugelassen),
feLXO, T; LA(GY), ugeD(—A4,+1)' ~" " )~IG)" und sei u eine schwache
Lésung von (1.1) mit ue L¥"™(0, t; L{G)") A IF(0, t; H?(GY") fiir alle 0<t<T. Es
gelte ue (0, t; L(G)") fiir alle 0<t<T, wobei s>q und (q/s)+{n/r)=1 sei. Dann
folgt:
a) wel(0,t; LNG)"), ue (0, t; D(4,)) (= X0, t; H*>1G)") fiir alle 0<t<T.
b) Es gibt ein c¢c=c(G,q,r, &>0 derart, daf fiir alle O0<t<T und alle
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ge CH([0, T)) die folgende Abschiitzung gilt:
t H 14
flguylde+[la,gulidr<c [|(—Aq+I)1‘1/(‘1“’g(0)u0|3+j leflide
0 0 0

4 t t
+[lgultdt+| |g'u\gd‘c] exp (cj |ulid1).
0 0 0

t
Dabei kann im Falle eines beschrinkten Gebietes G der Term (|gulidt weggelas-

- 0
sen werden; im Fall g(0)=0 braucht fiir b) nur u,e L1 (G)" zu gelten.

Bemerkung. Auf der linken Seite unter b) kann (nach Wahl einer anderen
Konstanten ¢>0) noch der Term |(—4,+1)' Y g(t)u(?)|? (mit 2<g<q und g
=2 im Fall ¢=2) hinzugefiigt werden. Dies folgt aus dem nachfolgenden
Beweis; aus (2.6) wiirde nur eine etwas schwichere Aussage folgen.

Beweis. Wir benutzen die gleichen Bezeichnungen wie im Beweis von (3.2),
modifizieren jedoch die Bedeutung von J=J,, (m=1,2,...). Wir wihlen ein 7
mit r>7>n und setzen J=J,:=(I +(1/m)AH~" mit B:=(1+n/P)2, =4, Sei
B:=1+n/r)/2.

Zunichst zeigen wir, daB |JPuoVul, ., <co gilt fiir 0<t<T. Dies erhdlt
man aus der folgenden Abschitzung. Mit (2.2) folgt wegen < f:

|JPuoVul,=|JPVo(uu)|,=|APJA-PPAPA="2" A= 1127 o (uu)],
¢ % Sl el W), <c, |4~ 12y @10+

Scy l””l(l/q)+(1/r)§c4 lulq |ul,

und

! l/g
TPVl S (Tl de ) Selul, bl g <0
G

Wie im Beweis von (3.2) erhalten wir damit die Gleichung
(42) (Juw—PAaJu=—JPucVu+JPf, (Ju0)=Ju, O<t<T).

Dabei wird lediglich uoeff?(G)” verwendet. Wir wihlen nun ein ¢ mit 2<g<g
im Fall g>2 und mit g=2 im Fall g=2. Unter Verwendung von (2.1) und (2.4)
gelangt man damit zur folgenden Abschitzung

|Ju)|2, +IATuld  +14Y7 Tu(®))

q,4q,t 4.4t
Sc[AY Juli+|JPFIE 4+ 1Jull AT Pucbull 1.

q
q:4,t

Dabei kann fiir ein beschridnktes Gebiet G der Term [Jul? |, rechis weggelas-
sen werden.

Zur Abschitzung des nichtlineagqn Terms |J Puo Vu|l benutzen wir wieder
die Identitit u=J 'Ju=Ju+(1/m)A*Ju. Man erhilt mit (2.2):

JPuoVu=JPuoVJu+(1/myJPVouAPJuy=:1,+1,,
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1/2
il ScyluoVIuly Sy luly, (VT uliyy_qmScslul A Tul g )
Sy ful JAT T2 Jul Zcg ul, AP Tul,,

L], =1(1/m)APJ A= FPAPA=PV o (AP Ju),
<|(1/m)APJ| |A-PPAP| APV o (uAPTu)|,ScelAP Vo (uAP T u)|,
=cglA™T A 2V o AP Ju) Sy ATV o (AP T Wy 4 1)
gcs|u/IEJu|(1/q)+(1/r)§cg|u|r|/13.lu|q.
Es folgt |JPueVul <cyolu,l|4?Jul,. Im Fall ¢>2 kdnnen wir ¥ nun so

wihlen, daB g=2(1 —n/r)(1 —n/F)~! gilt. Dann erhilt man f=(1+n/F/2=(1/7)
+n/gr und es folgt

|AP Ju|, =AY (A Ju)| Sy [ATulr - | AN Ju)l =m0,
Mit beliebigem K >0 erhilt man damit
|J Puo Vu|q§clzKr/n |AJu|q+cl3K_(l/(1—"/’)) |u|r1/(l—n/r) I[&l/q"]mq.

Im Grenzfall g=2, §=2 ist nur 7=r mdglich. Dann gelten die obenstehen-
den Abschdtzungen ebenfalls; jedoch muB dann Lemma (2.2) (mit der dort
verwendeten Bezeichnung) im Grenzfall «=f angewendet werden; hierzu wird
das Resultat von Giga [4, 5] verwendet.

Wihlt man K >0 hinreichend klein, so gelangt man schlieBlich mit einem
¢ >0 zur folgenden Abschitzung:

(w2 g AT ull , +1 A Tu(®)

29,1 q:9,t

t
<c [IAl/q/Ju0|3+IJPflg,q,,+|Ju|g,q,t+j fue |/11/‘7Ju|gdr]
0
O<t<T).
Wir setzen o
YO=IT Wl +IATult  , FIA Tu)s,
hy(@):=c( A" Jugld+|JPf, ,+ T uld, )

und
hy(@):=clu()l;

t
und erhalten yeL*([0,t]), y(t)<h,(©)+ [ h,(r)y(r)dr fir 0<t<T. Nach dem
0

Lemma von Gronwall [27, 22] erhdlt man dann y(f) £ Y(¢), wobei Y(f) gegeben

ist durch Y()=h(t)+[h,(r)Y(r)dt. Eine elementare Rechnung ergibt
0
t
Y()<h, (1) exp (jhz(’c)d‘c).
4}
Hieraus und aus der Abschitzung

lAl/qlJuolqéﬁ 11‘11_1/(‘1”)']“0].;:01 |J21A1(/Q+E)“o|q

ScylAtVaray | (0<E<s)
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folgt mit m—oco die Behauptung (4.1)a) und (4.1)b) fiir g=1. Die Behauptung
(4.1)b) fiir beliebiges ge C*([0, T)) folgt, indem man anstelle von (4.2) die
Gleichung

(Jgu —PAJgu=—JPuoVgu+JPgf+Jg'u, (Jgu(0)=Jg0)u,

verwendet und die gleiche Rechnung wiederholt. Unter Verwendung von [4, 5]
erhdlt man nach (2.2) die schirfere Abschidtzung A% Juyl, <c, A" Ju olg
=, |JAY  ug| Scy|AY up|,, woraus folgt, daB (4.1) auch mit ¢=0 r1cht1g
ist. Im Fall g=2 gilt dlese Abschidtzung ohnehin und sie entfillt im Fall
2(0)=0; dann braucht nur u,eI%(G)" zu gelten. Damit ist (4.1) bewiesen.

In den folgenden Sitzen werden einige spezielle Fiille untersucht. Zunichst
sei g=2, p=2, g=1 und u sei eine Hopfsche Ldsung, die in einer Halbumge-

t

bung [0, T) von O regulér sei; hierzu geniigt j!u!idr<oo fir 0<t<T mit {2/s)
t

+(n/r)=1, r>n. Dann kann eine Wachstumsschranke fiir IIA u(t)|3dt angege-

ben werden.

(4.3) Satz. Sei feI?(0, T; I*(G)"), uye HY 2(GY" und sei
ue (0, T; L2 (G~ L2(0, T; HL 2(G)Y)

t
eine schwache Losung von (1.1) im Fall 0<T<co. Es gelte §|u|jdr<oo fiir
0

0<t<T mit s>2, r>n, (2/s)+(n/r)=1. Dann folgt
t t
Jlwi3d+[14;ui3de
0 0
t t t
<c (\ Vuol3+lupl3+ {1 f13d1+] |u|§dr> exp (cj Iuljdr)
o] 0 0

fiir alle 0<t < T und mit einem ¢>0.

Sei n=3, fel*(0, T; L*(G)") und u, wie in (4.3). Dann kann (4.3) auf eine
lokal existierende starke LOsung angewendet werden (im Sinne von [9;
Theorem 2.11); auf dem Existenzintervall [0, T) sind dann die Voraussetzungen
von (4.3) erfillt.

Im nichsten Satz untersuchen wir schwache Losungen fiir groBe t. Um dic
Abschitzung unter (4.1)b) anwenden zu konnen, ist es erforderlich, hinreichen-
de Bedingungen an die Daten zu finden derart, daBl die rechte Seite <oo ist.

Der Anfangswert u, kann ignoriert werden, da g(0)=0 angenommen werden
t

kann. Im Falle cines beschrinkten Gebictes entféllt der Term fl gulldt. Um

0

den Term mit g’ eliminieren zu kdnnen, geniigt es offenbar, dafl g'(¢t)/g(t)—0
gilt fiir t—o0. Dann kann fiir hinreichend groBe ¢ dieser Term mit der linken
Seite verrechnet werden. Ein Beispiel hierfiir ist g(¢):=¢* mit ﬁ >0. Um auch
die Fille g(t)=exp(at) einbezichen zu konnen, betrachten wir etwas allge-
meiner Scharen g,(¢) mit 0=<a<oo, wobei zugelassen ist, da g, nicht von a
abhingt. Es geniigt dann zu fordern, daf g/ (t)/g,(t)—0 gilt flir t—c0, a—0 (als
Zweifach-Limes):
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Sei g, fiir 0<a<oo stetig differenzierbar und positiv auf (0,00). Zu jedem
e>0 existiere t,>0, a,>0 derart, daB |g,(t)/g,(O)lse gilt flir alle t=¢, und
0<aza,.

Im Fall n=3 konnen nach Masuda [12] und Heywood [8] Bedingungen

fiir f aus (1.1) angegeben werden, unter denen j lul;dv <co gilt fiir hinreichend

4
groBe t und mit s und r wie in (4.1). Damit gelangt man schlieBlich zu
Abschidtzungen (decay) von der Form

(— g+ D~ HIu()] S/, () (t2t,, 0Sa<ay)

im Falle eines beschrinkten Gebietes G. Abschitzungen dieser Form sind in
[8] nur in den Fillen f=0, g,()=exp(at) und g,()=t" (a<1) angegeben
worden und eine Erweiterung auf f+0 scheint mit der Methode in [8] nicht
moglich zu sein (vgl. [8; Abschnitt 4]). Im Fall f=+0 sind Abschitzungen
dieser Form fiir g,(t)=g(t)=t* mit gewissen Werten 0< <1 bekannt (Masuda

[12]).

(44) Satz. Sei feI*(0,c0; I*(G)), u e HY 2(G)* und sei uel™(0, wo; [*(G)")
NI2,.(0, 00; HY 2(G)") eine schwache Lésung von (1.1). Sei r>q=2, s>q, r>n

loc

mit (q/s)—l—(n/r) 1 und sei ga(t) wie oben angegeben Es gebe ein t,>0 und

ein 0y>0 so, daf sup f]gaflth<oo j|u|sdr<oo ue ™ (t,, 0, I1(G)"

OZasap ¢

und im Falle eines Aufengebietes sup jlgaul‘l drt<co gilt. Sei 2<g<q oder

0<a=zao to

2=g=q. Dann gibt es Zahlen t, >t,, 0<a, <a, und ¢>0 derart, dafs

[(=A,+D' = u(t)], Sc/g,(t)
gilt fir alle t=t,, 0<a<a,.

Eine Hopfsche Losung u von (1.1) geniigt im Fall n=3 einer Abschitzung

|Vu(t)], <Kt~ '* (K>0) fiir alle hinreichend groBen t, wenn folgendes gilt:
t+ 1

feL}0, co; I*(G)"), sup ( [t d/dr)f|2d1><oo jr”2|(d/dr)f|2dr<oo [12].
t>0

«Q

Setzt man diese Abschitzung voraus, dann folgt | [ufdt<oco fir alle hinrei-

t
chend groBen t, wenn folgende Konstanten gew#hlt werden: r=6, 2<g<6, n
=3, 4<s<12, (g/s)+(3/6)=1, s=2qg. Dann ist auch die Bedingung
ueL‘{fc(f oo; LA{GY) fiir alle hinreichend groBlen ¢ erfullt.

Wenn also u eine Hopfsche Losung von (1.1) ist im Sinne von [12], wenn
fel? (0 c0; I?(G)") mit n=3 die obenstehenden Bedingungen erfiillt und wenn

sup jlgaflqdr<oo gilt (mit 2<g<6 und a,>0), dann folgt im Falle eines

0=<a=zag 0

beschrinkten Gebietes G die Abschdtzung
(=4, +D)} " u(®),Sc/g,()  (mit 2<g<g, §=2 fiir g=2)
fiir alle hinreichend grofBen ¢ und kleinen a. Mit Hilfe von (4.4) kann also (fiir

beschriinkte Gebiete und n=3) die Abschitzung |Vu(r)|, < K/t'/* erweitert wer-
den.
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