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1. Einleitung 

Sei G ein beschriinktes Gebiet oder ein Augengebiet des IR" (n> 3) mit einem 
(C 2+~-) glatten Rand ~G; sei 0<T_<_c~ (T=oo sei zugelassen) und sei GT,= 
(0, T)x G d a s  zugeh6rige Zylindergebiet. Wir betrachten auf G r die instatio- 
n~iren Gleichungen von Navier-Stokes 

u ' - A u + u o  V u + V n = f ,  divu=0,  ulna=0, u[t=o=U ~ (1.1) 

ftir das Geschwindigkeitsfeld u(t, x)= (u, (t, x), u2(t, x) .. . .  , u,(t, x)) und den Druck 
n(t,x) einer Str6mung innerhalb yon G. Dabei ist f die ~iuBere Kraft und u o 
die Anfangsgeschwindigkeit; die Viskositiit ist hier gleich 1 angenommen. Es ist 
seit langem bekannt, dab (1.1) in einem schwachen Sinn (Hopf [10]) gel6st 
werden kann. Ein wesentliches Problem der L6sungstheorie dieser Gleichungen 
besteht darin, mtiglichst schwache Zusatzbedingungen an eine solche schwache 
L6sung u zu finden derart, dab yon der Glattheit der Daten f u n d  u 0 auf die 
Glattheit der L~Ssung u geschlossen werden kann; auf diese Weise gelangt man 
zu klassischen Ltisungen. Von Serrin [17, 18] ist die Zusatzbedingung 
uel2(O, T; /Z) (s>2, r>n,  (2/s)+(n/r)< 1) angegeben worden, unter der ein sol- 
cher Regularitiitsschlug mtiglich ist. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die 
Untersuchung der folgenden Probleme: 

a) Erweiterung der Serrin-Bedingung auf den Grenzfall n=r, s=oo. Wtin- 
schenswert wiire die Bedingung ueL~ ") (vgl. [26; w die schw~ichste 
bisher bekannte Bedingung ist im Falle eines beschr~inkten Gebietes G r die 
Stetigkeit yon u: [0, T ]~L"  (v. Wahl [26]). Wir beweisen, dab die folgende 
schw~ichere Bedingung ausreicht: Es gibt eine Folge (uk) in L ~~ r) derart, dab 
( u -  uk) im Raum L ~ (0, T; L") eine Nullfolge ist. Diese Bedingung kann auch auf 
Augengebiete und auf T=oo ausgedehnt werden. Dann braucht u nicht in 
L~~ n) zu liegen; so ist es z.B. hinreichend, wenn u die Form u = u l + u  2 
hat, mit etwa stetigem u 1" [0, T ILL"  und mit u2~L~~ Fiir unbeschr~inkte 
Gebiete erh~ilt man damit Bedingungen, die augerhalb des Serrinschen Ansat- 
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zes liegen. Ftir beschriinkte Gebiete G r folgt die Bedingung, dab u im 
L~176 von L~(G r) liegt; dieser Abschlug umfaBt die stetigen 
Funktionen. In einem gewissen Sinn wird dadurch das Homotopie-Kriterium 
von v. Wahl [25; S. 276] erweitert. Dort wird gefordert, u im Raum L ~ (0, T; L") 
durch eine bestimmte Schar schwacher L6sungen von (1.1) zu approximieren. 
Hier ist u durch die Folge (Uk) ZU approximieren; die u k brauchen keine 
L/3sungen zu sein, brauchen keine (H 1-) Glattheitseigenschaften zu besitzen und 
brauchen auch nicht divergenzffei zu sein. Dagegen braucht die Schar nicht in 
L~(G r) zu liegen. Die Erweiterung auf unbeschr~inkte Gebiete G r ergibt einen 
zus~itzlichen Aspekt; eine Regularit~itsaussage etwa der Form u(t)~H 2'~ liefert 
nach den Einbettungss~itzen Konvergenzaussagen ftir x ~ o e  (decay); das Ent- 
sprechende gilt auch fiir t--,oe. 

Dieses Ergebnis kann auf den station~iren Fall u ' - 0  iibertragen werden. 
Dadurch k6nnen wir ein Ergebnis yon Gerhardt [3] auf Augengebiete und 
n > 4 erweitern. 

b) Erweiterung auf die anderen Grenzfiille (2/s)+(n/r)= 1 mit r>n und Auf- 
stellung yon Wachstumsschranken f/~r zweite Ableitungen. Diese haben die Form 

t t 

S lu'lgdr + ~ lAulgdv 
0 0 

[ ' i ] (i t _<c I ( -  A + I)t-1/(q+~)Uo qlq + g lflqq d~ lul~d~ exp c lulS d~ 
0 0 

(2 < q < r, n < r, (q/s) + (n/r) = 1, c > 0, e > 0) und gelten f'tir alle 0__< t < T. Fiir 

beschr~inkte Gebiete G kann dabei der Term ilulgdv rechts weggelassen wer- 
o 

den. Der Grenzfall q = 2  ist mit eingeschlossen. Diese Absch~itzung kann auf 
beliebige Gewichtsfunktionen geC~([O,T)) erweitert werden; dazu wird f 
durch gf+g'u,  u o durch g(O)u o und u iiberall auger im Term exp(...) durch gu 
ersetzt. Hiermit k6nnen schwache L6sungen auf einem Anfangsintervall starker 
L6sbarkeit abgescNitzt und ihr Verhalten fiir t ~ T  untersucht werden. Im Fall 
n = 3  k6nnen wir damit asymptotische Aussagen von Masuda [12] und Hey- 
wood [8] vonder  Form I Vul2 <c/t 1/4 verbessern, indem t ~/4 durch eine beliebi- 
ge Gewichtsfunktion g(t) mit g'(t)/g(t)~O (fiir t--, oe) ersetzt wird. 

Etwas allgemeiner als bei L/Ssungen im Sinne von Hopf [10] lassen wir zu, 
dab u nicht quadratintegrierbar ist. Dies ist fiir Aui3engebiete von Bedeutung 
(vgl. Bemelmans [2]), wenn u lediglich einer Bedingung der Form 
lu(x)[ <=e/lxl ~ (0<f l<  1) f'tir groge Ix] gentigt. 

Wesentlich f'tir die Beweismethode ist die Verwendung der Yosida-Approxi- 
mation [28; IX]. Wir verwenden diese Approximation zur Gl~ittung der schwa- 
chen L6sung u. Die gegl~ittete Funktion Um:=Jmu (J,,,=(I+(1/m)ft~) -~, f t := 
- P A + I ,  0</3<1)  ist dann eine starke L6sung einer gegentiber (1.1) modifi- 
zierten Gleichung. Diese kann unter Verwendung der Analytizit~it der Halb- 
gruppe exp(- t~] ) ( t>0)  ~ihnlich abgesch~itzt werden wie (1.1); sie wird dann 
wie iiblich durch Inversion des linearen Anteils in eine Integralgleichung tiber- 
gefiihrt und mit einem Satz von Solonnikov [20] und v. Wahl [25] abge- 
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sch~itzt. Die danach erforderliche Absch~itzung der Nichtlinearit~it u o gu beruht 
im wesentlichen auf Lemma (2.2), das durch Erweiterung und Versch~irfung 
eines Lemmas yon Miyakawa [13] erhalten wird. Neben der Analytizit~it der 
Halbgruppe e x p ( - t A )  werden dabei die bekannten Einbettungseigenschaften 
der Besselpotential-R~iume [24, 1] verwendet. Die gegenfiber Solonnikov [20] 
und Sobolevski [191 weitergehendere tiefliegende Aussage yon Giga [4, 5] 
fiber die Halbgruppe exp ( - t e ] )  wird nur beim Beweis des Grenzfalles (2/s) 
+ (n/r)= 1, r > n beniStigt. Unter Verwendung dieses Ergebnisses folgt auch, dab 
in der obenstehenden Absch~itzung ~ = 0 gesetzt werden kann. 

An dieser Stelle m~Schte ich Herrn Professor W. v. Wahl sehr herzlich danken ftir einige 
wertvolle Diskussionen tiber den Gegenstand dieser Arbeit und ftir die Oberlassung eines Preprints 
yon [26]. 

2. Bezeichnungen und Hilfsmittel 

Sei G ~_IR" (n> 3) ein beschr~inktes Gebiet oder ein Aul3engebiet. Der Rand •G 
sei v o n d e r  Klasse C 2+" mit einem 0 < # < 1  (ira Sinne von [15; S. 55]). Ein 
Aul3engebiet ist ein Gebiet, das zugleich das Komplement des Abschlusses 
eines beschr~inkten Gebietes ist. Sei 0 < T < oe und sei GT: = (0, T) x G. 

Ungeachtet der physikalischen Interpretation von (1.1) sind im folgenden 
alle Riiume komplex. Wir verwenden die fiblichen R~iume LP(G) far l < p < G o ,  
Ck(G) und Cko(G) ftir k=0,  1, 2, ..., die Sobolev-R~iume Ht'P(G) und H~P(G) ftir 
l < p < o e ,  /=1,  2, ... und die H-wertigen Sobolev-Riiume LP(O,T;H) und 
H~'P(O, T; H) ftir l < p < o e ,  /=1,  2 . . . .  ; dabei ist H einer der obenstehenden 
Riiume. LP(G) ", Ck(G) ", HI'P(G) ", ... sind die entsprechenden R~iume ftir n- 
komponentige Funktionen u=(ul ,  u2, ..., u,). Die Norm in LP(G) wird je nach 
Zweckm~iBigkeit mit [ulLpca) = [u Ip = [u[1/p bezeichnet. 

Fiir 1 < p <  ~ wird LP'(G)" wie iiblich mit dem Dualraum yon LP(G)" identi- 
fiziert, wobei p' der zu p adjungierte Index ist mit ( l /p)+ (1/p')= 1. Wir setzen 

n 

iu o v)(x): = uix)  o v ( x ) : -  (u(x), v(x)): = y ,  U,(X) ~,(x) 
/ = 1  

und (u, v)a: = 5 (u(x), vix)) d x; entsprechend definieren wir iu, v)a~.: = 
G 

5 iu it, x), v it, x)) d t d x, wobei (u (t, x), v (t, x)) = (u o v)(t, x) = u i t, x) o vit, x) analog 
G T 

gegeben sei. 
Im folgenden bezeichnet D~=O/Ox z ftir l=  1, 2, ..., n die partielle Ableitung 

im Distributionssinn (x=(x , ,  x z, ..., x.)eF,."). Wir setzen V=(D1, De, ..., D,), 

div u = V o u = D 1 u, + D 2 u 2 + . . .  + D, u, und (V u, V v): = ~ i V u l, V v~), wobei wie- 
der der Index G oder G r verwendet wird. ~= 1 

Der Laplaceoperator Ap: D(Ap)~LP(G)" ist definiert durch D(Ap):= 
H~'P(G)"c~H2'p(G)" und durch A p u = D 2 u + D 2 u + . . . + D 2 u .  Fiir den adjun- 

! r gierten Operator Ap erh~ilt man Ap-=Ap,. Wir setzen im folgenden A p : = - A p  
+ I  mit der Identittit I;  im Falle eines beschr~inkten Gebietes G kann im 
folgenden der Summand I weggelassen werden. 
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Sei (~~ und /4~P(G)n:={ueHZdV(G)"ldivu=O}. 
Mit LV(G)" bezeichnen wir den LP(G)"-Abschlu8 des Raumes C~(G)". Nach dem 
Zerlegungssatz [7; S. 694, 14; S. 119, 20; S. 471] existieren ein beschr~inkter 
Operator Pp yon LP(G)" auf LP(G)" mit Pv 2 --Pv (Projektor) und ftir jedes feLP(G)" 
eine Zerlegung der Form f = ~ f + V ~  mit neLVloc(G) und VnELP(G)". Der zu 
LP(G)" duale Raum kann mit LP'(G) identifiziert werden und ftir den zu Pp 
adjungierten Operator Pp' gilt die Beziehung Ppr--Pp,(1 <p<oo) .  Wit schreiben 
kurz P = pp. 

Der Stokesoperator Jp:---PvAv ist als Operator D(Av)~LP(G)" , D(Ap) 
c_ gv(G) ,, definiert durch D0]p):= H~'P(G)" n H2"p(G)" und PvApu: =Pp(Apu). Wir 
setzen Ap.. = - A p  +I ,  wobei wieder im Falle eines beschr~inkten Gebietes der ~, 
Summand I weggelassen werden kann. Far den adjungierten Operator A m 

~ !  ~ 

erNilt man wie oben Ap=Ap, [7]. Der Index p wird im folgenden meist 
weggelassen, wenn er aus dem Zusammenhang hervorgeht: Ap--z], Ap=A, Ap 
=A, ... (1 <p<ov) .  

Wir setzen uo Vu:=(uo Vu,)~=l, 2 ...... . Dies wird im folgenden stets lokal 
integrierbar und damit im Distributionssinn wohldefiniert sein auf G r. Im Fall 
d i v u = 0  folgt uo Vul= Vo(uul) und wir setzen uo Vu= Vo(uu) 
= ( V o  ( u  ul))~= 1,2 . . . . . .  - 

Der Operator / ]p  erzeugt eine analytische Co-Halbgruppe exp(-rAm)( t>0)  
in LP(G)" (Sobolevski [19], Solonnikov [20], Giga [4]) und mit Konstanten 
M > 0 ,  K > 0  gelten die Absch~itzungen texp(-tAp)t<__M.exp(-KO und I(tI 
+dp)-~[<__M(K+t) -~ fiir alle t=>0. Durch eine Integraldarstellung A~ -~ 

oo 

: = R ~ t- ~ (tI + Ap)- ~ d t (R > 0) sind die gebrochenen Potenzen Ap- ~ definiert und 
0 

durch ft~:=(A;~)-I(D(A~v):=A;~LP(G)~ ) erh/ilt man die Potenzen APp fiir 
0 < f l < l  [11]. Entsprechendes gilt auch ffir die Potenzen A~. Dabei ist stets 
1 < p  < oo. Die Definitionsbereiche D(A~)_~ LP(G) ~ und D(A~v)~_ LP(G) ~ werden im 
folgenden stets als Banachr~iume mit der Graphen-Norm angesehen. 

Wir ben6tigen die AbschStzungen IA~exp(-tAp) I<c~t -Bexp(-c2t  ) und 
[A~v(tI+fl~)-Xl<c3(l+t)-(1-~) f'tir alle t > 0  und mit Konstanten c t > 0 ,  c2>0, 
c 3 > 0 [11; S. 305, 288]. Das Entsprechende gilt auch fiir A~. 

In dieser Arbeit sind c, ct, c2, ... positive Konstanten, die von Rechnung zu 
Rechnung wechseln. 

Im nachfolgenden Satz wird der lineare Anteil der Gln. (1.1) abgesch~itzt. 
Der Satz wurde von Solonnikov [20, 21] ftir n = 3 bewiesen. Die erforderlichen 
Modifikationen ftir beliebiges n>  3 sind yon v. Wahl [25] durchgefiihrt wor- 
den. Wir ben6tigen diesen Satz nur fiir p>2.  In diesem Fall ist der Besselpo- 
tential-Raum LP'P(G) stetig im Besovraum B~'P(G) eingebettet [24; 327 (2)]. 
Daher gilt eine Absch~itzung der Form [u]B~.,<c[A~/2ulp ftir u~D(A~p/2). Des- 
halb k6nnen wir den Term luolB=-2~,~ in [21] bier durch IAl-~/PUOlp ersetzen. 

(2.1) Satz (Solonnikov, v. Wahl). Sei p>2. Fiir jedes f~LP(Gr)" und jedes 
uo~D((- Ap + I) 1- I/p) mit Vouo=0 - g i b t  es ein eindeutig bestimrntes 

t p u~LP~or T; D(Ap)) mit u ~IA~oo(O, T; LP(G) ") und ein ~sL]o~(G r) mit 
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V ~eLPlor T; LP(G) ") so, daft u ' -  A u + Vrc =f, go u =0, u(0)=u o und 

t t t 

f lu'l~ dz + ~ lA,ul~ d'c + ~ l V rcl~ dv 
0 0 0 

<c I(-A~+l)t-~/,Uol~+~lul~d~+~lfl~d~ 
0 0 

gilt fiir alle 0 < t < T  und mit einer Konstanten c=c(G,p)>O. Im Falle eines 

beschrgmkten Gebietes G entfiillt rechts der Term i [u]~ d z. 
0 

Die in [4] gewonnene explizite Form der Resolvente (zI+Ap)-1 ftihrt nach 
[5] zum Resultat D(d~)= D(A~)n LV(G)" im mengentheoretischen und topologi- 
schen Sinn fiir 0__<fi=<l, l < p < o o .  Mit diesem Ergebnis folgt unmittelbar die 
Aussage (2.2) a) des nachfolgenden Lemmas. Die Aussage (2.2) b) ist eine 
unmittelbare Folge der Einbettungseigenschaften der Besselpotential-R~iume 
U'V(G) [24; S. 327 oder 1] und einer Interpolationseigenschaft [16 in Verbin- 
dung mit 24; S. 103], die zur )kquivalenz der Normen von D(A~/2) und L~'P(G) 
ftihrt. Wir brauchen den Fall e =  fi in (2.2) a) nur fiir den Grenzfall (2/s)+(n/r) 
=1, r>n ,  in Satz 4.1; sonst wird nur der Fall a< f l  ben/Stigt; dieser Fall folgt 

jedoch allein aus der Analytizit~it von e -t~p im Sinne von [19, 20] ohne 
Verwendung von [4, 5]. Im Fall e < fi erhiilt man n~imlich aus der Integraldar- 
stellung von A;~ die Beschr~inktheit des Operators A~d;~Pp in LP(G)" und aus 
der Integraldarstellung yon A~; ~ die Beschr~inktheit von A v, Ap, Pp, in LP'(G) ". 
Hieraus folgt (2.2) a) fiir c~<fi. Durch (2.2) wird ein Lemma von Miyakawa 
[13; S. 13] versch~irft und erweitert. 

(2.2) Lemma. Seil<p__<q<oo undO_<~<l,O<fi<l. Danngilt: 
a) Aus c~<fl folgt D(d~)~_D(A;)~LV(G) n und D(A~)c~LP(G)"~_D(A;) mit je- 

weils stetiger Einbettung. 
b) Aus 2 f l ,n /p> 2c~-n/q folgt D(A~)~D(A~) mit stetiger Einbettung. 

Damit folgen in a) die absch~itzungen IA;ul~<=c~ld~ul~(u~D(21~)) und 
[Apulp<e2lA~ulp(u~D(Jp)~LP(G) ") und in b) die AbscNitzung ]A~ulq< 
c 3 ]A~uI~,(ueD(A~)) mit Konstanten cl, c2, c 3 >0. 

Sei p > l .  Wir setzen Jm:=(l+(1/m)Ap)-t ftir r e= l ,  2, .... Dann gilt IJml<C 
und Jm konvergiert im starken Sinn gegen I (Yosida [28; IX]). 

Sei u~LP(0, T; D(ftp)) ~ Hl'v(O, T; LP(G)"), f ~LP(O, T; LV(G)"), uo~D(ft~/P' ) und es 
gelte u' + Apu =f, u(O)= u o. Dann folgt 

t (Jmu) + AvJ,,,u=J, nf, 
t 

Jm u (t) = (exp - t alp) Jm u o + ~ (exp - (t - z)/]p) J~ f (z) d r 
0 

und 

(2.3) 
t 

u(t)=(exp-t f tv)Uo+~(exp-(t-z) f tp) f(r)dz ( 0 < t <  T). 
0 
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Sei p>/7>1,  p > p  und 0 < ~ < 1  so, dab 1 - c ~ - 1 / / ~ > - 1 / p  gilt. Im Fall u o 
= 0 erh~ilt man zun~ichst 

i ~ \lip i t \lip 

welter erh~itt man ftir das angegebene u o 

[t \l/pq 
(2.4) (o__<,<r) 

jeweils mi t  Konstanten c~, c 2 > 0. W~ihlt man g~ C1([0, T)) mi t  g(0)- -0 und g(t) 
=1 und beachtet die Darstellung (gu) '+Ap(gu)=gf+g 'u ,  so gelangt man zu 
einer Absch/itzung 

i t \lip 
(2.5) {!(lu'lg +lA, lg)d ) (c(O-+oo l'tir t~0), 

die ftir 0 < t < T gilt. Dies kann so geschehen, dab nach Wahl eines T o > 0 die 
(positive) Funktion c(t) far t >  T o konstant ist. Aus Symmetriegriinden gilt eine 
solche AbscNitzung auch, wenn u(t) auf der linken Seite durch u(0)=u o ersetzt 
wird. Damit erh~ilt man eine Abschiitzung 

t 

IA;.t d ) 
wobei Cl(t ) die gleiche Bedeutung hat wie c(t). Zusammen mit (2.2) b) erh~ilt 
man dann das nachfolgende Lemma (2.6). Im Fall p - -2  gelten (2.4) und (2.5) 
auch fiir /7=2. Dies folgt direkt unter Verwendung des Skalarproduktes. Der 
Fall p=oo  ist hierbei nicht ausgeschlossen. Dann ist (SI...]Pdz) lip zu ersetzen 
durch sup I... I. 

(2.6) Lemma. Sei l < p < o o ,  p < p < o o ,  p<=q<ov, 0<=fl__<lundsei 

u~HZ'P(O, T; LP(G) ") c~ Lv(O, T; D(Ap)). 

Es gehe 2 - (n/p) - (2//)) > 2 f l -  (n/q) - (2/p). Dann folgt u ~L p(O, T; D(( - A q + I)~)) 
und 

I ( -Aq+I)~u lgdz ) l lP<c( t ,G ,p ,q ,p ,  fl) (lu'lPp+l(-dv+I)ulPp)dv) tip 

fiir 0 < t < T  mit einer Funktion c( . )>0,  die so gewi~htt werden kann, daft sie 
nach Vorgabe eines T o > 0 nicht yon t>  T o abhiingt. Im Falle p = oo ist die linke 
Seite zu ersetzen durch sup ](-Aq+I)eu(z)lq.  Im Falle eines beschriinkten Ge- 

0 < ~ < t  

bietes G kann jeweils der Summand I weggelassen werden. 

3. Regularit~itseigenschaften im Fall ueL~~ (0, T; Ln(G) n) 

Sei G~_IR" und 0 < T < ~  wie zuvor. Eine schwache L6sung u yon (1.1) im 
Sinne yon Hopf  [10] geniigt der Bedingung u~L~176 T; L2(Gf) 
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c~L2or T;/tol'2(G)n). Es ist sinnvoll, diesen Begriff hier etwas weiter zu fassen. 
Bei Aul3engebieten soll zUgelassen sein, dab u nicht quadratintegrierbar ist. 
Ftir t ~  T sollen auch im Fall T< oo beliebige Singularit~iten m/Sglich sein. 
Wit setzen daher nut voraus, dab ueff(O,t; LP(G)")c~Lq(O,t; IZPo'q(G) ") gilt 
fiir alle 0 < t < T ,  mit r>2 ,  p>2,  q>2.  Genauer: u:z--+u(z) ist mel3bar auf 
(0, T) und die Einschrgnkung auf (0, t) liegt jeweils im angegebenen Raum. 

Aufgrund dieser Glattheitseigenschaften von u k6nnen wir den Testfunktio- 
nenraum folgendermal3en (,,m0glichst groB") w~ihlen. Sei dazu C2([O,T)x G)" 
tier Raum aller stetigen v: [0,T) x G-+g" mit kompaktem Tr~iger in [0,T) x 
und mit gleichmiii3ig stetigen Ableitungen der Ordnungen <2. Dabei ist G der 
Abschlul3 von G. Entsprechend sind Cg(G)" und C2([0, T)) definiert. Wir setzen 

%a (Gr)n: = {V E C g ([0, T) x G)" [ div v = 0, v leo, r) • oG = 0}, 

Cg(G)" : = {v e C 2 (G)" [ div v = 0, v leg = 0). 

Im folgenden ist Cg(Gr)" der Testfunktionenraum auf G r. Unter den oben- 
stehenden Voraussetzungen an u ist (u o Vu)o v integrierbar auf G r flit alle ve 
Cg(Gr)"; daher ist (uo VU, V)GT wohldefiniert. Wit benutzen die Bezeichnungen 
(v(t))(x) = v(t, x) und (v'(t))(x)= (a/at)v(t, x). Fiir VffC-~(GT) n ist stets v(T)= 0, es ist 
jedoch i.allg, v(0)q= 0. Aus he Cg([0, T)) und veCg(G)" folgt stets h veCg(GT) ". 

(3.1) Definition. Sei r>2 ,  p>2 ,  q > 2  und sei uelJ(O,t;LP(G)")c~Lq(O,t;ffll'q(G) ") 
ftir alle 0 < t < T .  Sei feLq(O,T;Lq(G) ") und UoeLq(G) ". Dann heiBt u eine 
schwache L6sung yon (1, 1) zu f u n d  Uo, wenn 

- (u, v ' )~T - (u 0, v (0))G + (V u, V v)G~ + (u o V u, v)oT = (f, V)GT 

gilt fiir alle wCg(Gr) ". 

Jede schwache L6sung u eL  ~ (0, T; L 2 (G)") c~ L]o ~ (0, T;/}o1' 2 (G)") im iiblichen 
Sinn nach Hopf [10] erfiillt diese Definition mit p=2,  q = 2  und beliebigem 
r>2.  

Der nachfolgende Hauptsatz dieses Abschnittes ist stets auch fiir e = 0  
richtig. Dies folgt unter Verwendung yon [4, 5]; wir wollen jedoch dieses 
Resultat nut an wesentlichen Stellen verwenden. 

(3.2) Satz. Sei 2<q<n,  p>2, e > 0  (ffir q = 2  sei e = 0  zugetassen), 
f eLq(O, 7", Lq(G)~), uoeD(( -  Aq + I) 1 - ll(q+~) c~ Lq(G) ~ und sei u eine schwache LiS- 
sung yon (1.1) mit u~Lq(O,t;Lq(G)")caLP(O,t;IYI~'P(G) ~) fiir alIe 0 < t < T .  Es exi- 
stiere eine Folge (uk) in L~176 derart, daft (u-uk) im Raum L~176 T;L"(G)") liegt 
und dort eine Nullfolge ist. Dann folgt: 

a) u' eLq(O, t; Lq(a)"), ueLq(O, t; D(A~)) ( g Lq(O, t; H2'q(G)n)) fiir 0 < t < T. 
b) Es gibt ein c > 0  und ein (yon u abhiingiges) c(u)>0 so, daft 

t t 

~. l(gu)'[{dv+~, lAqgu[{d~ 
0 0 

[ i I ' <c I(-Aq+l)l-1/(q+~)g(O)uolq+ [gflqqd~+~lg'ul~d~ +c(u)~lgu[qd~ 
0 0 0 

gilt fiir aIle 0 < t < T  und alle geCl([0,  T)). 



366 H. Sohr 

Beweis. Sei wC~(G)" und hE CZ([O,T)). Dann gilt hv~Cg(Gr) ". Zur Abktirzung 
sei Aq=A, Aq=A . . . . .  Die Norm in U(0, t;Lq(G) ") bezeichnen wir mit ]'lq,q,t und 
die Norm in U(G)" wie zuvor mit [. [q. Dabei ist es zweckm/igig, anstelle von q 
gelegentlich 1/q als Index zu verwenden. Wir setzen 

Jm:=(I+(1/m)f tq)- l=(I+(1/m)2)-~ fiir m =  1,2,... .  

Der Index m kann zun~ichst unterdrtickt werden: Jm=J. Damit setzen wir v 
= j j -  1 V = Jw mit w: = J - 1 v und erhalten 

- (u, (h v)')oT =- (u o, h (0) v)o + (V u, V (h v)) o~ + (uo V u, h V)oT 
T T T 

= - S(Ju, w)Gh'dt-(Juo, w)Gh(O)- ~(u, PAJw)~h d t + ~(JPuo gu, w)eh d t 
0 0 0 

T 
= ~(JPf, w)ah d r. 

0 

Zun~ichst zeigen wir: J Pu o V usLq(O, t; Lq( G) n) (0 < t < T). Mit (2.2) folgt 

[JPuo Vulq=IJPAA - t Vo(uu)lq<_<_c 1 [A -1 Vo(uU)lq 

<c 1 IA -1 Vo(u-uk)ula +cl  [A - t  VOUkU[q 

<=cl IA-  I/2 A-1/2 Vo(u_uk)ulq q_c2 lUkUlq 

_-<c3 I1-1/2 go (u-uk)ul<l/q~+(1/.>+c2 lUkUI~ 

< c 4 l (u--uk)ul( ~/q~+./~ + c2 luk ulq 

<c5 lu--ukl n lUlq + C2 luk ulq. 

Damit folgt 

I J P u ~  Vbl lq ,q , t~C6[ l~ l - - IAk l  . . . .  TlUlq,q, t~- lUkl  . . . .  TlIAlq,q, t]<O0" 

Mit (u, PAJw)G=(PAJu, W)G und wegen JPuo Vu, JPf ,  PAJu~Lq(O,t;Lq(G) ") 
erh~ilt man aus der obenstehenden ffir alle h~C2([0, T)) geltenden Gleichung 

t q das Ergebnis (Ju, w)G~IJ ([0, t]) und 

und 

(Ju, w)' G - (PAJu ,  W)a + (JPu o Vu, W)a = (JP f, w)G , ((Ju)(0), w)6 =(Ju0, w)a. 

Mit der Abktirzung f:  = P A J u - J P u  o Vu + J P f  folgt 

((Ju)(t),w)G=(Juo, W)G+ f (z)dz ,  w 
/G 

( t t Ju(t)--Juo--Sf(z)dz ,  w = 0  fiir 0 < t < T .  
0 / G  

Dies gilt ftir alle w=J- lv=(I+(1/m) f tq )V  mit vcCg(G) n. Offenbar ist Cg(G)" ein 
definierender Bereich (core) ffir Aq und damit auch flit Aq. Daher ist J-leg(G)" 
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dicht in Lq(G) n und wir erhalten 

t 

Ju(t)  = Ju  o -k S f  ('r) dz 
0 

Hieraus folgt 

( 0 < t <  T), (Ju)(O)=Ju o. 

(Ju)' - P A J u  + J P u ,  Vu = J P f  
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und damit erh~ilt man 

(3.3) (Yu) '+f lqJu= - J P u o  V u + Y P f + J u ,  Yu(O)=du o. 

Auf jedem Intervall [0, t) sind damit alle Voraussetzungen erftillt, um Satz 
(2.1) anwenden zu k6nnen. Wir erhalten 

t 

Ju (t) = (exp ( - t Aq)) Ju o + S ( e x p -  (t - z) ftq)( - JPu o V u + JP  f + Ju) d z 
0 

und die Absch~itzung 

q q q [AqJulq,q,t<=K[lAl-1/qJuol~q + lJPu ~ VUlq, q,t +lJPflq,q,t +lJUlq,q,t] 

mit einer Konstanten K > 0. 
Das weitere Vorgehen besteht nun darin, den nichtlinearen Term 

[JPuo Fu[~,q,~ abzusch~itzen und mit der linken Seite zu verrechnen. Genauer: 
Wir suchen zu jedem vorgegebenen t />0  ein cl(u ) >0  derart, dab 

[JPu o Vu]q a,t<=rl [AqJul~,q,t +Cl (U ) [Julqq,o, t 

gilt. Fiir geniigend kleines t/ gelangt man dann ftir m ~ o e  zur Absch~itzung 
unter (3.2) b) mit g - 1 .  

Zun~ichst wird der nichtlineare Term zerlegt. Mit u = J - 1 J u = J u  
+(1/m),4Ju erh~ilt man 

JPu  o Vu = JPu  o VJu + JPu  o V(1/m)ftJu = J P u  o VJu + (1/m)JPVo (uAJu) 

= JP(u - Uk) o VJu + JPu  k o VJu + (1/m)JP 17o (u - uk)ftJu 

+ (1/m)JP Vo UkftJu = :I 1 + I  2 +13 q-14. 

Mit Lemma (2.2) folgt 

IJ P(U-- Uk) O VJ u[q <= c I lU--Uk ]l/, l ~7J ul(1/q)_(1/n) ~ C2 [u -- Uk ll/n lAJ Ul l/q 
und 

[J P(u--  uk )~ 17{ ulq, q,t<=c2 lU-- Uk[ . . . .  T lAJ Ulq,q,r 

Ftir den zweiten Term ergibt sich mit M > 0: 

[Jpu k o VdUiq<=C 1 lUk O VJu[q~c2 [Uk] ~ [Adullq/2 ]JUllq/2 

< c2(Me/2)[Ukloo ]AJulq + c2(1/2MZ) lukloo IJU]q, 

[YPuk o VJ u [q,,,~ < c 3 [ ( m 2 / 2 )  luk I . . . .  r [AJulq,q,t + ( 1 / 2 m Z )  lukl . . . .  r IJ u Iq,,,,3. 
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Aus Lemma (2.2) folgt die Beschdinktheit (der AbschlieBung) der Operatoren 
A-~I2V und 7t-PPV ftir irgend ein p mit (1/2)<p<1.  Hieraus und aus den 
Absch~itzungen [(1/m)7tJ I <=Q, [(1/m)A;J[ Nc2(1 +m) -(1-~ folgt: 

It3 tq = [ ( i /m)ftJA- t l2A-  112 Vo ( u -  uk)~tJuiq <--_ c 1 [A- 112A- 112 Vo (u - uk)/iJu[~ 

<=c 3 ]A-112 Vo (u-uk)AJu[(1/q)+(1/,o~ c4 ](u-uk)AJu](1/q)+(1/n) 

< cs lu -  uklll. IAJulllq, 

lI 3lq,q,t<=cs I u -uk l  . . . .  r [Adulq,q,t, 

li4l q = ](1/m)AOJA-oPV o uk~Ju[ q ~C6( 1 _1_ m)-(1-o) [Uk.~Ju[ q 

__<c7(1 +m) -(i-a) luk l ' lAJulq  , 

114lq,q,, < c7( 1 +m) -(~-~ lukl . . . .  r IAJulq,q,r 

Hieraus erh~ilt man, dab bei vorgegebenem t#>0 ein m o und ein c~(u)>0 
gefunden werden kann so, dab fiir m > m  o folgendes gilt: 

[JPu o Vulq,q,t<_rl [AJul~,q,t + cl (u ) IJulq,q,t. 

Aus dieser und der folgenden Absch~itzung 

[ A  1 - 1/qj uol q ~ Cl [ z ~ x -  1/(q+ DJ uo[ q = c1 [ j f l ~ l  - 1/(q+ f:)Uolq 

~r ~3>g>O, 

(aus (2.2) folgt, dab dies unter Verwendung von [5] auch mit e=0  gilt) erhNt 
man ftir m > m o eine Absch~itzung der Form 

IAJmu [q, qa <-- ca [1Ax - 1/(q + ~)Uo [q + i f  ]q~,q,t] + c2 (u)[J,,u [qq,~. 

Fiir m~oo erh/ilt man hieraus die Behauptungen (3.2) a) und (3.2) b) im Fall 
g - 1 .  Mit einem beliebigen g~ C1([0, T)) erhalten wir aus (3.3) die Beziehung 

(J(gu))' +,4J(g u)= - JPu  o V(gu) + J P ( g f )  + Jg 'u  + J(gu). 

Damit kann die obenstehende Rechnung wiederholt werden; der nichtlineare 
Term ist zu ersetzen durch JPu  o V(gu). Damit gelangt man zur Absch/itzung 

q r q [AJmgu[q q,t<=c4[lA X-1/(q+ ~) g(O)uo[q + [gf  lq,q,t + iJmg U]q,q,t] 
q +c2(u) lJ.,gul~,q,,, 

aus der far m~oo die Behauptung (3.2)b) folgt. Damit ist (3.2) bewiesen. 

(3.4) Erggmzung. Auf der linken Seite von (3.2)b) kann (nach Wahl von ande- 
ren Konstanten c, c (u) > 0) noch der Term I( -  A q + I) 1 -,/~ g(t) u(t) l q hinzugefiigt 
werden; dabei ist 2<~7<q und ftir q = 2  ist ~7=2 zugelassen. In der Absch~it- 
zung unter (3.2)b) kann f durch P f  ersetzt werden. In der Voraussetzung yon 
(3.2) gentigt es, feLq(0, t; Lq(G) ") ftir alle 0 < t <  T zu verlangen. 

Die Einschdinkung q < n in (3.2) ist unwesentlich. Man kann sich mit Hilfe 
eines Standard-Schlusses yon dieser Einschr~inkung befreien. Dazu bringt man 



Zur Regularit~itstheorie der instation~iren Gleichungen von Navier-Stokes 369 

(1.1) in die Form u ' - P A u = - P u o  Vu+Pf .  Da q beliebig nahe unterhalb n 
sein kann, erh~ilt man mit Hilfe von (2.6) Informationen tiber Puo Vu, die es 
erlauben, direkt (2.1) anzuwenden. Dann wird wieder (2.6) angewendet und der 
Schlul3 wird wiederholt. Damit gelangt man zur n~ichsten Aussage, die zur 
Vereinfachung etwas spezieller formuliert ist. 

(3.5) Satz. Sei 2 < q < o e ,  f~L2(GT)"~Lq(Gr) ", uo~D(A2)c~D(Aq)c~Lq(G)" und 
sei u eine sehwaehe L6sung yon (1.1) mit uELq(O, t; Lq(G)")~L2(O, t;/I~'2(G)") ffir 
0 < t <  T. Es existiere eine Folge (Uk) wie in (3.2). Dann folgt u' ~U(O, t; Lq(G)"), 
u6Lq(0, t; D(Aq)) fiir alle 0 < t < T .  

Im folgenden werden einige hinreichende Bedingungen fiir die Existenz der 
Folge (Uk) in Satz (3.2) angegeben. Ftir T <  0o gilt ,,d) ~ c) ~ b) ~ a)" und die 
Bedingung a) ist nach Satz (3.2) unmittelbar evident. Die Einschfiinkung q < n 
kann wieder wie oben eliminiert werden. 

(3.6) Satz. Sei 2 < q < n ,  f~Lq(O,T;Lq(G)"), uo~D((-Aq+I)l-1/(q+~))~Lq(G)" 
(s>0,  im Fall q = 2  sei e = 0  zugelassen) und sei u6Lq(O, T; tYtl'q(G) n) eine schwa- 
che L6sung yon (1.1). Dann ist im Falle eines beschriinkten Intervalls [0, T] jede 
der folgenden Bedingungen a), b), c) und d) hinreichend ffir die Aussage 
u' ~ L q (0, T; L q (G)"), u E C q (0, T; H 2,q (G)"). 

a) u Iiegt im L~176 T; L"(G)")-Abschlufi yon L~(Gr)"c~L~(O, T; L"(G)"). 

b) u ist gleichmiiJ3iger Limes L"(G)"-wertiger mefibarer Funktionen auf [0, T], 
deren Wertebereich endlich ist. 

c) u(t)eL"(G)" f~r alle t e [0 ,  T] und der Graph {(t, u(t))lt~[,O , T]} ist eine 
kompakte Teilmenge yon [0, T] x L"(G)L 

d) u(t)eLn(G)" ffir alle t e l0 ,  T] und u: [-0, T]---,L"(G)" ist eine stetige Funk- 
tion. 

Wesentlich ist dabei, dab die Folge (Uk) in (3.2) nicht divergenzfrei zu sein 
braucht und auch keine Differenzierbarkeitseigenschaften zu haben braucht. In 
einem gewissen Sinn kann daher (3.2) als eine Erweiterung und Vereinfachung 
eines Homotopie-Kriteriums yon v.Wahl [25; S. 276] angesehen werden. Dort  
ist es erforderlich, die schwache L6sung u beziiglich der L~176 T; L"(G)")-Norm 
durch schwache L6sungen von (1.1) zu approximieren; hier brauchen die u k 
keine L6sungen und auch nicht reguliir zu sein. AuBerdem gilt (3.2) auch ftir 
Augengebiete. Dagegen brauchen die schwachen LiSsungen in [-251 nicht in 
L ~ (Gr)" zu liegen. 

Das Kriterium d) ist ftir beschr~inkte Gebiete G von v. Wahl [26] angege- 
ben worden. Die tibrigen Bedingungen sind Erweiterungen dieses Kriteriums. 

Satz (3.2) gilt analog, wenn u o Vu in (1.1) durch v o Vu ersetzt wird, wobei v 
die gleichen Eigenschaflen wie u besitzt und vorgegeben ist. Damit kann der 
station~ire Fall u ' - 0  sehr einfach auf den instation/iren Fall zuriickgeffihrt 
werden. 

Sei f~Lq(G) ", q>2. Dann heigt u f f ~ l l ' q ( G )  n eine schwache L6sung der 
station~iren Gleichungen von Navier-Stokes 

(3.7) - A u + u o V u + V ~ z = f ,  div u=0 ,  uloG=0, 

wenn (Vu, Vv)G+(uo Vu, v)G=(f, v)a gilt fiir alle v~Cg(G) ". 
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Wir wiihlen ein ge  C1([0, T)) mit kompaktem Tr~ger in (0, T), das nicht 
identisch verschwindet. Dann wenden wir auf die zeitabNingige Gleichung (gu)' 
- A (g u) + u o V(g u) + V(g re) = g f  + g' u, (g u) (0) = 0, die vorigen Ergebnisse an und 
erhalten den folgenden Satz. 

(3.8) Satz.  Sei 2<=q<n, p>q,  fsLP(G)"c~Lq(G)" und sei u~lYll'q(G) n eine 
schwache Lgsung yon (3.7). Es gelte u~Lr(G)" ffir irgendein r mit n<_r<oo. Dann 
folgt u ~ H2'p(G) ". 

Durch die Voraussetzung an u ist sichergestellt, dab stets eine der beiden 
Aussagen u~L"(G)" oder u~L~176 erftillt ist. Die Aussage yon (3.8) ist f i i rn  
= 4 und ein beschr~inktes Gebiet G bekannt (Gerhardt [3]). Fiir ein beschr~ink- 
tes Gebiet geniigt es, in der Voraussetzung q = 2 und r = n zu betrachten. Ftir n 
=4  ist ,,u~L"(G)"" eine Folge der Aussage ,,ueH~'Z(G) "''. Dies gilt auch f i i rn  
= 3 [23]. Wahrscheinlich l~il3t sich jedoch die Methode von Gerhardt 1-3] auch 
auf station~ire Gleichungen in h6heren Dimensionen iibertragen, mindestens ftir 
beschr~inkte Gebiete. Die M6glichkeit von q > 2 und r > n ist nur fiir AuBenge- 
biete yon Interesse. 

Die Aussage ueH2'p(G)" enthNt im Falle eines AuBengebietes G auch 
Informationen tiber das Verhalten von lu(x)l und I Vu(x)l fiir [xl~oo;  nach 
bekannten Einbettungss~itzen [1; 5.15] folgt lu(x)l~0 aus 2 - n / p > O  und 
I gu(x)l~O aus 1 - n / p > 0 .  Entsprechende Aussagen erh~ilt man auch im insta- 
tion~iren Fall u(t, x), wobei bier noch der Fall t ~o o  hinzutritt. 

4. Regularit / i tseigenschaften im Fall  ur LS(0, T; Lr(G) ") 
mit (q/s)+(n[r)=l, r>n, q_->2, s>q 

Auch in diesem Abschnitt ist G_~IR" wie zuvor ein Innen- oder Aul3engebiet 
mit C 2 +~-glattem Rand, 0 < T < oo und Gr. �9 = (0, T) x G. Die iibliche Vorausset- 
zung u~L~176 T; L2(G)n)c~L~oc(O, T; /4o1'2(G) n) einer schwachen L6sung u im 
Sinne yon Hopf  [-10] wird im nachfolgenden Hauptsatz dieses Abschnittes 
wieder etwas abgeschw~icht. Im kritischen Grenzfall (2/s)+(n/r)= 1 mit r>n, 
s >2  ist ein Regularit~itssatz im Fall G =IR" bekannt (Fabes-Jones-Riviere [6]). 
Der folgende Satz bezieht diesen Grenzfall mit ein; allerdings wird in diesem 
Fall das Resultat von Giga [5] benutzt, das auf [4] beruht. Auch dieser Satz 
ist stets ftir ~=0 richtig. Dabei mug wieder das Resultat von Giga verwendet 
werden, was wir jedoch an dieser Stelle vermeiden wollen. Die Wachstumsab- 
sch~itzungen mit der Gewichtsfunktion g(t) k6nnen sowohl ftir kleine e>0  (bei 
lokaler Regularit~it) als auch fiir grof3e t verwendet werden. 

(4.1) Satz.  Sei r>n ,  2<=q<r, p>=2, e > 0  (ira Fall q = 2  sei e = 0  zugelassen), 
f ELq(O, T; Lq(G)"), uo~D( ( -  Aq+ I)l-1/(~+~))nLq(G)" und sei u eine schwache 
L6sung yon (1.1) mit ueLqr/"(O, t; Lq(G)")c~LP(O, t; I2I~'P(G) n) fiir alle 0 < t < T .  Es 
gelte ueLs(O, t; Lr(G) ") fiir alle 0 < t < T ,  wobei s>q  und (q/s)+(n/r)=l sei. Dann 
folgt: 

a) u' e Lq(O, t; Lq(G)"), ue  Lq(O, t; D(Aq)) ( ~_Lq(O, t; H2"q(G)")) ffir alle 0 < t <  T. 

b) Es gibt ein c=c(G,q,r ,e)>O derart, daft flit alle 0 < t < T  und alle 
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g ~ C l([0, T)) die folgende Abschatzung gilt: 

t t F t 

I(gu)'l{ dz + ~ ]Aqgul{ & < c  [](-Aq + I)l-1/(q+~) g(O)uo]q+ 5 Igfl{ d'c 
0 0 0 

+ [gu d r +  g'u dr exp c [ul, d~ . 
0 0 

Dabei kann im Falle eines beschrgmkten Gebietes G der Term } Igu[q qdT weggelas- 
0 

sen werden; im Fall g(0)=0 braucht ffir b) nur uoeLq(G)" zu gelten. 

Bemerkung. Auf der linken Seite unter b) kann (nach Wahl einer anderen 
Konstanten c>0) noch der Term [ ( -Aq+I)  1 1/~g(t)u(t)]q (mit 2 < g < q  und q 
=2  im Fall q=2) hinzugefiigt werden. Dies folgt aus dem nachfolgenden 
Beweis; aus (2.6) wiirde nur eine etwas schw~ichere Aussage folgen. 

Beweis. Wir benutzen die gleichen Bezeichnungen wie im Beweis von (3.2), 
modifizieren jedoch die Bedeutung von J=J, ,  (m= 1, 2, ...). Wir w~ihlen ein ~- 
mit r>~->n und setzen J=Jm:=(I+(1/m)]t~)-t  mit fl:=(1 +n/~/2, A=Aq.  Sei 
fi: = (1 + n/r)/2. 

Zuniichst zeigen wir, dab ]JPuoVulq, q,t<oo gilt Ffir 0 < t < T .  Dies erh~ilt 
man aus der folgenden Absch~itzung. Mit (2.2) folgt wegen fl < fi: 

IJ Pu o VUlq= l ap  V o (u u)lo = I7tB J ft-B P Afl A-"/i~ A -  i/2 i7 0 (uu)lq 

C 1 IA-n/2ra- 1/2 Vo (uU)]q "Q c 2 I a - 1 / 2  V o  (Ubl) l (1 /q)+(1/r)  

<-_ ca luul(x/~)+(,/,> <-_ <, [UIq [U[r 
und 

(i )11q IJPuo Vulq, q,t<e4 ]u]~lu[qd'c <c4[u[ .... t]U[q, qr/,,t<oo. 

Wie im Beweis von (3.2) erhalten wir damit die Gleichung 

(4.2) ( J u ) ' - P A J u =  - J P u ~  Vu+JPf ,  (Ju)(O)=Ju o ( 0 < t <  T). 

Dabei wird lediglich uo~Lq(G) " verwendet. Wit Mihlen nun ein q mit 2 < ~ < q  
im Fall q > 2  und mit ~ = 2  im Fall q=2.  Unter Verwendung yon (2.1) und (2.4) 
gelangt man damit zur folgenden Absch~itzung 

'q ]AJu]qq, q,t+lA1/q'J [(Ju) Iq,q,, + u(t ) l  q 

<-_c []A1/q" J uo[~ + [J P f lq q, t + lJ u[~,q, t W lJ P u ~ Vu]~,q,t] . 

Dabei kann fiir ein beschr~inktes Gebiet G der Term IJuiqq, t rechts weggelas- 
sen werden. 

Zur Absch~itzung des nichtlinearen Terms [JPuo gu] q benutzen wir wieder 
die Identit~it u = J -  1J u = J u + (l/m)]1 t3 J u. Man erNilt mit (2.2): 

JPu  o Vu = JPu  o VJu + (1/m)JP Vo (uftCJu) =, 11 + I2, 
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Il l lq5 cl lu o VJ ulq<-<_c2 lulli. I VJ ul(ilq)_(il,) ~ C3 lul. IA ll2 J ul(ilq)_(il,) 

<- c 4 tulr IA( l +"/")/2 J ulq ~ c5 lul,. Ifll B J ulq, 

1121q = I(1/m)fft~ J fft-~ P A~ A -p Vo (uft~ Ju)[q 

< [(1/m)A~Jlq I~-PPA~Iq IA -~ Vo (uJ-~Ju)lq <c 6 IA -~ Vo (uA~Ju)lq 

=c 6 ]A-, /zrA 1/2 Vo(uABJ U)lq~C7 [A-1/2 Vo(Lt~tp ju)[(1/q)+(l/r ) 

Ca l U-~l fl J bll(1/q)+ (1/~ ") "~ C9 [ulr [A fl J ulq- 

Es folgt ]JPuoVulq<=CiolUr][ft~Ju[q. Im Fall q > 2  kSnnen wir ~-nun so 
wiihlen, dab q = 2 ( 1 -  n/r ) (1 -  n/r-)-1 gilt. Dann erhiilt man fi= (1 + n / ~ / 2 = ( I / ~ )  
+ n/qr und es folgt 

[z~B JUlq=l(A1/q)n/r(A1/q" Ju ) lq~Cl l  lAJUlnl/r. [~tl/q',jU[lq -n/r. 

Mit beliebigem K > 0 erh~ilt man damit 

]d P u o VU]q ~ C i 2 Kr/n ]A J u[q + C13 K - (  i/(1-n/r)) lu] l/(1-n/r) ]~t l/ct' J u[q. 

Im Grenzfall q = 2, c7= 2 ist nur f =  r m6glich. Dann gelten die obenstehen- 
den Abschiitzungen ebenfalls; jedoch mul3 dann Lemma (2.2) (mit der dort 
verwendeten Bezeichnung) im Grenzfall ~=f l  angewendet werden; hierzu wird 
das Resultat yon Giga [-4, 5] verwendet 

W~ihlt man K > 0  hinreichend klein, so gelangt man schliel31ich mit einem 
c > 0 zur folgenden Absch~itzung: 

, q q ~ i / ~ '  q [(Ju) [q,q,t+lAJUlq, q, t+lA Ju(t)[q 

- -  q q s <_c IA ~/q' J uol~ + IJ P f  lq, q,, + IJulq.q,,+S lul~ lTt ~/a' J ulq dz 
o 

( 0 < t < T ) .  

Wir setzen 
- -  t q  q y( t): - [(J u) [q,q,t q- lA J ulq, q,t + lA1/~ J u(t)[ q, 

hl ( t ) '=c(  A1/ (Juo  q+ JPf lq .q , t+ July, q,,) 
und 

h2(t): = c lu(t)[, ~. 

t 

und erhalten yeL~([O,t]) ,  y ( t )<h l ( t )+yh2( z ) y ( z )dz  t'fir O < t < T .  Nach dem 
0 

Lemma yon Gronwall [27, 22] erh~ilt man dann y(t)< Y(t), wobei Y(t) gegeben 
t 

ist durch Y( t )=h l ( t )+yh2 ( z )Y ( z )d z .  Eine elementare Rechnung ergibt 
0 

( i )  Y(t)<=hl(t ) exp h2(z)dz . 

Hieraus und aus der Absch~itzung 

[Ai/o'duolq <= cl ]~ l -  1/(q+~)Juo] q =c I ]d Tti - l(/q+g)uolq 

<=c2[Ai-1/(q+e)Uoiq (0 <~-<g) 
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folgt mit m~oo die Behauptung (4.1)a) und (4.1)b) fiir g = l .  Die Behauptung 
(4.1)b) Rir beliebiges g~C~([0, T)) folgt, indem man anstelle von (4.2) die 
Gleichung 

( J g u ) ' - P A J g u =  - J P u o  V g u + J P g f  +Jg'u,  (Jgu)(O)=Jg(O)u o 

verwendet und die gleiche Rechnung wiederholt. Unter Verwendung von [-4, 5] 
erh/ilt man nach (2.2) die sch~irfere Absch~itzung [A1/q'Juolq<=cz[A1/q'Juolq 
=c2]jA1/q'Uo[q<=ca[A1/q'Uolq, woraus folgt, dab (4.1) auch mit e=0  richtig 
ist. Im Fall q = 2  gilt diese Absch~itzung ohnehin und sie entf~illt im Fall 
g(0)=0; dann braucht nur Uo~Lq(G)" zu gelten. Damit ist (4.1) bewiesen. 

In den folgenden S~itzen werden einige spezielle F/ille untersucht. Zun/ichst 
sei q=2,  p=2 ,  g - 1  und u sei eine Hopfsche L6sung, die in einer Halbumge- 

t 

bung [0, T) von 0 regul~ir sei; hierzu geniigt ~ lul~.dz < ~  fiir 0 < t <  T mit (2/s) 

o i +(n/r)= 1, r>n. Dann kann eine Wachstumsschranke ffir LAzu(r)[2d~ angege- 
ben werden, o 

(4.3) Satz. Sei fsL2(0,  T; L2(G)"), Uoe/qol'2(G)" und sei 

u~L~~ T; L2(G)")~L2(O, T ; / ~ '  2(G)") 

eine schwache Lgsung yon (1.1) im Fall 0 < T < o o .  Es gelte ilulSd'c<oo ffir 
0 

0 < t < T m i t  s > 2, r > n, (2/s) + (n/r) = 1. Dann folgt 

t 

i lu'12 d + ~ lAzul 2 dv 
0 0 

<c IVuol~+lUol2+fflfl~d'c+~lulZ2d'c exp c lul~d~ 
0 0 

ffir alle 0 < t < T und mit einem c > O. 

Sei n=3,  f~L2(0, T; LZ(G) ") und u 0 wie in (4.3). Dann kann (4.3) auf eine 
lokal existierende starke L6sung angewendet werden (ira Sinne von [9; 
Theorem 2.1]); auf dem Existenzintervall [0, T) sind dann die Voraussetzungen 
yon (4.3) erfiillt. 

Im n~ichsten Satz untersuchen wit schwache L/Ssungen fiir groBe t. Um die 
Absch~itzung unter (4.1)b) anwenden zu k6nnen, ist es erforderlich, hinreichen- 
de Bedingungen an die Daten zu finden derart, dab die rechte Seite <oo ist. 
Der Anfangswert u o kann ignoriert werden, da g(0)=0 angenommen werden 

t 

kann. Im Falle eines beschr~inkten Gebietes entf~illt der Term ~[gU]qqdz. Um 
o 

den Term mit g' eliminieren zu k/Snnen, geniigt es offenbar, dab g'(t)/g(t)--+O 
gilt fiir t--+c~. Dann kann fiir hinreichend groBe t dieser Term mit der linken 
Seite verrechnet werden. Ein Beispiel hierfiir ist g( t ) ,= t  ~ mit f i>0. Um auch 
die F~ille g(t)=exp(at) einbeziehen zu k6nnen, betrachten wir etwas allge- 
meiner Scharen ga(t) mit 0 < a < c ~ ,  wobei zugelassen ist, dab ga nicht von a 
abh~ingt. Es geniigt dann zu fordern, dab g'a(t)/ga(t)~O gilt fiir t ~ ,  a ~ 0  (als 
Zweifach-Limes): 
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Sei g~ fur 0 < a < o o  stetig differenzierbar und positiv auf (0, oo). Zu jedem 
, < e > 0  existiere to>0,  % > 0  derart, dab [g~(t)/g~(t)L=e gilt fiir alle t > t  o und 

O<_a<a o. 
Im Fall n=3  k6nnen nach Masuda 1,12] und Heywood [8] Bedingungen 

ftir f aus (1.1) angegeben werden, unter denen S [ul~dz <oo gilt ftir hinreichend 
t 

groBe t u n d  mit s und r wie in (4.1). Damit gelangt man schlieglich zu 
Absch~itzulagen (decay)yon der Form 

[(-Aq+I)l-1/(q-~)u(t)[q<C/g~(t) (t>to, O<_a<_ao) 

im Falle eines beschr~inkten Gebietes G. AbschS.tzungen dieser Form sind in 
1,8] nut in den FSllen f = 0 ,  ga(t)=exp(at) und g,(t)=t" ( a < l )  angegeben 
worden und eine Erweiterung auf f4=0 scheint mit der Methode in 1-8] nicht 
m6glich zu sein (vgl. [8; Abschnitt 4]). Im Fall f # : 0  sind Absch~itzungen 
dieser Form ftir g~(t)=g(t)=t ~ mit gewissen Werten 0 < f l <  1 bekannt (Masuda 
1-12]). 

(4.4) Satz. Sei feL2(O, oo; L~-(G)"), UoE/~l'Z(G)" und sei u~L~(O, oo;L2(G) n) 
~L]oo(0, ~ ; / ~ ' 2 ( G ) n )  eine schwache L6sung yon (1.1). Sei r > q > 2 ,  s>q, r > n  
mit (q/s)+(n/r)=l und sei g,(t) wie oben angegeben. Es gebe ein t o > 0  und 

ein % > 0  so, daft sup fflgafl~dz<oo, lul~&<oo, u~gN~o/2(to, oo, g~(G) ") 
O<=a<-ao to to 

oo 

und im Falle eines Auflengebietes sup ~ [g~u[~ dz <  ~ gilt. Sei 2 <?l<q oder 
O<--a<--ao to 

2 = ~ = q .  Dann gibt es Zahlen t 1 >=to, O<a~ < a  o und c>O derart, daft 

I ( -  A~ + I) ~ - ~/~ u(t)l~ <-_ c/go(t)  

gilt ffir alle t> t l ,  O<a<a 1. 

Eine Hopfsche L6sung u von (1.1) geniigt im Fall n = 3  einer Absch~itzung 
]Vu(t)[z<gt -1/4 (K>0)  ftir alle hinreichend grogen t, wenn folgendes gilt: 

feLl(O,  oo;g2(a)"), sup f fd/dz)fl2dz <oo, zl/Zl(d/dz)flzdz<oo E12]. 
t > O  t 0 

Setzt man diese Absch~itzung voraus, dann folgt ~ l ul s d z < oo ffir alle hinrei- 
t 

chend grogen t, wenn folgende Konstanten gew~ihlt werden: r=6 ,  2 < q < 6 ,  n 
=3,  4 < s < 1 2 ,  (q/s)+(3~6)=1, s=2q.  Dann ist auch die Bedingung 
u ~ L~2oc(t, oo; Lq(G) ") ftir alle hinreichend groBen t erftillt. 

Wenn also u eine Hopfsche L6sung von (1.1) ist im Sinne von 1,-12], wenn 
fEL2(O, co; L2(G) ") mit n = 3  die obenstehenden Bedingungen erfiillt und wenn 

oo 

sup S[gaf[~dz<oo gilt (mit 2 < q < 6  und a0>0), dann folgt im Falle eines 
O<.a<-ao 0 

beschr~inkten Gebietes G die Absch/itzung 

I(-Aq+I)*-i/Ou(t)lq<c/ga(t) (mit 2 < q < q ,  c7=2 ffir q=2)  

ftir alle hinreichend grogen t u n d  kleinen a. Mit Hilfe von (4.4) kann also (ffir 
beschr~inkte Gebiete und n= 3) die Absch~itzung I Vu(t)12 <K/ t  1/4 erweitert wer- 
den. 
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