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Wir nennen zwei kubische Fl/ichen im reell projektiven Raum IP 3 (N) vom glei- 
chen topologischen Typ, wenn sie sich kontinuierlich und ohne Gestaltungs/inde- 
rung ineinander fiberf/ihren lassen (ffir eine pr/izise Definition siehe (4.1) unten). 
Das Hauptziel dieser Arbeit ist, eine vollst/indige Klassifikation aller topologi- 
schen Typen yon kubischen F1/ichen in IP 3 OR) anzugeben. 

Im letzten Jahrhundert haben Schl/ifli [11], Klein [7] und Rodenberg [10] 
reelle kubische F1/ichen nach ~hnlichen Kriterien klassifiziert. Allerdings sind 
sowohl die in diesen Arbeiten zugrundegelegten )kquivalenzbegriffe als auch 
die bei der Klassifikation verwendeten Methoden fiir heutige Standards nicht 
pr/izise genug formuliert. So finden sich dann auch in [7] und [1 1] unvollst~in- 
dige oder fehlerhafte Ergebnisse zur Einordnung gewisser Flfichen mit gew6hnli- 
chen Doppelpunkten in die Klassifikation. (In [-10a] ist diese Lficke geschlossen, 
siehe auch [8]). Die Klassifikation beziiglich des feineren *quivalenzbegriffs 
yon (4.1 1) wird in [8] begonnen, aber nicht vollst/indig ausgefiihrt. 

Deshalb erscheint es uns sinnvoll, die Frage nach der Klassifikation der 
reellen kubischen F1/ichen unter Verwendung der Sprache und Methoden der 
,,modernen Singularit~itentheorie" noch einmal aufzugreifen. 

Neben der Konfiguration der Singularit/iten auf einer kubischen F1/iche ist 
die Zahl der auf ihr liegenden Geraden eine wichtige Invariante. J.W. Bruce 
und C.T.C. Wall hatten in [2] eine Formel ffir die Anzahl der Geraden auf 
einer komplexen kubischen F1/iche mit h6chstens rationalen Doppelpunkten 
als Funktion der Milnorzahlen der Singularit/iten beobachtet. In w 1 geben wir 
einen Beweis dieser Formel mit Hilfe der Darstellung der kubischen F1/iche 
als Del Pezzo-F1/iche; in w 2 wird dies zu einer Formel Rir die Anzahl der reellen 
Geraden auf einer reellen kubischen F1/iche verfeinert. Den Hom6omorphietyp 
yon reellen kubischen F1/ichen mit nur rationalen Doppelpunkten als Singulari- 
t/iten bestimmen wir in w 3. In w 4 schliel31ich wird die Klassifikation von topolo- 
gischen Typen reeller kubischer F1/ichen (im wesentlichen im Stil yon F. Klein 
[7, 8] durchgeffihrt). 

Zu dieser Arbeit wurden wir angeregt durch das Projekt von G. Fischer 
[5], eine Sammlung von Photos mathematischer Modelle herauszugeben. Unter 
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diesen Modellen ist auch eine Serie yon kubischen F1/ichen, die im AnschluB 
an die Arbeit [10] angefertigt wurden. 

1. Geraden auf komplexen kubischen Fliichen 

Eine irreduzible kubische F1/iche X in ~3(~) ist entweder eine Regelf/iche oder 
ein Kegel fiber einer ebenen kubischen Kurve, oder aber sie hat nur rationale 
Doppelpunkte als Singularit/iten ([2]). In den ersten beiden F/illen enthfilt X 
unendlich viele Geraden;  ffir den dritten Fall wurde yon J.W. Bruce und C.T.C. 
Wall [2] die folgende Formel fiir die Anzahl der auf X liegenden Geraden 
beobachtet: 

Satz 1.1. Sei X c ]P3 (if2) eine kubische F18che, die nur rationale Ooppelpunkte als 
Singularit&en hat. Dann enthiilt X 

( s - . ) ( ? - . )  
l + k  

2 

Geraden, wobei k die Anzahl der auf X gelegenen Singularitdten und # die Summe 
ihrer Milnorzahlen bezeichnet. 

Wir geben hier einen Beweis dieser Formel, der auf der Beschreibung von 
X als Bild yon ~2 (112) unter einer rationalen Abbildung, die durch ein dreidimen- 
sionales Linearsystem von Kubiken definiert wird, beruht (vgl. hierzu und zu 
den im Folgenden verwendeten Begriffen [3], [9]). Es gibt eine Folge s yon 
seehs Punkten in fast allgemeiner Lage in ~z(IE) (im Sinne von [3] III), so 
dab die minimale Desingularisierung )7 yon X isomorph ist zu der F1/iche X (X), 
die durch Aufblasen yon ~2(IE) in X entsteht. Die Desingularisierungsabbildung 
~z: )~ ~ X wird durch das Linearsystem [ - Kxl gegeben, bl/ist also alle effektiven 
Kurven der Selbstschnittzahl - 2  zusammen. Man hat einen kanonischen Iso- 

morphismus Pic X--~---* • 7 =: p 

~--~(~'Eo; ~-E1 . . . .  , ~ ' E 6 ) ,  

wobei E o das strikte Urbild einer Geraden in IP2C und E~ das totale Urbild 
des/- ten Punktes der Folge X bezeichnet. Bei diesem Isomorphismus entspricht 
die Schnittform auf Pic X der dnreh (a o ; a l ,  ..., a 6 )  2 = a 2 - -  a 2 - -  . . .  - -  a 6  2 definier- 
ten quadratischen Form auf P. 

Wie in [3] sei c o . . = ( - - 3 ; - 1 , . . . , - 1 ) ~ P ,  R : = { ~ P l c ~ . ~ = - 2 ,  ~.co=0} die 
Menge der ,,Wurzeln" und I :={~ePI  ~z = _ 1, ~. co = - 1} die Menge der ,,exzep- 
tionellen Kurven". R ist ein Wurzelsystem vom Typ E 6. Wir bezeichnen mit 
W seine Weylgruppe; es ist die Gruppe, die yon den Spiegelungen s~, e e R  
erzeugt wird. I hat 27 Elemente, und die strikten Urbilder der Geraden auf 
X repr/isentieren gerade die irreduziblen Elemente yon I c Pic J~. Zum Beweis 
yon Satz 1.1 genfigt es also, die irreduziblen Elemente yon I abzuz/ihlen. Dazu 
erinnern wit zun/ichst an die Beschreibung dieser irreduziblen Elemente in [3] 
III. 7: 

Lemma 1.2. ~ I  ist genau dann irreduzibel, wenn fiir jede effektive Wurzel c~ das 
Produkt ~. c~ > 0 ist. 
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Die irreduziblen effektiven Wurzeln sind die irreduziblen Komponenten der 
exzeptionellen Menge der Aufl6sung rc: J~ ~ X. Um zu sehen, welche Elemente 
yon I reduzibel sind, verwenden wir die folgenden drei Lemmata: 

Lemma 1.3. Sei ~ ~ R. Dann gibt es genau sechs Elemente r ~ I mit ~. ~ < O. 

Beweis. W operiert transitiv auf R und ffihrt I in sich fiber. Also sei o.E. 
e= (0 ;0 ,  0, 0, 0, 1, -1) .  Man bestimmt mit Hilfe yon [3] II, table3 sofort 
die Elemente r ~ I mit r ~ < 0. 

Lemma 1.4. Seien ~, t i eR  Wurzelbasis eines Unterwurzelsystems R' yon R. 

( i )  Falls c~.fl= 1 (also R' ~ A 2 )  ist, gibt es kein r  mit ~-r  f l .~<0.  

(ii)  Falls c~.fl=0 (also R ' ~ - A l X A 1 )  ist, gibt es genau ein r  mit a . ~ < 0  
und f l . r  

Beweis. (i) Sei r  mit e . r  f l . r  Naeh [3] III. 7, lemme8c ist dann 
c ~ . r 1 6 2  und es gibt ~'eI, so dab r162 Dann ist aber - 1 = f l . r  
ft. e + ft. r also ft. ~' = - 2, im Widerspruch zu [3] III 7, lemme 8 c. 

(ii) Da W transitiv auf Paaren orthogonaler Wurzeln operiert, sei o.E. 
e=(0 ;  0, 0, 0, 0, 1, -1) ,  fl=(0; 0, 0, 1, --1, 0, 0). Dann ist offensichtlich 
r 0, 0, 1, 0, 1, 0) das einzige Element yon I mit r r  

Lemma 1.5. Sei ~, fl, ? eine Wurzelbasis eines Unterwurzelsystems R' yon R. Dann 
gibt es kein ~EI mit ~-e<0,  ~.f l<0,  r  

Beweis. Nach Lemma 1.4 k6nnen wit annehmen, dab e . f l = f l . 7 = 7 . ~ = 0 .  Ist 
r  mit r r  r  so gibt es - wieder nach [3] III 7 lemme 8c 
- ein Element ( ' e I  so dab r162 Dann gilt ~'-fl<0, r  also r162  
nach Lemma 1.4. Dies ist ein Widerspruch. 

Beweis yon Satz 1.1. Seien cq, . . . , a ,  s P i c J ~ P  die irreduziblen Komponenten 
der exzeptionellen Menge yon n: X --* X. Sie bilden eine Basis des Unterwurzelsy- 
stems R' yon R, das von den effektiven Elementen erzeugt wird. Das Dynkindia- 
gramm von R' ist eine disjunkte Vereinigung von k B/lumen und hat insgesamt 
# Knoten, also hat es genau # -  k Kanten. Deshalb ist die Zahl der ungeordneten 
Paare {cq, ej} mit ei.c~j=0 gleich � 8 9  Die Zahl der Elemente 
( e I ,  ffir die es ein ej gibt mit c~j. ~ <0, ist nach den Lemmata 1.3-1.5 also gleich 

6 # -  [ �89  1 ) - ( # - k ) ] .  

Nach Lemma 1.2 ist dies die Zahl der reduziblen Elemente yon I. Da I aus 
27 Elementen besteht, ist die Zahl der irreduziblen Elemente also gleich 

2 7 - 6 # + � 8 9  1 ) - #  + k =  �89 - # ) ( 7 - # ) -  1 +k. 

2. G e r a d e n  a u f  ree l l en  k u b i s e h e n  F l i i e h e n  

Wir nehmen nun an, dab X eine fiber IR definierte kubische F1/iche in IP 3 (ll~) 
ist, die nur rationale Doppelpunkte als Singularitfiten hat. Mit XRcIP3(N~ ) 
bezeichnen wir ihren im Reellen gelegenen Teil. 
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Die Singularitfiten von X~ sind reelle Formen rationaler Doppelpunkte. Die 
komplexe Konjuation operiert auf dem Aufl6sungsgraphen eines solchen ratio- 
nalen Doppelpunktes, wir markieren im Aufl6sungsgraphen mit 

@ eine reelle (-2)-Kurve (mit reellen Punkten) 

(7--7) ein Paar konjugiert komplexer (-2)-Kurven 

�9 eine fiber IR definierte (-2)-Kurve ohne reelle Punkte. 

#~ sei die Zahl der fiber R definierten (-2)-Kurven, v die Zahl der Paare sich 
nicht schneidender konjugiert komplexer (-2)-Kurven in Aufl6sungsgraphen 
eines fiber N definierten rationalen Doppelpunkts. Aus den m6glichen Typen 
von Singularit/iten auf komplexen kubischen F1/ichen (siehe etwa [-2]) und der 
Klassifikation der reellen Formen rationaler Doppelpunkte (siehe etwa [13], 
App. I) ergibt sich, dab auf X~ h6chstens die in Liste 1 aufgeffihrten Typen 
yon Singularit/iten auftreten k6nnen. 

Liste 1 

Name Gleichung Aufl6sungsgraph #• v 

( i > - @  ( 42) 2k 0 

A]k 0 k - - 1  k = l , 2 *  

@ - - @ - @ - . . - - @  2 k - 1  0 k = l ,  2, 3 A ~  1 

1 2  k -- 1 

D4 

D; 

0 5  

D; 

E 6  

~g 

x2k+ 1 + y 2  Z2 

X 2k+1 q- y2 +,Z2 

X2k _}_ y2 _ Z2 

X 2 k _  y 2 _ Z 2 

x2k + y2-~ Z2 

xZy __ y3 __ Z2 

xay + ya + z 2 

x2y  + y4 _ z 2 

xZy + y4 + z 2 

X3 q_ y4 _ Z 2 

x3 + y4 + z 2 

k = 1 , 2  

1 k - 1  k=2,  3" 

1 k - 1  k = l ,  2*, 3" 

_ ~  4 0 

0 

3 1 

6 0 

2 

* In w 4 zeigen wir, dab die mit * markierten Singularit/iten nicht auftauchen k6nnen. 
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Neben den im Reellen gelegenen Singularitfiten k6nnen auf X auch Paare von 
konjugiert komplex liegenden Punkten auftreten. Diese sind nach [-2] alle vom 
Typ A~ oder A2. Ffir ein Paar konjugiert komplexer Singularitiiten definieren 
wit ebenfalls v als die Anzahl der sich nicht schneidenden konjugiert komplexen 
(-2)-Kurven, also als die Milnorzahl einer der beiden Singularit~ten. Mit kt~(X) 
bzw. v(X) bezeichnen wir die Summe der #~ bzw. v fiber alle in X~ bzw. X 
liegenden Singularitgten. 

Da X fiber N definiert ist, ist auch die minimale Desingularisierung ~: )~ ~ X 
fiber N definiert. 

Lemma 2.1. Hat X• mindestens einen singuldren Punkt, so gibt es eine fiber 
definierte Folge Z yon sechs Punkten in fast allgemeiner Lage in ~2 (~), so daft 

(i~ber IR) isomorph ist zu der Varietdt X(Z),  die durch Aufblasen yon IP2(C ) 
ldngs Z entsteht. 

Beweis. Sei p ein singulfirer Punkt von X~, p: X ~IP2(~) die Projektion mit 
Zentrum p auf eine generische fiber R definierte Ebene. p ist fiber IR definiert 
und birational. Die (mit Multiplizitfit gezfihlt) sechs Geraden auf X durch p 
entsprechen verm6ge p einer Folge s von sechs Punkten in fast allgemeiner 
Lage in ~2(~), und man prfift leicht nach, dab diese Folge das Gewfinschte 
leistet. 

Bemerkung 2.2. Falls X~ glatt und zusammenhfingend ist, so erhiilt man )~ eben- 
falls durch Aufblasen einer fiber ~ definierten Folge yon sechs Punkten in fast 
allgemeiner Lage in ~2(~). Dies entspricht den Typen F 1, ..., F4 in [-12], p. 40. 
Falls X eine Fl~iche vom Typ F 5 in dieser Klassifikation ist, so ist eine derartige 
Darstellung nicht m6glich. 

Definition 2.3. Sei Se ine  fiber ]R definierte Folge von sechs Punkten in fast 
allgemeiner Lage in ~2(C). Dann gibt es eine natfirliche Zahl r=r(S) ,  so dab 
27 aus 2r konjugationsinvarianten und 6 - 2 r  paarweise konjugiert komptexen 
Punkten besteht. Wir nennen r(Z) den Realitdtsindex von S. 

Lemma 2.4. Seien Z, S' zwei i~ber IR definierte Folgen yon sechs Punkten in fast  
allgemeiner Lage in ]P2(~), so daft X~-r~ff (S)~-rt X(Z'). Dann ist r(Z)=r(Z') .  

Beweis. Die komplexe Konjugation auf P-~Pic)~ ffihrt R und 1 in sich fiber; 
wir bezeichnen mit R~ resp. I~ ihre Fixpunktmengen. Seien 
{ E l ,  . . . ,  E 6 }  ~ P i c ) ~ P i c  X~(S) die totalen Urbilder der sechs Punkte yon S. 
Wir k6nnen annehmen, dab f~r i= 1, ..., 3 - r (Z)  die Kurve E2g_ 1 zu E2i konju- 
giert ist, wfihrend E 6 _ 2 r (s)+ 1 ..... E 6 konjugationsinvariant sin& Aus der expliziten 
Beschreibung von I in [-2] II ergibt sich (2.5) 

(2+2r)(1 +2r) 
(2.5) # 1~= 2 r + 2  mit r=r(S) .  

Daraus folgt die Behauptung des Lemmas. 

Definition 2.6. Wir definieren den Realit~itsindex r = r (X) von X folgendermaBen: 
r(X) = r(Z), falls ~ ~ )((Z) ffir eine fiber N definierte Folge S von sechs Punkten 
in fast allgemeiner Lage in n?2(C ), und r(X)= --1 sonst. 
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2.7 Bemerkungen. (i) Man kann zeigen, dab die komplexe Konjugation auf P ~_ 
Pic)7 eine in der Weylgruppe W enthaltene Involution definiert, die sich als 
Produkt  von 3 - r  Spiegelungen schreiben 1/igt. Auf diese Weise zeigt man, dab 
Formel (2.5) auch ffir r = - 1 richtig ist. 

(ii) Die Klassifikation nichtsingulfirer reeller kubischer F1/ichen in Segre [12] 
entspricht der nach dem Realitfitsindex: F~ hat Realit/itsindex 4 - i .  

Mit diesen Definitionen 1/igt sich nun das Hauptresultat  dieses Abschnitts 
formulieren. 

Satz 2.8. Sei X~P3(II2) eine fiber ]R definierte kubische Fliiche, die h6chstens 
rationale Doppelpunkte als Singularitiiten hat. X~  habe k singuliire Punkte; es 
sei #rt(X) die Summe der Zahlen #rt ffir diese singuliiren Punkte, und v(X) die 
Summe der Zahlen v aller auf X liegenden Singularitiiten. Dann erhiilt Xr~ genau 

(2 + 2 r -- #~ (X)) (1 + 2 r --/1~ (X)) 
2 (r -- 2) + k -  v (X) 

Geraden. Dabei bezeichnet r = r(X) den Realit&sindex yon X. 

Zum Beweis notieren wir zun/ichst die folgenden Analoga yon Lemma 1.3- 
1.4: 

Lemma 2.9. Sei c~ eR  a. Dann ergibt es genau 2 r Elemente ~ e la  mit 3" c~ < O. 

Beweis. R~ ist vom Typ E 6, As ,A3 ,  A t oder leer. Die Weylgruppe yon R~a 
operiert transitiv auf RF,, und man verf/ihrt wie in Lemma 1.3. 

Lemma 2.10. Seien ~, fl~R Wurzelbasis eines Unterwurzelsystems, so daft die 
Menge {c~, fl} konjugationsinvariant ist. 

( i )  Ist e-fl---1, so gibt es kein ( ~ I a  mit ~.ct<0, ~ . f i<0.  

( ii ) Ist e . f l=0 ,  so gibt es genau ein ~ ~ I~ mit ~ . e < 0 ,  ~ . f l<0.  

Beweis. (i) folgt direkt aus (1.4.i). 

(ii) Nach (1.4.ii) gibt es genau ein ~e l  mit ~ .c~<0, ( . f l < 0 .  Da ~-eI die Bedin- 
gung ebenfalls erffillt, ist ( =  ~. 

Der Beweis yon Satz 2.8 ist nun analog zu den von Satz 1.1: 
Nach (2.5), (2.9), (2.10) und (1.2) ist die Anzahl der irreduziblen Elemente in 
I~ gleich 

1(2 + 2 r) (1 + 2 r) - r + 2 -- 2 r. #a  (X) + �89 #a (X). ( /~ (X) - 1) - (#~. (X) - k) - v (X) 

3. Die Topologie reeller kubischer Fliichen 

Sei weiterhin X c IP3(~ ) eine fiber IR definierte kubische F1/iche mit h6chstens 
rationalen Doppelpunkten als Singularit/iten. Y~=XR bezeichne ihren Durch- 
schnitt mit IP3(IR ). Der glatte Ort Y - S i n g Y  yon Y zerf/illt in endlich viele 
Zusammenhangskomponenten Y~, und jedes Y~ ist diffeomorph zu einer Mannig- 
faltigkeit, die man aus einer - durch Y~ eindeutig bestimmten - kompakten 
differenzierbaren Mannigfaltigkeit ~ durch Weglassen endlich vieler Punkte 
erh/ilt. Wir berechnen aus der Singularit/itenkonfiguration und dem Realit/itsin- 
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2 
dex yon Ydie Eulerzahlen Z(~)= ~ ( -  1) k dim Hk(~, Z / 2 Z ) = 2 - d i m  H t ( ~ ,  Z /  

k=0 

27Z). Zu-sammen mit Korollar 3.9 bestimmen diese die Topologie yon Y. 
Wie in w 1 sei ~: J7 ~ X die minimale Desingularisierung nnd )~R die Fix- 

punktmenge der komplexen Konjugation auf )7. 

Lemma 3.1. Ist  r = r(X) der Realitdtsindex yon X,  so ist 

z(_g'~= 1-2r. 

Beweis. F fir r > 0 erh/ilt man ) ~  aus IP2(N ) durch Aufblasen einer Folge von 
2r Punkten. Im Fall r = - i  ist Y ~ X ~  eine F1/iche vom Type F 5 aus [-12], 
p. 40, also diffeomorph zu IP2(N) �9 S 2 ([-12], p. 92, p. 101). 

Falls die exzeptionelle Menge von re: Jf ~ X keine fiber IR definierte ( - 2 -  
Kurve ohne reelle Punkte enth/ilt, so entsteht Y aus 2 ~  durch Kontrahieren 
yon #•(X) Kurven, die hom6omorph zu S 1 sind. Im anderen Fall hat Y eine 
Singularit/it vom Typ A" (vgl. Liste 1 in w 2). Daraus ergibt sich 

Lemma 3.2. Y enthalte keine Singularitiit yore Typ A'. Ist  r(X)>_ 0, so ist Y zusam- 
menhiingend und 

z(g)= 1-2r  + ~(X). 

Ist r(X)= --1, so ist Y diffeomorph zur disjunkten Vereinigung IP 2 (N) �9 S 2. 

Der Fall, dab auf g Singularit/iten vom Typ A" auftreten, kann leicht geson- 
dert behandelt werden. 

Lemma 3.3. Sei p e Y ein singulgirer Punkt yore Typ A'I. Dann hat Y keine weiteren 
Singularit&en und ist diffeomorph zu IP 2 (•) �9 {p}. 

Beweis. W/ire q e Y ein von p verschiedener singul/irer Punkt, so w/ire (aus Grad- 
grfinden) die Verbindungsgerade von p und q in Y enthalten. Dies ist ein Wider- 
spruch dazu, dab p ein Einsiedlerpunkt ist. 

Sei Een?a0R ) eine generische Ebene. Man sieht leicht, dab die Projektion 
von p aus auf E einen Diffeomorphismus zwischen Y-  {p} und E induziert. 

Bemerkung 3.4. In w 4 werden wir zeigen, dab Singularit/iten vom Typ A~,~2 
auf Y nicht auftreten k6nnen. 

Es sei Y= �9 ~ die zweidimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit die 
man erh/ilt, wenn man - wie oben beschrieben - alle Komponenten Y~ von 
Y--Sing Y kompaktifiziert. Zur Bestimmung yon Y betrachten wir die Gestalt 
von Yin Umgebungen seiner singul/iren Punkte. 

Lemma 3.5. Sei p ~ Y ein singulgirer Punkt, U der Schnitt yon Y mit einem kleinen 
Ball (bzgl. der Fubini-Metrik auf lP 3 (N))  urn p. 

( i )  Ist (Y, p) yore Typ + + Aik ,  D2 oder Eft ,  so ist U--{p}  zusammenhdingend. 

(i i)  Ist  (Y,, p) yore Typ • + A2k- 1, Dg ,  so hat U -  {p} zwei Komponenten. 

(iii) Ist (Y, p) yore Typ D4 , so hat U -  {p} drei Komponenten. 

Beweis. Die lokalen Gleichungen aus Liste 1 schreiben (Y, p) als doppelte ver- 
zweigte Oberlagerung einer Kreisscheibe, woraus man sofort die lokale Topolo- 
gie abliest. Aus Lemma 3.2 und 3.5 ergibt sich jetzt sofort 
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Proposition 3.6. Y habe keine Singularitdten vom Typ A', ml Singularitdten yore 
+ + 

Typ AYk-1 oder D~ und m2 Singularitdten yore Typ D2 . Dann ist 

)~(Y) = 1 --2r + #~(X) +ml  +2m2. 

Wir wollen nun die Anzahl der Komponenten von Y-Sing Y und die Lage 
der Singularitfiten in Bezug auf diese Komponenten beschreiben. Dazu verwen- 
den wir ein Verfahren, das bereits in den Arbeiten yon Klein [7 3 und Rodenberg 
[10] benutzt wird, n/imlich die Realisierung lokaler Deformationen der Singula- 
ritfiten von Y durch Deformationen der ganzen Flfiche Y. 

Proposition 3.7. Sei Y ~ P3 OR) eine kubische Fldche, Sing(Y)= {Yl, -.-, Yk}- 

(Y, y i)~(~i ,  yi) ~ (~3(~)•  D, (yi, 0)) 

0 e (D,O)  = (O,O) 

seien Reprdsentanten yon Deformationen der Singularitdten ( Y, Yi) d.h. Deformatio- 
nen ihrer lokalen Gleichungen im Sinne yon [1] p. I46ff. ~ber D : = ( -  1, 1). 

Dann gibt es eine differenzierbare Familie 

yea#  ~ ]P30R) xD 

O e D  = D 

yon kubischen Fldchen i;tber D, und fi;tr jedes genftgend kleine e > 0 offene Umgebun- 
gen U i yon Yi in of und D' yon 0 in D, so daft gilt: 

( i )  Ist Vii der Durchschnitt der Kugel B~(yi) mit ~/&F/-I(D'), dann gibt es 
einen Diffeomorphismus ~oi: Ui -o Vii, der das Diagramm 

LJ U 

fPi 
c, , v~ 

D' 
kommutativ macht. 

(ii) Die Abbildung F : ~ - U U i ~ D' ist ein differenzierbar triviales Bi2ndel yon 
Mannigfaltigkeiten mit Rand. 

Beweis. Sei Heine Ebene in lP 3 OR), so dab C , -  Yc~ Heine  nichtsingulfire kubische 
Kurve ist. Der projektive Kegel K fiber C mit Spitze in einem Punkt 
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qelP 3 (IR) - H hat in q eine Singularit/it vom Typ E6- Die semi-universelle Defor- 
mation der Singularitfit (K, q) liil3t sich durch eine Familie 

K c F  

O ~ S  

affiner kubischer F1/ichen realisieren. 
Beliebig nahe an 0 gibt es Punkte s~S, deren Urbilder p -  X(s) affin fiquivalent 

zu Y - C  sind (vgl. auch [23 w 4). Die Behauptung folgt nun aus der Offenheit 
der Versalitfit (vgl. [14], w 4). 

Korollar 3.8. Sei X ~ P 3 ( ~  ) eine fiber ~. definierte kubische Fldche mit h6chstens 
rationalen Doppelpunkten als Singularitdten, so daft Y=Xr~ keine Singularitdten 
yore 7~p A" hat. Dann hat Y hgchstens zwei Komponenten. 

Y" hat genau dann zwei Komponenten, wenn z(Y)= 3, und dann ist Y homgo- 
morph zu 1['2 O R) �9 $2. 

Beweis. Man gliitte alle Singularitfiten von Y, und zwar so, dab die lokalen 
Komponenten von Y-Sing Y getrennt werden. Y' sei die durch diese Deforma- 
tion entsprechend Prop. 3.7 erhaltene glatte kubische F1/iche. Offenbar ist 
hom6omorph zu Y', welches widerum isomorph zu Y' ist. Die Behauptung 
folgt nun aus tier Klassifikation nichtsingul/irer reeller kubischer F1/iehen ([12]). 

Korollar 3.9. Unter den Voraussetzungen yon (3.8) liegt jeder singuldre Punkt 
yon Y im Absehlufl jeder Komponente yon Y -  Sing Y 

Beweis. Sonst k6nnte man alle Singularitfiten, die im Abschlul3 yon I11 und 
von I12 liegen, lokal in zwei resp. drei Komponenten glfitten und erhielte eine 
singulfire, nicht zusammenh/ingende F1/iche, im Widerspruch zu Lemma 3.2. 

4. Klassifikation 

Die m6glichen Konfigurationen von Singularit/iten auf reellen kubischen F1/i- 
chen kann man etwa mit Hilfe von Bemerkung 2.7.i relativ leieht bestimmen. 
In diesem Abschnitt fiihren wir eine Klassifikation nach der folgenden - etwas 
feineren - ~quivalenzrelation durch: 

Definition 4.1. (i) Eine differenzierbare Familie (Yt)t~ to, 11 von Kubiken in ]P3(~) 
(mit Gleichungen f = 0) nennen wit dquisinguldr, wenn sie sich in der Umgebung 
jedes Punktes zu einer Familie von Diffeomorphismen des umgebenden Raumes 
fortsetzen lfil3t, d.h. wenn es ffir jedes toe [0, 1] und jedes pE Yto eine Umgebung 
I v o n  to in [0, 1], eine Umgebung U von p in IP3(R ) und einen Diffeomorphismus 
~b: U • I ~ U x I gibt, so dab das Diagramm 
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0 
U x l  ~ U x I  

kA kA 

4~ 
{(x, t )eU x llf~o(X)=O}------.{(x, t )~U x Ilfdx)--  0} 

I 

kommutiert. Zwei F1/ichen, die sich durch eine/iquisingul/ire Familie ineinander 
iiberfiihren lassen, nennen wir iiquisinguliir isotop. 

(ii) Wir nennen zwei kubische F1/ichen Yo, I11 in ]Pa(1R) yore gleichen topologi- 
schen Typ, wenn es projektiv /iquivalente F1/ichen Y~, Y~ gibt, die zueinander 
/iquisingul/ir isotop sind. 

Bemerkung. Alle Kollineationen aus PGL(4, IR) mit positiver Determinante las- 
sen sich zur identischen Abbildung deformieren. Daher gibt es h6chstens zwei 
/iquisingul/ire Isotopieklassen yon kubischen F1/ichen desselben Typs. 

Aquisingul/ire Familien sind dadurch charakterisiert, dab die Singularit/iten- 
konfiguration (d.h. die Anzahl und analytischen Isomorphietypen der Singulari- 
t/iten) konstant bleibt.. 

Proposition 4.2. ( i )  Haben zwei kubische Fl~chen in ]P3(~) mit nur isolierten 
Singularit&en den gleichen topologischen Typ, so sind geeignete Umgebungen ihrer 
singuliiren Mengen analytisch isomorph. 

(ii)  Jede differenzierbare Familie yon Kubiken in ~3(IR) mit nur isolierten 
Singularitiiten, in der die Singularitiitenkonfiguration konstant bleibt, ist iiquisingu- 
lilt. 

Beweis. (i) Sei (Yt)t~to, 11 eine /iquisinguliire Familie kubischer F1/ichen mit nur 
isolierten Singularit/iten mit den Gleichungen ft = 0. Dann gibt es differenzierbare 
Schnitte ~,40~ i=  1, k so dab Sing Yt = {p~l), p}k)} f/Jr t~[0, 1]. Die ~,Pt ]te[0,1]~ ""~ ""~ 

Keime yon F t in p~i) sind ffir alle re[0, 1] differenzierbar und somit auch analy- 
tisch V-/iquivalent im Sinne yon [1] p. 126. 

(ii) Aus der Konstanz der Singularit/itenkonfiguration folgt, dab es wie oben 
differenzierbare Schnitte gibt, die die singul/iren Punkte der Kubiken in der 
Familie beschreiben. Da die Isomorphieklassen der Singularit/iten 1/ings der 
Schnitte konstant bleiben, folgt )kquisingularitfit. 

Wir notieren noch 

Lemma 4.3. ( i)  Kubische Fliichen yore gleichen topologischen Typ sind hom6o- 
morph. 

(ii) Zwei kubische Fliichen yore gIeichen topologischen Typ mit nur rationalen 
Singularitiiten haben gleichen Realitiitsindex. 
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Beweis. (i) Die Tatsache, dab sich der Hom6omorphietyp bei /iquisingul/iren 
Deformation nicht findert, folgt etwa aus [6] II 5.2. 

(ii) Nach (3.6) resp. (3.3) bestimmt sich der Realit/itsindex aus der Topologie 
und der Singularit/itenkonfiguration. 

Wir beginnen nun mit der Klassifikation der topologischen Typen reeller 
kubischer Fl/ichen. Sei also X eine fiber IR definierte kubische Flfiche und Y-- X~ 
ihr reeller Teil. Der umfangreichste Tell der Klassifikation betrifft den Fall, 
daB X h6chstens rationale Doppelpunkte als Singularit/iten hat. Daneben treten 
noch folgende F/ille (4.4)-(4.6) auf: 

(4.4) Reduzible kubische Fliichen. Falls X reduzibel ist, so zerfallen X und auch 
Y in eine Ebene und eine - evtl. singul/ire - Quadrik. Die Klassifikation dieser 
F/ille ist offensichtlich. 

(4.5) Kubische Regelfldchen. Falls X irreduzibel ist und nicht-isolierte Singulari- 
t/iten hat, so ist der singul/ire Ort eine Gerade l ([2] p. 252), die notwendigerweise 
reell ist. Falls X kein Kegel fiber einer singul/iren ebenen Kubik ist, so folgt 
wie in [2], dab Yprojektiv/iquivalent zu einer der folgenden drei F1/ichen ist: 

X 2 X 2 -~ X 2 X 3 = 0 

(x 2-x~) x2-2Xo xl x~ =0 

X3 Ar X2 X2-[-XoX 1X3=0. 

Die ersten beiden Ffille heiBen in der klassischen Literatur Plficker'sches, die 
dritte Cayley'sches Konoid oder Zylindroid. 

Die singul/ire Gerade dieser F1/ichen i s t / :=  {Xo = xl = 0}. Die Projektion yon 
l aus auf eine generische reelle Gerade g realisiert die Normalisierung X' yon 
X als Regelfl/iche. Der reelle Teil X~ der Normalisierung ist ein Sa-Biindel 
fiber S 1. Eine generische Ebene EeIP30R ) definiert einen Schnitt dieses 
SI-Bfindels yon ungerader Selbstschnittzahl, also ist X~ hom6omorph zur 
Kleinschen Flasche. Aus den Gleichungen bestimmt man nun leicht die Topolo- 
gie von Yin allen drei Ffillen. 

(4.6) Kegel fiber irreduziblen ebenen Kubiken. Nach der Klassifikation irreduzi- 
bler ebener Kubiken ist Y projektiv/iquivalent zu einer der F1/ichen 

2 3 xl xa--4Xo--g2 Xo x~--ga x~ =0,  g2, g3 elR- 

Die Flfichen mit nicht-isolierten Singularit/iten (A .'=g23-27g~=0) zerfallen in 
drei projektive )kquivalenzklassen, je nachdem, ob 

g2 �9 0, g3 > 0 (Selbstdurchdringung) 

g2 # 0, g3 < 0 (isolierte Gerade) 

g 2  = g 3  = 0 (Rfickkehrkante). 

Zwei F1/ichen mit A #= 0 sind genau dann projektiv/iquivalent, wenn die j-Invari- 
ante j=g32/A und das Vorzeichen yon g3 /ibereinstimmen ([4] Kap. 12). Die 
Topologie von Y ist in all diesen F/illen leicht zu bestimmen. 

Wir nehmen yon nun an an, dab X nur rationale Doppelpunkte als Singularitd- 
ten hat. Eine Zusammenfassung aller dabei auftretenden topologischen Typen 
geben wir in Liste 4 am Ende dieses Kapitels. 
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Bevor wit mit der eigentlichen Klassifikation beginnen, betrachten wir die 
m6glichen Typen yon Singularit/iten, die auf Y auftreten k6nnen. Aus der Klassi- 
fikation im Komplexen ergab sich, dab dies h6chstens die Singularit/iten aus 
Liste 1 in w 2 sein k6nnen. Tats/ichlich aber kommen nicht alle diese Singularit/i- 
ten vor: 

Lemma 4.7. (i)  Auf reellen kubischen Flgichen treten die folgenden Typen yon 
Singularitiiten nicht auf : 

A'3, A2,  A's, A~, D~, E~. 

(ii) Hat eine reelle kubische Fliiche mindestens zwei isolierte singuliire Punkte, 
so sind alle ihre singuliiren Punkte yore Typ A- .  

Beweis. (i) Jede der genannten Singularitfiten deformiert in zwei Singularitfiten, 
yon denen eine vom Typ A'~ ist. Proposition 3.7 und Lemma 3.3 liefern die 
Behauptung. 

(ii) Die komplexe Klassifikation ([2]) zeigt, dab in diesen Fall alle Singulari- 
t/iten vom Typ A sind. Singularitfiten vom Typ A + oder A" deformieren aber 
in A'I. 

Wir beginnen jetzt mit der eigentlichen Klassifikation. Die topologischen 
Typen nichtsingul/irer Kubiken sind in [12] bestimmt. Sei also ohne Einschr/in- 
kung 

p .'=(0, 0, 0, 1) 

ein singul/irer Punkt von Y. Dann hat Y die Gleichung 

X3 "f2 (Xo, XI, X2) +f3 (Xo, X 1 , X2) = 0 

mit reellen homogenen nicht-verschwindender Polynomen f~ vom Grad i. 

Q:={xelP2(ffr } und 

C,={xelP2(tl2)/f3(x)=O} 

sind fiber IR definierte Kurven. 
Die Projektion yon Y auf ]Pz(]R) mit Zentrum p bl/ist p auf zu der Quadrik 

Q und schl/igt die Geraden auf Y durch p zu - mit Multiplizitfit gez/ihlt - 
2r(X) Punkten zusammen. Dies sind die reellen Punkte von Q c~ C. 

Um die projektive Aquivalenzklasse yon Y zu untersuchen, genfigt es, die 
Quadrik Q mit den Punkten Q c~ C zu betraehten: 

Lemma 4.8. Wir nehmen an, daft Q reduziert ist. Es sei Q=Ql w . . .~Q,,  (m_<2) 
die Zerlegung yon Q in irreduzible Komponenten und Q = Q1 �9 �9 Qm die Norma- 
lisierung yon Q, Sei Y' c]l?3(~ ) eine Kubik mit der Gleichung 

X3 "f2(xo, xl ,  X2)-}- g3(XO, Xl, X2)=0 

mit einem nichtverschwindenden reelIen homogenen Polynom g3 yore Grad 3, und 
sei C' .'= {x ~ IP2 (IE)/g3 (x) = 0}. 

Es gibt genau dann ein q)ePGL(4, IR) mit @(Y)= Y' und q)(p)=p', wenn es 
einen fiber IR definierten Isomorphismus ~: Q--*Q gibt, der den Divisor 
Q1 .C + ... +Q,,.C auf Q in den Divisor Q1 .C' + ... +Q,~.C' fiberffihrt. 
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Der Beweis dieses Lemma's ist analog zu [2], Lemma 2a. Die Klassifikation 
folgt nun den verschiedenen Typen der Quadrik Q, also des Tangentialkegels 
von Yin p. 

1. Fall: Q ist irreduzibel und hat reelle Punkte (Y hat in p eine Singularit/it 
vom Typ A1): 

Nach Lemma 4.8 werden die projektiven Aquivalenzklassen kubischer F1/i- 
chen in IP 3 OR) mit einer Singularit/it vom Typ A ~- in p durch Isomorphieklassen 
konjugations-invarianter Divisoren vom Grad 6 auf Q gegeben, denn jeder sol- 
che Divisor wird von einer reellen Kubik ausgeschnitten. Nach [2], Lemma 2 
entsprechen Singularit/iten auf Y-{p} gerade mehrfachen reellen Punkten von 
Q. C; wegen (4.7.ii) und [2] geh6rt zu einem k-fachen reellen Punkt Q-C eine 
Singularit/it vom Typ A~-_ ~. 

Sind D, D' konjugationsinvariante Divisoren vom Grad 6 auf Q, deren reelle 
Anteile man unter Erhalt aller Multiplizit/iten auf dem reellen Teil Q~ yon 
Q ineinander verschieben kann oder die dutch Automorphismen yon Q~ ineinan- 
der fiberffihrt werden k6nnen, so sind die zugeh6rigen F1/ichen offensichtlich 
vom gleichen topologischen Typ. Eine )kquivalenzklasse solcher Divisoren 
bezfiglich derartiger Verschiebungen und Automorphismen nennen wir eine 
K onfiguration. 

Wir symbolisieren eine Konfiguration yon 2r reellen und 3 -  r Paaren konju- 
giert komplexer Punkte auf Q durch Markieren yon 2r Punkten (mit Multiplizi- 
t/iten) auf einer Kreislinie und 3 - r Punkten im Inneren des Kreises. Die m6gli- 
chen Konfigurationen sind in Liste 2 angegeben. Die zugeh6rigen topologischen 
Typen kubischer F1/ichen sind alle verschieden: bis auf einen Fall unterscheiden 
sie sich durch Singularit/itenkonfiguration und Realit/itsindex. Die beiden Typen 
kubischer F1/ichen mit drei Singularit/iten vom Typ A~- unterscheiden sich durch 
die relative Lage der einfach und mehrfach zu z/ihlenden Geraden auf einem 
(jedem) Tangentialkegel in einem singul/iren Punkt. 

Liste 2 

2 2 
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2. Fall: Q ist irreduzibel und hat keine reellen Punkte (p ist singul/irer Punkt 
vom Typ A +): 

Mit demselben Argument wie oben sieht man, daB es nur einen topologischen 
Typ gibt. 

3. Fall: Q zerf/illt in zwei fiber ~ definierte Geraden ((Y, p) ist vom Typ A~-, k 
>2): 

Sei q ~ 2 ( ~ )  der Doppelpunkt von Q. Nach [2], Lemma 3 und Lemma 4.7 
entsprechen die Singularit/iten von Y-  {p} den reellen mehrfachen Punkten von 
Q.C auf Q-{q} ,  und zwar entspricht ein k-facher derartiger Punkt einer 
As 1-Singularit/it. Sind auBerdem kl, k z die Schnittzahlen von Q1, Q2 in q, so 
hat Y in p eine Singularit/it vom Typ As mit k=max(2, kl + k2 + 1). 

QR ist hom6omorph zu einem Bouquet S 1 v S 1 von Kreislinien. Wir markie- 
ren wieder Punkte auf bzw. innerhalb der Kreise, um die topologischen Typen 
zu klassifizieren (qeQa hat eine Bi-Multiplizitfit (k~, k2) ). Bis auf Vertauschen 
der Komponenten yon Q~, hat man die in Liste 3 angegebenen Konfigurationen. 

Liste 3 

3 3 3 3 

3 
2 2 2 

2 

2 ? 

4. Fall: Q zerf/illt in ein Paar konjugiert komplexer Geraden: 
Wir k6nnen dann annehmen, dab fz(Xo, xl,  x2)=xZ+x 2. Je nachdem, ob 

f3 in (0, 0, 1) verschwindet oder nicht, hat Y in p eiue Singularit/it vom Typ 
A] oder A~- ([2], Lemma 3). Es gibt jeweils genau einen topologischen Typ. 

5. Fall: Q ist eine Doppelgerade. 
Nach [2] und Lemma 4.7 hat X in P eine Singularitfit vom Typ E2, D~-, 

D2 oder D4. Die Klassifikation wird geliefert von 
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Lemma 4.9. (i) Je zwei reelle kubische Flh'chen mit einer Singularitiit yore Typ 
E 6 (bzw. Ds) sind reell projektiv iiquivalent. 

(ii) Die reellen kubischen Fl~ichen mit einer Singularitiit vom Typ D + bzw. 
DZ, zerfallen jeweils in zwei reell projektive J(quivalenzklassen, die aber jeweils 
den gleichen topologischen Typ haben. 

Beweis. (i) zeigt man wie in [2], Lemma 4. 

(ii) Genauso wie in [2], Lemma 4 rechnet man aus, dab jede reelle kubische 
Fl~iche mit einer Singularitfit vom Typ D4 bis auf reell projektive Aquivalenz 
folgendermaBen aussieht: 

x3x +aXoX +X x2+x =0 a=0,1 
Ds a=0,l. 

Damit sind alle topologischen Typen reeller kubischer Flfichen erfaBt. 

Bemerkung 4.10. Ist X eine fiber IR definierte kubische Flfiche in IP3(~ ) mit 
nur isolierten Singularitfiten, so sieht man wie in (3.7), dab X ,  (im Reellen) 
fiquisingular in eine kubische Flfiche Y' deformiert werden kann, auf deren Kom- 
plexifizierung keine weiteren singulfiren Punkte liegen. Die allgemeine kubische 
Flfiche eines vorgegebenen topologischen Typs hat also nut reelle Singularitfiten. 
Bei speziellen kubischen Flfichen in einem topologischen Typ k6nnen aber auf 
der Komplexifizierung noch Paare konjugiert komplex liegender Singularitfiten 
auftreten. Welche derartigen Paare konjugiert komplexer Singularitfiten in den 
einzelnen topologischen Typen vorkommen, ergibt sich ffir im Reellen glatte 
Flfichen aus (2.7.i), ansonsten aus der obigen Klassifikation. In Spalte 3 von 
Liste 4 sind alle M6glichkeiten aufgeffihrt. 

4.11 Klassifikation nach &luisingul&er Isotopie. Nach der Bemerkung in (4.1) 
ist ffir die feinere Unterteilung nach fiquisingul/irer Isotopie ffir jeden topologi- 
schen Typ zu entscheiden, ob er zwei Flfichen enthfilt, die durch eine Spiegelung 
an einer Ebene auseinander hervorgehen. In der Tat findet man, falls dies der 
Fall ist, immer eine Flfiche, die selbst spiegelsymmetrisch ist. Die Angabe dieser 
Flfichen durch Gleichungen, und damit der Nachweis, dab der entsprechende 
topologisehe Typ mit der fiquisingulfiren Isotopieklasse zusammenf/illt, ist in 
jedem Fall leicht m6glich. 

Die folgenden 6 topologischen Typen spalten sich in zwei/~quisingulfire Iso- 
topieklassen auf: 

(i) die Flfiche mit einer Az-Singularit/it und Realit/itsindex 2. 
(ii) die beiden Flfichen mit A2 A~-Singularitfiten 

(iii) alle drei Flfichen, auf denen eine A2-Singularitfit auftritt. 
(Diese topologischen Typen sind in Liste 4 markiert.) 
Sei nfimlich Y eine solche Flfiche, p ~ Y  der singulfire Punkt vom Typ Af  

oder A2. 
Durch die Verteilung der Geraden sind die beiden Ebenen des Tangentialke- 

gels an Y in p klar voneinander unterschieden. Auf mindestens einer dieser 
Ebenen findet man genau eine Gerade dutch p, die keinen weiteren singulfiren 
Punkt mehr trifft. Durchlfiuft ein Punkt q eine solche Gerade, so dreht sich 
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Liste 4. Topologische Typen reeller kubischer F1/ichen mit h6chstens rationalen Doppelpunkten 

Singularit/iten- RealitS.ts- Anzahl der Eulerchar. M6gliche weitere 
konfiguration index reellen Geraden )~(Y) komplexe SingularitMen 

3 27 -- 5 
2~ 2 15 - 3  
2~ 1 7 - 1  

0 3 1 
2~ - 1  3 1+2 
A; 3 21 - 3  
A~- 2 11 - 1  
A~ 1 5 1 
A[- 0 3 1+2 
AI 0 3 1 
2A~- 3 16 - 1  
2Aj- 2 8 1 
2A~- 1 4 1+2 
A~- 3 15 - 3  
A~" 2 7 --1 
A2 1 3 1 
AI 0 3 1 
3Ai- 3 12 1 
3A1 3 12 1 
3A~ 2 6 1+2 
Ay Ai -~ 3 11 --1 
Az A1 a 2 5 1 
A3 3 10 --1 
A3 2 4 1 
A~ 1 2 1+2 
A~ 1 4 1 
4Ai- 3 9 1+2 
A~ 2A(  3 8 1 
2Az 3 7 - 1  
2Az- 2 3 1 
A3 A~- 3 7 1 
A3 A[- 2 3 1 +2  
A~ a 3 6 --1 
Ag a 2 2 1 
D4 3 6 1 
O + 1 2 1 

2A~ A1 3 5 1 
A3 2A~- 3 5 1+2 
A4 A~" 3 4 1 
A~ 3 3 1 
A5 2 1 1+2 
D~ 3 3 1 
3A~- 3 3 1 
A~ A[ 3 2 1+2 
E6 3 1 1 

A1, 2Aa 
Aa, A2 
A1, Az 

AI 
A1, Az 
A1, Aa 

A1 

A1 ~ A2 

A1 

a zerffillt in zwei ~iquisingulfire Isotopieklassen 

die  T a n g e n t i a l e b e n e  a n  Y in  q, u n d  z w a r  s t / i nd ig  in  d i e s e l b e  R i c h t u n g .  V e r l a n g t  

m a n ,  d a b  d iese  D r e h u n g  e ine  R e c h t s d r e h u n g  ist, so  d e f i n i e r t  d a s  e ine  O r i e n t i e -  

r u n g  d e r  G e r a d e n ,  d ie  n u r  y o r e / i q u i s i n g u l / i r e n  I s o t o p i e t y p  d e r  F1/ iche a b h / i n g t ,  

d u r c h  e ine  S p i e g e l u n g  d e r  F1/ iche a n  e i n e r  E b e n e  j e d o c h  u m g e k e h r t  wi rd .  D i e  
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so e r h a l t e n e  F l f iche  ist  a l so  n i ch t  zu  Y / i q u i s i n g u l / i r  i so top ,  h a t  a b e r  d e n s e l b e n  

t o p o l o g i s c h e n  T y p .  

Zusammenfassung 4.11. D i e  t o p o l o g i s c h e n  T y p e n  ree l le r  k u b i s c h e r  F1/ ichen wer -  
den  d u r c h  (4.4)-(4.6) u n d  Lis te  4, die  f iqu i s ingu l / i ren  I s o t o p i e k l a s s e n  h i e r d u r c h  

u n d  d u r c h  (4.11) vo l l s t f ind ig  klassif izier t .  F / i r  F1/ ichen m i t  n u r  r a t i o n a l e n  D o p p e l -  

p u n k t e n  b e s t i m m t  m a n  die Z a h l  de r  ree l len  G e r a d e n  n a c h  (2.8), d ie  T o p o l o g i e  

aus  (3.3) u n d  (3.6). 
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