GROEMER, ‘H.
Math. Zeitschr, 73, 285—294 (1960)

Uber die Einlagerung von Kreisen
in einen konvexen Bereich
Von
HELMUT GROEMER

1. Liegt ein beschrinkter konvexer Bereich B mit dem Flicheninhalt F
vor, so gilt nach FEJEs T61H [I] fiir die Anzahl # der Einheitskreise, die B
ohne iibereinanderzugreifen -eingelagert werden kénnen, falls n=2 ist,

(1) n-J12<F.

Die Konstante ]/1_2_ kann dabei durch keine gréBere ersetzt werden. Unter
Benutzung eines Ergebnisses von SEGRE und MAHLER [£] soll hier eine Ver-
schérfung von (1) bewiesen werden:

Sarz. Sind in einem konvexen Bereich vom Flicheninhalt F und Umfang U
n Einhettskreise eingelagert, so ist '

(2) n 12 F—xU+12

mit

ﬁ

2 —
2

Ge =

5 =0,1339..., A=)12—=a(]3 —1)=1,1642....
)

Das Gleichheiiszeichen steht in (2) genau dawn, wenn B die konvexe Hiille aller
eingelagerten Kreise ist und, wenn die konvexe Hijlle H aller Kreismitielpunkte
eine der folgenden Bedingungen erfiills:

a) H kann in gleichséitige Dretecke der Seitenliinge 2 zerlegt werden und jeder
Eckpunkt dieser Dreiecke ist Mittelpunkt eines Kreises.

b H kann in geradlinige Strecken der Linge 2 zerlegt werden, und jeder
Endpunkt dieser Strecken ist Mittelpunkt eines Kreises.

c) H ist ein Punki.

Die Ungleichung (2) ist auch fiir #=1 richtig und fiir > 1, mit Riicksicht
auf

U.gzn+4>%=8,7...,

atsdchlich schirfer als {(1).

Es sei noch bemerkt, daf} eine zu (2) analoge Ungleichung unmittelbar
aus einetr von FEJES TOTH a.a.0. S. 71 bewiesenen Beziehung folgt, nidmlich

w12 =F—@2—3)p+)12—=.
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p bedeutet dabei die Anzahl der an der Peripherie liegenden Kreise. (Ein
Kreis heiBle an der Peripherie liegend, wenn ein Randpunkt von B existiert,
dessen Abstand vom Mittelpunkt dieses Kreises kleiner ist als seine Distanz
von allen anderen Kreismittelpunkten.)

2. Fiir den Beweis des Satzes darf man annehmen, daB B die konvexe
Hiille C aller eingelagerten Kreise ist. Dies 148t sich folgendermaBen ein-
sehen: Bedeuten F und U den Flicheninhalt bzw. den Umfang von C, so sei
AF=F —F und AU="U — U gesetzt. Es geniigt -

AF —2 AU =0

zu zeigen. Der Bereich B — C werde hierzu durch Gerade, die von den End-
punkten der Strecken, welche C begrenzen, ausgehen und auf diese senkrecht
stehen, in Teilbereiche D; (1=1,2,...,m) zerlegt. D, liefere zu AF den
Beitrag AF, und zu AU den Beitrag AU;. Offenbar reicht es hin,

AF,—x AU, 20

zu beweisen. Es miissen zwei Fille unterschieden werden.

a) D; wird von einer Geraden g, zwei auf g senkrecht stehenden Geraden
und einem g gegeniiberliegenden konvexen Bogen begrenzt. Betrachtet man
ein in D; liegendes Dreieck mit der. Basis g und groBt moglicher Hohe, so sieht
man, dall wegen g=2

L A

2.

%
v

ist. Fiir AU, findet man, da der D; begrenzende konvexe Bogen in einem
Koordinafcensystem, das Achsen parallel zu g und % hat, in zwei monotone
Bogen zerfillt und da J/Ax2+Ay? < |Ax|+|4y] ist

AU, Z2h.

Somit erhilt man die gewﬁnschte Ungleichung
AF,— 2 AU; 2 h —2xh 20,7322 0.

b) D; wird von einem Ein’heits‘kreisboger/l der Linge a;, zwei auf diesem
senkrecht stehenden Geraden und einem konvexen Bogen b; der Linge L,
begrenzt.. Der Flicheninhalt F; von D; wird durch

L
E =3[ H(s)ds
0

gegeben, wobei ds das Differential der Bogenlidnge von &;, und H(s) die durch
b; definierte Stiitzfunktion in bezug auf den Mittelpunkt des zugehorigen

Kreises ist. Wegen H(s)=1 gilt demnach F, = I; und daher

AR =L o
=22
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Somit ergibt sich
Ly oy o e (T — ) [,
AF,—HAU;g7'—”2“ %(L1 al) (L1 ‘xz)(z ’6)20’

letzteres, weil 22<<% ist und weil in einem geeigneten Polarkoordinatensystem
{0, @), das den Ursprung im entsprechenden Kreismittelpunkt hat wegen p=1

7 g
= 2y (V0> [do—a
o= Yo v fioe
0 0
gilt.

Damit ist bewiesen, daB stets
F—xU<F—xU

gilt, dabei steht das Gleichheitszeichen, wie man unmittelbar aus dem Beweis
ersieht nur fiir B=C.

‘Fiir alles weitere wird B=C angenommen. Der Rand B* von B besteht
dann aus einer endlichen Anzahl von Geraden und Kreisbégen vom Radius 1.
Fiir die Summe S der Lingen aller dieser Kreisbogen gilt, wie man leicht
bestitigt,

(3) S=2m.

Zu einem Kreis K werde nun die Menge Z aller Punkte betrachtet, die
vom Mittelpunkt von K einen Abstand haben, der nicht groBer ist als die
Abstdnde zu den Mittelpunkten der anderen Kreise. Z heile die zu K gehdrige
Zelle. Man sieht unschwer, daB Z konvex ist, K enthilt und daB die Ver-
einigung aller Zellen B liickenlos iiberdeckt, wobei zwei verschiedene Zellen
héchstens Randpunkte gemeinsam haben. Der Rand von Z besteht aus einer
endlichen Anzahl von geraden Strecken, die die Zellenwidnde genannt werden
sollen, und einem Kreisbogen. Dabei sei hier wie bei allen Feststellungen
dhnlicher Art die Moglichkeit eingeschlossen, daB entweder der geradlinige
oder der gekriimmte Teil des Randes des betreffenden Bereiches verschwindet.
Jede Zellenwand ist in der Mittelsenkrechten der Verbindungslinie vom Mittel-
punkte P des in der Zelle eingelagerten Kreises zu dem Mittelpunkt eines
gewissen anderen Kreises enthalten. Verbindet man P mit den Endpunkten
der Zellenwinde und fillt man von P aus auf die Zellenwiande das Lot, falls
es in Z enthalten ist, so zerfillt Z in eine endliche Anzahl von Dreiecken und
einen Kreissektor. Ein Polygon, das von zwei von P ausgehenden Geraden
der eben beschriebenen Art und einem Teil des Randes von Z begrenzt wird
soll ein Zellenpolygon oder, falls es m Ecken hat, ein Zellen m-Eck genannt
werden. Der Punkt P, der die Spitze des Zellenpolygons heiflen soll, ist dabei
stets als Ecke mitzuzihlen. Unter dem Winkel eines Zellenpolygons ist der
entsprechende Innenwinkel an der Spitze zu verstehen. Als Basis eines Zellen-
dreiecks werde die seinems Winkel gegeniiberliegende Seite bezeichnet und
die von P ausgehende Hohe soll die Hohe des Zellendreiecks heiBen. Enthilt
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ein Zellendreieck nicht seine Hohe, so werde es ausgeartet genannt und ist
die Hohe eine Seite des Zellendreiecks, der Winkel zwischen einer Dreiecks-
seite und der Basis also ein rechter, so werde von einem normalen Zellendreieck
gesprochen. Schliefilich definiere ich noch den Randbeitrag eines Zellen-
polygons Z, als die Summe der Langen aller Seiten von Z,, die in B* liegen;
gibt es keine solche Seite, so sei der Randbeitrag von Z, 0 gesetzt. Man
beachte hierbei, daB eine Seite von Z, entweder ganz in B* liegt oder hichstens
endlich viele Punkte mit B* gemeinsam hat.

3. Es sollen nun einige Hilfssdtze bewiesen werden. Fir dié¢ Bezeichnung
einer- Strecke und der Linge dieser Strecke werden im allgemeinen dieselben
Buchstaben verwendet und entsprechendes gilt auch fir die Bezeichnung von
Winkeln und Flichen. '

Hirrssatz 1. Kann jede Zelle in einen Kreissekior und in eine Anzahl von
Zellenpolygone Z; so zerlegt wevden, daf filr den Randbeitrag v; und den Winkel «,
von Z; gilt
(@ w3425 sz,

1

so ist (2) vichtig. Gilt in jeder der Ungleichungen (4): Gleichheit, so auch in (2);
gilt in mindestens einer der Ungleichungen (4) nichi das Gleichheitszeichen, so
gilt es auch in (2) nicht.

Bewgis. Wegen (3)ist 217, =U —2m, 2. Z;=F —mund ) a; =2nn—2x,
wobei die Summation iiber die im Hilfssatz genannten Zellenpolygone aller
vorhandenén Zellen zu erstrecken ist. Fiihrt man in (4) die entsprechende
Summation aus, so erhilt man damit

B n—2m) 4 22 (0 —2my < F — .

Dies aber ist mit (2) gleichbedeutend und die Richtigkeit der Behauptung
iiber das Gleichheitszeichen ist daraus ebenfalls ersichtlich.

Hivrssatz 2. Hat ein Zellenpolygon den Randbeitrag 0, so gilt fiir dessen
Winkel und Fliche (4).

Fir den Beweis siehe SEGRE und MAHLER [2].
Hivrssatz 3. Gilt fitr die Hohe h eines Zellendreiecks Z,

h=1,2,

so ist fir dessen Randbeitrag v und dessen Winkel o (4) erfiilt.

Beweis. Wegen Hilfssatz 2 kann man #>>0 annehmen. 7 ist dann die
- Basis von Z;,. Bezeichnet § den Winkel zwischen % und der Winkelhalbierenden
von «, so ergibt sich

(5) r=h(tg(p+ %) —tgp— %))
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Da g+ % < ‘72"—‘sein mub, ist% =0 und daher die rechte Seite von (5) am

kleinsten, wenn =0 ist; daraus folgt, dal stets

(6) r=2htg i

gilt. Aus der Tatsache daB —a monoton fillt, was ebenfalls leicht durch
tg—

Differenzieren einzusehen ist, und aus (6) folgt fiir 1=1,2

i(zo_.all):i_ij_gi V3=_ 18 >014...
¥ n 2 [ 1 2 a n 2 hoz

und somit

was mit (4) dquivalent ist.

Hirrssatz 4. Hat ein ausgeartetes Zellendreieck positiven Randbeitrag, so
erfiillt es die Ungleichung (4).

Beweis. Das Zellendreieck werde mit Z; bezeichnet. Es habe die Héhe A,
und die Basis also auch den Randbeitrag 8,. Wegen Hilfssatz 3 genligt es zu
zeigen, daB unter den gemachten Voraussetzungen %,=1,2 ist. Da Z, aus-
geartet ist, wird %, etwa im Abstand x von der Spitze des Dreiecks von der
Basis b, eines benachbarten Zellendreiecks Z, geschnitten. Die Hohe von
Zy sel hy. Ist Q derjenige Endpunkt von +,, der nicht die Spitze\Von Z, ist,
so hat Q von der Geraden die b; enthilt einen Abstand'd mit 4=1; denn @
ist der Mittelpunkt einer Strecke, deren beide Endpunkte Mittelpunkte von
eingelagerten Kreisen sind. Berechnet man x aus %,, %, und 4, so ergibt sich
damit, wenn %, <1, 2 wire, unter Beachtung von %,=1
hz

=5.

m>r=5"3

HILFSSATZ 5. Ein Zellenviereck Z, bestehe aus zwei normalen Zellendreiecken
Z, und Zz, so daf deren gemeinsame Seite die Hypotenuse von Z, und Z, ist,
Fm' Zy gilt (4).

-BewEts. Fiit 1=1,2 bezeichne %; die Hohe und b; die Basis von Z;. Der
Winkel von Z, sei «. Wegen der Hilfssitze 2 und 3 kann angenommen werden,
daB eine der beiden Basen, etwa b,, der Randbeitrag von Z, ist und 4,<1,2

“gilt. Der zur Spitze von Z, beziiglich b, symmetrische Punkt ist der Mittel-
punkt eines eingelagerten Kreises und hat daher von der Geraden, die b,
enthdlt, einen Abstand, der nicht kleiner als 1 ist. Daraus folgt ‘

h—1

(7) cosa =

2

Berechnet man &, und b, aus «, 4, und %,, so ergibt sich

b = hy — Ay cosor b — hy — hycosa
177 sing ’ 2 sine
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Damit erhilt man

1y _mﬁ)zﬁwiﬁ
b \ 0 k4

2b b =
(8) P . .
kg | By hy— hycosa sine ]/3
T2 T2 hy—hcosa  h—hcosa z

Es sei zundchst a< g—, also cosa>0 vorausgesetzt. (7) und (8) ergeben dann

) %(Zo—ayg)giﬁ}i_l@ 1

4 22—k (kg —1)

Bezeichnet man den letzten Ausdruck mit F(4;), so ist fiir 1=k, <<1,2
2— hy (h; —1) >0 und somit

@Fy) _ - — 3 (2hy — 1)?
ze = oo (k) <O

F(h,) nimmt daher das Minimum am Rande an und wegen
F(1,2}>i"2£, F(1)=2—-_2—V_3

1 /3 2-3
b_(ZD—M7)> 2 ¢

3

ist daher

woraus unmittelbar (4) folgt.

Nun werde o= %, also cosa =< 0, angenommen. Es gilt einerseits, dd 4, =1

und daher 4, —cosa=1—h,cosa ist-

Jiy cOS & cosa
1 Iy By Zhpcosa o 1 1 m—cosa o
(10) +2 kg — hycosa T 2 +2 1——h1cosoc_1
und andererseits wegen der Monotonie von.
o
tg ——
& 2
B 7
(11) osine _Vi£~asino‘c ]/3 - 3< 2 EZL
hy —hyjcosa mw T 1-—cosa = I A 7 f 2
' oy Ly

(8), (10) und (11} ergeben abermals (4).

Es moge beachtet werden, daBl das Gleichheitszeichen durchgehend genau
dann gilt, wenn o= g =1 und hy=1 ist. Weiters sei noch bemerkt, da8
die Formeln (9) und (10) zeigen, daB stets b" =1 ist.

HILFSSATZ 6. Z set ein Zellendreieck, dessen Basis wicht in B* legt. Gult
fiir die Hohe by von Z, = ]/ 2, so ist Z, nicht ausgeartet.

BeEwEls. Angenommen Z; sei ausgeartet. A, wird dann von der Basis
eines benachbarten Zellendreiecks Z, etwa im Abstand x von der SpitZe von
Z, geschnitten. Z, habe. die Héhe 4,. Die dritte Seite des Dreiecks mit den
Seiten %, und %, sei g. Es muB g=1 sein; denn verlingert man A, und A,
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iiber g hinaus auf das Doppelte, so erhilt man ein Dreieck mit den Seiten
2hy, 2hy, 2g und dessen Ecken Mittelpunkte von Einheitskreisen sind. Be-
zeichnet « den Winkel zwischen %; und &,, so gilt

h} + h§ —g?

(12) coso = YR

und wegen k=1, g=1, )< ]/2 ist W3 =A% —g?, woraus mit (12) cosa= ;
1

folgt. Dies gibt, da cos a= f;l sein muB, x=4%,. Aus der Annahme, daB Z;
ausgeartet ist, entnimmt man aber auf Grund der Definition von x, da8
x<<hy ist.

HILFSSATZ 7. Ein normales Zellendreieck Zy habe eine Basis, die in B liegt.
Hai ein Zellendreieck Z,, dessen etne Seite die Hypotenuse von Z, ist, eine
Héhe hy mit hy>1, 56, so gilt fiir Z, (4 ).

Bewzis. Es seien fiir 1=1, 2 «; der Winkel, 4; die Héhe und b; die Basis

von Z;. Wie immer kann /5, <C1,2 angenommen werden. Zundchst ist leicht
einzusehen, daf3

(13) b, < 1,48
: T arctg by
vorausgesetzt werden darf. Ist nimlich 4,=1,48, so hat man, da ===
eine monoton fallende Funktion ist, - !
— arct, i‘— —
RN ﬁ)zh__g__ﬁzi_ arctgty |3
B 4L 1 n 2 by T2 b, F4
2i_grctg14 EZ —]/5
=7 4,48 - 2

also gilt (4) in diesem Falle. Der Hilfssatz ist somit bewiesen, wenn gezeigt
werden kann, daB aus (13) 4,<C1,56 folgt. Bedeutet & den Winkel zwischen
#, und A,, so findeinan, da8

(14) hy=hycoso+ by sine
ist. Gilt a= % , so_erhilt man daraus

hy < bysina £ b, << 1,48 < 1,56.

Ist aber a<C -Z— so folgt aus (7) k< zlc und dies ergibt mit (14)

. hy — 1
hycosg+ b sina < 2—100——
S oL

Daraus finde{ man

b. b, 41
> 1 : 1 1
tgoc=h_1 Tl/h-—12+h—1'

Die rechte Seite dieser Ungleichung wichst mit b, und fallt mit 4,; sie wird
daher nicht vergrofert,t wenn man b,—=1,48 und #,=1,2 setzt. Dies ergibt



292 HELMUT GROEMER:

tgo> 15,5, woraus cosa << 0,065 und damit

folgt. hy = Iy cOsa + by sina < 1,2-0,065 41,48 < 1,456

Hirrssatz 8. Es ses ein Zellenfiinfeck Z, gegeben, das aus drei Zellen-
dreiecken Z,, Z,, Zy, besteht, die folgende Eigenschaften haben: Z, sei mormal
und habe eine Basis die in B* liegt. Die Hypotenuse von Z, set eine Seite von
Zy. Z, soll ausgeartet sein und eine Hohe hy haben, fiir die hy<<1,56 gilt. Z,
habe eine Seite mit Z, gemeinsam, eine Basis die nicht in- B* liegt und, falls
es zwei Zellendreiecke mit diesen Etgenschaften gibt; so sei Zy dasjenige mit den
kleineren Winkel. Unter diesen Voraussetzungen ist Zy normal und fiir Zg gilt (4).

- Bewers. Wie iblich sollen %; und &; die Héhe bzw.. die Basis von Z;
{t=1, 2, 3} bezeichnen. «, sei der Winkel von Z,. Es kann wieder %, <1,2
vorausgesetzt werden, denn ist 4,=1,2, so gilt (4) fiir Z, nach Hilfssatz 3. Da
Z, und Z; den Randbeitrag 0 haben, ist (4) auch fiir, diese beiden Dreiecke
richtig, wie aus Hilfssatz 2 zu entnehmen ist. Durch Addition der drei ent-
sprechenden Ungleichungen fiir Z;, Z, und Z; erhilt man dann (4) fir Z,.

Vorerst 148t sich zeigen, daB Z, nicht ausgeartet ist, woraus dann unmittel-
bar folgt, da es minimalen Winkel hat, daB Z, normal ist. Nach Hilfssatz 6
ist es hinreichend A< ]/:7: zu beweisen. Der Winkel zwischen %, und %, werde
mit § bezeichnet und g sei die dritte Seite in dem Dreieck mit den Seiten %,
und 4;. Wie beim Beweis von Hilfssatz 6 sieht man, dafl g=1 gilt und da
Z, ausgeartet ist, mu8
{15) hy < hycos
sein. Damit folgt

v gE=h3 -+ hd—2hyhycosB<PE - h2
und daher '
dcosf D K3+ Rrj—g -1 (g2—h§—h§)§0v.

8hy  Bhy  2hyhy  kyhi

cosf als Funktion von %; ist also monoton fallend und somit gilt wegen g=1

BE LRt g3 _ REd1—g® B
16 cosf="21-3%" %82 < 2 ==,
(16) Z Shoky - 2k, T 2

Zusammen mit (15) gibt dies

hE 1,562 5
ha L 2 L 2200 .
3="2 T 2 <J2

Z, ist demnach normal. Aus (16) und 4,< 1,56 erhilt man noch
(17)  B>066>=.

Es seien nun 7, das von A, Ay, b, und von der Geraden die b, enthilt
begrenzte Viereck. Der Teil von T der nicht in Z, liegt ist ein Dreieck, das
mit 7, bezeichnet werde. Schliefllich sei 7 dasjenige Dreieck, dessen Seiten
in Z,, ig und B, liegen. - Offenbar ist -

Zy=T,—T,+T,
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und daher ist (4) fiir Z; bewiesen, sobald

(18) ﬂ? <T
und ) )
(19) wo—f L 22 g <7,

gezeigt ist, denn die Addition von (18) und (19) gibt (4). Zum Beweis von
(18) beachte man, daB wegen der Monotonie von 3%51 und avf Grund von (17)

1~V p=thtgp—Vpzp(L 8 1)so

gilt. Um (19) zu beweisen, werde die Fliche von T2 abgeschitzt. Man findet
wegen k,<C1,56 und (17}

=g, —_ " <1 sg—_1 Y :
(20) L 2 (hz cosaﬁ) ctgh= 2 ( 56 cos'ov,66) ctg 0,66 < 0,06.
Weiters kann

(21) by >1,25

vorausgesetzt werden,; denn (7) auf den hier vorliegenden Fall angewendet
ergibt cos(ag — 8) < 0,1 und damit, falls 5, 1,25 ist,

hy = Iy os (o — f) + bysin (g — B) £1,2-04:+ 1,25 < /2.

Aus Hilfssatz 6 folgt dann, daBl Z, nicht ausgeartet sein kann. Wendet man
die am Ende des Beweises von Hilissatz 5 gemachte Bemerkung auf 77 und

b, an, so erhilt man -1 : 21 Zusammen' mit (20) und (21) ergibt sich daraus
1

- T, >4 006

b - 1,25

(22) >0,95.

Nach Voraussetzung und Hilfssatz 6 ist h1< 1,2< ]ﬁ§ hy und daher

t, by
?(% ,8)<arctg~hT.

Die letzte Ungleichung, (21), (22) und die Monotonie von ficbt_gbl ergeben
1

b.
arctg —*-
; h

et 24

> 0,05 — 22008l V3 o5 parcteras Y3 2-)3
: by 7 1,25 n 2

Daraus aber ersieht man unmittelbar (19) und der Hilfssatz ist bewiesen.

4. Der eingangs formulierte Satz kann nun leicht bewiesen werden. Um
die Richtigkeit der Ungleichung (2) zu.zeigen, ist nur zu iiberpriifen, ob die
Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 erfiillt sind. Hat eine Zelle den Rand-
beitrag 0, so gilt fiir sie (4) wegen Hilfssatz (2). Es mége demnach positiver
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Randbeitrag vorausgesetzt werden. Z, sei ein Zellendreieck, dessen Basis in
B* liegt. Nach Hilfssatz 3 kann fiir die Hohe 4 von Z; £<1,2 angenommen
werden, und Hilfssatz 4 berechtigt zu der Annahme, daB Z, nicht ausgeartet
ist. Z; ist dann entweder normal oder kann in zwei normale Zellendreiecke
zerlegt werden. Man kann jedes der beiden Dreiecke separat behandeln und
somit Z; als normal voraussétzen. Ist ein Zellendreieck Z,, dessen eine Seite
die Hypotenuse von Z, ist, normal, so ergibt Hilfssatz 5 die Richtigkeit von
(4) fiir das Zellenviereck, das aus Z, und Z, besteht. Es sei somit vorausgesetzt,
daB das Z; benachbarte Zellendreieck Z, ausgeartet ist und zudem, wegen
Hilfssatz 7, dafl die Héhe von Z, nicht gréBer als 1,56 ist. Dann besagt aber
Hilfssatz 8, daBl (4) fiir das Zellenfunfeck das aus Z;, Z, und dem sich an
Z, anschlieBenden normalen Zellendreieck besteht, rlcht1g ist. Um die im
Hll_fssatz1 verlangte Einteilung einer Zelle in Zellenpolygone zu gewinnen,
hat man demnach die normalen Zellendreiecke mit positivem Randbeitrag
und eventuell noch je ein oder zwei diesem benachbarte Zellendreiecke zu
verwenden. Es ist leicht einzusehen, daB ein Zellendreieck nie in mehreren
solchen Vereinigungen vorkommen kann. Alle restlichen Dreiecke der Zelle,
falls es welche gibt, haben den Randbeitrag 0 und Hilfssatz 2 gibt (4) fiir
diese Zellendreiecke. ' _

Die Hilfssitze 3, 4, 5, 7 und 8 ergaben fiir die Relation (4) strikte Ungleich-
heit, es sei denn, wie am Ende des Beweises von Hilfssatz 5 bemerkt wurde,
daB ein Zellenviereck vorliegt, das ein Quadrat der Seitenlinge 1 mit einer
in B* liegenden Seite ist. Den im Satze genannten Bereich H erhilt man
dann von B ausgehend, wenn man alle diese Quadrate und die im Hilfssatz 2
erwihnten Kreissektoren von B abzieht. Ist H ein- oder nulldimensional,
so liegen also die Fille b) oder ¢) des Satzes vor und umgekehrt gilt in diesen
Fillen auch Gleichheit. Ist H zweidimensional, so bestéht H aus einer Anzahl
von Zellenpolygonen, fiir die (4) gilt. Aus dem von SEGRE und MAHLER
gegebenen Beweis des Hilfssatzes 2 folgt, daB fiir alle diese Zellenpolygone
dann und nur dann Gleichheit in (4) besteht, wenn der Durchschnitt einer
jeden Zelle mit H entweder ein regulires, einem eingelagerten Kreis umschrie-
benes Sechseck ist oder, falls der Mittelpunkt des Kreises auf dem Rande
von. H liegt, <cr Teil eines solchen Sechsecks ist, der durch zwei Mittelsenk-
rechten auf die Seiten von dem reguliren Sechseck a71sgeschnitten wird. Ver-
bindet man die Mittelpunkte von je zwei einander berithrenden Kreisen, so
erhilt man die verlangte Zerlegung von H in gleichseitige Dreiecke. Anderer-
seits gilt in diesem Falle auch wirklich Gleichheit in (4) und damit in (2).
Dies ergibt Teil a) des Satzes.
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