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t}ber die Einlagerung von Kreisen 
in einen konvexen Bereich 

V0n 

HELMUT GROEMER 

1. Liegt ein beschr~inkter konvexer Bereich B m i t  dem Fl~icheninhalt F 
vor, io gilt nach FEJES T6TH [1] fiir die Anzahl n der Einheitskreise, die B 
ohne iibereinanderzugreifen eingelagert werden k6nnen, falls n>--2 i s t ,  

(t) ~. ] / ~  F. 

Die Konstante V1-2 kann dabei durch keine gr6Bere ersetzt werden. Unter 
Benutzung eines Ergebnisses von SEGRE und MAHLER [2] soll bier eine Ver- 
sch~irfung von (t) bewiesen werden: 

SATZ. Sind in einem konvexen Bereich vom Fliicheninhalt F u n d  Um/ang U 
n Einheitskreise eingelagert, so ist 

(2) 
mit 

n . V ~ < = F - - ~ U + 2  

z - -  2 - V 3  =0 , t339  . . . .  ; t = V l - 2 - o z ( g 3 - t )  = t , t 6 4 2  . . . .  
2 1 

Das Gleichheitszeichen steht in (2) genau dann, wenn B die konvexe Hi~lle aller 
eingelagerlen Kreise ist und, wenn die konvexe I-Ii~lle H 'aller Kreismittelpunkte 
eine tier/olgenden Bedingungen er/igllt." 

a) H kann in gleichseitige Dreiecke der Seitenliinge 2 zerlegt werden und yeder 
Eckpunkt dieser Dreiecke ist Mittelpunkt dries Kreises:. 

b) H kann in geradlinige Strecken der k4nge 2 zerlegt werden, und ieder 
Endpunkt dieser Strecken ist Mittelpunkt eines Kreises. 

c) H ist ein Punkt. 

Die Ungleichung (2) ist auch fiir n =  t richtig und ftir n >  t, mit Riicksicht 
auf 

U _ - - _ 2 ~ + 4 > ~  =8 ,7  . . . .  

ats~ichlich sch~irfer als (1). 

Es sei noch bemerkt, dab eine zu (2) analoge Ungleichung unmittetbar 
Aus eine'r v o n  ~FEJES T6TH a. a .O.S.  7t bewiesenen Beziehung folgt, n/imlich 

~.g~<r-(2 V~)P+V~2-=. 
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p bedeutet dabei die Anzahl der an der Peripherie liegenden Kreise. (Ein 
Kreis heiBe an der Peripherie liegend, wenn ein Randpunkt yon B existiert, 
dessen Abstand yore Mittelpunkt dieses Kreises kleiner ist als seine Distanz 
yon allen anderen Kreismittelpunkten.) 

2. Ftir den Beweis des Satzes darf man annehmen, dab B die konvexe 
Hiille C a l l e r  eingelagerten Kreise ist. Dies l~il3t sich folgendermagen ein- 
sehen: Bedeuten F und U den Fl~icheninhalt bzw. den Umfang von C, so sei 
A F = F - - F  und A U =  U - -  ff gesetzt. Es gen t ig t  

A F - - ~ A U > O  

zu zeigen. Der Bereich B -  C werde hierzu dnrch Gerade, die v0n den End-  
punkten der Strecken, welche C begrenzen, ausgehen und auf diese senkrecht 
stehen, in Teilbereiche D i (i-----i, 2 . . . . .  m) zerlegt. D~ liefere zu / IF den 
B e i t r a g / I F  i u n d  z u / I  U den Bei t rag / I  U~. Offenbar reicht es lain, 

AFt- -  ~/IU~ >= 0 

zn beweisen. Es miissen zwei F~ille unterschieden werden. 

a) D i wird von einer Geraden g, zwei auf g senkrecht stehenden Geraden 
und einem g gegentiberliegenden konvexen Bogen begrenzt. Betrachtet man 
ein in D i liegendes Dreieck mit  der, Basis g und gr613t m6glicher H6he, so sieht 
man, dab wegen g--> 2 

AFt=> h-g -->h 
2 - -  

ist. Fiir A U~ f indet  man, da der D i begrenzende konvexe Bogen ill einem 
Koordinatensystem, das Achsen parallel zu g und h hat, in zwei monotone 
B6gen zerf~llt und da VAx"+Ay'  <-_ ]Ax] +lAy[ ist 

/IU~ <= 2h. 

Somit erh~ilt man die gewtinschte Ungleichung 

/ I~ - -  ~/IU~ >--_h-- 2~h>--_O,73h>O. 

b) D i wird von einem Einheitskreisbogen der L~inge ai, zwei auf diesem 
senkrecht stehenden Geraden und einem konvexen Bogen bl der L~inge L~ 
begrenzt. Der Fl~icheninhalt F i yon  D i wird durch 

L t  

Fi = �89 f H(s) d s 
o 

gegeben, wobei ds das Differential der BogenlRnge yon bi, und H(s) die durch 
bi definierte Sttitzfunktion in bezug auf den Mittelpunkt des zugeh6rigen 

Kreises ist. Wegen H(s)> t gilt demnach F/>_ L i  und daher 
- -  2 

A F , >  L, ~i . 
2 2 
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Somit ergibt sich 

AF~--~AU~ => Li2 cq2 ~ ( L , - -  ~,) - - ( L , - -  ~,) ( ~  - -  ~) > 0 , =  

!etzteres, well ~ < � 8 9  ist und well in einem geeigneten Polarkoordinatensystem 
(e, 9), das den Ursprung im entsprechenden Kreismittelpunkt hat wegen e>--t 

tXi - ~ t  

,, = f ]/o= >_ f e,  = 
0 0 

gilt. 

Damit  ist bew~esen, dab stets 

gilt, dabei steht das Gleichheitszeichen, wie man unmittelbar aus dem Beweis 
ersieht nur ftir B = C. 

F i i r  alles weitere wird B=C angenommen. Der Rand B* yon B besteht 
dann aus einer endlichen Anzahl yon Geraden und Kreisb6gen vom Radius t. 
Fiir die Summe S der L~ingen aller dieser Kreisb6gen gilt, wie mall leicht 
bestiitigt, 

(3) s = 2 ~ .  

Zu einem Kreis K werde nun die Menge Z aller Punkte betrachtet, die 
vom Mittelpunkt von K einen Abstand haben, de r  nicht gr6Ber ist als die 
Abst~inde zu den Mittelpunkten der anderen Kreise. Z heiBe die zu K geh6rige 
Zelle. l~Ian sieht unschwer, dab Z konvex ist, K enth~lt und dab die Ver- 
einigung aller ZeUen B ltickenlos iiberdeckt, wobei zwei verschiedene Zellen 
h6chstens Randpunkte  gemeinsam haben. Der Rand yon Z' besteht aus einer 
endlichen Anzahl yon geraden Strecken, die die Zellenw~nde genannt werden 
sollen, und einem Kreisboge n. Dabei sei hier wie bei Mlen Feststellungen 
~hnlicher Art die M6glichkeit eingeschlossen, dab entweder der geradlinige 
oder der gekrtimmte Tell des Randes des betreffenden Bereiches verschwindet. 
Jede Zellenwand ist in der MitteIsenkrechten der Verbindungslinie vom Mittel- 
punkte P des in der Zelle eingelagerten Kreises zu dem Mittelpunkt eines 
gewissen anderen Kreises enthalten. Verbindet man P mit den Endpunl~ten 
der Zellenw~nde und f~llt man yon P aus au** die Zellenw~nde das Lot, falls 
es in Z enthalten ist, so zerf~llt Z in eine endliche Anzahl yon Dreiecken und 
einen Kreissektor. Ein polygon, das von zwei von P ausgehenden Geraden 
der eben beschriebenen Art und einem Tell des Randes  yon Z begrenzt wird 
soll ein Zellenpolygon oder, falls es m Ecken hat, ein Zellen m-Eck genannt 
~verden. Der Punkt  P, der die Spitze des Zellenpolygons heiBen soll, ist dabei 
stets als Ecke mitzuz~hten. Unter dem Winkel eines Zellenpolygons ist der 
entsprechende Innenwinkei an der Spitze zu verstehen. Als Basis eines Zellen- 
dreiecks werde die seinerr~ Winkel gegentiberliegende Seite bezeichnet und 
die yon P ausgehende H6he soll die H6he des Zellendreiecks heiBen. Enth~lt 
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ein Zellendreieck nicht seine H6he, so werde es ausgeartet  genannt  und i s t  
die HShe eine Seite des Zellendreiecks, der Winkel  zwiscl-/en einer Dreiecks- 
seite und der Basis also ein rechter,  so werde von einem normalen Zellendreieck 
gesprochen. Schliel~lich definiere ich noch den Randbei t rag  eines Zellen- 
polygons Z 0 als die Summe tier L~ilgen aller Seiten von Zo, die in B* liegen; 
gibt es keine solche Seite, so sei der Randbe i t rag  yon Z 0 0 gesetzt. Man 
beachte  hierbei, dab eine Seite von Z o entweder  ganz in B* liegt oder hSchstens 
endlich v ide  Punkte  mit  B* gemeinsam hat.  

3. Es sollen n~n einige Hilfss~ttze bewiesen werden. Ftir ~ie Bezeichnung 
einer Strecke und der L~tnge cIieser Strecke werden im allgemeinen dieselben 
Buchstaben verwendet  nnd entsprechendes gilt auch ftir die Bezeichnung yon 
Winkeln und F1/ichen. 

HILFSSATZ t. Kann jede Zelle in einen Kreissektor und in eine Anzahl yon 
Zellenpolygone Z~ so zerlegt werden, dab/iir den Randbeitrag r iund den Winkel o~ 
yon Zi gilt 

(4) oq '-~ + 2-2 V~ ri_<-- Zi, 

so ist (2) richtig. Gilt in jeder der Ungleichungen (4) Gleichheit, so auch in (2) ; 
gilt in mindestens einer der Ungleichungen (4) nicht das Gleichheitszeichen, so 
gilt es auch in (2) nicht. 

BEWEIS. Wegen (3) ist '~. r, = U , 2 a z ,  Y. Z, = F  --  ~z und Y, ~, ---- 2 ~ n  - -  20z, 
wobei die Summat ion  tiber die im Hi l f s sa tz  genannten Zellenpolygone aller 
vorhandenen Zellen zu erstrecken ist. Ft ihrt  man  in (4) die entsprechende 
Summat ion  aus, so erh~lt man  dami t  

VS~ (2ozn - 2~z) + 2 ( g - - 2 7 c ) ~ F - - 7 ~ .  

Dies abet  ist mi t  (2) gleiw und die Richtigkeit  der Behauptung  
tiber das Gleiehheitszeichen ist daraus  ebenfalls ersichtlich. 

HILFSSATZ 2. Hat ein Zellenpolygon den Randbeitrag O, so gilt liar dessert 
Winkel und Fldche (4). 

Ftir den Beweis siehe SEGRE und MAHLER [2]. 

HILFSSATZ 3. Gilt/i~r die Hahe h eines Zellendreiecks Z o 

h>_L2, 

so ist /i~r dessen Randbeitrag r und dessen Winkel, c~ (4) er/i~lit. 

BEWEIS. Wegen  Hilfssatz 2 kann man  r > 0  annehmen, r ist dann die 
Basis  von Z o. Bezeichnet fl den Winkel zwischen h und der Winkelhalbierenden 
yon m, so ergibt sich 

(5) r = h  (tg (/5 + 2 )  - -  tg (/5 --  2 ) ) "  
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2 s e i n  mul3, ist ~ _ Da / 5 + ~ - <  ar >-0 und daher die rechte Seite yon (5) am 

ldeinsten, wenn fl = 0 ist; daraus folgt, dab s t e t s  

(6) r > = 2 h t g  2- 

gilt. Aus der Tatsache dab ~ monoton f~llt, was ebenfalls leicht durch 
tZ 

tg ~- 

Differenzieren einzusehen ist, und aus (6) folgt ftir h>_ t,2 

> o,14.. .  ~ ~ ] o  2 r ~ - - 2  ot ~ - -  2 h ~ - -  
2htg 

und somit 

o ~ > 2 ' 

was mit  (4) ~quivalent ist. 

HILI~SSATZ 4. Hat ein ausgeartetes Zellendreieck positiven Randbeitrag, so 
er/i~llt es die Ungleichung (4). 

BEWEIS. Das Zellendreieck werde mit  Z~ bezeichnet. Es babe d ie  HShe hi 
und die Basis also auch den Randbei t rag bl. Wegen Hilfssatz 3 gentigt es zu 
zeigen, dab unter  den gemachten Voraussetzungen h~>= 1,2 ist. D a  Z~ aus- 
geartet  ist, wird h~ etwa im Abstand x yon der Spitze des Dreiecks yon der 
Basis b'2 eines benachbarten Zellendreiecks Z~ geschnitten. Die HShe y o n  
Z~ sei h 2. Ist  Q derjenige Endpunk t  yon-h~, der nicht  die  Spitze v o n  Z 2 ist, 
so hat  Q v o n d e r  Geraden die b~ enth~tlt einen A b s t a n d d  mit  d>--t; denn Q 
ist cter Miitelpunkt einer Strecke, de[en beide Endpunkte  Mittelpunkte ;con 
eingelagerten Kreisen sind. Berechnet man x aus h 1, h 2 und d, so ergibt sich 
damit,  Xvenn h, < t ,  2 w~tre, unter  Beachtung von h2~ t 

h~ >--5. h l > x "  (hi--d) --  

HILFSSATZ 5. Ein Zellenviereck Z o bestehe aus zwei normalen Zellendreiecken 
Z 1 und Z2~ so daft deren gemeinsame Seite die Hypotenuse yon Z 1 und Z 2 ist, 
Fii r 'Z o gilt (4). 

BEWEIS. Fiir i =  t,2 bezefchne h~ die HShe und b i die Basis von Z~. Der 
Winkel von Z 0 sei~. Wegen der Hilfssiitze 2 u n d 3  k a n n  angenommen werden, 
dab eine der beiden Basen, etwa bl, der Randbei t rag yon Z o ist und h i <  ~.,2 
gi l t .  Der zur Spitze yon Z 0 beztiglich b~ symmetrische Punkt  ist der Mittel- 

p u n k t  eines eingelagerten Kreises und hat  daher yon d e r  Geraden, die b 1 
enth/ilt, einen Abstand,  der nichf kleiner als I i s t .  Daraus folgt 

(7) cos ~ < h~ - 1 

Berechnet man b x und  b2 aus ~, h 1 und  h2, so ergibt sich 

bl _ h~ -- hlcos~ b~ --  h~ -- ~/2cos~ 
�9 s i n  cr ' s i n  cr 
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Dami t  erhiflt man  

(8) 2b~ ~ ; ,  
h 1 h 2 hi --  h s c o s a  s i n ~  V ~ 

: T + 2 h ~ Z h T ~ s ~  h - hlcos~ 

Es sei zun~chst ~{< 2 '  also Costa>0 vorausgesetzt .  (7) und  (8) ergeben dann  

(9) ~-__ . ~  ~ 4 2 2 - - , h l ( h  1 - -  1) " 

Bezeichnet man  den letzten Ausdruck mi t  F(hx) , so ist ftir t = h i ~ 1 , 2  
2 "  h 1 (h 1 - -  t) > 0 u n d s o m i t  

~ ~ ~-_U~(hT-_,))~ 2 - a ~ ( ~ - , ) / < ~  

F(hl)  n immt  daher  das Minimum a m  Rande an und wegen 

F(~,2) > ~ - V~ F(~) - -  ~ - V~ 
2 ' 2 

~-x 0 2 ' 

woraus unmi t te lbar  (4) folgt. 

Nun werde c~>_ ~ also cos e < 0, angenommen.  Es gilt einerseits, dg h 1->. 1 

und daher  h 1 - -  cos~{--__ t - -  hlcosc{ is t -  

( t0 )  h x h 2 hl - - /z icos~{ > t I h l - - c o s ~  > ]  
-2--~ '2 h~--hlcos~ = T  + 2 t - -h lcos~  - -  

und andererseits  wegen der Monotonie von 
0~ 

tg T 
9~ 

( t t )  ~sin~ ~3 ~ ,  asina V__fi_ < , c{ V;, < --~ V ~ = ~3 . 
h i - -  hlCOSOC ~ I -- cos0c 3~ -- oc ~ -- ~ ~ 2 

t g  ~ tg  ~ -  

(8), (10) und (1t) ergeben abermals  (4). 

Es m6ge beachte t  werden, daB das Gleichheitszeichen durchgehend genau 

dann gilt, wenn :~ = ~ ,  h 1-- t und  h2=  l i s t .  Weiters  sei noch bemerkt ,  dab 

z~ _>-- 1 ist. die Formeln (9) und (10) zeigen, daB stets ~ /  

HILFSSATZ 6. 21 sei ein Zellendreieck, dessen Basis  nicht z'n B*  liegt. Gilt 

fi& die H6he h 1 yon Z 1 hl <~ V2, so ist Z 1 nicht ausgeartet. 

BEWEIS. Angenommen  Z 1 sei ausgeartet ,  h 1 wird dann v o n d e r  Basis 
eines benachbar ten  ZeUendreiecks Zz e twa im Abs tand  x yon der Spitz'e yon 
Z 1 geschnitten. Z 2 h a b e  die H6he h~. Die dri t te Seite des Dreiecks mi t  den 
Seiten h i u n d  h~ sei g. Es muB g ~ l  sein; denn verl~ngert  m a n h  1 rind h z 
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fiber g hinaus auf das Doppelte,  so erh/ilt man  ein Dreieck mi t  den Seiten 
2h 1, 2h~, 2g und dessen Ecken Mit te lpunkte  von Einheitskreisen sind. Be- 
zeichnet ~ den Winkel zwischen h 1 und .h2, so gilt 

02) cos~ - h , '  + h~ .  g~ 
2 h~ h 1 ' 

und wegen h2_--> t, g>-- i ,  hi--< V ~ i s t  ~ ~ ~ h ~ > h x - g  , woraus mi t  (12) cos~_< t~ 
- -  hi 

fo!gt Dies gibt,  da cos ~---= h~ sein mul3, x>=hl. Aus tier Annahme,  dat3 Z 1 
3; 

ausgeartet  ist, en tn immt  man  abet  auf Grund der Definition von x, dab 
x < h I i s t .  

HILFSSATZ 7. Ein  normales Zellendreieck Z 1 habe eine ~Basis~ die i n  B* liegt. 
Hat ein Zellendreieck Z2, dessen eine" Seite die Hypotenuse von Z 1 ist, eine 
H6he h~. ,~it h~>--_ 1'56' so gilt/~," 'Z 1 (4). 

BEWEIs. Es seien ftir i----- 1, 2 ~ der Winkel, hi die H6he und b~ di e Basis 
yon Z i. Wie immer  kann  h~< L2  angenommen werden. Zun/ichst ist leicht 
einzusehen, dab 

(t3) bl < t,48 

vorausgesetzt  Werden darf. Is t  n~imlich 31>=t",48 , so  hat  man,  da arctgb~ 

eine monoton  faUende Funkt ion  ist , .  bl 

b~ 

> t ___ 
- -  2 ,,t,48 ~ 2 

also gil t (4) in diesem Falle. Der  Hilfssatz is t  somit  bewiesen, wenn gezeigt 
werden kann,  dab aus (t3) h2<  1,56 folgt. Bedeutet  ~ den Winkel  zwisch'en 
h 1 und h~, so finde~Llhan, dab 

(14) h 2 = hi cos ~ + blsin ~ 

ist. Gilt ~--> ! so erh/ilt man  daraus  
- -  2 ' " 

h 2 <-- bl sin 0~ =< b 1 < t,48 < t ,56.  

~1 - ~ und dies ergibt  mi t  (t4) Is t  aber ~ <  2 '  so f o l g t a u s  (7) h~=< 2cose 

h l ~  1 
hi c ~  blsin e ----< 2 - c ~  

Daraus  finder man  

> bl V "  bi hi  + t tgm = h 1 - 1  + _ ( h ~ - l )  2 + h~--I  

Die rechte  Seite dieser Ungleichung w~ichst mi t  b 1 und f~illt mi t  hi; sie wird 
daher  nicht vergrSl~eft3 wenn. man  b l =  t ,48 und h i =  1,2 se tz t .  Dies ergibt  
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t g m >  15,5, woraus cos~ < 0,065 und damit  

folgt, h2 ~- h 1 cos a + b 1 sin ~ < 1,2-0,065 + t,48 < 1,456 

HILFSSATZ 8. Es sei ein Zellen/i~n/eck Z 0 gegeben, alas aus drei Zellen- 
dreieeken Z1, Z~, Za, besteht, die /olgende Eigenscha/ten haben." Z 1 sei normal 
und habe eine Basis die in B* liegt. Die Hypotenuse von Z a sei eine Seite yon 
Z 2. Z~ soll ausgeartet sein und eine HOhe h2 haben, liar die h ~ < t , 5 6  gilt., Z a 
habe eine Seite mit Z a gemeinsam, eine Basis die nicht i n  B* liegt und, /alls 
es zwei Zellendreiecke mit  diesen Eigenscha/ten gibt; so sei Z a dasjenige mit  den 
kleineren Winket.  Unter diesen Voraussetzungen is t Z a normal und /i~r Z o gilt (4). 

BEWEIS. Wie ttblich sollen h i und  b i die H6he bzw.  die Basis yon Zi 
( i = ~ ,  2, 3) bezeichnen. ~o sei der Winkel yon Z o. Es kann wieder h i < L 2  
vorausgesetzt werden, denn ist h l ~  1,2, so gilt (4) ftir Z 1 nach Hilfssatz 3- Da  
Z a und Z 3 den Randbei t rag  0 haben, ist "(#) auch ft~r, diese beiden Dreiecke 
richtig, wie aus Hilfssatz 2 zu entnehmen ist. Dureh Addition der drei ent- 
sprechenden Ungleichungen ftir Z1, Z a und Z 3 erh~lt m a n ' d a n n  (4) ffir Z o- 

Vorerst t~i)t sich zeigen, dab Z a nicht ausgeartet ist, woraus dann unmittel- 
bar folgt, da es minimalen Winkel hat,  dab Z~ normal ist. Nach Hilfssatz 6 
ist es hinreichend ha<_]/2 zu beweisen. Der Winkel zwischen h a und h a werde 
mit  fl bezeichnet und g sei die dritte Seite in dem Dreieck mit  den Seiten h a 
und h a. Wie beim Beweis yon Hilfssatz 6 sieht m a n ,  dab g ~ t  gilt und da 
Z a ausgeartet  ist, mul3 

(t 5) ha --<_ h~ cos/3 
sein. Damit  folgt 

: g2  ~,2 f Z,2 ~ 2 a = ,o~ ~- ,o3 --  2hah~cos/3 = ha ~ h a 
und daher 

~ o ~  ~ h~.+h~--g ~ 2 h~- -h '~)<_O.  

cosfl als Funkt ion yon h a ist also monoton fallend und somit gilt wegen g ~  t 

(t6) c o s / 3 -  h~ + h ~ -  gl < h~ + ,  -- e' < h 2 .  
2 h ~ h  z - -  2 h ~  - -  2 

Zusammen mit (a 5) gibt dies 

ha_-< h~ < ,,56~ < V~ - -  _ _  . 

2 - -  2 

Z~ ist dernnach normal. Aus (~6) mid h ~ < t , 5 6  erh~ilt man noch 

(17) /3 > 0,66 > 6 " 

Es seien nun ~ das yon h~, h~, b Iund yon der Geraden die b z enthal t  
begrenzte Viereck. Der Teil yon T~ der nicht in Z o liegt ist ein Dreieck, das 
mit  T~ bezeichnet werde. Schliel31ich sei T a dasjenige Dreieck, dessen Seiten 
in ha, h~ und  b~ liegen. Offenbar ist 

z 0 = ~ - ~ + ~  
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und daher ist (4) fiir Z 0 bewiesen, sobald 

(18) ~=~__33 ____ T~ 
und 

z (t9/ (~o--fl/ 2-V3--b, <-,  T, 
" �9 2 - -  

gezeigt ist, denn die Addition yon (18) und (19)gibt  (4). Zum Beweis yon 

(i8) beachte man, dab wegen der Monotonie yon ~ und auf Grund yon (t 7) 

gilt, Um (19) zu beweisen, werde die F1/iche yon T~ abgesch/itzt. Man findet 
wegen h2< t,56 und (1 7) 

(20) T~=~-1 h 2 ,  2ctgfl <=TI( 1'56 cosT) 66); ctg 0,66 < 0,06. 

Weiters kann 

(21) b 1 > 1,25 

vorausgesetzt werden;  denn (7) auf den bier vorliegenden Fall angewendet 
ergibt cos (~o--fl) =< 0,1 und damit, fails b l~  1,25 ist, 

h2 = hi cos(=0 --fl) + blsin(~o --fl) ~ t ,2.0A q~ t,25 =< ]/2. 

Aus Hilfssatz 6 folgt dann, dab Z z nicht ausgeartet sein kann. Wendet man 
die am Ende des Beweises .yon Hilfssatz 5 gemachte Bemerkung auf T, land 

T1 b~ an, so erh~tlt man-~- ~ 1. Zusammen' mit (20) und (2t)ergibt  sich daraus 

(22) T~- T~ ~> I- 0,06 bl ~ > 0,95 �9 

Nach Voraussetzung und Hilfssatz 6 ist h~< 1,2<l/~<=h 2 und daher 

bl 
(~o -- fl) < arctg g .  

arctg b 1 
Die letzte Ungleichung, (2i), (22) und die M0notonie yon ~ ergeben 

Z. . arctg ~-1 ]/5 

~___0,95 -- 2 aretgbl -~3 >0,95 -- 2 ,tretgt,25 ]/3 > 2--]/3 
b l = 1,25 n 2 

Daraus aber ersieht man  unmittelbar (t9) und der Hilfssatz ist bewiesen. 

4. Der eingangs formulierte Satz kann nun leicht bewiesen werden. Um 
die RiChtigkeit der Ungleichung (21 zu.zeigen, ist nur zu iiberpriifen, ob die 
Voraussetzungen des Hilfssatzes t erftillt sin& H a t  eine Zelle den  Rand- 
beitrag 0, so gilt ftir sie (4) wegen Hilfssatz (2). Es  m6ge demnach positiver 
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Randbeitrag vorausgesetzt werden. Z 1 sei ein Zellendreieck, dessen Basis in 
B* liegt. Nach Hilfssatz 3 kann ffir die H6he h von Z x h < t , 2  angenommen 
werden, und Hilfssatz 4 berechtigt zu der Annahme, dab Z I nicht ausgeartet 
ist. Z 1 ist dann entweder normal oder kann in zwei normale Zellendreieeke 
zerlegt werden. Man kann iedes der beiden Dreiecke separat behandeln und 
somit Z1 als normal vorauss~tzen. Ist  ein Zellendreieck Z, ,  dessen eine Seite 
die Hypotenuse yon Z.1 ist, normal, so ergibt Hilfssatz 5 die Richtigkeit von 
(4) fiir das Zellenviereck, das aus Z 1 und Z 2 besteht. Es sei somit vorausgesetzt, 
dab das Z 1 benaehbarte Zellendreieek Z 2 ausgeartet ist und zudem, wegen 
Hilfssatz 7, dab die H6he von Z~ nich.t gr6Ber als 1,56 ist. Dann besagt abet 
Hilfssatz 8, dab (4) fiir das Zellenffinfeck, das aus Z1, Zz und dem sich an 
Z= anschliel3enden normalen Zellendreieck besteht, richtig 'ist. Um die im 
Hi!fssatz t verlangte Einteilung einer Zelle in Zellenpolygone zu gewinnen, 
hat man demnach die normalen Zellendreiecke mit positivem Randbeitrag 
und eventuell noch je ein oder zwei diesem benachbarte Zellendreiecke zu 
verwenden. Es ist leicht einzusehen, dab ein Zellendreieck nie in mehreren 
solchen Vereinigungen vo rkommen  kann. Alle resttichen Dreiecke der Zelle, 
fails es welche gibt, haben den Randbeitrag 0 und Hilfssatz 2 gibt (4) ftir 
diese Zellendreiecke. 

Die Hilfss~tze 3, 4, 5, 7 und 8 ergaben ftir die Relation (4) strikte Ungleieh- 
heit, es sei denn, wie am Ende des Beweises yon Hiifssatz 5 bemerkt wurde, 
dab ein Zellenviereck vorliegt, das ein Quadrat der Seitenl~inge I mit  einer 
in B* liegenden Seite ist. Den im Satze genannten Bereich H e r M l t  man 
dann von B ausgehend, wenn man alle diese Quadrate und die im Hilfssatz 2 
erw~ihnten Kreissektoren von B abzieht. Ist  H ein- oder nulldimensional, 
so liegen also die F~lle b) oder e) des Satzes vor und umgekehrt gilt in diesen 
F~llen aueh Gleiehheit. Is t  H zweidimensional, so besteht H aus einer Anzahl 
von Zellenpolygonen, f/ir die (4) gilt. Aus dem yon SEGRE und MAHLER 
gegebenen Beweis des Hilfssatzes 2 fotgt, dab far alle diese Zellenpolygone 
dann und nur dann Gleichheit in (4) besteht ~ wenn der Durehsehnitt einer 
jeden Zelle mit  H entweder ein regul~tres, einem eingelagerten Kreis umschri~- 
benes Seehseek ist oder, falls der Mittelpu~nkt des Kreises auf dem Rande 
y o n  H liegt, dcr Teil eines solchen Sechsecks ist, der durch zwei Mittelsenk- 
rechten auf die Seiten v~ dem regul~iren Sechseck ausgeschnitten wird. Ver- 
bindet man die Mitte!punkte von je zwei einander beriihrenden Kreisen, so 
erhfilt man die verlangte Zerlegung yon H in gleiehseitige Dreieeke. Anderer- 
seits gilt in diesem Falle auch wirklieh Gleiehheit in (4) und damit  in (2). 
Dies ergibt Tell a) des Satzes. 
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