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Charakterisierungen 
der endlichen desarguesschen projektiven Ebenen 

Von 

H~NZ LONBBURG 

O. Einleitung 

Ausgangspunkt der Untersuchungen dieser Arbeit ist die folgende Frage: 
Gibt es endliche nicht desarguessche projektive Ebelaen g mit der Eigenschaft, 
dab es in 8 ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) gibt, so dab g fiir 
alle Qeg eine (Q, P Q)-transitive Ebene ist ? Dabei heiBt eine projektive Ebene 
(R, h)-transitiv, falls es zu jedem Punktepaar X, Y mit R #:X, Y und J(, Y(~h und 
R X = R Y  eine Perspektivitfit o- mit dem ZentrumR tmd der Achse h gibt, 
so dab X ~= Y ist. Nicht desarguessche projektive Ebenen g, in denen es ein 
solches nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) gibt, sind vom Lenz- 
Barlotti-Typ III-2 oder III-1, je nachdem g auch noch (P, g)-transitiv ist oder 
nicht (s. L]ENZ [16] und BARLOTTI [5]). Wie YAQUB in [29] bemerkte, be- 
schreiben die yon PICK~RT in [21] S.93 angegebenen cartesischen Gruppen 
projektive Ebenen dieser Typen. Zu dieser Klasse yon Ebenen geh6ren auch 
die yon MOULTON in [19] angegebenen nicht desarguesschen projektiven 
Ebenen. Dies sind nun, soweit mir bekannt ist, alle bekannten projektiven 
Ebenen vom Lenz-Barlotti-Typ III-1 bzw. III-2. Alle diese Ebenen sind un- 
endlich. Die Vermutung, dab es keine endlichen projektiven Ebenen dieser 
Art gibt, wird durch die Ergebnisse dieser Arbeit nahegelegt. Die Korollare 3 
und 5 besagen n~imlich, dab die Ordnung einer endlichen projektiven Ebene 
vom Lenz-Barlotti-Typ III-2 kongruent 1 mod 4 ist, wfihrend eine endliche 
projektive Ebene gerader Ordnung vom Lenz-Baflotti-Typ III-1 nach Korol- 
lar 4 notwendig quadratische Ordnung hat. 

Ist 8 eine desarguessche projektive Ebene und ist (P, g) ein nicht inzidentes 
Punkt-Geradenpaar in 8, so ist die yon allen Translationen yon g, deren 
Zentren auf g liegen und deren Achsen dutch P gehen, erzeugte Gruppe A 
isomorph zur SL(2, K), wenn K der KoordinatenkSrper yon g i s t .  Satz 2 
sagt nun, dab eine endliche projektive Ebene der Ordnung q=pr(.p eine 
Primzahl), die eine Kollineationsgruppe A besitzt, die zur SL(2, q) isomorph 
ist, sicher dann desarguessch ist, falls man noch, wenn p = 2 ist, voraussetzt, 
dab alle Involutionen aus A Perspekfivit~iten sind. 

Um unsere eingangs gestellte Frage zu beantworten, wird man also ver- 
suchen, die Struktur der Kollineationsgruppe A, die von allen Translationen, 
deren Zentren auf g liegen und deren Achsen durch P gehen, erzeugt wird, zu 
bestimmen. Unter gewissen zus/itzlichen Voraussetzungen (s. die S/itze 5, 6 und 7 
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und die zugeh6rigen Korollare) ist es m6glich, die Struktur yon A vollst~indig 
aufzudecken und nachzuweisen, dab A zur SL(2, q) isomorph ist, w/ihrend q 
gerade die Ordnung der untersuchten Ebene ist, so dab diese Ebene nach Satz 2 
dann desarguessch ist. 

Der schon erw~hnte und ftir die Frage nach der Existenz yon endlichen 
projektiven Ebenen vom Lenz-Barlotti-Typ III-1 bzw. III-2 so wiehtige Satz 2 
geh/Srt zu einem anderen Fragenkreis. Man kann sich n/imlich fragen: Welche 
Untergruppen der KoUineafionsgruppe einer endlichen desarguesschen pro- 
jektiven Ebene bestimmen bereits vollst/indig die Struktur dieser Ebenen? 
Insbesondere wird man sich fragen, ob gewisse, geometrisch besonders ausge- 
zeichnete Untergruppen die Struktur der Ebene bereits vollst~indig bestimmen. 
Wir sind dieser Frage ffir die Gruppen SL(2, q), PSL(2, q) und PGL(2, q) 
nachgegangen. Unter zus/itzlichen Voraussetzungen konnten wir zeigen, dab 
diese Gruppen die zugeh6rigen Ebenen bis auf Isomorphie eindeutig bestim- 
men (s. die S/itze 2, 3 und 4). Ferner konnten wit kl/~ren, wie diese Gruppen 
auf ihren zugehOrigen desarguesschen Ebenen operieren. In diesem Zusammen- 
hang ist es noch yon Interesse zu erw~ihnen, dab Satz 3 far unendliche pro- 
jektive Ebenen nicht mehr gilt (vgl. SALZMaNN [23]). 

Bezeichnungen und Definitionen 

o (G)= Ordnung der Gruppe G, 

[G: U] = Index der Untergruppe U yon G in G. 

~ G  = Zentrum yon G. 

~G=gr~gter Normalteiler ungerader Ordnung von G. 

d U =  der Normalisator der Untergruppe U von G. 

( ' "  I "")  = die yon..,  mit ... erzeugte Gruppe. 

Ist G eine Permutationsgruppe und X ein Element der permutierten Menge, 
so ist Gx={g~GIXg---X} die Standuntergruppe yon X. 

d ,  = alternierende Gruppe vom Grade n. 

~ ,  = symmetrische Gruppe vom Grade n. 

GF(q) = Galoisfeld mit q Elementen. 

GL(2, q)=lineare Gruppe in zwei Variabeln fiber GF(q)=Gruppe aller 
2 x 2-Matrizen mit Elementen aus GF(q) und Determinante ungleich 0. 

SL(2, q)= spezielle lineare Gruppe in zwei Variabeln fiber GF(q)= Gruppe 
aller 2 x 2-Matrizen mit Elementen aus GF(q) und Determinante gleich 1. 

PGL(2, q)= GL (2, q)/~GL(2, q)= projektive lineare Gruppe in zwei Varia- 
beln fiber GF(q). 

PSL(2, q)=SL(2, q)/Y~SL(2, q)=spezielle projektive lineare Gruppe in 
zwei Variabeln fiber GF(q). 
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ax'+ b 
PFL(2, q ) =Gruppe  aller Abbildungen x ~ -  mit a, b, c, d~GF(q), 

cx~+d 
a d -  b c ~= 0 und e eAut GF(q), der Automorphismengruppe yon GF(q). 

PSU(3, 22r)--spezielle projektive unitfire Gruppe in drei Variabeln tiber 
GF(22r). 

S(22r+l) = Suzuki-Gruppe (s. SUZUKI [26]). 

Ist P ein Punkt und g eine Gerade einer projektiven Ebene g und ist o- eine 
Kollineation yon g, die P geradenweise und g punktweise festl~13t, so heil3t ~r eine 
(P, g)-Perspektivit~t oder auch knrz Perspektivitfit von g. Ist Peg, so sagen wit 
s t a r  Perspektivit~t auch Translation, nnd ist P6g, so sagen wir statt Per- 
spektivitfit auch Streckung. Der Punkt P heigt Zentrum und die Gerade g 
Achse von cr. Eine nicht triviale Perspektivit/it hat genau ein Zentrum und 
genau eine Achse (BAER [3]). Die Menge aller (P, g)-Perspektivitfiten bilden 
eine Gruppe, die wir mit F (P, g) bezeichnen werden. 

Eine projektive Ebene heil3t (P, g)-transitiv, falls es zu jedem Punktepaar 
X, Y mit P 4=X, Y und X, Y6g und PX=P Y ein oeF(P, g) mit X~= Y gibt. 

Eine Dualit~t 3 einer projektiven Ebene heil3t perspektiv mit dem Zentrum 
P und der Achse g, falls X ~ = XP fiir alle Xeg und x~= x c~ g ftir alle x mit P e  x 
ist. Insbesondere ist also P~.g. Eine projektive Ebene heigt (P, g)-homogen, 
falls P6g ist nnd falls es zu jedem Punkt-Geradenpaar (X, y) mit P =t=X(sg, 
P(~y 4=g und gc~y=gnPX eine perspektive Dualit~t 6 mit dem Zentrum P 
und der Achse g gibt, so dab Xa=y ist. Eine (P, g)-homogene Ebene ist ins- 
besondere (P, g)-transitiv (BAER [2]). 

Eine Menge cg von q+  1 Punkten einer endlichen projektiven Ebene g 
der Ordnung q heil3t ein Oval, falls keine drei Punkte yon cg kollinear sin& 
Eine Gerade yon g heil3t Passante, Tangente oder Sekante, je nachdem sie 
keinen, einen oder zwei Punkte yon cg enthfilt. Durch jeden Punkt yon gr geht 
genau eine Tangente. Ist q = 0  rood 2, so gehen alle Tangenten an cg durch 
ein und denselben Punkt, den Knoten yon cg. Ist q--- 1 rood 2, so sind keine 
drei Tangenten konfluent. Wir nennen einen Punkt, der nicht auf g# liegt, 
fiugeren Punkt, wenn dutch ihn genau zwei Tangenten an cg gehen. All e iib- 
rigen Punkte, die nicht auf cg liegen, nennen wir innere Punkte (QvlsT [22]). 

1. Zweifach transitive Untergruppen der PFL(2, q) 
In diesem Abschnitt werden wir uns einen Uberblick tiber die Untergruppen 

der PFL(2, q) verschaffen, die einmal die PSL(2, q) enthalten und die zum 
andern eine Darstellung als zweifach transitive Permutationsgruppe besitzen. 

Bekanntlich (s. DICI<:SON [9] w 239) besitzt die PSL(2, q) eine Darstellung 
als zweifach transitive Permutationsgruppe vom Grade q + 1 und jede Unter- 
gruppe der PFL(2, q), die die PSL(2, q) enth~ilt, ist ebenfalls zweifach transitiv 
vom selben Grad. Dal3 es dartiber hinaus nur sehr wenige andere M6glichkeiten 
gibt, zeigt der 
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Satz 1. Ist G=PSL(2, q), K=PFL(2, q) und G~_H~_K, besitzt ferner H 
eine treue Darstellung aIs zweifach transitive Permutationsgruppe yore Grade 
n+ 1, so ist entweder n=q und H irgendeine Untergruppe yon K mit G ~ H  oder 

(1) q=4, n=5  und H=PSL(2,4) oder H=PFL(2,4); 

(2) q=5, n=4  und H=PSL(2,5) oder H=PGL(2,5); 

(3) q=7, n=6  und H=PSL(2,7); 

(4) q=8, n=27 und H=PFL(2,8); 

(5) q=9, n=5 und H=PSL(2,9) oder H=PSL(2,9)(cr),  
wobei a die dutch x~ = x ~ erklgirte Abbildung aus PFL(2, 9) ist. 

(6) q = l l ,  n=10 und H=PSL(2, 11). 

Beweis. Zunfichst zeigen wir, dab die sechs Ausnahmef/ille wirklich vor- 
kommen und dab es fiir H keine anderen M6glichkeiten gibt, falls q und n die 
unter (1) bis (6) aufgefiihrten Werte haben. 

Ad (1). Naeh DICKSON [9] w167 280, 281 sind die Gruppen PSL(2, 4) und 
PSL(2, 5) isomorph. Aus dieser Isomorphie folgt, dab die PSL(2, 4) eine Dar- 
stellung als zweifach transitive Permutationsgruppe vom Grade 6 besitzt, d.h. 
q=4, n=5  und H=PSL(2, 4) kommt vor. Da die PSL(2, 4) einfach ist, ist sie 
zur Gruppe ihrer inneren Automorphismen isomorph. Diese operiert aber als 
zweifach transitive Permutationsgruppe yore Grade 6 auf den 5-Sylow-Gruppen 
der PSL(2, 4) und jede zweifaeh transitive Darstellung vom Grade 6 der 
PSL(2, 4) ist dieser Darstellung ~quivalent. Daher folgt, da die PSL(2, 4) in 
PFL(2, 4) normal ist, dab auch die PFL(2, 4) eine zweifach transitive Dar- 
stellung vom Grade 6 besitzt. Andere M6gliehkeiten fiJr H gibt es nicht, da 
der Index von PSL(2, 4) in PFL(2, 4) gleieh 2 ist. 

Ad (2). DaB die PSL(2, 5) eine zweifaeh transitive Darstellung vom Grade 5 
besitzt, folgt aus der Isomorphie dieser Gruppe mit der PSL(2, 4). Nun ist 
jede Darstellung vom Grade 5 der PSL(2, 5) /iquivalent der Darstellung der 
Gruppe der inneren Automorphismen als Permutationsgruppe auf den 2- 
Sylow-Gruppen. Hieraus folgt wegen der Normafifftt von PSL(2, 5) in PGL (2, 5), 
dab auch die PGL(2, 5) eine zweifach transitive Darstellung vom Grade 5 be- 
sitzt. Andere M6glichkeiten gibt es wegen PGL(2, 5)=PFL(2, 5) nicht. 

Ad (3). Nach D:CKSON [9] w 282 sind die Gruppen PSL(2, 7) und PSL(3, 2) 
isomorph. Nun ist bekanntlieh die PSL(3, 2) die Kollineationsgruppe der pro- 
jektiven Ebene der Ordnung 2 und besitzt daher eine zweifach transitive Dar- 
stellung vom Grade 7. Jede solche Darstellung ist/iquivalent einer Darstetlung 
der Gruppe der inneren Automorphismen auf einer Klasse konjugierter 
Oktaedergruppen. Nach D:cKso~ [9] w 257 gibt es 14 solcher Oktaedergruppen 
in der PSL(2, 7), die alle unter PGL(2, 7) konjugiert sin& Folglich kann die 
PGL(2, 7) keine Darstellung als zweifaeh transitive Permutationsgruppe vom 
Grade 7 haben. Weitere M6glichkeiten fiir H gibt es nieht, da PGL(2, 7)= 
PFL(2, 7) ist. 

es ist 
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Ad (4). Sei G=PSL(2, 8) und S e i n e  3-Sylow-Gruppe von G. Wegen 
o ( G ) = 9 . 8  �9 7 ist o(S)=9. Nach DICKsoN [9] w 243 ist S, da ja alle Sylow- 
Gruppen konjugiert sind, zyklisch. Der Normalisator von S ist nach D~c~zsoN 
[9] w 246 eine Dieder-Gruppe der Ordnung 18. Die Anzahl der 3-Sylow-Grup- 
pen von Gist  daher 28. Die Gruppe G besitzt also eine transitive Darstellung 
yore Grade 28 und folglich auch K=PFL(2, 8). Da der Normalisator einer 
3-Sylow-Gruppe die Ordnung 18 hat und die 3-Sylow-Grnppen nach DICKSON 
[9] w 243 paarweise den Durchschnitt 1 haben, folgt, dab auch Sc~ JV'T= 1 ist, 
falls T eine yon S verschiedene 3-Sylow-Gruppe yon Gist. Daher zerlegt S die 
Menge J -  der yon S verschiedenen 3-Sylow-Gruppen in drei Transitivitfits- 
gebiete ~ der Lfinge 9. Ist nun S eine 3-Sylow-Gruppe yon K, die S enthfilt, so 
folgt aus o (S)= 27, dab S entweder auf J transitiv ist oder aber die gleichen 
Transitivit/itsgebiete wie S hat. Es genfigt also ffir eine 3-Sylow-Gruppe S von K 
zu zeigen, dab z.B. ~ + ~  ist. 

Das Polynom f(x)=x3+x+ 1 ist irreduzibel fiber GF(2), jedoch f ( x ) = 0  
16sbar in GF(8). Daraus folgt, dab ein aeGF(8) mit f ( a ) = 0  die multiplikative 
Gruppe yon GF(8) erzeugt. Sei also as GF(8) und f(a)= 0. Die Matrix 

(: a> Ai= -~ 1 ' i=0 ,1  . . . . .  6, 

ist ein Element der Ordnung 3 in PSL (2, 8). Ferner ist 

0') 
Nach DICr~SON [9] w 243 bestimmen die At daher sieben paarweise verschiedene 
3-Sylow-Gruppen yon PSL(2, 8). Sei 

C -  a -(:.::) 
Dann ist C a =Ao und folglich o (C)= 9. Die Matrix C erzeugt also eine 3-Sylow- 
gruppe yon G, sie werde mit S bezeichnet. Setzt man Bj=C -~ A 1C i, j = 0 ,  
1, ..., 8, so ist 

B o = ( 0  a )  (~6 aa) (a2 a 4) 
a 6 1 B~= B2= ' 12 2 ' a 6 a 6 , 

:.) ~ : ::) ) 
::) :.) 

Man sieht, dab A 1 und A6 unter S konjugiert sind, wfihrend es kein Element 
aus S gibt, welches A1 in A i oder A/-1 transformiert, wenn nur i von 1 und 6 
verschieden ist. Die 3-Sylow-Gruppen, die A 1 und A 6 enthalten, liegen also im 
gleichen Transitivit~itsgebiet ~ von S, wfihrend die 3-Sylow-Gruppen, die die 

29* 
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iibrigen A i enthalten, nicht in oj~ liegen. Nun zerlegt die von o- mit x ~  x a er- 
zeugte Untergruppe yon PFL(2, 8) die Menge der At in drei Tr~insitivit/its- 
gebiete, nfimlich {Ao}, {A1, A2, A4} und {A3, As, A6}. Daraus folgt dann nach 
dem weiter oben Bemerkten, dab S auf 5" transitiv ist. Folglich besitzt PFL (2, 8) 
eine zweifach transitive Darstellung vom Grade 28. Aus Ordnungsgriinden 
gibt es keine weiteren MOglichkeiten fiir H. 

Ad (5). Nach DICKSON [91 w 287 sind die Gruppen PSL(2, 9) und d 6  
isomorph. Daher besitzt die PSL(2, 9) eine zweifach transitive Darstellung vom 
Grade 6. Jede solche Darstellung ist fiquivalent der Darstellung der Gruppe der 
inneren Automorphismen auf einer Klasse konjugierter Ikosaedergruppen. 
Nun enthNt nach DICKSON [9] w 259 die PSL(2, 9) genau 12 Ikosaedergruppen, 
die alle unter PGL(2, 9) konjugiert sin& Folglich besitzt die PGL(2, 9) keine 
zweifach transitive Darstellung vom Grade 6. Sei nun o- die durch x~=x 3 
definierte Abbildung aus PFL(2, 9). Dann hat a die Fixpunkte 0, 1, 2 und oo. 
Daraus folgt, dab es eine Untergruppe der Ordnung 3 in PSL(2, 9) gibt, die 
yon o- zentralisiert wird. S sei eine solche Gruppe and A sei eine zur d 5 iso- 
morphe Untergruppe, die S enthNt. Dann ist S = a -  ~ S a ~ o- - 1 A or, d, h, es ist 
S~_Ac~a-lAcr. Daraus folgt, dab A und a - l A  a bereits unter PSL(2, 9) kon- 
jugiert sind, da die Ordnung des Durchschnittes zweier nicht konjugierter 
Untergruppen yon PSL(2, 9), die beide zur d 5 isomorph sind, gleich 10 ist. 
Die beiden Klassen konjugierter Ikosaedergruppen werden also yon o- invariant 
gelassen. Folglich besitzt auch H =  PSL(2, 9) ( a )  eine zweifach transitive Dar- 
stellung vom Grade 6. 

Ad (6). Die PSL(2, 11) besitzt eine primitive Darstellung auf 11 Ziffern 
(DmKSON [9] w 262). Die Standuntergruppe S einer Ziffer ist isomorph der d s .  
Ferner hat S nut eine Ziffer als universelles Fixelement, da die Darstellung 
primitiv ist. Daher zerlegt S, falls die Darstellung nicht zweifach transitiv ist, 
die Ziffern in ein Transitivitfitsgebiet ~ der L/inge 1 und zwei Transitivitats- 
gebiete ~ und ~ der Lfinge 5. Auf ~ und ~ operiert S dann als alter- 
nierende Gruppe vom Grade 5. Insbesondere ist S also zweifch transitiv auf 

und ~ 3, was nach MANNING [18] Theorem nicht sein kann. Also ist die 
Darstellung zweifach transitiv. Da es nach DtcI(soN [9] w insgesamt 
22 Ikosaedergruppen in der PSL(2, 11) gibt, die unter PGL(2, 11) alle konju- 
giert sind, kann die PGL(2, 11) keine zweifach transitive Darstellung yore Grade 
11 besitzen. 

Nun zeigen wir, dab dies alle AusnahmefNle sind. Sei also G = PSL(2, q)~_ 
Hc_K=PFL(2, q). Ferner besitze H eine treue Darstellung A als zweifach 
transitive Permutationsgruppe vom Grade n+  1. Ist q<_3, so besitzt G eine 
abelsche, charakteristische Untergruppe N der Ordnung q + 1. Da H durch A 
treu dargestellt ist, muB N in der Darstellung A seharf transitiv vom Grade 
n + 1 sein. Folglich ist n + 1 = q + 1, d.h. n = q. Wir k/Snnen also annehmen, dab 
q>3  ist. Nach DICKSON [9] w 261 ist G dann einfach. Nun ist G normal in K 
und daher auch normal in H. Da G einfach ist, ist G ein minimaler Normalteiler 
in H. Ist F der G in A entsprechende Normalteiler, so ist also auch F einmini- 
maler Normalteiler yon A. Aus der zweifachen Transitivit~it yon A folgt daher 
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nach BtJrtNSIDE [7] w 154, dab F primitiv vom Grade n + 1 ist. Um n zu berech- 
nen, brauctiert wir folglich nur die Indizes der maximalen Untergruppen yon 
F auszurechnen und dabei zu beachten, dab n(n+ 1) ein Teiler von o(H) ist. 
Da o(H) ein Teiler yon o(K) ist, ist also auch n(n+ 1) ein Teiler yon o(K). Ist 
q=p~, so ist o(K)=sq(q z -  1) undes  gilt daher 

(i) n(n+ 1) teilt sq(q z -  1). 

Als maximale Untergruppen yon G kommen nach DICKSON [9] w 262 nur die 
folgenden Gruppen in Frage 1): 

1. N =  ~ @ ,  wobei @ eine p-Sylow-Gruppe yon Gist.  

2. Dieder-Gruppen D1 mit o (D1)=q+ 1 bzw. 2(q+ 1) je nachdem, o b p > 2  
oder p = 2 ist. 

3. Dieder-Gruppen D 2 mit o(D2)= q -  1 bzw. 2 ( q -  1) je nachdem, ob p > 2  
oder p = 2 ist. 

4. Gr~- PSL(2, p r) mit sr - ~ >3. 

5. G"~-PGL(2,p ~) mit p > 2  und sr-l=2k>__4. 

6. D a ~ d 4 ,  falls q -- __ 3 mod 8. 

7. D4 -~ 5~ falls q - _+ 1 rood 8. 

8. D 5 -~ d 5 ,  falls q -  __ 1 mod 10. 

Es ist o(PSL(2, q)) = �89 _ 1) bzw. = q(qZ _ 1), je nachdem p > 2 oder = 2 
ist. Ferner ist o(N)=�89 1) oder = q ( q -  1), je nachdem p > 2  oder =2  ist. 

1. Fall. n + 1 = [G: N]. Nach dem eben Bemerkten ist daher 

2-1 q(q2_ 1) _ q(q2_ 1) 
n + I = [ G : N ] =  2 _ ~ q ( q _ l  ) q ( q - 1 )  - q + l ,  d . h . n = q .  

2. Fall. n+l=[G:D1]=�89 ). Dies ist wieder fiir alle q richtig. 
Nach (i) ist daher �89 1) -  1 = �89 ein Teiler yon sp*(p 2~- 1). 
Nun ist ( �89  �89 1. Folglich ist �89 ein Teiler yon 
2s(p * + 1). Daher istp 2 ~ - p * -  2____ 4sp ~ + 4s. Hieraus folgt, dab p 2 , _  (4s + 1)p *____ 
4 s + 2  ist. Dann ist 

(p~_ 4 s + l )  2 ( 4 s + l )  2 
2 __<4s+2-b 

Hieraus folgt, dab 
4s+1  4s+1  

p~ - -  < 4 s + 1 + - -  
2 2 

ist. Also ist p~<8s+2 .  Ist nun p t > 8 t + 2 ,  so folgt, dab f f+~>8tp+2p> 
8( t+  1)+2 ist. Ist p__> 11, so ist p >  10 und daher p~>Ss+2.  Daher folgt aus 
p~<8s+2 ,  dab p = 2 ,  3, 5 oder 7 ist und man sieht leicht, dab p~=2, 4, 8, 16, 

1) Die Dicksonsche Liste ist nicht vollst/indig. Es fehlen jedoch nur die Dieder-Gruppen 
der Ordnung 2(q___ 1), falls q gerade ist. 
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32, 3, 9, 5 oder  7 ist. Mit  Hilfe von  (i) sieht man,  dab nur  q = 4 oder  8 m6glich 
ist. D a n n  ist aber  n =  5 bzw. 27, d.h.  wir haben  gerade die Falle (1) und  (4) 
vor  tinS. 

3. Fall. n+l=[G:D2]=�89 Aus ( i ) f o l g t ,  dab  � 8 9  ein 
Teller yon  sq(q 2-1)  ist. Hieraus  folgt, dab �89 1 ) -  1 sogar ein Teiler von  
2 s (q - 1) ist. D a n n  ist aber  p 2 ~ + (1 - 4 s) p~ < 2 - 4 s < 0. Folglich ist p~ < 4 s - 1. 
Is t  p >= 3 und  ist p~ > 4 s - 1 bereits bewiesen, so ist p~ + 1 > p (4 s - 1) > 2 (4 s - 1 ) > 
4 ( s +  1 ) - 2 .  Hieraus  folgt, dab  auch p ~ + l > 4 ( s +  1 ) -  1 ist. Ferner  ist 2 4 =  
1 6 > 4 . 4 - 1 .  Aus 2S>4s  - 1 folgt einmal s > 4  und 2 s + 1 > 4  �9 2 s - 2 = 4 ( s +  1)+  
4 ( s -  1 ) - 2 > 4 ( s +  1 ) -  1. Aus p~<4s-  1 folgt daher,  daB p~=2 ,  4 oder  8 ist. 
Aus (i) folgt, dab pS = 2 ist. D a n n  ist aber  n = 2 = q. 

4. Fall. Sei M =  Gr oder  = G ~ und n + 1 = [G: M]. D a n n  ist 

n + l = a - l p ~ - r  p 2 S - 1  
p2r-- 1 

und  a = 1 oder  2. Nach  (i) ist dann  
P2S--1 1 

a - l p ~-~ p2~_  1 

ein Teiler von  sp~(p 2~- 1). Wegen s-r>= 1 und ( n +  1, n ) =  1 ist 

a-  l p ~-" P 2 ~ - 1  1 
p 2 r - -  1 

sogar  ein Teiler yon  s (p  2 " -  1). Hieraus  folgt, dag  

i p2~_  1 l l < s ( p 2 , _ l  ) pS-r a - t  P 2 ' - 1  

ist. Wegen  s > s - r > 2 r  ist dann  

p2S_~_ p2r__ l  p2r  1 
a -1  - < S  < S  p2---g-~_ 1 = S .  p2 r__ 1 -- pS-r 

Folglich ist, da a____2 ist, p2~_  1 < 2 s ( p  2 ~ -  1 ) < 2 s ( p  ~ -  1). Hieraus  folgt, dag  
p ~ + l < 2 s  ist. N u n  ist p=>2. Sei bereits bewiesen, dab  f f ~ 2 t  ist. D a n n  ist 
ff+l >2pt>2( t+ 1). Daher  ist s te t sp~+ 1 > 2 s :  ein Widerspruch.  Folglich kann  
der G r a d  von H nicht gleich [G :M]  sein. 

5. Fall. Sei nun 

n+I=[G:DJ= pS(pZS-  1) ( i = 3 , 4 , 5 ) .  
2o(Di) 

Nach  (i) ist wieder n = [G:D~] - 1 ein Teiler yon  spS(p 2 ~- 1). Wegen (n + 1, n) = 1 
ist dann  n sogar ein Teiler yon  2 s o (Di). Folglich ist p~ (p 2:~_ 1 ) < 4 [o (D g) ] 2 s + 
2o(Di)  und daher  
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(ii) p~ (p2 ' - l )<2 .4 [o (D~) ]  2 s. 

Sei p~(pZS_ 1)> 8 [o (Di)] z s. Dann ist 

pS+ 1(p2 (s+ x)_ 1) > pS+l (pZ ~+z _p2) > 8p3 [o (D~)32 s > 8 [o(DO]Z(s + 1). 

Es gilt also 
Off) Aus ps(pZs 1)>8 [o(Oi)] 2 s folgt, dab aueh 

p~+l (p2 (~ + 2) _ 1) > 8 [o (Di)] / (s + 1) 
ist. 

Sei i=3.  Nach (ii) ist dann p S ( p 2 ~ - l ) < 2 .  242s. Sei p > l l .  Dann ist 
p ( p 2 - 1 ) > 1 2 . 1 1  �9 10>2.242.  Aus (ii) und (iii) folgt daher, dab p = 3 , 5  oder 
7 ist. Ebenso leieht sieht man, dab q nur gleich 3, 9, 5 oder 7 sein kann. Nun 
ist aber q - _ 3 rood 8. Folglich kann q nur gleich 5 sein, da wir q > 3 voraus- 
gesetzt hatten. Dann ist n =4:  Dies ist der Fall (2). 

Sei i=4.  Nach (ii) ist dann p ~ ( p 2 ~ - l ) < 2 .  482s. Mit Hilfe von (iii) sieht 
man wieder, dab p~=3, 9, 5, 7, 11 oder 13 ist. Aus q~-_+_l rood8 folgt, dab 
nut  q=  7 oder 9 in Frage kommen, q=  7 ergibt n = 6, d.h. den Fall (3) und 
q=9  ergibt n=14.  Nun ist 14 kein Teiler yon 2 . 9 . 8 0 ,  so dab also q=9  
und n = 14 nicht mSglich ist. 

Sei schlieBlich i=  5. Mit Hilfe von (ii) und (iii) und q ~- +_ 1 rood 10 erMlt 
man, dab ffir q nur die Werte 9, 11, 19 und 29 in Frage kommen, q = 9  fiihrt 
auf n=5 ,  d.h. den Fall(5). Mit q = l l  errechnet man ftir n den Wert 10: 
Dies ist der Fall (6). Die iibrigen Werte ffthren mit (i) auf einen Widerspruch. 
Damit ist Satz 1 bewiesen. 

2. Kennzeichnungen der endlichen desarguesschen Ebenen 
mit Hilfe gewisser Untergruppen der projektiven Gruppe dieser Ebenen 

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Frage, ob eine endliche projek- 
tire Ebene der Ordnung q =pr, p eine Primzahl, die eine Kollineationsgruppe 
besitzt, die zur SL(2, q) bzw. PSL(2, q) isomorph ist, desarguessch ist. Unter 
gewissen zus~tzlichen Bedingungen, die m6glicherweise iiberflfissig sind, ist 
dies richtig, so dab wir also, da die projektive Gruppe einer desarguesschen 
Ebene der Ordnung q ja stets Untergruppen enthNt, die zur SL(2, q) bzw. 
PSL(2, q) isomorph sind, Kennzeichnungen der endlichen desarguesschen 
Ebenen erhalten. 

Satz 2. Ist g eine endliche projektive Ebene der Ordnung q=p~, p eine 
Primzahl, ist ferner A eine zur SL(2, q) isomorphe Kollineationsgruppe yon g 
und ist ferner, falls p = 2 ist, jede Involution aus A eine Perspektivitiit, so ist 
g desarguessch. 

Beweis. Sei zun~chst p = 2, d.h. q = 2 r. Wir beweisen dann: 

(1) A besitzt ein universelles Fixelement. 

Sei S e i n e  2-Sylow-Gruppe von A und 1 +a~S .  Da die 2-Sylow-Gruppen 
der SL(2, 2 ~) elernentarabelsche 2-Gruppen sind, ist a eine Involution. Nach 
Voraussetzung ist daher a zentral und, da die Ordnung yon g gerade ist, 
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sogar eine Translation. Sei P das Zentrum und g die Achse von a. Dann ist, 
da ~ abelsch ist, pz=p  und g~=g. Ist ferner 1 4=ze27, so ist �9 ebenfalls eine 
Translation. Ist Q das Zentrum und h die Achse yon z, so ist wieder QZ=Q 
und hZ=h. Ist Q # P ,  so ist QP Fixgerade aller Involutionen aus ~. Da ferner 
Q und P unter 27 festbleiben, ist Q P Achse aller Translationen aus ~. Dual 
gilt: Ist g #h,  so ist g c~ h Zentrum aller Translationen aus N. Die Translationen 
aus ~ haben also alle entweder das gleiche Zentrum oder die gleiche Achse 
oder aber gleiches Zentrum und gleiche Achse. Wir k6nnen daher ohne Be- 
schr/inkung der Allgemeinheit annehmen, dab g die Achse jeder Involution 
aus Z ist. Ist T eine yon 27 verschiedene 2-Sylow-Gruppe von A, so gibt es, 
da ja 27 und T konjugiert sind, eine Gerade h, die Achse jeder Translation 
aus T ist. Ist h=g, so ist gZ =g,  da A yon ~ und T erzeugt wird, und A hat 
folglich ein universelles Fixelement. Sei also h 4=g. Der Punkt gc~h ist Fix- 
punkt sowohl yon ~ als auch von T, da ja r und T als elementarabelsche 
2-Gruppen nur Translationen mit der Achse g bzw. h enthalten. Da A yon 
und T erzeugt wird, ist g n h  auch universeller Fixpunkt yon A. Damit ist (1) 
bewiesen. 

Wir k6nnen ohne Beschrfinkung der Allgemeinheit annehmen, dag A einen 
universellen Fixpunkt P hat. Es gilt dann 

(2) A ist auf den Geraden durch P transitiv. 

W/ire n/imlich A auf den Geraden durch P nicht transitiv, so liege A wegen 
q 4 = 5, 7, 9, 1 1 nach DICKSON [9], w 262 alle Geraden durch P lest. A besfiinde 
also nur aus Perspektivit/iten mit dem Zentrum P. Dann w/ire aber o(A)= 
q(q2_ 1) ein Teller von q2(q_ 1): ein Widerspruch. Daher gilt (2). 

Da die SL(2, 2 r) nur eine Darstellung als Permutationsgruppe vom Grade 
2r+ 1 hat, folgt nach DICKSON [9], w167 239, 240 die Giiltigkeit von 

(3) A ist auf den Geraden durch P scharf dreifach transitiv. 

g und h seien zwei verschiedene Geraden durch P. Ferner sei Ag, h die Stand- 
untergruppe dieser beiden Geraden. Aus (3) und o(A)=q(q2-1) folgt, dab 
o(Ag, h)=q-1 ist. Nach DICKSON [9] w 260 sind alle Untergruppen der Ord- 
nung q - 1  zyklisch. Folglich ist auch Ag, h zyklisch. Es seien Q, Reg-{P}  
und Q 4=R. Ferner sei 6zAg, h mit Q~=Q und R6=R. Die yon 6 erzeugte 
Gruppe werde mit H bezeiehnet. Dann ist natiJrlich QH=Q und RH=R. 
Nach (3) gibt es ein a~A mit g~=h und h~=g. Dann ist 6-1Ag,a~r=A~, h 
und da H wegen der Zyklizit~t von Ag, h in Ag, h charakteristisch ist, ist also 
aueh a -1  H a =  H. Die Punkte Q~ und R ~ sind Fixpunkte yon a -1  H a, d.h. 
von H und damit yon 6. Ferner ist Q~, R"eh-{P}.  Folglich bilden die Punkte 
Q, R, QL R" ein nicht ausgeartetes Viereek. Hieraus folgt, dab 6 eine nieht 
ausgeartete Teilebene Y yon g elementweise festl/iBt. Wegen Pz=P ist P 
ein Punkt von ~-. Folglich gehen durch P mindestens drei Fixgeraden yon 6. 
Aus (3) folgt dann, dab 6 = 1 ist. Ein v o n d e r  Identit~it verschiedenes Element 
aus Ag, h hat also auf g-{P}  h6chstens einen Fixpunkt. Sei nun 6 ein Element 
yon Primzahlordnung aus Ag, h. Da q und q -  1 teilerfremd sind, hat 6 minde- 
stens einen und damit genau einen Fixpunkt Q auf g - { P } .  Weil Ag,~ abelsch 
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ist, ist daher Q ein universeller Fixpunkt von Ag, h. Folglich operiert Ag, hauf 
g-{P,  Q} regular. Wegen o(Ag, h)= q -  1 gilt daher, wenn q > 2  ist 

(4) Ag, h hat auf g genau zwei Fixpunkte, von denen einer gleich P ist. Die 
restlichen Punkte von g bilden ein Transitivitfitsgebiet von Ag, h, 

Angenommen, P wfire Zentrum einer involutorischen Translation aus A. Dann 
ist P, da alle Involutionen in A konjugiert sind, Zentrum jeder involutorischen 
Translation aus A. Nun k6nnen nicht alle involutorischen Translationen aus 
A die gleiche Achse haben, da dann A, das ja von seinen Involutionen erzeugt 
wird, eine Gerade punktweise festlieBe, was nach der zu (2) dualen Aussage 
nicht m6glich ist. Nach GL~ASON [12], Lemma 1.2 sind daher alle Involutionen 
aus A miteinander vertauschbar: ein Widerspruch. 

(5) P ist niemals Zentrum einer involutorischen Translation aus A. 

Sei nun 27 eine 2-Sylow-Gruppe von A. Dann l~il3t 27 eine Gerade g durch P 
lest. Ist 1 =~a~27, so ist a eine involutorische Translation mit g~'=g. Hieraus 
folgt, dab das Zentrum von o- auf g liegt. Da P nach (5) nich~ das Zentrum 
von a ist, andererseits P unter a festbleibt, muB g die Achse von a sein, d.h. 
g i s t  Achse jeder Translation aus 27. 

I. Fall. Es gibt zwei nicht triviale Translationen in 27, die verschiedene 
Zentren haben. Hieraus folgt zun~ichst, dab q > 2 ist. Q und R seien zwei ver- 
sclaiedene Punkte auf g, die Zentren von nicht trivialen Translationen aus 27 
sind. Aus (5) folgt, dab Q, Reg- {P}  ist. Nach (4) k/Snnen daher wegen 
q > 2  nicht beide Punkte unter Ag, h festbleiben. Nun gibt es in S genau q - 1  
nicht triviale Translationen. Daraus folgt dann, dab es auf g genau q - 1  
Punkte gibt, die Zentren nicht trivialer Translationen arts 27 sind. Da alle 
2-Sylow-Gruppen miteinander konjugiert sind, gilt 

(6) Ist T eine 2-Sylow-Gruppe von A und g die Gerade durch P, die von T 
festgelassen wird, so gibt es einen Punkt Feg-{P} ,  der nicht Zentrum 
einer nicht trivialen Translation aus T ist, wfihrend jeder Punkt von 
g - { F ,  P} Zentrum yon genau einer nicht trivialen Translation aus T ist. 
Ferner ist g die Achse aller Translationen aus T. 

Der Punkt Fsg ist also dadurch gekennzeichnet, dab er der einzige yon P 
verschiedene Punkt auf g is t ,  der nicht Zentrum einer involutorischen Trans- 
lation aus A ist. Daraus und aus (2) folgt, dab I FA[=q+I ist. Wir wollen 
nun zeigen, dab keine drei Punkte yon F A kollinear sind, d.h. 

(7) F ~ ist ein Oval. 

Da A transitiv auf F d operiert, genfigt es zu zeigen, dab F mit keinen zwei 
weiteren Punkten yon F a kollinear ist. Nun ist T auf den yon g verschiedenen 
Geraden durch F transitiv, da F j a  niemals Zentrum einer nicht trivialen Trans- 
lation aus T ist. Folglich liegt auf jeder Geraden durch F, die yon g verschieden 
ist, mindestens ein Punkt von F A-{F} und damit wegen I FAI=q+ 1 genau 
einer. Also gilt (7). 

(8) A zerlegt die Menge der Punkte von ~ in genau drei Transitivit~itsgebiete, 
nfimlich ~ ={P},  ~2 =F~ und ~3 = Menge aller fibrigen Punkte. 
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Es ist daher 141=1,  lN21=q+l  und ]~31=q2-1 .  Nach (2) bilden die Ge- 
raden durch P ein Transitivitfitsgebiet r yon A. Nun folgt aus (3), dab A 
auf F d dreifach transitiv ist. Daher bilden die Geraden, die F z in zwei ver- 
schiedenen Punkten treffen, da F ~ nach (7) ein Oval ist, ebenfalls ein Transi- 
tivitfitsgebiet Na von A. Nun folgt aus (8) nach DEMBOWSKI [8] Satz 1 und 
Satz 2, dab die Anzahl der Geradentransitivitfitsgebiete yon A ebenfalls gleich 
drei ist. Es gibt also nur noch ein weiteres Transitivitfitsgebiet ~3 u n d e s  ist 
leicht zu sehen, dab N3 gerade aus dell Geraden besteht, die keinen Punkt 
von F ~ enthalten. Es ist [ ~ l l = q + l ,  l ~ 2 l = � 8 9  und [ ~ 3 ] = � 8 9  

Wir k6nnen nun 6 ~ folgendermaBen innerhalb von A darstelten: 

1 ~ Dem Punkt P ordnen wir die Menge H={JVTIT ist 2-Sylow-Gruppe 
yon 4} zu. 

2 ~ Ist X e ~  2, so ordnen wir X die Gruppe A x zu. Da A nach (3) auf ~2 
primitiv operiert, ist die Znordnung X~Ax eineindeutig. Ferner ist o(Ax)= 
q(q-1). Folglich ist Ax=JV'T, wobei T eine geeignete 2-Sylow-Gruppe yon 
A ist. 

3 ~ Ist X s N  3 , so ordnen wir X die eindeutig bestimmte involutorische Trans- 
lation axsA zu, deren Zentrum X ist. Die Abbildung X~o- x mit X~#~3 ist 
ebenfalls eineindeutig. 

4 ~ Ist y eine Gerade, so ordnen w i r y  die Gruppe Ay zu. Die Zuordnung 
y~Ay ist fiir YeN1 eine umkehrbar eindeutige Abbildung yon N1 auf die 
Menge der Normalisatoren der 2-Sylow-Gruppen yon A, fiir Y~N2 eine um- 
kehrbar eindeutige Abbildung yon N2 auf die Menge der Dieder-Gruppen 
der Ordnung 2 ( q -  1) aus A und fiir YsN3 eine eineindeutige Abbildung yon 
Na auf die Menge der Dieder-Gruppen der Ordnung 2(q+  1) aus A. 

Wir miissen nun nut  noch die Inzidenzen beschreiben. Es ist PEy genau 
dann, wenn Ar~lI ist. Ist X s ~ 2 ,  so ist Xsy genau dann, wenn entweder 
Ax=Ay oder o(Axc~Ar)=q-1 ist. Ist X e N  3, so ist Xsy genau dann, wenn 
CrxsAy ist. Man verifiziert miihelos, dab dies richtig ist. 

Um zu zeigen, dab die Ebene 6 ~ desarguessch ist, brauchen wir nur noch 
zu zeigen, dab man eine desarguessche Ebene der Ordnung q = 2 r auf die gleiche 
Weise innerhalb der SL (2, q) darstellen kann. 

Sei also ~- eine desarguessche projektive Ebene der Ordnung q = 2  r. Da 
~" desarguessch ist, kSnnen wir ~- mit Hilfe eines 3-dimensionalen Vektor- 
raumes V fiber K =  GF(q) darstellen (s. BAER [4], Theorem S. 302). Die Punkte 
yon o ~ sind dann die 1-dimensionalen Unterriiume K(x, y, z) von V, wobei 
x, y, zeK und (x, y, z) 4(0,  0, 0) ist. Man rechnet leicht nach, dab die Punkt- 
menge c~={K(0, 1, 0), K(k, k 2, 1) [ ksK} ein Oval in ~ ist. Man iiberzeugt 
sich ebenso leicht, dab die yon 

s=  1 
0 
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und 

So= a 2 a,b~K,a+O 
b 2 

erzeugte Gruppe S von linearen Abbildungen yon V eine Kollineationsgruppe 
Z yon ~ induziert, die einmal cg invariant lfiBt 2) und die zum andern zur 
SL(2, q) isomorph ist. Hieraus folgt schlieBlich, daB g und Y sich auf die 
gleiche Weise innerhalb der SL(2, q) darstellen lassen, so dab also g und ~- 
isomorph sind: g ist desarguessch. Ferner sieht man noch, dab F A und cg 
projektiv fiquivalent sin& F ~ ist somit ein Kegelschnitt, da ja die Koordinaten 
der Punkte yon cg der Gleichung x 2 + y  z = 0  geniigen. 

2. Fail. Alle nicht trivialen Translationen aus Z haben das gleiche Zentrum. 
Das Zentrum aller nicht trivialen Translationen aus Z sei Q. Ferner sei T 
eine von Z verschiedene 2-Sylow-Gruppe yon A und R sei das Zentrum aller 
nicht trivialen Translationen aus T. Nach (5) ist P +Q, R und da Z von T 
verschieden ist, folgt aus (2), dab Q + R  und Pq~QR ist. Da Q das Zentrum 
aller Translationen aus ~ ist und R das Zentrum aller Translationen aus T, 
so folgt, dab QR sowohl Fixgerade yon Z als auch Fixgerade von T ist. Nun 
ist A das Erzeugnis yon Z und T. Folglich ist Q R auch Fixgerade yon A. 
Es gilt also 

(9) A besitzt einen universellen Fixpunkt P und eine universelle Fixgerade g 
mit P~g. 

Als n~chstes zeigen wir nun, daB (9) auch dann gilt, wenn q ungerade ist. 
Sei also g eine projektive Ebene der Ordnung q=p', wobei p eine von 2 ver- 
schiedene Primzahl sei. Ferner sei A eine zur SL(2, q) isomorphe Kollineations- 
gruppe yon g. Da q ungerade ist, ist o ( ~ A ) = 2 .  Ist nun 1 + a e ~ A  und ist 
keine Streckung, so lfiBt o- nach BAER [3] eine Unterebene ~- von 8 der Ord- 
nung s mit s 2 = q  elementweise fest. LieBe A die Ebene o j  punktweise lest, 
so mtiBte A, da o~ eine maximale Unterebene yon g i s t ,  auf den Punkten einer 
Geraden von ~ ,  die nicht zu o~ geh/Sren, regulfir operieren. Dann w~ire aber 
q(qZ-1)=o(A) ein Teiler yon q- s :  ein Widerspruch. Folglich operiert 
H=A/~A auf ~- effektiv, da H einfach ist. Die Punkteanzahl yon ~- ist 
gleich s 2 + s +  1 = q +  1 +s. Ist nun q +9,  so hat, da q als Quadratzahl yon 5, 
7 und 11 verschieden ist, jedes nicht triviale Transitivitfitsgebiet von H min- 
destens die L~nge q+  1 (DICKSON [9], w 263). Ferner ist s2+s+ 1 kein Teiler 
yon �89 4 -  1)=o(H).  Folglich ist H intransitiv auf ~-. Da die Anzahl der 
Geraden yon ~7 gleich q + 1 + s ist und s < q ist, folgt, dab H mindestens eine 
Fixgerade g in ~ besitzt. Nun ist s + 1 < q + 1. Daraus fotgt, daB H a u f  g die 

2) Man beachte, dab die Matrizen als Rechtsfaktoren zu schreiben sind. So ist z.B. 

K(o, ~,o) 1 --KO, 1, 1). 
0 
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Identitfit induziert. Daraus folgt wiederum, dab g c~ t=f~ ist, falls t ein nicht 
triviales Punkttransitivitfitsgebiet yon H (in @) ist. Daher ist q + 1 < I t I =< s a = q: 
ein Widerspruch. Also ist q=9 .  Dann ist aber o ( H ) = 5 . 9 . 8  ein Teiler der 
Ordnung der Kollineationsgruppe von ~ .  Andrerseits ist die Ordnung der 
Kollineationsgruppe yon ~ gleich 2 7 . 1 6 . 1 3 .  Nun ist 5 kein Teiler von 
2 7 . 1 6 . 1 3  und folglich auch dieser Fall zum Widerspruch gefiihrt. Somit 
ist o- eine Streckung. Ist P das Zentrum und g die Achse yon o', so ist P~g 
und P~=P und g~=g, da a ja im Zentrum yon A liegt. 

Um Satz 2 zu beweisen, brauchen wir daher nur noch zu zeigen, dab eine 
projektive Ebene der Ordnung q=p', die eine Kollineationsgruppe besitzt, 
die zur SL(2, q) isomorph ist, und die aul3erdem ein nicht inzidentes Punkt- 
Geradenpaar invariant 1N3t, desarguessch ist. 

Sei also g eine projektive Ebene der Ordnung q=pr, p eine Primzahl. 
Ferner sei A eine zur SL(2, q) isomorphe Kollineationsgruppe yon g. SchlieB- 
lich sei (P, g) ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar yon g mit p a =  p und 
g~ =g.  Wiirde A auf g die Identitfit induzieren, so bestiinde A nur aus (P, g)- 
Streckungen. Dann wfire aber bekanntlich q(qZ_ 1)= o(A) ein Teiler yon q -  1, 
was wegen q > 2 nicht mSglich ist. Es gibt also ein Transitivit~itsgebiet t yon 
A mit tc_g und [ t ]>2.  Dann ist q(q2-1)=o(A)=lt], o(Ae) , falls Qet ist. 
Wegen 2 < I t [ ___ q + 1 ist dann 

(10) q(q2 l)>o(AQ)>=q(q-1). 

Sei zunfichst q 4 5 ,  7, 9, 11. Aus (10) folgt dann nach DICKSON [9], w 
dab o (A Q) = q ( q -  1) ist. Folglich ist i t [ = q + 1, also t = g. Sei nun q = 5, 7 oder 11. 
Aus (10) folgt dann nach [9], w dab q+l>ltI>=q ist. Sei ] t l=q .  Dann 
gibt es genau einen Punkt Qeg mit Qa=Q. Ist h=PQ, so ist also h~=h. Da 
A auf h zwei Fixpunkte hat, entMlt jedes Transitivit~itsgebiet t' yon A mit 
t'c_h hSchstens q - 1  Punkte. Fotglich ist nach [9] w I t ' [= l ,  d.h. A indu- 
ziert auf h die Idenfit/it. Somit besteht A nur aus Perspektivitfiten mit der 
Achse h. Hieraus folgt, dab q(q2_ 1) ein Teiler von q2(q_ 1) ist: ein Wider- 
spruch. Also ist auch in diesen FNlen I t l = q + l ,  d.h. t=g. Sei schliel31ich 
q=9 .  Ist I t l<10,  so ist wegen (10) und [9] w dann l t l=6 .  Folglich t/iBt 
A auf g vier verschiedene Punkte fest. Q, R, S, T seien diese Punkte. Dann sind 
aber auch die Geraden PQ, PR, PS und PT unter A invariant. Da A auf 
jeder dieser Geraden zwei Fixpunkte hat, 1/iBt A auf jeder dieser Geraden 
mindestens vier Punkte lest. Daraus folgt, dab A eine echte Unterebene ~- 
von g der Ordnung s > 3  elementweise festlfiBt. Nun ist nach BRtJc~ [6] 
Lemma 3.1 stets sZ<=q, falls q die Ordnung einer projektiven Ebene g und s 
die Ordnung einer echten Unterebene yon g i s t .  In unserem Falle ist also 
sZ<=9, d.h. s<3 .  Andrerseits war s>3 .  Folglich ist s=3 .  Ist nun he ine  Ge- 
rade yon ~ ,  so operiert A auf den Punkten yon h, die nicht zu ..~ gehSren, 
regulfir, da ~-g eine maximale Unterebene von d o ist. Folglich ist 10 �9 9 �9 8 =o(A) 
ein Teller yon 1 0 - 4 = 6 :  ein Widerspruch. Also ist auch in diesem Falle t=g. 
Wir haben also 

(11) A induziert auf g eine transitive Permutationsgruppe. 
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N sei der Normalteiler von A, der auf g die Identitfit induziert. Da AI:~A 
einfach ist, andrerseits aus (11)folgt,  dab N =hA ist, ist N__~A. Da ferner 
o(:~A)<p ist, mug jede p-Sylow-Gruppe von A auf g effektiv operieren. Aus 
q + 1 -= 1 mod p folgt, dab jede p-Sylow-Gruppe yon A mindestens einen Fix- 
punkt auf g hat. Zwei verschiedene p-Sylow-Gruppen erzeugen A und k/Dnnen 
daher wegen (11) auf g keinen gemeinsamen Fixpunkt haben. Da nun die 
Anzahl der p-Sylow-Gruppen von A nach DICKSON [9] w 260 gleich q +  1 ist, 
folgt, dab jede p-Sylow-Gruppe von A genau einen Fixpunkt auf g hat. Ferner 
folgt, dab auch jeder Punkt yon g Fixpunkt einer p-Sylow-Gruppe ist. Da 
die Gruppe der inneren Automorphismen von A auf den p-Sylow-Gruppen 
von A zweifach transitiv ist, ist A auch auf den Punkten von g zweifach transitiv. 
Nun ist o(~A)__<2 < q+  1. Aus der zweifachen Transitivitfit von A auf g folgt 
daher, daf$ ~ A  auf g die Identit~it induziert. Folglich ist N = ~A.  Die yon A 
auf g induzierte Permutationsgruppe ist also zur PSL(2, q) isomorph. Daraus 
folgt schliel31ich noch, dab eine Kollineation aus A, die auf g drei verschiedene 
Fixpunkte hat, in ~ A  riegt. Es gilt also 

(12) Die yon A auf g induzierte Permutationsgruppe A* ist anf den Punkten 
yon g zweifach transitiv und nur die Identit~it aus A * lfil3t drei verschie- 
dene Punkte von g lest. Ferner ist A*~A/LTA und o(LVA)=2, falls q 
ungerade ist, und ~eA = 1, falls q gerade ist. 

Q und R seien zwei verschiedene Punkte von t. Ferner sei AO.,R die Stand- 
untergruppe dieser beiden Punkte. Es ist o(AQ, R)= q -  1 und 2fA ~--AQ, R. Nach 
DICgZSON [9] w 260 ist Ae, R/:~A zyklisch. Nach ZASSENHAUS [30] S. 140 unten 
ist darier A(2,R abelsch. Die Sylow-Gruppen ungerader Ordnung von Ae, R 
sind wegen o ( ~ A ) < 2  zyklisch. Ist ~eA=l ,  so ist also Ae, R selbst zyklisch, 
da ja in diesem Falle q - 1  ungerade ist. Ist ~eA :V1, so ist ~ A  die einzige 
Untergruppe der Ordnung 2 in A. Da Ae, R abelsch ist, ist auch die 2-Sylow- 
Gruppe yon AQ, R abelsch. Da die 2-Sylow-Gnlppe aber nur ein Element 
der Ordnung 2 entMlt, ist sie zyklisch. Also ist auch AO.,R zyklisch. 

Sei Qeg und SEPQ-{P, Q} und ~$eAe, R mit S~=S. Sei H die von 6 
erzeugte Gruppe. Dann ist auch SH=S. Schliel31ich sei cr~A und Q~=R und 
R~=Q (ein solches o" gibt es nach (12)). Dann ist ~-lAe, R ~=Ae, R und folg- 
rich, da Ae, R zyklisch ist, o--1H G=H.  Hieraus folgt, dab S~ePR-{P,R}  
ein Fixpunkt von H und damit von 6 ist. Von den vier Punkten Q, R, S und S ~ 
sind keine drei kollinear. Daraus folgt, dab/$ eine nicht ausgeartete Teilebene 
yon g elementweise festlfiI3t. Dann hat aber 6 mindestens drei Fixpunkte auf 
g und somit induziert 8 nach (12) auf g die Identitfit. Da 6 aul3erhalb g die 
Fixpunkte P und S hat, ist daher 6 = 1. Daraus folgt, dab Ae, R auf PQ-{P,  Q} 
regul~ir und wegen o(Ae, R)= q -  1 auch transitiv ist. 

Sei nun T eine p-Sylow-Gruppe von A. Es gibt dann, wie wir gesehen haben, 
genau einen Punkt Qeg mit Q'r=Q. Daraus folgt, dab (pQ)-r=pQ ist. Nun 
hat T auf PQ-{P,  Q} mindestens einen Fixpunkt, d ap  kein Teiler yon q -  1 ist. 
Da andrerseits Ae, Rim Normalisator von T enthalten ist, folgt, dab T die 
Gerade PQ punktweise festlfiBt. T besteht also nur aus Perspektivitfiten mit 
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der Achse PQ. Da nun g-r=g ist und T auf g-{Q} regulfir operiert, folgt, dag 
T = F ( Q ,  PQ) ist. 

Wir entfernen nun aus d ~ den Punkt P, die Gerade g und alle mit diesen 
inzidierenden Elemente. Die Inzidenzstruktur, die wir auf diese Weise erhalten, 
bezeichnen wir mit #*. Die Gruppe A induziert in g* eine Kollineationsgruppe, 
die wir, ohne Verwechslungen beftirchten zu mfissen, wieder mit A bezeichnen. 
Wir zeigen nun 

(13) Ist f f  eine projektive Ebene und ist (P, g) ein nicht inzidentes Punkt- 
Geradenpaar von ~-, so dag ~- eine (Q, PQ)-transitive Ebene ist ffir alle 
Q~g, so ist die Gruppe E = (F(Q, PQ) [ Q~g) auf den inzidenten Punkt- 
Geradenpaaren von ~-* transitiv. Insbesondere ist also A auf den inzi- 
denten Punkt-Geradenpaaren yon #* transitiv. 

Ist nfimlich X ein Punkt yon Y* ,  so ist F(PXng, PX) aug den Geraden 
durch X, die zu ~ *  gehtiren, transitiv. Es bleibt also nur zu zeigen, dal3 E auf 
den Punkten von i f *  transitiv ist. Sind X und Y zwei in ~-* verbindbare Punkte, 
so sind P, X und Y in f f  nicht kollinear. Folglich gibt es ein ~:eF(XYAg, 
P(XYng)) mit X~= Y. Sind Xund  Ynicht verbindbar, so gibt es einen Punkt Z 
in o ~ * ,  der sowohl mit X als auch mit Y verbindbar ist. Nach dem bereits Be- 
wiesenen gibt es ~r, zeE mit X~=Z und Z ' =  Y. Damit ist (13) bewiesen. 

Es sei H = AQ und A = A h, wobei Q, h ein inzidentes Punkt-Geradenpaar yon 
#* ist. Die Anzahl der Punkte yon #* wie die Anzahl der Geraden ist gleich 
q2_  1. Da o(A)=q(q 2- 1) ist, folgt daher aus (13), dab o(II)=q=o(A) i s t . / /  
und A sind also p-Sylow-Gruppen yon A. Uberdies i s t /7  +A. Wfire n/imlich 
II=A, so wfire, da die p-Sylow-Gruppen von A Translationsgruppen sind, 
PQngeh und folglich PQng=hng=Q: ein Widerspruch. Ist R ein Punkt 
yon g*, so definieren wir die Abbildung ~o durch (p (R)=/7  6 genau dann, wenn 
QO=R ist. Ist k eine Gerade yon g*, so definieren wir die Abbildung ~ durch 

(k) = A ~ genau dann, wenn h~ = k ist. q) ist eine eineindeutige Abbildung der 
Punkte von do* aug die Rechtsrestklassen n a c h / / u n d  ~ ist eine eineindeutige 
Abbildung der Geraden von d o* auf die Rechtsrestklassen nach A. Nach Hm- 
MAN und MCLAUGHLIN [14] Prop. 1 folgt dann aus (13), dab R~k genau dann 
gilt, wenn ~0(R)nO(k)+9 ist. Wir haben also gezeigt, dab sich do* vollstfindig 
innerhalb A beschreiben 1N3t. Da nun do durch do* bis auf Isomorphie eindeutig 
bestimmt ist, genfigt es, um nachzuweisen, dag # desarguessch ist, zu zeigen, 
dal3, falls ~" eine desarguessche Ebene der Ordnung q ist, d o* und i f *  isomorph 
sind. 

Sei also ~-r eine desarguessche projektive Ebene der Ordnung q. Sie werde 
wieder mit Hilfe eines 3-dimensionalen Verktorraumes V fiber K =  GF(q) dar- 
gestellt, g sei die Gerade mit der Gleichung z = 0  und P der Punkt K(0, 0, 1). 
Dann ist P~g. Ferner sei F die yon der Gruppe 

G= d a,b,c, deK, ad-bc~eO 
0 
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induzierte Kollineationsgruppe von f t .  Es ist p r = p  und gr=ga) .  ~berdies 
ist F~-GL(2, q). Folglich ist o(F)=q(q-1)  ( q 2  1). Es sei Q=K(1,  O, 0). Man 
rechnet leicht nach, dab F(Q, PQ) durch die Gruppe 

G(Q, PQ)= 1 a~K 
0 

treu induziert wird. Ferner ist G(Q, P Q ) c G  und o(G(Q, PQ))=q, so dab 
F(Q, PQ) wegen o(F)=q(q-1) (q2_  1) eine p-Sylow-Gruppe yon F i s t .  Nun 
erzeugen die p-Sylow-Gruppen yon GL(2, q) gerade die SL(2, q), d.h. A= 
(F(Q ~, (PQ)~) [ 7~F) ist isomorph zur SL(2, q). Hieraus folgt, dab sich ~-* 
mit Hilfe zweier p-Sylow-Gruppen in der oben beschriebenen Weise darstellen 
l~iBt. Da die Automorphismengruppe von A auf den p-Sylow-Gruppen yon A 
zweifach transitiv operiert, folgt daher, dab 8"  und ~ *  isomorph sind. Folg- 
lich ist C desarguessch und somit ist Satz 2 bewiesen. 

Korollar 1. Ist g eine endliche desarguessche projektive Ebene der Ordnung 
q=p" und ist A eine zur SL(2, q) isomorphe Kollineationsgruppe yon g, so 
operiert A auf f olgende Weise auf C: 

(a) Entweder liiJ3t A ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) lest und die 
p-Sylow-Gruppen yon A sind genau die Translationsgruppen F(Q, PQ) mit Qeg, 

(b) oder aber es ist p =2 und A liiflt einen Kegelschnitt ~ und dessen Knoten P 
invariant und jeder Punkt yon g, der yon P verschieden ist und nicht auf ~ Iiegt, 
ist Zentrurn genau einer involutorischen Translation aus A, 

(c) oder abet es ist p=2  und A operiert auf die zu (b) duale Weise auf & 
Alle drei Fiille kommen vor. 
Beweis. Istp >2, so haben wir bereits gesehen, dab A wie unter (a) beschrie- 

ben auf g operiert. Sei also 1)=2. Es geniigt dann, wie der Beweis von Satz2 
zeigt, zu zeigen, dab jede Involution aus .4 eine Perspektivitiit ist. Ist q = 2, so 
ist jede involutorische Kollineation yon d ~ eine Perspektivitfit. Sei also q>2.  
Dann istPSL(2, q) einfach. D a p = 2  ist, ist ferner SL(2, q)~ PSL(2, q). Folg- 
lich ist A einfach. Nun ist die PSL(3, q) einfach, wfihrend PFL(3, q)/PSL(3, q) 
aufRSsbar ist. 

Da nach BAEg [4] First Fundamental Theorem S. 44 die Kollineations- 
gruppe yon g zur PFL(3, q) isomorph ist, folgt, dab A in einer zur PSL(3, q) 
isomorphen Untergruppe der Kollineationsgruppe yon g und damit in der 
projektiven Gruppe von g enthalten ist. Nun folgt aus der Kommutativit~it 
yon GF(q), dab eine Involution aus der projektiven Gruppe von g keine Unter- 
ebene elementweise festlassen kann (BAER [4] Second Fundamental Theorem 
S. 68). Folglich sind alle Involutionen aus A Perspektivitiiten, q.e.d. 

Satz  3. Ist ~ eine endliche projektive Ebene der Ordnung q =p', p eine Prim- 
zahl, ist A eine zur PSL(2, q) isomorphe Koltineationsgruppe yon E und hat A 
ein (Punkt- oder Geraden-) Transitivitiitsgebiet der Liinge q+ 1, so ist ~ des- 
arguessch. 

3) Siehe FuBnote 2. 
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Beweis. Aus Dualit~itsgrtinden k6nnen wir annehmen, dab A ein Punkt- 
transitivitfitsgebiet der Lfinge q + 1 besitzt. Bezeichnen wir dieses Transitivit~its- 
gebiet mit N, so gilt nach DICKSON [9] w167 263,260 

(1) A ist auf N zweifach transitiv und nut  die Identitfit lfil?t drei verschiedene 
Punkte yon N fest. 

Ats nfichstes beweisen wir 

(2) ~ ist ein Oval oder aber es ist p = 2 und ~ ist eine Gerade. 

Sei N eine Gerade g. Hieraus folgt zun~ichst, dab jede Involution aus A eine 
Perspektivitfit ist. Ist nfimlich a~A und a =t = 1 = a 2, so hat a nach (1) h/Schstens 
zwei Fixpunkte auf g. Daher k a n n a  keine Teilebene yon d festlassen, da sonst 
wegen g~=g die Kollineation a auf g mindestens drei Fixpunkte h~itte. Da also 
a eine Perspektivitfit ist und g wegen (1) nicht die Achse von o- sein kann, mul3 
g, da ja g~ =g i s t ,  durch das Zentrum yon o- gehen, o- hat also auf g einen Fix- 
punkt. Wfire nun p > 2, so h~tte a zwei Fixpunkte auf g. Diese Fixpunkte seien 
P und Q. Einer dieser Punkte, etwa P, ist das Zentrum von a. Dann geht die 
Achse h yon cr durch Q. Nach (1) gibt es nun ein 6~A mit P~=Q und Qe=p.  
Dann ist 6-  ! a 6 eine involutorische Streckung mit dem Zentrum Q und der 
Achse h e. Nach OSTROM [20] Lemma 6 ist dann o- 6 -1 a 6 eine nicht triviale 
invotutorische Streckung mit der Achse g und dem Zentrum h c~ h ~ im Wider- 
spruch zu (1). Ist also N eine Gerade, so ist p- -2 .  Ferner ist in diesem FaUe 
PSL(2, q)~-SL(2, q) und daher, da ja alle Involutionen Perspektivit~iten sind, 
d o nach Satz 2 desarguessch. 

Sei nun N keine Gerade. Dann gibt es drei nicht kollineare Punkte P, Q, R 
in r Ist nun p = 2, so ist A auf N sogar dreifach transitiv. Folglich gibt es keine 
drei kollineare Punkte in ~ ,  d. h. ~ ist ein Oval. Ist K der Knoten des Ovals ~ ,  
so ist K~----K. Ist nun a eine Involution aus A, so hat a genau einen Fixpunkt 
in N und daher auch nur eine Fixgerade durch Ko Folglich ist a eine Perspektivi- 
t~it. Daher ist die Ebene g wegen PSL(2, 2r) ~- SL(2, 2 r) nach Satz 2 desarguesch. 

Wir k6nnen daher im folgenden annehmen, dal3p > 2 ist. Dann ist o (zle, ~) = 
�89  1) und aus (1) folgt, dab Av, e die Menge ~ - { P ,  Q} in zwei Transitivi- 
t~itsgebiete der Lfinge �89  teilt. Wfire nun S e ( P Q - { P ,  Q})c~ N, so w~ire, 
da R nicht auf PQ liegt, I(PQ - {P}) c~ N I= �89 (q + 1). Se i / / e ine  p-Sylow-Gruppe 
yon Av. Die Gruppe H ist dann transitiv auf N - { P } .  Daraus folgt, dab I lve  
auf ( P Q - { P } ) c ~  transitiv ist. Daher ist p ein Teiler yon �89 1). Dieser 
Widerspruch zeigt, dag PQ c~ ~ = { P ,  Q} ist. Da A nach (1) auf ~ zweifach tran- 
sitiv ist, ist folglich N ein Oval. 

Sei tx die Tangente an ~ im Punkte X. Dann ist fiir X + P die Abbildung 
t x -~t x c~ t v eine eineindeutige Abbildung der Tangenten tx mit X ~eP auf die 
Punkte yon t v - { P } .  Da Av, e, wie wit bereits wissen, die Menge N - { P ,  Q} in 
genau zwei Transitivit~itsgebiete der Lfinge �89  zerlegt, folgt, dab Av, Q die 
Menge der Tangenten {tx I X e ~ - { P ,  Q}} in zwei Transitivitfitsgebiete der 
Lange � 8 9  I) zerlegt. Folglich besitzt Av, Q auf t v die beiden Fixpunkte P und 
tv c~t e und zwei Transitivit~itsgebiete der Lfinge �89  1). Aus Ordnungsgriinden 
folgt, dab Av, Q auf diesen beiden Transitivit/itsgebieten schaff transitiv operiert. 
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Ist also a eine Involution aus A~,,e, so ist a, da a auf tp genau zwei Fixpunkte 
hat, eine zentrale Involution. Man sieht nun leicht, dal3 PQ die Achse und t e n  tQ 
das Zentrum yon a ist. 

Ist nun a eine Involution aus A, so tiegt o- nach DICKsoN [9] w 244 entweder 
in einer Gruppe der Ordnung �89  oder in einer Gruppe der Ordnung 
�89  Ist nun �89  ungerade, so ist q kein Quadrat. Nach BA~R [3] ist 
dann cr zentral. Ist � 89  1) gerade, dann ist �89 1) ungerade. Folglich liegt a 
in einer Gruppe Ae,• und ist also nach dem weiter oben Bewiesenen zentral. 
Es gilt also 

(3) Alle Involutionen aus A sind zentral. 

Ferner gilt 

(4) Jeder Punkt yon ~ ist Zentrum h6chstens einer Involution aus A. Ist q -= 1 
mod 4, so ist P genau dann Zentrum einer Involution aus A, wenn P ein 
~iul3erer Punkt yon ~ ist. Ist q = 3 mod 4, so ist P genau dann Zentrum 
einer Involution aus A, wenn P ein innerer Punkt yon N ist. 

Es ist klar, dal~ Punkte yon N niemals Zentren yon Involutionen aus A sind. 
Sind nun o- und ~ zwei Involutionen aus A und ist P sowohl Zentrum von o- als 
auch Zentrum yon ~, so liegt also P nicht in ~ .  Ist Q ~  und ist IPQn ~[ =2, 
so ist Q~=PQn(N-{Q})=Q ~. Ist PQnN={Q}, so ist Q~=Q=Q~. Es ist 
also Q~=Q" fiir alle Q~N.  Daher ist a = z .  

Ist nun q - 1 mod 4, so gibt es genau �89 1) Involutionen in A. Ferner ist 
�89 o) gerade und folglich jeder fiul3ere Punkt Zentrum einer 
Involution. Da es genau �89 1) ~iul3ere Punkte gibt, ist auch die zweite Aus- 
sage yon (4) bewiesen. 

Ist q---3 mod 4, so ist �89 ( q -  1)= o (Ae, o) ungerade. Folglich ist kein fiuBerer 
Punkt Zentrum einer Involution. Daher ist das Zentrum einer Involution aus 
A stets ein innerer Punkt. Nun ist in diesem Falle die Anzahl der Involutionen 
in A gleich �89 1), d.h. sie ist gleich der Anzahl der inneren Punkte. Da ver- 
schiedene Involutionen verschiedene Zentren haben, folgt, dab jeder innere 
Punkt Zentrum genau einer Involution aus A ist. 

1. Fall. q -- 1 mod 4. Dann beweisen wir 

(5) A ist auf den inzidenten Punkt-Geradenpaaren (P, g), wobei P ein innerer 
Punkt und g eine Passante ist, transitiv. 

o- und z seien zwei verschiedene, vertauschbare Involutionen aus A. Die Ge- 
raden g und h seien ihre Achsen. Da g ~ h das Zentrum der Involution a z ist, 
ist g n h nach (4) ein ~iul3erer Punkt. Ist P ein innerer Punkt, so gehen durch P 
genau �89 (q + 1) Sekanten. In A e gibt es folglich �89 (q + 1) Involutionen. Nach dem 
eben Bemerkten sind keine zwei dieser Involutionen vertauschbar. Daraus folgt, 
dab jede Involution genau eine Sekante durch P, n~imlich ihre Achse festlfiBt. 
Da andrerseits jede Sekante durch P Achse einer Involution ist, folgt nach 
GLEASON [12] Lemma 1.7, dal3 Ap auf den Sekanten durch P transitiv ist. 
Folglich ist �89 1), und da diese Zahl ungerade ist, sogar q +  1 ein Teiler von 
o(Ap) u n d e s  folgt nach DIcrzsoN [9] w 260, dal3 Ae eine Dieder-Gruppe der 

Mathematische Zeitschrift, Bd, 85 30 
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Ordnung q + 1 ist. Hieraus folgt dab das Transitivit~tsgebiet von A, zu dem P 
1 gehSrt, die Lfinge ~q(q-1) hat. Da die inneren Punkte unter A in sich permu- 

tiert werden, ist daher A auf den inneren Punkten transitiv. 

a und ~ seien zwei verschiedene Involutionen aus Ae. Die Punkte S und T 
seien die Zentren dieser beiden Involutionen. Nach (4) ist dann S =#7". Sei PEST. 
Da a und z dann auch in As r liegen, ist o (A e c~ A s 7")~-~ 3. Aus DICKSON [9] w 243 
folgt dann, dab Ap=AsT ist. Ist Q ein yon P verschiedener innerer Punkt auf 
ST, so ist o (A e c~ A e)--< 2. W~re o (A1, c~ A e )=  2, so g~ibe es eine Involution p mit 
PP=P und Qp=Q. Da P und Q innere Punkte sind, liegen P und Q nach (4) 
auf der Achse yon p, d.h. ST ist eine Sekante. Dann ist aber o (Asr) = q -  1 : ein 
Widerspruch. Also ist Ap c~ AQ = 1, Folglich ist Ap auf den yon P verschiedenen 
inneren Punkten auf ST regul~ir. Deren Anzahl ist aber gleich �89 1), da 
ST keine Sekante ist. Somit ist q+  1 ein Teiler yon �89 1): ein Widerspruch. 
Folglich ist P ~ S T  und hieraus folgt, dab jede Passante dutch P von h6chstens 
einer Involution aus A e festgelassen wird. Da �89 1), die Anzahl der Passanten 
durch P, ungerade ist, wird daher jede Passante dutch P yon genau einer In- 
volution aus A e festgelassen. Ferner werden verschiedene Passanten dutch P 
yon verschiedenen Involutionen aus Ae festgelassen. Wiederum nach GLEASON 
[12] Lemma 1.7 folgt daher, dab Ae auf den Passamen durch P transitiv ist. 
Damit ist (5) bewiesen. 

Wir kSnnen nun E folgendermagen innerhalb A beschreiben. Ist P ein ~uBerer 
Punkt yon ~ ,  so ordnen wir P diejenige Involution a~, zu, deren Zentrum P ist. 
Ist g eine Sekante yon N, so ordnen wir g diejenige Involution ag zu, deren 
Achse g ist. Nach (4) und der zu (4) dualen Aussage sind diese beiden AbbiI- 
dungen eineindeutige Abbildungen der/ iugeren Punkte bzw. der Sekanten yon 

auf die Involutionen yon A. Ist P e  ~ ,  so ordnen wir P die Gruppe Ap zu. Ist 
g eine Tangente an # ,  so ordnen wir g die Gruppe Ag zu. Diese beiden Abbil- 
dungen sind eineindeutige Abbildungen der Punkte yon N bzw. der Tangenten 
an N auf die Menge der Normalisatoren der p-Sylow-Gruppen yon A. Schlieg- 
lich sei Po ein innerer Punkt und go eine Passante yon N mit P0 ego. Ferner sei 
1I = Aeo und A = Ag o . Wit ordnen nun jedem inneren Punkt P yon N einmal die 
Gruppe A~, und zum andern die Restklasse/ /6  mit P~o = P zu. Jeder Passanten g 
yon N ordnen wir einmal die Gruppe Ag und weiterhin die Restklasse A~ mit 
g~ = g  zu. Diese Abbildungen sind wiederum eineindeutige Abbildungen auf 
die Menge der Dieder-Gruppen der Ordnung q + 1 von A bzw. die Mengen der 
Restklassen {H 6 I 6cA} bzw. {A 1/[ yeA}. Man verifiziert nun leicht, dab die 
Inzidenzrelation in g sich folgendermagen in A beschreiben 1Rf3t: Ist P ein 
~ugerer Punkt und g eine Passante, so ist Peg genau dann, wenn o-e~=Ag ist; 
ist g eine Tangente, so ist Peg genau dann, wenn aeeAg ist; ist g eine Sekante, 
so ist Peg genau dann, wenn o- e ~o-g trod ae %=ag ae ist. Ist P e #  und g eine 
Passante, so ist Pr ist g eine Tangente, so ist P~g genau dann, wenn AF=Ag 
ist; ist g eine Sekante, so ist Peg genau dann, wenn o-g~Ae ist. Ist P ein innerer 
Punkt und g eine Passante, so ist nach (5) und HIGMAN und McLAUaHLIN [14] 
Prop. 1 P~g genau dann, wenn 113c~Arl 4=0 ist; ist g eine Tangente, so ist 
P(~g; ist g eine Sekante, so ist Peg genau dann, w e n n  O'geAp ist. 
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Ein Vergleich mit der desarguesschen Ebene der Ordnung q zeigt nun, dab g 
desarguessch ist. 

2. Fall. q = 3 mod 4. In diesem Fall gilt 

(6) A ist auf den inzidenten Punkt-Geradenpaaren (P, g), wobei P ein gul3erer 
Punkt und g eine Sekante ist, transitiv. 

Sind o- und z zwei verschiedene vertauschbare Involutionen aus A und g 
und h ihre Achsen, so ist, da g n h das Zentrum der Involution o-v ist, g c~ h 
nach (4) ein innerer Punkt. Ist P ein fiul3erer Punkt, so gehen dutch P genau 
� 89  1) Passanten. In Ap gibt es folglich nach (4) genau �89  1) Involutionen. 
Da P ein ~iul3erer Punkt ist, sind nach dem oben Bemerkten keine zwei Invo- 
lutionen aus A~, vertauschbar. Folglich wird jede Passante durch P yon genau 
einer Involution festgelassen und zwei verschiedene Passanten werden niemals 
yon der gleichen Involution festgelassen. Nach GLEASON [12] Lemma 1.7 ist 
daher Ap auf den Passanten durch P transitiv. Folglich ist �89 und da 
diese Zahl ungerade ist, sogar q - 1  ein Teller yon o(Ae). Nach DICKSON [9] 
w 260 ist daher Ap eine Dieder-Gruppe der Ordnung q - 1 .  Folglich ist A auf 
den ~iul3eren Punkten von ~ transitiv, a und �9 seien zwei Involutionen aus Ae 
und g sei eine Sekante durch P mit ga=g=gL Ferner seien h und k die beiden 
Tangenten durch P an ~ und h n N ={Q} und k c~ N ={R}. Dann ist QR n g  das 
Zentrum sowohl von a als auch yon z. Nach (4) ist daher a = v. Da P nicht das 
Zentrum yon o- ist, k a n n a  h6chstens eine Sekante durch P festlassen. Hieraus 
folgt, da � 89  1) ungerade ist, dab a genau eine Sekante durch P festlfil3t. Aus 
Anzahlgrtinden folgt dann wieder, dab jede Sekante durch P von genau einer 
Involution aus A e festgelassen wird. Nach GLEASON [I2] Lemma 1.7 folgt daher 
die Transitivitgt von A e auf den Sekanten durch P und damit (6). 

Wir k6nnen nun g folgendermagen innerhalb A darstellen. Ist P ein innerer 
Punkt von ~ ,  so ordnen wir P die eindeutig bestimmte Involution a e zu, deren 
Zentrum P ist. Ist g eine Passante yon N, so ordnen wir g die eindeutig bestimmte 
Involution ag zu, deren Achse gis t .  Nach (4) und der zu (4) dualen Aussage 
sind diese beiden Abbildungen eineindeutige Abbildungen der inneren Punkte 
bzw. der Passanten auf die Menge der Involutionen yon A. Ist P e  ~ ,  so ordnen 
wir P die Gruppe Ae zu. Ist g eine Tangente an # ,  so ordnen wir g die Gruppe 
A~ zu~ Diese beiden Abbildungen sind eineindeutige Abbildungen der Punkte 
von ~ bzw. der Tangenten an N auf die Menge der Normalisatoren der p- 
Sylow-Gruppen yon A. Schliel31ich sei Po ein fiul3erer Punkt yon g und go eine 
Sekante mit Poeg o. Ferner sei II=Aeo und A=Ag o. Wir ordnen nun jedem 
~iugeren Punkt P einmal die Gruppe A~, und zum andern die Restklasse H 3 
mit Peo=P zu. Jeder Sekanten g ordnen wir die Gruppe Ag und die Restklasse 
At /mi t  g~ = g  zu. Diese Abbildungen sind wiederum eineindeutige Abbildun- 
gen auf die Menge der Dieder-Gruppen der Ordnung q -  1 von A bzw. die Rest- 
klassenmengen {H 6 I 3eA} und {A t/I t/eA}. Die Inzidenzrelation in g lfil3t 
sich dann folgendermal3en beschreiben. Ist P ein aul3erer Punkt und g eine 
Passante, so ist Peg genau dann, wenn %eA e ist; ist g eine Tangente, so ist 
Peg genau dann, wenn o (Ae c~ Ag)= �89 ( q -  1) ist; ist g eine Sekante, so ist nach 

30* 
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(6) und I-IIGMAN und MCLAUGHLIN [14] Prop. 1 Peg genau dann, wenn 
/7 6 n A  t/=~0 ist. Ist P e ~  und g eine Passante, so ist Pr ist g eine Tangente, 
so ist Peg genau dann, wenn Ap=Ag ist; ist g eine Sekante, so ist Peg genau 
dann, wenn o (A e c~ Ag) = �89 (q -  1) ist. Ist P ein innerer Punkt und g eine Passante, 
so ist Peg genau dann, wenn ae ~:% und a e ag=ag a e ist; ist g eine Tangente, 
so ist Pr ist g eine Sekante, so ist Peg genau dann, wenn Crl, eAg ist. 

Ein Vergleich mit der desarguesschen Ebene der Ordnung q zeigt nun, dab 
d o desarguessch ist. Somit ist Satz 3 bewiesen. 

Da nach (3) alle Involutionen aus A zentral sind und im Fallep =2  die Grup- 
pen PSL(2, q) und SL(2, q) isomorph sind, so wissen wir nach Korollar 1, wie 
A in diesem Fall auf g operiert. Fiir p > 2 gilt nun das 

Korollar 2. Ist g eine endliche projektive Ebene der Ordnung q =p~, p eine 
yon 2 verschiedene Primzahl, und ist A eine zur PSL(2, q) isomorphe Kollinea- 
tionsgruppe yon g und besitzt A ein ( Punkt- oder Geraden-) Transitivitiitsgebiet 
der Lit~ge q+ 1, so besitzt A genau drei Punkt- und drei Geradentransitivitiits- 
gebiete. Eines der Punkttransitivitiitsgebiete ist ein Oval ~,  wiihrend die andern 
beiden Punkttransitivitiitsgebiete aus den inneren bzw. den iiufleren Punkten yon 

bestehen. Die Geradentransitivitiitsgebiete bestehen aus den Tangenten bzw. 
den Sekanten bzw. den Passanten yon ~.  

Eine einfache Folgerung aus den Sgtzen 2 und 3 ist der 

Satz 4. Ist g eine endliche projektive Ebene der Ordnung q =pr p eine Prim- 
zahl, und ist A eine zur PGL (2, q) isomorphe Kollineationsgruppe yon g und ist 
jede Involution aus A zentral, so ist g desarguessch. 

Beweis. Ist p = 2 ,  so sind die Gruppen PGL(2, q) und SL(2, q) isomorph. 
Aus Satz 2 folgt daher in diesem Fall die Behauptung. Sei also p > 2. In diesem 
Falle enth/ilt A zwei Konjugiertenklassen yon Involufionen. Eine dieser Klassen 
enth/ilt �89 q (q + 1) Involutionen, w/ihrend die andere aus �89 q ( q -  1) Involutionen 
besteht. J a  sei die Klasse der Involutionen mit 1~r l= �89 + l) und J ,  sei die 
andere Klasse. Ist a e J ~ w  J~ und ist C das Zentrum yon a, so ist .Ara~A c. 
Nun ist JVa eine Dieder-Gruppe der Ordnung 2(q+ 1) bzw. 2(q-1) ,  die, wie 
aus DICKSON [9] w 262 leicht folgt, in A maximal sind. Folglich ist JVa=A c. 
Daher ist wegen o(A)=l Cal �9 o(Ac) die L/inge yon C a gleich �89 1) resp. 
�89 1). Es bleiben daher noch q+  1 Punkte iibrig, die in keinem dieser beiden 
Transitivit/itsgebiete liegen. Die Menge dieser Punkte sei ~ .  Da das, was wir 
fiber die Zentren der Involutionen sagten, auch f/dr deren Achsen gilt, gibt es 
also insgesamt q2 solcher Achsen. Giibe es nun in ~ einen universellen Fix- 
punkt yon A, so gingen diese Achsen alle durch diesen Punkt, da ein Punkt aus 
N ja niemals Zentrum einer Involution aus A ist. Folglich w/ire qZ< q+ 1: ein 
Widerspruch. A enth/ilt einen Normalteiler A o m i t  Ao~PSL(2, q). Eine der 
beiden Klassen J ,  und J~ liegt in A o . Daraus folgt, dab durch jeden univer- 
sellen Fixpunkt P e ~  yon Ao mindestens �89 Achsen yon Involutionen 
gehen. Wegen q>  3 gibt es also h/Schstens einen universellen Fixpunkt yon A o 
in N. Da A o in A normal ist, w/ire ein solcher Fixpunkt auch Fixpunkt yon A. 
Folglich liegt jeder Punkt yon ~ in einem nicht trivialen Transitivit/itsgebiet 
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yon A o. Nun hat nach DICKSON [9] w 263 jedes nicht triviale Transitivitfits- 
gebiet yon A 0 eine L/inge gr6Ber als �89 1). Daraus folgt, dab ~ ein Transitivi- 
t/~tsgebiet yon A o ist. Aus Satz 3 folgt daher die Behauptung. 

3. Eine Charakterisierung der endlichen desarguesschen Ebenen gerader Ordnung 

In diesem und dem n/~chsten Abschnitt betrachten wir endliche projektive 
Ebenen g, in denen es ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) gibt, so 
dab d o eine (Q, PQ)-transitive Ebene ist ftir alle QEg. Die yon allen Gruppen 
F (Q, P Q) mit Q eg erzeugte Kollineationsgruppe heiBe A. Die von A auf g indu- 
zierte Permutationsgruppe werde mit A* bezeichnet, g* sei wieder diejenige 
Inzidenzstruktur, die aus g entsteht, indem man aus g den Punkt P, die Gerade 
g und alle mit diesen inzidierenden Elemente enffernt. Es gilt dann nach (13) 
in Abschnitt 2 

a) A ist auf den inzidenten Punkt-Geradenpaaren yon g* transitiv. 

Da die Anzahl der inzidenten Punkt-Geradenpaare in g* gleich q(q2_ 1) 
ist, falls q die Ordnung yon E ist, so folgt aus a) die Eigenschaft 

b) Es ist o(A)=q(q2-1)k .  
Ferner gilt 

c) A * ist auf g zweifach transitiv. 

Es gilt sogar die sch/irfere Aussage 

d) F*(Q, P Q) ist ein Normalteiler yon A~, der auf g- {Q}  transitiv und 
regulfir ist. 

Dies folgt aus den entsprechenden Eigenschaften yon F(Q, P Q). 
e) Ist N der Kern des Homorphismus von A auf A *, so ist N = ~A = Menge 

der (P, g)-Streckungen aus A. 

N besteht aus all den Kollineationen aus A, die g punktweise festlassen, 
d.h. N besteht aus allen (P, g)-Streckungen von A. Da A von allen Translationen 
mit dem Zentrum auf g und der Achse durch P erzeugt wird, ist N ___~eA. Da 
andrerseits ein Zentrumselement mit allen Translationen aus A vertauschbar 
ist, muB ein Zentrumselement alle Punkte auf g, die ja alle Zentren yon nicht 
trivialen Translationen aus A sind, festlassen. Also ist ~ A _  N. Damit ist e) 
bewiesen. 

Satz 5. Ist 8 eine endliche projektive Ebene gerader Ordnung, so ist g genau 
dann desarguessch, wenn es in g ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) 
gibt, so daft g eine (Q, P Q).transitive Ebene ist fi~r alle Q~g, und wenn jede In- 
volution aus A =(F(Q, P Q) [ Qeg) zentral ist. 

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen sind wohlbekannt. Wir brau- 
chen daher nur zu zeigen, dab sie auch hinreichend sind. Hierzu zeigen wir zu- 
ngchst die Giiltigkeit von 

f) o(A~/F*(Q, P Q)) ist ungerade. 

Nach d) is t ja  A~=F*(Q, P Q) AQ,* R mit F* (Q, P Q) n A~ ,g =  1. Wfire nun 
f)2falsch, so w/ire wegen o(A~,R)=o(A~/F*(Q, P Q)) die Ordnung yon AQ, R 
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gerade. Es gibt dann also eine Involution a~Aa, R. Nach Voraussetzung ist 
zentral und folglich, da die Ordnung yon g gerade ist, eine Translation. Wegen 
Q, Reg und Q~=Q und R~=R und Q +R  ist also g die Achse yon ~r. Da cr eine 
Translation ist, ist daher P~ + P :  ein Widerspruch. Damit ist f) bewiesen. 

Ist q die Ordnung von d ~ so gilt 

g) Der Grad von A * ist gleich q + 1. Ferner ist q + 1 ungerade. 

Dies folgt aus c) und der Voraussetzung, dab q gerade ist. Da A * die Eigen- 
schaften c), d), f) und g) hat, besitzt A* nach SUZUKI [28] einen Normalteiler 
A* mit den folgenden Eigenschaften: 

1. A*/A* ist zyklisch yon ungerader Ordnung. 

2. A* ist zu einer der folgenden Gruppen isomorph: 

c0SL(2 ,29  mit q = 2  ~, 

fl) PSU(3,229 mit q=23";  
7) S(22,+t) mit q=22(2'+1~; 

6) einer scharf zweifach transitiven Gruppe vom Grade q + 1. 

Sei nun A ~ scharf zweifach tra,nsitiv auf g. Ferner sei A o ~- A mit A o/~,A ~ A*. 
Dann ist o (A o)= q(q + 1)d und nach e) ist d ein Teiler yon q - 1 .  Da q gerade 
ist, ist daher (d, q(q+ 1))= 1. Nach einem Satz yon ScmJg (s. z.B. ZASSZNr~US 
[30], Theorem 25 S. 162) zeffNlt daher A o fiber ~A, d.h. es gibt eine Gruppe A 
mit Ao=A t ~f,A und ~ A  nA 1 = 1. Das Komplement A i yon ~ A  ist sogar ein 
Normalteiler von Ao. Nun ist AI~A* und daher ebenfalls eine Frobenius- 
Gruppe. Der Frobenius-Kern K yon A 1 ist charakteristisch in A1 und somit 
normal in A 0 . Ferner ist o ( K ) = q +  1 eine Potenz einer Primzahl p, da ja A* 
scharf zweifach transitiv ist. Wegen (q + 1, q(q-1))= 1 ist K also eine p-Sytow- 
Gruppe yon A o und folglich als Normalteiler sogar eine charakteristische Unter- 
gruppe yon A 0. Also ist K normal in A. Nun ist K auf den Punkten von g transitiv. 
Daraus folgt, daB die Gruppe KF(Q, P Q) alle Translationsgruppen yon A 
enthfilt. Somit ist A = K F (Q, P Q). Nach b) ist dann q (q2_ 1) k = o (A)= q(q + 1). 
Hieraus folgt, dab ( q -  1) k = 1 ist. Folglich ist k = 1 und q = 2: gis t  desarguessch. 

Sei nun A* einer der drei Gruppen unter e), fl), 7) isomorph. Da o(A*/A*) 
ungerade ist und q = 2 s ist, sind die Gruppen F* (Q, P Q) die 2-Sylow-Gruppen 
yon A*, die wegen o(A*/A*)- 1 mod 2 bereits in A~ liegen. Folglich ist A*=  
A*. Ist q=<4, so ist g desarguessch. Sei also q>4.  Nach DICKSON [9], S. 138 
und w 261 ist dann A * einfach. Es gibt daher in A einen perfekten Normalteiler 4) 
N mit N~;NA. Dann ist aber 1 #:N/(Nn~A)~=NLrA/NA<~A/~A~A *. Aus 
der Einfachheit yon A* folgt daher, dab N ~ A / ~ A  =A/~A d.h. N/(N c ~ A ) ~  
A/~A ist. Folglich ist q ein Teller yon o(N) und daher enthfilt N alle F(Q, P Q). 
Also ist N = A und A somit perfekt. Insbesondere liegt also ~e A in der Kommu- 
tatorgruppe yon A. Nach SCmJR [25] Satz III gilt daher 

( ,)  ~ A ist homomorphes Bild des Multiplikators s) von A*. 

4) Eine Gruppe G heiBt peffekt, wenn G gleich der Kommutatorgruppe G' yon G ist. 
s) Zur Definition des Multiplikators einer Gruppe s. SCHtrR [24] S.23. 
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Sei nun A*~PSU(3,  22r). Nach DIC~ZSON [9] S. 138 und S. 134 ist dann 
o(A*)=d-~(s3+l)s3(s2-1) ,  falls 2 ' = s  gesetzt wird und d=(3 ,  s + l )  ist. 
Folglich ist nach e) und b), da ja  sa=q ist, o ( ~ A ) = ( s 2 + s + l ) k d ( s + l )  -1. 
Nach SCHUR [24] S. 27 oben ist jeder Primteiler der Ordnung des Multiplikators 
yon A * und damit nach ( ,)  jeder Primteiler yon o(~A)  ein Teiler von o(A*). 
Es mug also jeder Primteiler yon s2+ s + 1 in (s3+ 1) s 3 (s 2 -  1) aufgehen. Nun 
ist ( s2+s+l , s )= l .  Ist p ein Teller yon s a + l  und s 2 + s + l ,  so ist wegen 
s a + 1 = (s + 1) (s 2 - s + 1) und (s 2 + s + 1, s + 1) = 1 sogarp  ein Teller yon s 2 - s + 1 
und damit yon s2+s+ 1 - ( s 2 - s +  1)=2s.  Wegen ( s 2 + s +  1, s )=  1 ist daher 
p = 2 :  ein Widerspruch, da s 2 + s +  1 ungerade ist. Also muB jeder Primteiler 
VO]'I S 2"Jr-s+ 1 ein Teiler von s 2 - 1  und damit yon s - 1  sein. Daraus folgt 
weiter, dab p ein Teiler yon sZ+s+ 1 + s -  1 = s ( s + 2 )  und damit yon s + 2  ist. 
Aus p teilt s -  1 und s + 2 folgt daher, dal3 p = 3 ist. Es ist also s2+  s + 1 = 3 t eine 
Potenz yon 3. Nun erinnern wir uns, dab s=2"  ist. Sei also 2 2 " + 2 ' +  1 = m  t, 
wobei m eine natiirliche Zahl ist. Dann ist t =  2n + 1 ungerade, da 22"+ 2"+ 1 
wegen 22'  < 22 ~ + 2 '  + 1 < (2' + 1) 2 kein Quadrat  sein kann. Daraus folgt wieder- 

2n  2 n  

urn, dab ~ m ~ ungerade ist. Aus 2 ' ( 2 ' +  1 ) = m  2n+1 - 1 = ( m -  1) ~ m s folgt also, 
i = 0  i = 0  

dab 2'  ein Teller yon m - 1 ist. Also ist 2" + 1 ____ m und folglich m t < (2 r + 1) z =< m 2. 
Hieraus folgt, dab t =  1 ist. In unserem speziellen Fall ist also s 2 + s +  1 = 3: 
ein Widerspruch. 

Es kann also nur noch sein, dab A*~-SL(2, 2') oder A*~-S(2 z'+l) ist. 
o(Y;A) ist ein Teiler yon q - 1  also ungerade. Ferner sind nach DIC~ZSON [9] 
w 260 und Suzu~:I [27], Theorem 9 alle Sylow-Gruppen ungerader Ordnung 
yon A* zyklisch. Nach SCHUR [25] Satz I I I  und SCrlUR [24] Satz X und S. 50 
ist daher ~ A  = 1. Folglich ist A ~A*.  W~ire nun A ~S(22"+1), so wfire nach 
b), falls man s=22~+1 setzt, s2(s 4 -  1) k=o(A)=(sZ+ 1) s2(s - 1): ein Wider- 
spruch. Also ist A ~- SL (2, 2 ~) und g folglich nach Satz 2 desarguessch. 

Wir beweisen nun noch zwei einfache Folgerungen aus Satz 5. 

Korollar 3. Eine endIiche projektive Ebene g gerader Ordnung ist genau 
dann desarguessch, wenn es in E ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) 
gibt, so daft g sowohl (P, g)- als auch (Q, P Q)-transitiv ist fi~r alle Qsg. 

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingungen ist wieder klar, Wir brau- 
chert daher nur zu zeigen, dab sie auch hinreichen. Nach Satz 5 gentigt es dazu 
zu zeigen, dab alle Involutionen aus A=(F(Q,  PQ) IQsg ) zentral sind, 
und dies folgt nach L~NGENBERG [17] Satz 12 aus der (P, g)-Transitivitfit 
yon g. 

Da  nach BAER [3] eine involutorische Kollineation einer projektiven Ebene, 
deren Ordnung kein Quadrat  ist, stets zentral ist, gilt auch das 

Korollar 4. Eine endliche projektive Ebene g, deren Ordnung gerade, jedoch 
kein Quadrat ist, ist genau dann desarguessch, wenn es in g ein nicht inzidentes 
Punkt-Geradenpaar (P, g) gibt, so daft g eine (Q, P Q)-transitive Ebenejst 
fi~r alle Q e g. 
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4. Eine Charakterisierung der endlichen desarguesschen Ebenen 
ungerader Ordnung 

In diesem Abschnitt beweisen wir den 

Satz 6. Ist 8 eine endliche projektive Ebene ungerader Ordnung, so ist g 
genau dann desarguessch, wenn es in g ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar 
(P, g) gibt, so daft g einmal (Q, P Q)-transitiv ist fi~r alle Q eg und daft zum andern 
die Gruppe A =(F(Q, P Q) I Q~g) h&hstens eine Involution enthiilt. 

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingungen wurden bereits beim Be- 
weise yon Satz 2 gezeigt. Sei daher g eine endliche projektive Ebene der un- 
geraden Ordnung n. Ferner sei (P, g) ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar 
yon g, so dab einmal g eine (Q, P Q)-transitive Ebene ist fiir alle Q~g und dab 
zum andern A =(F(Q, P Q) [ Q~g) h~Schstens eine Involution enth/ilt. ~A  sei 
der grN3te Normalteiler ungerader Ordnung yon A. Dann gilt 

W/ire n/imlich ~A g AeA, so w/ire (~A)* nach c) yon Abschnitt 3 transitiv 
auf g. Nach FErT und THOMPSON [11] ist (q/zt)* aufl6sbar und enthfilt folglich 
einen elementarabelschen Normalteiler A*, der sogar charakteristisch in (~  A)* 
und somit normal in A * ist. A* ist daher nach c) yon Abschnitt 3 auf g transitiv 
und als abelsche Gruppe folglich scharf transitiv. Folglich ist n +  1 = o(A*)-= 
1 mod 2: ein Widerspruch. Also gilt (i). 

(ii) Die 2-Sylow-Gruppen yon A sind verallgemeinerte Quaternionengruppen. 

Nach b) von Abschnitt 3 ist o(A)=n(n 2 -1 )  k. Folglich gibt es mindestens 
eine und daher nach Voraussetzung genau eine Involution in A. Folglich ent- 
h/ilt jede 2-Sylow-Gruppe yon A genau eine Involution. Ist Z eine 2-Sylow- 
Gruppe von A, so ist daher Z nach BURNSIDE [7] Theorem VI S. t32 entweder 
zyklisch oder eine verallgemeinerte Quaternionengruppe. Ist Z zyklisch, so 
gibt es nach BURNSIDE [7] S. 327 einen Normalteiler K yon A mit A = r K  und 

n K = 1. Also ist o (K) ungerade und [A:K]--= o (Z). Hieraus, aus (i) und aus e) 
von Abschnitt 3 folgt, dab die Ordnung yon A* eine Potenz von 2 ist im 
Widerspruch zu c) yon Abschnitt 3. Also gilt (ii). 

Ist A aufl6sbar, so ist auch A * aufl/Ssbar. Folglich enthNt A * einen elemen- 
tarabelschen Normalteiler A*, der wegen der zweifachen Transitivit~t yon A* 
auf g transitiv und damit scharf transitiv ist. Da folglich n + 1 = o(A*) ist, istA* 
eine elementarabelsche 2-Gruppe. Aus (ii)folgt, dab A* ein homomorphes Bild 
einer verallgemeinerten Quaternionengruppe ist. Folglich ist o(A*)=4, d.h. 
n = 3 und g i s t  daher desarguessch. 

Wir k6nnen daher im folgenden annehmen, dab A* nicht aufl6sbar ist. Sei 
o- die Involution aus A und N = ~/A (a ) .  Dann ist ~ (A/N)=  1. Ferner sind die 
2-Sylow-Gruppen yon A/N Dieder-Gruppen. Nach GOm~NSTEIN und WAgTER 
(S. GORENSTEIN [13] Theorem 1) ist daher entweder 

1 ~ A/N isomorph einer Untergruppe der PFL(2, q), die die PSL(2, q) ent- 
Mlt. ~berdies ist q ungerade. 
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oder 
2 ~ A/N ~- d7.  

oder 
3 ~ A/N ~-~1(~). 
Dabei sei Z wieder eine 2-Sylow-Gruppe von A. Der letzte Fall kann nicht 

eintreten, da dann A * nach (i) eine 2-Gruppe wfire. Die d 7  ist einfach. Folglich 
ist, falls A/N_~ ~4 7 ist, A*_~A/N. Nach c) aus Abschnitt 3 ist daher n(n+ 1) ein 
Teller yon �89 7!=23 �9 32 �9 5 �9 7. Folglich ist n<54.  Ferner folgt aus n <7 ,  daB 
g desarguessch ist. Wit kSnnen also annehmen, dab n >= 9 ist. Aus 9 _ n _  53 und 
n ( n + l )  teilt � 89  und n = l  m o d 2  folgt, dab entweder n = 9  oder n =3 5  ist. 
Nach d) yon Abschnitt 3 enthfilt A~ (Qeg) einen auf g-{Q} transitiven und 
regul~ren Normalteiler. Ist n=9 ,  so hat dieser Normalteiler die Ordnung 9, 
ist also eine 3-Sylow-Gruppe yon A*. Daraus folgt, dab A* genau zehn 3- 
Sylow-Gruppen enthNt. Andrerseits ist A*~  d 7 .  Hat man d 7 als Permuta- 
tionsgruppe auf sieben Ziffern dargestellt, so folgt, dab jede 3-Sylow-Gruppe 
genau eine universelle Fixziffer hat. Wegen clef Transitiviffit der d 7 in dieser 
Darstellung, wird jede Ziffer von gleichvielen 3-Sylow-Gruppen festgelassen. 
Folglich ist die Anzahl der 3-Sylow-Gruppen der d 7  dutch 7 teilbar. Daher 
kann ihre Anzahl nicht gleich 10 sein. Also ist n =  35. Nun ist nach Abschnitt 
3b) und e) 3 6 . 3 5  �9 34. k=o(A)=o(A*) o ( ~ A ) = 3 6  �9 3 5 . 2 .  o(LYA). Daraus 
folgt, dab o(SfA)= 17k ist. Nun ist o ( ~ A ) < 3 4  und somit k < 2 .  Andrerseits 
ist 2 ein Teiler yon o(~A). Also ist k = 2 .  Es gibt eine Untergruppe ~ yon ~ A  
mit o(2;)= 17. Wegen (17, 4 �9 35 �9 36)= 1 zerfallt A nach einem Satz von SCHUR 
(S. ZASSENHAUS [30] Theorem 25 S. 162) tiber 22, d.h. es ist A =SAo und 
Sc~Ao=l .  Aus Z~_~A folgt, dab A o in A normal ist. A 0 enth/ilt also alle 5- 
und 7-Sylow-Gruppen von A. Daraus folgt, dab F(Q, P Q)~A o ist ftir alle 
Qeg, da ja o(F(Q, P Q ) = n = 5  �9 7 ist. Folglich ist A =Ao: ein Widerspruch. 

Es bleibt also nur noch die MSglichkeit, dai3 A/N isomorph einer Unter- 
gruppe der PFL(2, q) ist, die ihrerseits die PSL(2, q) enth~lt. Ferner mug q 
ungerade sein. Da A/N einer Untergruppe der PFL(2, q) isomorph ist, die die 
PSL(2, q) enth~ilt, folgt, dab ~ ( A / N ) = I  ist. Somit ist A/N'~A*. Folglich ist 
A* isomorph einer Untergruppe der PFL(2, q), die die PSL(2, q) enthfilt. 
Ferner ist A* nach Abschnitt 3 c) auf den Punkten yon g zweifach transitiv. 
Wit kSnnen daher auf A* den Satz 1 anwenden. W/ire nun q =t=n, so write, da 
q und n beide ungerade sind, q=  9 und n = 5, d.h. g w~ire desarguessch und 
folglich w~ire A* ~PSL(2, 5): ein Widerspruch. Also ist q=n. 

Ist q=3 ,  so ist g desarguessch. Sei also q>3 .  Dann ist nach DICKSON [9] 
w 261 die PSL(2, q) einfach. Folglich ist A nicht auflSsbar. Es gibt daher einen 
minimalen perfekten Normalteiler Ao in A. Dieser Normalteiler liegt natiirlich 
nicht im Zentrum yon A. Folglich induziert A o auf g nicht die Identitfit. Als 
minimaler Normalteiler von A * ist daher A* zur PSL(2, q) isomorph. Da die 
PSL(2, q) mehr als eine Involution enthalt, ist 2 ein Teller yon o(~Ao). Da 
Ao perfekt ist, ist daher nach SCmJR [25] Satz III und Satz IX entweder A o ~- 
SL(2, q) oder aber q = 9  und o(~eAo)=6. Da nun ~ A  o nut  aus (P, g)-Strek- 
kungen besteht, miil3te dann wegen o (g) = q die Zahl 6 ein Teiler yon q -  1 = 8 
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sein. Also ist stets Ao~-SL(2, q) und g folglich nach Satz 2 desarguessch, 
q.e.d. 

Korollar 5. Ist g eine endliche projektive Ebene der Ordnung q = 3 rood 4 
und gibt es in g ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g), so daft g eine 
(Q, P Q)-transitive Ebene ist fi~r alle Qsg, so ist g desarguesseh. 

Beweis. Nach Satz 6 gentigt es zu zeigen, dab A = (F(Q, P Q) [ Q~g) h6ch- 
stens eine Involution enthfilt. Wegen q = 3 rood 4 ist q kein Quadrat. Nach 
BAER [3] ist daher jede Involution a aus A eine Streckung yon d ~ Da P~=P und 
g~=g ist, ist entweder P das Zentrum und g die Achse yon a, oder aber P liegt 
auf der Achse und g geht durch das Zentrum von a. Das Zentrum ~ A  ist 
abelsch und besitzt daher nur eine einzige 2-Sylow-Gruppe. Da ferner o(~YA) 
ein Teiler yon q -  1 und q = 3 rood 4 ist, ist die Ordnung der 2-Sylow-Gruppe 
yon ~ A  h6chstens gleich 2. Folglich gibt es in ~ A  h/Schstens eine Involution. 
a und z seien zwei Involutionen aus A, deren Zentren auf g liegen. Die Achse 
von a gehe durch das Zentrum von z und die Achse yon z gehe durch das Zen- 
trum von a. Da sich die Achsen von a und z in P schneiden, ist a v nach 
OSTROM [20] Lemma 6 eine involutorische (P, g)-Streckung und daher nach 
dem eben Bemerkten die einzige Involution in AeA. Hieraus und aus der 
zweifachen Transitivit~it yon A * auf g folgt, dab es zu jedem Q~g und zu jeder 
Geraden h mit Qq~h und Peh h~Schstens eine involutorische (Q, h)-Streckung 
gibt. 

Angenommen es g~be eine solche involutorische (Q, h)-Streckung a. Dann 
folgt aus der zweifachen Transifivit~it yon A* auf g, dab alle Involutionen aus 
A, die nicht in AeA liegen und daher keine (P, g)-Streckungen sind, unter A 
konjugiert sind. Nun liegt nach ANDRI~ [1 ] Satz 3 in der yon allen Involutionen 
mit der Achse h erzeugten Gruppe die Gruppe F (h c~ g, h). Folglich wird A und 
damit auch A* von einer Klasse konjugierter Involutionen erzeugt. Daher ist 
[A * : (A *)' ] =< 2. 

Nun zerlegt (o-)* die Menge g - { Q ,  h c~g} in lauter Zyklen der L~inge 2. 
Die Anzahl dieser Zyklen ist �89  und daher wegen q - 3  rood 4 ungerade. 
Folglich gibt es in A* einen Normalteiler N vom Index 2. Daraus folgt, dab 
(A *) '_  N ist. Da der Index von (A *)' in A * h6chstens gleich 2 ist, ist er daher 
genau gleich 2. Nun ist o(F*(Q, P Q))=q und daher ungerade. Also ist 
F*(Q, PQ)~(A*) '  ftir alle Q~g. Folglich ist A*~(A*) ' :  ein Widerspruch. 
Dieser Widerspruch zeigt, dab jede Involution aus A bereits in r liegt. Da 
es in AeA, wie wir bereits gesehen haben, h6chstens eine Involution gibt, folgt 
nach Satz 6 die Behauptung des Korollares 5. 

5. Eine weitere Kennzeichnung aller endlichen desarguesschen projekfiven Ebenen 

Beim Beweise der letzten Kennzeichnung der endlichen desarguesschen 
Ebenen bentitigen wir den folgenden Hilfssatz, der in der Literatur schon ver- 
schiedentlich benutzt wurde, den ich jedoch nirgends explizit formuliert land. 

Hilfssatz. Ist a eine Perspektivitiit oder eine perspektive Dualitiit einer pro- 
jektiven Ebene 8, ist ferner P das Zentrum und g die Achse yon a, und ist ~" eine 
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Unterebene yon ~, die sowohl P a l s  aueh g enthiilt, und gibt es einen Punkt Q 
yon ~ mit P +Qq~g und ist Q~ ein Element yon o ~ ,  so ist ~ = ~  und a induziert 
in ~ eine Perspektivitiit bzw. eine perspektive DuaIitiit a* mit o (~r)= o (cr*). 

Beweis. Wir beweisen zun~ichst, dab jeder Punkt X von ~ auf ein Element 
yon ~ abgebildet wird. Ist X = P  oder Xeg,  so ist das klar. Sei nun XCPQ und 
XCg. S e i f e r n e r P X n g = S u n d Q X n g = T .  Dann sind P, Q, S, T, P~, Q~, S ~, T ~ 
Elemente von Y.  Folglich ist X ~, da ja X ~ = (Q T n P S) ~ = Q~ T ~ n P~ S ~ bzw. = 
(Q~n TO (P~n SO ist je nachdem, ob a eine Perspektivit/it bzw. eine perspek- 
tive Dualit/it ist, ein Element von o~. Eine zweimalige Anwendnng dieses 
Schlusses zeigt, dab X ~ auch dann ein Element von ~- ist, wenn X e P Q -  {P, Q} 
ist. Hieraus folgt, da o- ein Automorphismns yon g ist, dab auch die Geraden 
von ~ auf Elemente yon ~- abgebildet werden. Folglich induziert a einen 
Endomorphismus a* yon ~ .  Der Automorphismus g-1 von ~ ist ebenfalls 
eine Perspektivit/it bzw. eine perspektive Dualit/it mit der Achse g und dem 
Zentrum P. Ferner sind Q~ und Q ~ - :  = Q  Punkte von ~ .  Somit induziert 
auch a -1 einen Endomorphismus (a - l )  *von  ~' .  Aus a a - l =  1 =~r -1 a folgt 
dann, dal3 ~*(cr-~) * = ( a - i ) ,  a ,  gMch der Identit~it in ~- ist. Folglich ist ~* 
eine Perspektivitfit bzw. eine perspektive Dualitfit yon ~ .  Ist schliel31ich (a*)" 
in f f  die Identitfit, so gibt es einen Punkt X i n F  mit P +XCg und X~"=X, d.h. 
a" ist eine Perspektivitfit mit der Achse g, dem Zentrum P und dem Fixpunkt X. 
Folglich ist a "=  1. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Satz 7. Ist g eine endliche projektive Ebene, so sind die folgenden Bedingun- 
gen iiquivalent : 

a) g i s t  desarguessch. 

b) Es gibt ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) in E, so daft 0 ein- 
real (P, g)-homogen und zum andern (Q, p Q)-transitiv ist fftr alle Qeg. 

c) Es gibt ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) in do, so daft do ein- 
real (P, g)- und (Q, P Q)-transitiv ist fftr alle Q~g und daft zum andern nur die 
Identitiit aus K= AF (P, g) eine nicht ausgeartete Teilebene yon g festliiflt. Dabei 
ist A wieder das Erzeugnis aIler F(Q, P Q) mit Q~g. 

d) Es gibt ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) in do, so daft do eine 
(Q, P Q)-transitive Ebene ist fi~r alle Qeg und dafl nur die Identitiit aus der yon 
A = (F(Q, P Q) ! Q~g)  auf g induzierten Permutationsgruppe A * auf g drei ver- 
schiedene Fixpunkte hat. 

Beweis. Die Ordnung yon do sei gleich q. Ist g desarguessch, so ist do be- 
kanntlich (R, h)-transitiv ftir alle Punkt-Geradenpaare (R, h). Da nun der 
Koordinatenk6rper GF(q) yon d o kommutativ ist, folgt nach BAER [2], dab g 
fiir alle nicht inzidenten Punkt-Geradenpaare (P, g) eine (P, g)-homogene 
Ebene ist. Also folgt b) aus a). Aus der Kommutativitfit yon GF(q) folgt ferner 
nach BA~R [4] Second Fundamental Theorem S. 68, dab auBer der Identitfit 
kein Element aus der projektiven Gruppe yon do eine nicht ausgeartete Teil- 
ebene yon do elementweise festl~il3t. Also folgt aus a) auch c), da ja K in der pro- 
jektiven Gruppe von do enthalten ist. 
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Nun zeigen wir, dab d) aus c) folgt. Es sei ~ cA. Ferner seien R, S, _7", drei 
paarweise verschiedene Fixpunkte von 8 auf g. Ist P +QePT-{T},  so gibt es 
wegen der (P, g)-Transitivit~it yon g ein 7eF(P, g) mit Q~=Q. Folglich lgl3t 

7 das Viereck P, Q, R, S punktweise fest. Da wir c) vorausgesetzt haben ist 
daher 87 = 1 und folglich 8" = 1". Damit ist d) gezeigt. 

Aus d) folgt a). Ist 8eA und lfil3t ~ eine nicht ausgeartete Teilebene von g 
elementweise lest, so hat ~ wegen gn=g auf g mindestens drei verschiedene 
Fixpunkte. Folgiich ist ~ nach d) eine (P, g)-Streckung und damit die Identitfit. 
Insbesondere folgt daraus, dab alle Involutionen aus A Perspektivitfiten sind. 
Ist nun q gerade, so fotgt also aus Satz 5, dab ~ desarguessch ist. Sei also q un- 
gerade. Nach FElT [10] und ITO [15] besitzt dann A* entweder einen Normal- 
teiler der Ordnung q+ 1 oder aber einen Normalteiler A* vom Index 1 oder 2 
mit A*~-PSL(2, q), so dab also insbesondere q eine Primzahlpotenz ist. 

Angenommen A* enthalte einen Normalteiler N* der Ordnung q+  1. Da 
A* zweifach transitiv ist, ist N* transitiv und damit scharf transifiv auf g. So- 
mit ist A*=N*F*(Q, P Q), falls Q ein Punkt aus g ist. Daher ist A* scharf 
zweifach transitiv auf g. Nach b) yon Abschnitt 3 ist daher o(~A)=(q-1)  k. 
Da o(LrA) nach e) von Abschnitt 3 ein Teiler yon q -  1 ist, ist daher o ( ~ A ) =  
q - 1 .  Da q ungerade ist, ist q - 1  = 2 ' ( 2 t +  1) mit s-> 1. Dann enthNt ~ A  eine 
Untergruppe ~ der Ordnung 2 t +  1, die in A normal ist. Ferner ist ( 2 t+  1, 
2~q(q+ 1))= 1. Folglich zerffillt A nach einem Satz yon SCHUR (vgl. ZASSEN- 
HAUS [30] Theorem 25 S. 162) tiber ~. Es gibt also eine Gruppe A in A mit 
A =2; A und Z n A =  1. Da o(S) zu o(A) teilerfremd ist, da ferner o(~) ein Tei- 
let yon q -  1 ist, folgt, dab F(Q, P Q)cA ist ftir alle Qeg. Daher ist A = A  und 
Z = 1. Da A * scharf zweifach transitiv auf g ist, und da aul3erdem q + 1 gerade 
ist, ist q+  1 =2". Folglich ist 2~=q - 1 = 2 " - 2 .  Hieraus folgt, dab s =  1 und da- 
her q = 3 ist. Dann ist aber g desarguessch. 

Es bleibt also nut der Fall q = p ' > 3  und A*~-PSL(2, q). Dann ist A* ein- 
fach. Die Gruppen F* (Q, P Q) mit Q eg sind nun gerade die p-Sylow-Gruppen 
yon A*. Folglich ist A*=A*. Da A* daher einfach ist, ist A*~-A/~A= 
(A/Lr A)' = A' ~ A/Lr A .~ A'/(N A c~ A'), wobei der Akzent die jeweilige Kom- 
mutatorgruppe bezeichnen soll. Nun ist o(Y'A) ein Teiler yon q - 1 .  Folglich 
enth~ilt A' alle Gruppen F(Q, P Q) mit Qeg, die ja die Ordnung q haben. Daher 
ist A=A' und somit ~ A c A ' .  Nun ist o(A*)=lq(qZ-1). Nach b) yon Ab- 
schnitt 3 ist daher ~ A  4:1. Nach SCIaVR [251 Satz III und Satz IX ist daher 
A ~= SL(2, q) oder aber q=  9 u n d o  (Y" A)= 6. Der letzte Fall kann jedoch nicht 
eintreten, da 6 kein Teiler yon 8 ist. Also ist stets A ~-SL(2, q) und folglich g 
nach Satz 2 desarguessch. Aus d) folgt also a). 

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB a) aus b) folgt. Um dies zu zeigen, 
nehmen wir an, dab g ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung ist. Da nach 
BAER [2] aus der (P, g)-Homogenit/it die (P, g)-Transitivit~it folgt, ist die Ord- 
nung q yon g nach Korollar 3 tmgerade. Aus der bereits nachgewiesenen 
~quivalenz von a) und c) folgt, dab es ein ~ 4:1 in K=AF(P,  g) gibt, welches 
eine nicht ausgeartete, echte Teilebene o~ yon g elementweise festl~13t. P und g 
sind wegen P"=P und g~=g Elemente von o~. Aus dem Hilfssatz folgt nun, 
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dab  ~ ebenfal ls  b) erfiitlt. Wegen  o ( ~ ) <  o (g)  und  der  Min imal i t~ t  yon  g ist 
daher  ~ -  desarguessch.  Ist  nun  o- eine Invo lu t ion  aus :TA, so ist, da  F(P,  g) und  
A elementweise ve r t auschbar  sind, ore=too-. Fo lg l ich  induzier t  a in ~ -  eine 
involu tor i sche  (P, g)-Streckung.  D a  ~" desarguessch ist, gibt  es in ~" nur  eine 
involu tor i sche  (P, g)-Streckung.  Hieraus  folgt,  dab  alle Invo lu t ionen  aus ~ A  
in o ~ die gleiche (P, g ) -S t reckung  induzieren.  Da raus  folgt,  dab  es in ~ A  
h~Schstens eine Invo lu t ion  gibt.  N a c h  LINGENBERG [17] Satz 13 ist ein Element  
aus A, welches einen F i x p u n k t  hat ,  der  yon  P verschieden ist und  nicht  auf g 
liegt, wegen der  (P, g)-Homogenit /~t  eine Trans la t ion .  Fo lg l ich  ist  j ede  Invo-  
lu t ion  aus A, d a j a  die O r d n u n g  q yon  g ungerade  ist, eine (P, g)-Streckung,  d .h .  
ein Element  aus ~ A .  In  A gibt  es also h6chstens  eine Involu t ion .  Aus  Satz 6 
folgt  daher ,  dab  g desarguessch ist. Dieser  W i d e r s p r u c h  zeigt, dab  unsere  
A n n a h m e  falsch ist. Aus  b) folgt  also a). D a m i t  ist Satz 7 vollstf indig bewiesen.  
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