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Charakterisierungen
der endlichen desarguesschen projektiven Ebenen

Von
HEeinz LUNEBURG

0. Einleitung

Ausgangspunkt der Untersuchungen dieser Arbeit ist die folgende Frage:
Gibt es endliche nicht desarguessche projektive Ebenen & mit der Eigenschaft,
daB es in & ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) gibt, so daB} & fiir
alle Qeg eine (Q, P Q)-transitive Ebene ist? Dabei heiBt eine projektive Ebene
(R, h)-transitiv, falls es zu jedem Punktepaar X, Y mit R +X, Yund X, Y ¢/ und
RX=RY eine Perspektivitit ¢ mit dem Zentrum R und der Achse /2 gibt,
so dall X°=7Y ist. Nicht desarguessche projektive Ebenen &, in denen es ein
solches nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) gibt, sind vom Lenz-
Barlotti-Typ I1I-2 oder I1I-1, je nachdem & auch noch (P, g)-transitiv ist oder
nicht (s. Lenz [/6] und BarvotTi [5]). Wie YAQUB in [29] bemerkte, be-
schreiben die von PickerT in [2/] S.93 angegebenen cartesischen Gruppen
projektive Ebenen dieser Typen. Zu dieser Klasse von Ebenen gehdren auch
die von MouLTOoN in [/9] angegebenen nicht desarguesschen projektiven
Ebenen. Dies sind nun, soweit mir bekannt ist, alle bekannten projektiven
Ebenen vom Lenz-Barlotti-Typ I[I-1 bzw. I1I-2. Alle diese Ebenen sind un-
endlich. Die Vermutung, daB es keine endlichen projektiven Ebenen dieser
Art gibt, wird durch die Ergebnisse dieser Arbeit nahegelegt. Die Korollare 3
und 5 besagen ndmlich, daB die Ordnung einer endlichen projektiven Ebene
vom Lenz-Barlotti-Typ III-2 kongruent I mod 4 ist, wihrend eine endliche
projektive Ebene gerader Ordnung vom Lenz-Barlotti-Typ III-1 nach Korol-
lar 4 notwendig quadratische Ordnung hat.

Ist & eine desarguessche projektive Ebene und ist (P, g) ein nicht inzidentes
Punkt-Geradenpaar in &, so ist die von allen Translationen von &, deren
Zentren auf g liegen und deren Achsen durch P gehen, erzeugte Gruppe 4
isomorph zur SL(2, K), wenn K der Koordinatenkérper von & ist. Satz 2
sagt nun, daB eine endliche projektive Ebene der Ordnung g=p" (p eine
Primzahl), die eine Kollineationsgruppe 4 besitzt, die zur SL(2, ¢) isomorph
ist, sicher dann desarguessch ist, falls man noch, wenn p=2 ist, voraussetzt,
daf} alle Involutionen aus 4 Perspektivititen sind.

Um unsere eingangs gestellte Frage zu beantworten, wird man also ver-
suchen, die Struktur der Kollineationsgruppe 4, die von allen Translationen,
deren Zentren auf g liegen und deren Achsen durch P gehen, erzeugt wird, zu
bestimmen. Unter gewissen zusétzlichen Voraussetzungen (s. die Siitze 5, 6 und 7
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und die zugehdrigen Korollare) ist es moglich, die Struktur von 4 vollstindig
aufzudecken und nachzoweisen, daBl A4 zur SL(2, g) isomorph ist, wihrend ¢
gerade die Ordnung der untersuchten Ebene ist, so daB diese Ebene nach Satz 2
dann desarguessch ist.

Der schon erwihnte und fiir die Frage nach der Existenz von endlichen
projektiven Ebenen vom Lenz-Barlotti-Typ 111-1 bzw. 111-2 so wichtige Satz 2
gehort zu einem anderen Fragenkreis. Man kann sich nimlich fragen: Welche
Untergruppen der Kollineationsgruppe einer endlichen desarguesschen pro-
jektiven Ebene bestimmen bereits vollstindig die Struktur dieser Ebenen?
Insbesondere wird man sich fragen, ob gewisse, geometrisch besonders ausge-
zeichnete Untergruppen die Struktur der Ebene bereits vollstindig bestimmen.
Wir sind dieser Frage fiir die Gruppen SL(2, ¢), PSL(2, g) und PGL(2, q)
nachgegangen. Unter zusitzlichen Voraussetzungen konnten wir zeigen, daB
diese Gruppen die zugehSrigen Ebenen bis auf Isomorphie eindeutig bestim-
men (s. die Sétze 2, 3 und 4). Ferner konnten wir kliren, wie diese Gruppen
auf ihren zugehorigen desarguesschen Ebenen operieren. In diesem Zusammen-
hang ist es noch von Interesse zu erwidhnen, daB Satz 3 fiir unendliche pro-
jektive Ebenen nicht mehr gilt (vgl. SALzmaNN [23]).

Bezeichnungen und Definitionen

0(G@)=0rdnung der Gruppe G.

[G: Ul=Index der Untergruppe U von G in G.

%G ="Zentrum von G.

%G =grobBter Normalteiler ungerader Ordnung von G.
A U=der Normalisator der Untergruppe U von G.
o} - >=die von...mit ...erzeugte Gruppe.

Ist G eine Permutationsgruppe und X ein Element der permutierten Menge,
s0 ist Gxy={geG | X¥*=X} die Standuntergruppe von X.

&, =alternierende Gruppe vom Grade #.
&, =symmetrische Gruppe vom Grade 7.
GF(q)=Galoisfeld mit ¢ Elementen.

GL(2, g)=lineare Gruppe in zwei Variabeln iiber GF(q)=Gruppe aller
2 x 2-Matrizen mit Elementen aus GF(g) und Determinante ungleich 0.

SL(2, g)=spezielle lineare Gruppe in zwei Variabeln iiber GF(g)=Gruppe
aller 2 x 2-Matrizen mit Elementen aus GF(g) und Determinante gleich 1.

PGLQ2, ¢)=GL(2, 9)|#GL(2, q)=projektive lineare Gruppe in zwei Varia~
beln iiber GF(q).

PSL(Q2, )=SL(2, q)|ZSL(2, g)=spezielle projektive lineare Gruppe in
zwei Variabeln iiber GF(g).
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&

PTL(2, q)=Gruppe aller Abbildungen x- 2%

xd

+Z mit a, b, ¢, deGF(g),

ad—bc=+0und aecAutGF(g), der Automorphismengruppe von GF(g).

PSU(3, 2*")=spezielle projektive unitire Gruppe in drei Variabeln iiber
GF(2*).
S(2%7+1) = Suzuki-Gruppe (s. SUZUKI [26]).

Ist P ein Punkt und g eine Gerade einer projektiven Ebene & und ist o eine
Kollineation von &, die P geradenweise und g punktweise festliaBt, so heilt o eine
(P, g)-Perspektivitat oder auch kurz Perspektivitit von &. Ist Peg, so sagen wir
statt Perspektivitit auch Translation, und ist Pé¢g, so sagen wir statt Per-
spektivitit auch Streckung. Der Punkt P heilit Zentrum und die Gerade g
Achse von o. Eine nicht triviale Perspektivitit hat genau ein Zentrum und
genau eine Achse (Baer [3]). Die Menge aller (P, g)-Perspektivitaten bilden
eine Gruppe, die wir mit I'(P, g) bezeichnen werden.

Eine projektive Ebene heilit (P, g)-transitiv, falls es zu jedem Punktepaar
X,Ymit P£X,Y und X, Yé¢g und PX=PYein cel'(P, g) mit X°=7 gibt.

Eine Dualitit § einer projektiven Ebene heifit perspektiv mit dem Zentrum
P und der Achse g, falls X°=X P fiir alle Xeg und x°=x g fiir alle x mit Pex
ist. Insbesondere ist also P¢g. Eine projektive Ebene heilit (P, g)-homogen,
falls P¢g ist und falls es zu jedem Punkt-Geradenpaar (X, y) mit P+ X¢g,
Pédy=+g und gny=gn PX cine perspektive Dualitit 6 mit dem Zentrum P
und der Achse g gibt, so daB X?=y ist. Eine (P, g)-homogene Ebene ist ins-
besondere (P, g)-transitiv (BAER [2]).

Eine Menge € von g-+1 Punkten eciner endlichen projektiven Ebene &
der Ordnung g heifit ein Oval, falls keine drei Punkte von % kollinear sind.
Eine Gerade von & heilit Passante, Tangente oder Sekante, je nachdem sie
keinen, einen oder zwei Punkte von € enthilt. Durch jeden Punkt von % geht
genau eine Tangente. Ist ¢=0 mod 2, so gehen alle Tangenten an % durch
ein und denselben Punkt, den Knoten von . Ist ¢=1 mod 2, so sind keine
drei Tangenten konfluent. Wir nennen einen Punkt, der nicht auf % liegt,
duBeren Punkt, wenn durch ihn genau zwei Tangenten an € gehen. Alle iib-
rigen Punkte, die nicht auf % liegen, nennen wir innere Punkte (Qvist [22]).

1. Zweifach transitive Untergruppen der PI'L(2, q)

In diesem Abschnitt werden wir uns einen Uberblick iiber die Untergruppen
der PI'L(2, q) verschaffen, die einmal die PSL(2, q) enthalten und die zum
andern eine Darstellung als zweifach transitive Permutationsgruppe besitzen.

Bekanntlich (s. DICKSON 9] § 239) besitzt die PSL(2, g) eine Darstellung
als zweifach transitive Permutationsgruppe vom Grade ¢+ 1 und jede Unter-
gruppe der PI'L(2, g), die die PSL(2, q) enthilt, ist ebenfalls zweifach transitiv
vom selben Grad. DaB es dariiber hinaus nur sehr wenige andere Moglichkeiten
gibt, zeigt der
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Satz 1. Ist G=PSL(2, q), K=PI'L(2, q) und G HSK, besitzt ferner H
eine ftreue Darstellung als zweifach transitive Permutationsgruppe vom Grade
n+1, so ist entweder n=gq und H irgendeine Untergruppe von K mit G< H oder
es ist

(1) g=4, n=5 und H=PSL(Q2,4) oder H=PI'L(2,4);
(2) g=5, n=4 wnd H=PSL(2,5) oder H=PGL(2,5);
(3) g=7, n=6 und H=PSL(2,7);
4) g=8, n=27 und H=PIL(2,8);

q=9

®) , n=5 und H=PSLQ2,9) oder H=PSL(2,9) {(c),
wobei ¢ die durch x°=x* erklirte Abbildung aus PI'L(2,9) ist.

(6) g=11, n=10 und H=PSL(2, 11).

Beweis. Zunichst zeigen wir, daB3 die sechs Ausnahmefille wirklich vor-
kommen und daB es fiir H keine anderen Moglichkeiten gibt, falls ¢ und » die
unter (1) bis (6) avfgefithrten Werte haben.

Ad (1). Nach Dickson [9] §§ 280, 281 sind die Gruppen PSL(2,4) und
PSL(2, 5) isomorph. Aus dieser Isomorphie folgt, daB die PSL(2, 4) eine Dar-
stellung als zweifach transitive Permutationsgruppe vom Grade 6 besitzt, d.h.
g=4,n=5und H=PSL(2, 4) kommt vor. Da die PSL(2, 4) einfach ist, ist sie
zur Gruppe ihrer inneren Automorphismen isomorph. Diese operiert aber als
zweifach transitive Permutationsgruppe vom Grade 6 auf den 5-Sylow-Gruppen
der PSL(2,4) und jede zweifach transitive Darstellung vom Grade 6 der
PSL(2, 4) ist dieser Darstellung dquivalent. Daher folgt, da die PSL(2, 4) in
PI'L(2,4) normal ist, daB} auch die PI'L(2, 4) eine zweifach transitive Dar-
stellung vom Grade 6 besitzt. Andere Mdglichkeiten fiir H gibt es nicht, da
der Index von PSL(2,4) in PI'L(2, 4) gleich 2 ist.

Ad (2). DaB die PSL(2, 5) eine zweifach transitive Darstellung vom Grade 5
besitzt, folgt aus der Isomorphie dieser Gruppe mit der PSL(2, 4). Nun ist
jede Darstellung vom Grade S der PSL(2, 5) dquivalent der Darstellung der
Gruppe der inneren Automorphismen als Permutationsgruppe auf den 2-
Sylow-Gruppen. Hieraus folgt wegen der Normalitét von PSL(2, 5)in PGL(2,5),
daB auch die PGL(2, 5) cine zweifach transitive Darstellung vom Grade 5 be-
sitzt. Andere Moglichkeiten gibt es wegen PGL(2, 5)=PI'L(2, 5) nicht.

Ad (3). Nach Dickson [9] § 282 sind die Gruppen PSL(2, 7y und PSL(3, 2)
isomorph. Nun ist bekanntlich die PSL(3, 2) die Kollineationsgruppe der pro-
jektiven Ebene der Ordnung 2 und besitzt daher eine zweifach transitive Dar-
stellung vom Grade 7. Jede solche Darstellung ist Aquivalent einer Darstellung
der Gruppe der inneren Automorphismen auf einer Klasse konjugierter
Oktaedergruppen. Nach Dicksow [9] § 257 gibt es 14 solcher Oktaedergruppen
in der PSL(2, 7), die alle unter PGL(2, 7) konjugiert sind. Folglich kann die
PGL(2, 7) keine Darstellung als zweifach transitive Permutationsgruppe vom
Grade 7 haben. Weitere Moglichkeiten fiir H gibt es nicht, da PGL(2, )=
PI'L(2, 7) ist.
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Ad(4). Sei G=PSL(2,8) und S eine 3-Sylow-Gruppe von G. Wegen
0{(G)=9-8-7 ist 0(S)=9. Nach Dickson [9] § 243 ist S, da ja alle Sylow-
Gruppen konjugiert sind, zyklisch. Der Normalisator von S ist nach DICKSON
[91 § 246 eine Dieder-Gruppe der Ordnung 18. Die Anzahl der 3-Sylow-Grup-
pen von G ist daher 28. Die Gruppe G besitzt also eine transitive Darstellung
vom Grade 28 und folglich auch K=PI'L(2, 8). Da der Normalisator einer
3-Sylow-Gruppe die Ordnung 18 hat und die 3-Sylow-Gruppen nach DicksonN
[91 § 243 paarweise den Durchschnitt 1 haben, folgt, dal auch Sn A#T=1 ist,
falls T eine von S verschiedene 3-Sylow-Gruppe von G ist. Daher zerlegt .S die
Menge 7 der von S verschiedenen 3-Sylow-Gruppen in drei Transitivitdts-
gebiete J; der Lange 9. Ist nun S eine 3-Sylow-Gruppe von K, die S enthilt, so
folgt aus 0(S)=27, daB S entweder auf J transitiv ist oder aber die gleichen
Transitivititsgebiete wie S hat. Es geniigt also fiir eine 3-Sylow-Gruppe S von K
zu zeigen, daB z.B. 78 7 ist.

Das Polynom f(x)=x>+x+1 ist irreduzibel iiber GF(2), jedoch f(x)=0
16sbar in GF(8). Daraus folgt, daB3 ein ae GF(8) mit f(a)=0 die multiplikative
Gruppe von GF(8) erzeugt. Sei also ae GF(8) und f(a)=0. Die Matrix

Ai=(0—i a), i=0,1,...,6,
a 'l

ist ein Element der Ordnung 3 in PSL(2, 8). Ferner ist

_ 1 4
1= .
(1)

Nach DicksoN [9] § 243 bestimmen die 4; daher sieben paarweise verschiedene
3-Sylow-Gruppen von PSL(2, 8). Sei

4.
a a
C-—-<a4 az).

Dann ist C3= A, und folglich o(C)=9. Die Matrix C erzeugt also eine 3-Sylow-
gruppe von G, sie werde mit S bezeichnet. Setzt man B;=C~/ 4, (7, j=0,
1,..., 8, soist

0 a ab a° a® a*
By= (a6 1): B1=(1 a2>’ BZ=<a6 at/’

3 4 5 3 3

a’ a a’ a a’ a
B;= (a a ), B4= (a3 a4)9 B5=<a4 a ):

a® a® a® 1 0 a°
Bs"‘(a:; asl’ B7—' a3 a2’ Bs= a i >=A6‘

Man sieht, daB 4, und 4 unter S konjugiert sind, wihrend es kein Element
aus S gibt, welches 4, in 4; oder 4; ! transformiert, wenn nur 7 von 1 und 6
verschieden ist. Die 3-Sylow-Gruppen, die 4; und 44 enthalten, liegen also im
gleichen Transitivititsgebiet J; von S, wihrend die 3-Sylow-Gruppen, die die

29*
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iibrigen A; enthalten, nicht in 4] liegen. Nun zerlegt die von ¢ mit x°=x> er-
zeugte Untergruppe von PI'L(2, 8) die Menge der A; in drei Transitivitits-
gebiete, ndmlich {4}, {4, 4,, A,} und {43, A5, Ag}. Daraus folgt dann nach
dem weiter oben Bemerkten, daB S auf 7 transitiv ist. Folglich besitzt PI'L(2,8)
eine zweifach transitive Darstellung vom Grade 28. Aus Ordnungsgriinden
gibt es keine weiteren Moglichkeiten fiir H.

Ad (5). Nach Dicksox [9] §287 sind die Gruppen PSL(2,9) und o/
isomorph. Daher besitzt die PSL(2, 9) eine zweifach transitive Darstellung vom
Grade 6. Jede solche Darstellung ist dquivalent der Darstellung der Gruppe der
inneren Automorphismen auf einer Klasse konjugierter Tkosaedergruppen.
Nun enthélt nach Dickson [9] § 259 die PSL(2, 9) genau 12 Ikosaedergruppen,
die alle unter PGL(2, 9) konjugiert sind. Folglich besitzt die PGL(2, 9) keine
zweifach transitive Darstellung vom Grade 6. Sei nun o die durch x®=x®
definierte Abbildung aus PI'L(2, 9). Dann hat ¢ die Fixpunkte 0, 1, 2 und co.
Daraus folgt, daB es eine Untergruppe der Ordnung 3 in PSL{2, 9) gibt, die
von ¢ zentralisiert wird. S sei eine solche Gruppe und A4 sei eine zur &7 iso-
morphe Untergruppe, die S enthilt. Dann ist S=0"*Soce"* 4a, d.h. es ist
ScAnoc™ ! Ac. Daraus folgt, daB 4 und ¢ * 4 ¢ bereits unter PSL(2, 9) kon-
jugiert sind, da die Ordnung des Durchschnittes zweier nicht konjugierter
Untergruppen von PSL(2,9), die beide zur o ; isomorph sind, gleich 10 ist.
Die beiden Klassen konjugierter Ikosaedergruppen werden also von ¢ invariant
gelassen. Folglich besitzt auch H=PSL(2, 9) {c) eine zweifach transitive Dar-
stellung vom Grade 6.

Ad (6). Die PSL(2, 11) besitzt eine primitive Darstellung auf 11 Ziffern
(Dickson [9] § 262). Die Standuntergruppe S einer Ziffer ist isomorph der /5.
Ferner hat S nur eine Ziffer als universelles Fixelement, da die Darstellung
primitiv ist. Daher zerlegt S, falls die Darstellung nicht zweifach transitiv ist,
die Ziffern in ein Transitivititsgebiet J, der Linge 1 und zwei Transitivitits-
gebiete , und Z; der Liange 5. Auf &, und J; operiert S dann als alter-
nierende Gruppe vom Grade 5. Insbesondere ist § also zweifch transitiv auf
Z, und 73, was nach MANNING [I8] Theorem nicht sein kann. Also ist die
Darstellung zweifach transitiv. Da es nach DIcksoN [9] § 259 insgesamt
22 Tkosaedergruppen in der PSL(2, 11) gibt, die unter PGL(2, 11) alle konju-
giert sind, kann die PGL(2, 11) keine zweifach transitive Darstellung vom Grade
11 besitzen.

Nun zeigen wir, daB dies alle Ausnahmefille sind. Sei also G=PSL{2, ¢)<
H<K=PI'L(2, q). Ferner besitze H eine treue Darstellung A4 als zweifach
transitive Permutationsgruppe vom Grade n+1. Ist ¢<3, so besitzt G eine
abelsche, charakteristische Untergruppe N der Ordnung g+ 1. Da H durch 4
treu dargestellt ist, muB N in der Darstellung A4 scharf transitiv vom Grade
n+ 1 sein. Folglich ist n+ 1=g+1, d.h. n=¢. Wir kdnnen also annehmen, daB
g>3 ist. Nach Dickson [9] § 261 ist G dann einfach. Nun ist G normal in K
und daher auch normal in H. Da G einfach ist, ist G ein minimaler Normalteiler
in H. Ist I' der G in 4 entsprechende Normalteiler, so ist also auch I” einmini-
maler Normalteiler von 4. Aus der zweifachen Transitivitdt von 4 folgt daher
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nach BURﬁsle {718 154, daB I' primitiv vom Grade #-+1 ist. Um # zu berech-
nen, brauchen wir folglich nur die Indizes der maximalen Untergruppen von
I' auszurechnen und dabei zu beachten, daB n(n+ 1) ein Teiler von o(H) ist.
Da o(H) ein Teiler von o(K) ist, ist also auch n(n+1) ein Teiler von o(K). Ist
g=p°, so ist o(K)=sq(g*~1) und es gilt daher
Q) n(n+1) teilt sq(g®—1).
Als maximale Untergruppen von G kommen nach Dickson {9] § 262 nur die
folgenden Gruppen in Frage'):

1. N=A"G,, wobei G, eine p-Sylow-Gruppe von G ist.

2. Dieder-Gruppen D, mit o(D,)=g+1 bzw. 2(g+1) je nachdem, obp>2
oder p=2 ist.

3. Dieder-Gruppen D, mit 0(D,)=g—1 bzw. 2(g—1) je nachdem, ob p>2
oder p=2 ist.

4. G,=PSL(2, p") mit sr™*=3.

5. = PGL(2, p") mit p>2 und sr™1=2k>4.

6. Dy~ of,, falls g=+3 mod 8.

7. D=4, falls g=+1mod 8.

8. Dy o, falls g=+1 mod 10.

Es ist o(PSL(2, 9))=%4q(q>—1) bzw.=q(g*>—1), je nachdem p>2 oder=2
ist. Ferner ist o(N)=%¢g(g—1) oder =g(g—1), je nachdem p>2 oder =2 ist.

1. Fall. n+1=[G:N]. Nach dem eben Bemerkten ist daher

27'q(@*~1) _q@@®-1) _
27'q(g-1) q@-1)

2. Fall. n+1=[G:D{]1=%qg(g—1). Dies ist wieder fiir alle ¢ richtig.
Nach (i) ist daher {p*(p°—1)—1=%1(p?*—p°—2) ein Teiler von sp*(p?s—1).
Nun ist ($3g(g—1)—1, $q(g—1))=1. Folglich ist +(p?s—p*—2) ein Teiler von
25(p°+1). Daher ist p?*—p*—2 < 45p°+4s. Hieraus folgt, daB p?s—(4s+1)p*<
4542 ist. Dann ist

n+1=[G:N]= g+1, dh n=gq.

(4s+1)?
—

2
p’— 4s2+1 > <4s+2+

Hieraus folgt, daB

s 4ds+1 <4s+1+482+1

ist. Also ist p*<8s+2. Ist nun p*>8¢+2, so folgt, daBl p'*1>8tp+2p>
8(t+1)+2 ist. Ist p=11, so ist p>10 und daher p*>8s+2. Daher folgt aus
p’<8s5+2, dall p=2, 3, 5 oder 7 ist und man sieht leicht, daB p*=2, 4, 8, 16,

1) Die Dicksonsche Liste ist nicht vollstindig. Es fehlen jedoch nur die Dieder-Gruppen
der Ordnung 2(g+1), falls g gerade ist.
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32, 3,9, 5 oder 7 ist. Mit Hilfe von (i) sicht man, dafl nur g=4 oder 8 mdglich
ist. Dann ist aber =35 bzw. 27, d.h. wir haben gerade die Fille (1) und (4)
VOr uns.

3 Fdl. n+1=[G:D,]=%q(g+1). Aus (i) folgt, daBl 1g{g+1)—1 ein
Teiler von sq(g®—1) ist. Hieraus folgt, daB 4g(g+1)—1 sogar ein Teiler von
2s5(g—1) ist. Dann ist aber p?S+(1 —4s) pP<2—4s5<0. Folglich ist p*<4s5—1.
Ist p=3 und ist p*=4s—1 bereits bewiesen, so ist p* "1 2 p(ds—1)>2(4s—~1)=
4(s+1)—2. Hieraus folgt, daB auch ps*1=4(s+1)—1 ist. Ferner ist 2*=
16>4-4—1. Aus 2°>45—1 folgt einmal s=4 und 2571 >4 . 25— 2=4(s+ 1)+
4(s—1)—=2>4(s+1)—1. Aus p<4s—1 folgt daher, daB p*=2, 4 oder 8 ist.
Aus (i) folgt, daB p*=2 ist. Dann ist aber n=2=g¢.

4. Fall. Sei M =G, oder=G" und n+1=[G: M]. Dann ist

2s
-1 s—r P -1
T

und a==1 oder 2. Nach (i) ist dann

2s
-1 _s—r P -1 .
2r

p'—1

a

ein Teiler von sp*(p?s—1). Wegen s—r=1 und (r+1, #)=1 ist

-1 s—r pzs_]- _
pZP_l

a

sogar ein Teiler von s(p?*—1). Hieraus folgt, daB

2s_
ps“"iia"1 iz'—-i —1:l<s(p2'—1)

ist. Wegen s>s—r=2r ist dann

p2r__1 er__l

2s
~1 P -1
S8 <s

p2r_1—- p er__l_

S.

Folglich ist, da a<2 ist, p?5~1<2s(p?*"—1)<2s(p°~1). Hieraus folgt, daB
pP°+1<2s ist. Nun ist p=2. Sei bercits bewiesen, dal p'=2¢ ist. Dann ist
piti=2pt=2(¢+1). Daher ist stets p°+ 1 >2s: ein Widerspruch. Folglich kann
der Grad von H nicht gleich [G: M] sein.

5. Fall. Sei nun

e P
n+1=[G:D;]= 200) (i=3,4,5).
Nach (i) ist wieder n=[G:D,]—1 ein Teiler von sp*(p?s—1). Wegen(n+1, n)=1
ist dann 7 sogar ein Teiler von 25 o(D),). Folglich ist p*(p?**—1)<4 [o(D )]s+
20(D;) und daher
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i) p(p**—1)<2-4[o(D)}?s.
Sei p*(p?°*—1)>8[0(D;)]* 5. Dann ist

PP —D> pt (p?P 2 = pP)> 8 [0(D)]? s> 8[0(D)]P (s +1).

Es gilt also
(iii) Aus p*(p?s—1)>8[o(D)]* s folgt, daB auch

PGP 1)>8[o (DY (s+1)
ist.

Sei i=3. Nach (i) ist dann p*(p?*—1)<2.24%s. Sei p=11. Dann ist
p(p*—1)=12-11-10>2 - 24*. Aus (ii) und (iii) folgt daher, daB p=3,5 oder
7 ist. Ebenso leicht sieht man, dall ¢ nur gleich 3, 9, 5 oder 7 sein kann. Nun
ist aber ¢ = -+3 mod 8. Folglich kann g nur gleich 5 sein, da wir ¢>3 voraus-
gesetzt hatten. Dann ist n=4: Dies ist der Fall (2).

Sei i=4. Nach (ii) ist dann p*(p?*—1)<2 - 48%s. Mit Hilfe von (iii) sieht
man wieder, daBl p*=3, 9, 5, 7, 11 oder 13 ist. Aus g=+1 mod 8 folgt, daB
nur g=7 oder 9 in Frage kommen. g=7 ergibt n=6, d.h. den Fall (3) und
g=9 ergibt n=14. Nun ist 14 kein Teiler von 2.9 80, so daB also ¢=9
und n= 14 nicht méglich ist.

Sei schlieBlich i=5. Mit Hilfe von (ii) und (iii) und g = 41 mod 10 erhilt
man, daf} fiic g nur die Werte 9, 11, 19 und 29 in Frage kommen. g=9 fithrt
auf n=>5, d.h. den Fall (5). Mit ¢g==11 errechnet man fiir n den Wert 10:
Dies ist der Fall (6). Die iibrigen Werte fithren mit (i) auf einen Widerspruch.
Damit ist Satz 1 bewiesen.

2. Kennzeichnungen der endlichen desarguesschen Ebenen
mit Hilfe gewisser Untergruppen der projektiven Gruppe dieser Ebenen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Frage, ob eine endliche projek-
tive Ebene der Ordnung g=p’, p eine Primzahl, die eine Kollineationsgruppe
besitzt, die zur SL(2, ¢) bzw. PSL(2, q) isomorph ist, desarguessch ist. Unter
gewissen zusitzlichen Bedingungen, die mdglicherweise iiberfliissig sind, ist
dies richtig, so daBl wir also, da die projektive Gruppe ciner desarguesschen
Ebene der Ordnung g ja stets Untergruppen enthalt, die zur SL(2, ¢) bzw.
PSL(2, g) isomorph sind, Kennzeichnungen der endlichen desarguesschen
Ebenen erhalten.

Satz 2. Ist & eine endliche projektive Ebene der Ordnung q=p', p eine
Primzahl, ist ferner A eine zur SL(2, q) isomorphe Kollineationsgruppe von &
und ist ferner, falls p=2 ist, jede Involution aus A eine Perspektivitit, so ist
& desarguessch.

Beweis. Sei zuniichst p=2, d.h. g=2". Wir beweisen dann:

(1) A4 besitzt ein universelles Fixelement.

Sei X eine 2-Sylow-Gruppe von 4 und 1+ceZ. Da die 2-Sylow-Gruppen
der SL(2, 2%) elementarabelsche 2-Gruppen sind, ist ¢ eine Involution. Nach
Voraussetzung ist daher ¢ zentral und, da die Ordnung von & gerade ist,
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sogar eine Translation. Sei P das Zentrum und g die Achse von ¢. Dann ist,
da X abelsch ist, P*=P und g¥=g. Ist ferner 141X, so ist ¢ ebenfalls eine
Translation. Ist O das Zentrum und 4 die Achse von 1, so ist wieder Q*=Q
und A¥=h. Ist Q £ P, so ist Q P Fixgerade aller Involutionen aus X. Da ferner
Q und P unter X festbleiben, ist O P Achse aller Translationen aus 2. Dual
gilt: Ist g =4, so ist g A Zentrum aller Translationen aus 2. Die Translationen
aus Z haben also alle entweder das gleiche Zentrum oder die gleiche Achse
oder aber gleiches Zentrum und gleiche Achse. Wir kénnen daher ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit annehmen, dall g die Achse jeder Involution
aus X ist. Ist T eine von X verschiedene 2-Sylow-Gruppe von 4, so gibt es,
da ja X und T konjugiert sind, eine Gerade &, die Achse jeder Translation
aus T ist. Ist h=g, so ist g=g, da 4 von X und T erzeugt wird, und 4 hat
folglich ein universelles Fixelement. Sei also A =g. Der Punkt gk ist Fix-
punkt sowohl von X als auch von T, da ja X und T als elementarabelsche
2-Gruppen nur Translationen mit der Achse g bzw. % enthalten. Da 4 von T
und T erzeugt wird, ist gk auch universeller Fixpunkt von 4. Damit ist (1)
bewiesen.

Wir kdnnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB 4 einen
universellen Fixpunkt P hat. Es gilt dann

(2) A4 ist auf den Geraden durch P transitiv.

Wiére ndmlich 4 auf den Geraden durch P nicht transitiv, so lieBe 4 wegen
g=+5,7,9, 11 nach Dickson [9], § 262 alle Geraden durch P fest, 4 bestiinde
also nur aus Perspektivititen mit dem Zentrum P. Dann wire aber ¢(d)=
q(q*—1) ein Teiler von ¢?(g—1): ein Widerspruch. Daher gilt (2).

Da die SL(2, 2") nur eine Darstellung als Permutationsgruppe vom Grade
2"+1 hat, folgt nach Dickson [9], §§ 239, 240 die Giiltigkeit von

(3) A4 ist auf den Geraden durch P scharf dreifach transitiv.

g und A seien zwei verschiedene Geraden durch P. Ferner sei 4, ; die Stand-
untergruppe dieser beiden Geraden. Aus (3) und o(4)=g(g*>~1) folgt, daB
o(d4, )=q—1 ist. Nach Dickson [9] § 260 sind alle Untergruppen der Ord-
nung g—1 zyklisch. Folglich ist auch 4, , zyklisch. Es seien Q, Reg—{P}
und @ #R. Ferner sei 6ed,, mit 0°=0 und R°=R. Die von & erzeugte
Gruppe werde mit H bezeichnet. Dann ist natiirlich @7=0Q und R"=R.
Nach (3) gibt es ein ged mit g'=h und A°=g. Dann ist 674, ,0=4,,
und da H wegen der Zyklizitit von 4, , in 4, , charakteristisch ist, ist also
auch ¢~ 'H ¢=H. Die Punkte Q° und R° sind Fixpunkte von ¢ 'H o, d.h.
von H und damit von §. Ferner ist Q°, R°eh—{P}. Folglich bilden die Punkte
0O, R, 0°, R® ein nicht ausgeartetes Viereck. Hieraus folgt, daf & eine nicht
ausgeartete Teilebene # von & elementweise festlaft. Wegen P?=P ist P
ein Punkt von . Folglich gehen durch P mindestens drei Fixgeraden von §.
Aus (3) folgt dann, daB §=1 ist. Ein von der Identitéit verschiedenes Element
aus 4, ; hat also auf g—{P} hochstens einen Fixpunkt. Sei nun § ein Element
von Primzahlordnung aus 4, ,. Da g und ¢g—1 teilerfremd sind, hat 6 minde-
stens einen und damit genau einen Fixpunkt @ auf g—{P}. Weil 4, , abelsch
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ist, ist daher Q ein universeller Fixpunkt von 4, ,. Folglich operiert 4, , auf

g—1{P, O} regulir. Wegen o(4, ;,)=g—1 gilt daher, wenn g>2 ist

(4) 4, , hat auf g genau zwei Fixpunkte, von denen einer gleich P ist. Die
restlichen Punkte von g bilden ein Transitivititsgebiet von 4, ,,.

Angenommen, P wire Zentrum einer involutorischen Translation aus 4. Dann
ist P, da alle Involutionen in A konjugiert sind, Zentrum jeder involutorischen
Translation aus 4. Nun koénnen nicht alle involutorischen Transiationen aus
4 die gieiche Achse haben, da dann 4, das ja von seinen Involutionen erzeugt
wird, eine Gerade punktweise festlieBe, was nach der zu (2) dualen Aussage
nicht moglich ist. Nach GLEASON [12], Lemma 1.2 sind daher alle Involutionen
aus 4 miteinander vertauschbar: ein Widerspruch.

(5) P ist niemals Zentrum einer involutorischen Translation aus A.

Sei nun X cine 2-Sylow-Gruppe von 4. Dann 148t 2 eine Gerade g durch P
fest. Ist 1 +0€Z, so ist ¢ eine involutorische Translation mit g°=g. Hieraus
folgt, dal das Zentrum von o auf g liegt. Da P nach (5) nich: das Zentrum
von o ist, andererseits P unter ¢ festbleibt, mull g die Achse von ¢ sein, d.h.
g ist Achse jeder Translation aus Z.

1. Fall. Bs gibt zwei nicht triviale Translationen in X, die verschiedene
Zentren haben. Hieraus folgt zunichst, dal ¢>2 ist. Q und R seien zwei ver-
schiedene Punkte auf g, die Zentren von nicht trivialen Translationen aus X
sind. Aus (5) folgt, daB Q, Reg—{P} ist. Nach (4) konnen daher wegen
g>2 nicht beide Punkte unter 4, , festbleiben. Nun gibt es in % genau g—1
nicht triviale Translationen. Daraus folgt dann, daB es auf g genau ¢—1
Punkte gibt, die Zentren nicht trivialer Translationen aus X sind. Da alle
2-Sylow-Gruppen miteinander konjugiert sind, gilt

(6) Ist T eine 2-Sylow-Gruppe von 4 und g die Gerade durch P, die von T
festgelassen wird, so gibt es einen Punkt Feg—{P}, der nicht Zentrum
einer nicht trivialen Translation aus T ist, wihrend jeder Punkt von
g—{F, P} Zentrum von genau einer nicht trivialen Translation aus T ist.
Ferner ist g die Achse aller Translationen aus T.

Der Punkt Feg ist also dadurch gekennzeichnet, daBl er der einzige von P

verschiedene Punkt auf g ist, der nicht Zentrum einer involutorischen Trans-

lation aus A ist. Daraus und aus (2) folgt, daB |F4|=g+1 ist. Wir wollen

nun zeigen, daBl keine drei Punkte von F4 kollinear sind, d.h.

(7) FA4ist ein Oval.

Da A transitiv auf F4 operiert, geniigt es zu zeigen, daBl F mit keinen zwei

weiteren Punkten von F4 kollinear ist. Nun ist T auf den von g verschiedenen

Geraden durch F transitiv, da F ja niemals Zentrum einer nicht trivialen Trans-

lation aus T ist. Folglich liegt auf jeder Geraden durch F, die von g verschieden

ist, mindestens ein Punkt von FA—{F} und damit wegen |F4|=g¢g+1 genau

einer. Also gilt (7).

(8) 4 zerlegt die Menge der Punkte von & in genau drei Transitivititsgebiete,
ndmlich & ={P}, #,=F* und %, =Menge aller iibrigen Punkte.
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Es ist daher |#|=1, |#|=q+1 und |#|=¢*—1. Nach (2) bilden die Ge-
raden durch P ein Transitivititsgebiet #, von 4. Nun folgt aus (3), daBl 4
auf F4 dreifach transitiv ist. Daher bilden die Geraden, die F4 in zwei ver-
schiedenen Punkten treffen, da F4 nach (7) ein Oval ist, ebenfalls ein Transi-
tivitdtsgebiet Z, von 4. Nun folgt aus (8) nach DemBowskl [8] Satz 1 und
Satz 2, daB die Anzahl der Geradentransitivitdtsgebiete von 4 ebenfalls gleich
drei ist. Bs gibt also nur noch ein weiteres Transitivititsgebiet #; und es ist
leicht zu sehen, dall %, gerade aus den Geraden besteht, die keinen Punkt
von F4 enthalten, Es ist |%,|=q+1, |#,]=%g(g+1) und |Z,|=%q(g—1).

Wir kénnen nun & folgendermaBen innerhalb von 4 darstellen:

1° Dem Punkt P ordnen wir die Menge IT={A4T|T ist 2-Sylow-Gruppe
von A4} zu.

2° Ist Xe&,, so ordnen wir X die Gruppe 4, zu. Da 4 nach (3) auf £,
primitiv operiert, ist die Zuordnung X -4y eineindeutig. Ferner ist o(dy)=
q(g—1). Folglich ist Ay=4"T, wobei T eine geeignete 2-Sylow-Gruppe von
4 ist.

3° Ist Xe&,,s0 ordnen wir X die eindeutig bestimmte involutorische Trans-
lation 6yed zu, deren Zentrum X ist. Die Abbildung X —oy mit Xe2; ist
ebenfalls eineindeutig.

4° Ist y eine Gerade, so ordnen wir y die Gruppe 4, zu. Die Zuordnung
y—A4, ist fir ye#, eine umkehrbar eindeutige Abbildung von £, auf die
Menge der Normalisatoren der 2-Sylow-Gruppen von 4, fiir ye4, eine um-
kehrbar eindeutige Abbildung von £, auf die Menge der Dieder-Gruppen
der Ordnung 2(g—1) aus 4 und fiir ye &, eine eineindeutige Abbildung von
R5 auf die Menge der Dieder-Gruppen der Ordnung 2(g-+1) aus 4.

Wir miissen nun nur noch die Inzidenzen beschreiben. Es ist Pey genau
dann, wenn A,ell ist. Ist Xe,, so ist Xey genau dann, wenn entweder
dy=4, oder o(dxynd,)=qg—1 ist. Ist Xe 2, so ist Xey genau dann, wenn
ox€4, ist. Man verifiziert miihelos, daB dies richtig ist.

Um zu zeigen, daB die Ebene & desarguessch ist, brauchen wir nur noch
zu zeigen, daB man eine desarguessche Ebene der Ordnung g=2" auf die gleiche
Weise innerhalb der SL(2, ¢) darstellen kann.

Sei also & eine desarguessche projektive Ebene der Ordnung ¢g=2". Da
Z desarguessch ist, kdnnen wir % mit Hilfe eines 3-dimensionalen Vektor-
raumes V iiber K= GF(q) darstellen (s. BAER [4], Theorem S.302). Die Punkte
von & sind dann die 1-dimensionalen Unterrdiume K(x, y, z) von ¥, wobei
x, v, ze K und (x, y, z) +(0, 0, 0) ist. Man rechnet leicht nach, daf} die Punkt-
menge €={K(0, 1, 0), K(k, k*, 1) | keK} ein Oval in & ist. Man iiberzeugt
sich ebenso leicht, daf} die von

100
s=|111
001
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und
a0 0
So=4l0 a® 0) a,beK,a=+0
b b1

erzeugte Gruppe S von linearen Abbildungen von ¥V eine Kollineationsgruppe
Z von & induziert, die einmal ¢ invariant 14Bt%) und die zum andern zur
SL(2, q) isomorph ist. Hieraus folgt schlieBlich, daf} & und & sich auf die
gleiche Weise innerhalb der SL(2, g) darstellen lassen, so daf also & und &#
isomorph sind: & ist desarguessch. Ferner sieht man noch, daf F4 und ¢
projektiv dquivalent sind. F4 ist somit ein Kegelschnitt, da ja die Koordinaten
der Punkte von % der Gleichung x*+y z=0 geniigen.

2. Fall. Alle nicht trivialen Translationen aus X haben das gleiche Zentrum.
Das Zentrum aller nicht trivialen Translationen aus Z sei Q. Ferner sei T
eine von X verschiedene 2-Sylow-Gruppe von 4 und R sei das Zentrum aller
nicht trivialen Translationen aus T. Nach (5) ist P+Q, R und da Z von T
verschieden ist, folgt aus (2), daB Q=R und P¢QR ist. Da Q das Zentrum
aller Translationen aus 2 ist und R das Zentrum aller Translationen aus T,
so folgt, daBl O R sowohl Fixgerade von X als auch Fixgerade von T ist. Nun
ist A das Erzeugnis von X und T. Folglich ist Q R auch Fixgerade von A.
Es gilt also

(9) 4 besitzt einen universellen Fixpunkt P und eine universelle Fixgerade g
mit Pég.
Als nichstes zeigen wir nun, daB (9) auch dann gilt, wenn ¢ ungerade ist.
Sei also & eine projektive Ebene der Ordnung g=p", wobei p eine von 2 ver-
schiedene Primzah] sei. Ferner sei 4 cine zur SL(2, ¢) isomorphe Kollineations-
gruppe von &. Da g ungerade ist, ist 0(Z4)=2. Ist nun 1 +F0eZ4 und ist ¢
keine Streckung, so 148t ¢ nach BAER [3] eine Unterebene & von & der Ord-
nung s mit s*=¢g elementweise fest. LieBe A die Ebene # punktweise fest,
so miifite 4, da & eine maximale Unterebene von & ist, auf den Punkten einer
Geraden von &, die nicht zu & gehdren, regulidr operieren. Dann wire aber
g(g>~1)=0(4) ein Teiler von g—s: ein Widerspruch. Folglich operiert
H=A4/%A auf & effektiv, da H einfach ist. Die Punkteanzahl von &% ist
gleich s> +s+1=g+1+s5. Ist nun ¢ =9, so hat, da ¢ als Quadratzahl von 5,
7 und 11 verschieden ist, jedes nicht triviale Transitivititsgebiet von H min-
destens die Linge g+ 1 (DicksoN [9], § 263). Ferner ist s*+s+1 kein Teiler
von % s%(s*—1)=0(H). Folglich ist H intransitiv auf &#. Da die Anzahl der
Geraden von & gleich g+ 1+ ist und s<gq ist, folgt, dafl H mindestens eine
Fixgerade g in & besitzt. Nun ist s+ 1<g+1. Daraus folgt, daB H auf g die

2y Man beachte, daB die Matrizen als Rechtsfaktoren zu schreiben sind. So ist z.B.

100
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Identitdt induziert. Daraus folgt wiederum, daBB gn¢=¢ ist, falls ¢ ein nicht
triviales Punkttransitivititsgebiet von H (in #) ist. Daher ist g+ 1 | ¢| 5% =¢:
ein Widerspruch. Also ist ¢g=9. Dann ist aber o(H)=5-9 - 8 ein Teiler der
Ordnung der Kollineationsgruppe von %. Andrerseits ist die Ordnung der
Kollineationsgrappe von & gleich 27 - 16 - 13, Nun ist 5 kein Teiler von
27-16 - 13 und folglich auch dieser Fall zum Widerspruch gefithri. Somit
ist o eine Streckung. Ist P das Zentrum und g die Achse von o, so ist Pég
und P4=P und g4=g, da ¢ ja im Zentrum von 4 liegt.

Um Satz 2 zu beweisen, brauchen wir daher nur noch zu zeigen, dafB eine
projektive Ebene der Ordnung g=p", die cine Kollineationsgruppe besitzt,
die zur SL(2, q) isomorph ist, und die auBerdem ein nicht inzidentes Punkt-
Geradenpaar invariant 14Bt, desarguessch ist.

Sei also & eine projektive Ebene der Ordnung g=p”", p eine Primzahl.
Ferner sei 4 eine zur SL(2, ¢) isomorphe Kollineationsgruppe von &. SchlieB-
lich sei (P, g) ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar von & mit P4=P und
gi=g. Wirde 4 auf g die Identitit induzieren, so bestiinde 4 nur aus (P, g)-
Streckungen. Dann wiire aber bekanntlich g(g*—1)=o0(4) ein Teiler von g—1,
was wegen g=2 nicht mdglich ist. Es gibt also ein Transitivititsgebiet ¢ von
A mit t=g und |[£]=2. Dann ist g(g*~D=0(4)=|t] - 0(dyp), falls Qet ist.
Wegen 25|t £g+1 ist dann

(10) g(g*~1>o0(dg)zg(g—1).

Sei zundchst g=+5, 7, 9, 11. Aus (10) folgt dann nach Dickson [9], § 262,
daB o(d4y)=q(g—1)ist. Folglichist | ] =g+1, also t=g. Seinun ¢=5, 7 oder 11.
Aus (10) folgt dann nach [9], §262, daBB g+1=|tj=gq ist. Sei |¢|=¢. Dann
gibt es genau einen Punkt Qeg mit Q4=0. Ist h=PQ, so ist also A4==h. Da
A auf h zwei Fixpunkte hat, enthilt jedes Transitivitdtsgebiet ¢/ von 4 mit
t' < h hochstens g—1 Punkte. Folglich ist nach [9] § 262 |#|=1, d.h. 4 indu-
ziert auf 4 die Identitdt. Somit besteht 4 nur aus Perspektivititen mit der
Achse A. Hieraus folgt, daB g(g*—1) ein Teiler von g?(g—1) ist: ein Wider-
spruch. Also ist auch in diesen Féllen [7]=¢g+1, d.h. =g. Sei schlieBlich
g=9. Ist || <10, so ist wegen (10) und [9] § 262 dann |z]=6. Folglich 148t
A auf g vier verschiedene Punkte fest. @, R, S, T seien diese Punkte. Dann sind
aber auch die Geraden PQ, PR, PS und PT unter 4 invariant. Da 4 auf
jeder dieser Geraden zwei Fixpunkte hat, 146t A auf jeder dieser Geraden
mindestens vier Punkte fest. Daraus folgt, daBl 4 eine echte Unterebene &
von & der Ordnung s=3 elementweise festlifit. Nun ist nach Bruck [6]
Lemma 3.1 stets s2<g, falls ¢ die Ordnung einer projektiven Ebene & und s
die Ordnung einer echten Untercbene von & ist. In unserem Falle ist also
529, d.h. §<3. Andrerseits war s=3. Folglich ist s=3. Ist nun % eine Ge-
rade von &, so operiert 4 auf den Punkten von A, die nicht zu # gehoren,
regulir, da & eine maximale Unterebene von & ist. Folglich ist 10 - 9 - 8=0(4)
ein Teiler von 10—4=6: ein Widerspruch. Also ist auch in diesem Falle =g,
Wir haben also

(11) 4 induziert auf g eine transitive Permutationsgruppe.
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N sei der Normalteiler von 4, der auf g die Identitdt induziert. Da 4/Z4
einfach ist, andrerseits aus (11) folgt, daBl N =4 ist, ist N ZA. Da ferner
o(Z4)<p ist, mub jede p-Sylow-Gruppe von 4 auf g effektiv operieren. Aus
g+1=1mod p folgt, daB jede p-Sylow-Gruppe von 4 mindestens einen Fix-
punkt auf g hat. Zwei verschiedene p-Sylow-Gruppen erzeugen 4 und kénnen
daher wegen (11) auf g keinen gemeinsamen Fixpunkt haben. Da nun die
Anzahl der p-Sylow-Gruppen von A nach DicksoN [9] § 260 gleich g+1 ist,
folgt, daB jede p-Sylow-Gruppe von A genau einen Fixpunkt auf g hat. Ferner
folgt, daB auch jeder Punkt von g Fixpunkt einer p-Sylow-Gruppe ist, Da
die Gruppe der inneren Automorphismen von 4 auf den p-Sylow-Gruppen
von 4 zweifach transitiv ist, ist A auch auf den Punkten von g zweifach transitiv.
Nun ist o(Z4)<2<g+1. Aus der zweifachen Transitivitdt von 4 auf g folgt
daher, daB &4 auf g die Identitdt induziert. Folglich ist N=2'A. Die von 4
auf g induzierte Permutationsgruppe ist also zur PSL(2, g) isomorph. Daraus
folgt schlieBlich noch, daB eine Kollineation aus 4, die auf g drei verschiedene
Fixpunkte hat, in &4 liegt. Es gilt also

(12) Die von 4 auf g induzierte Permutationsgruppe 4* ist auf den Punkten
von g zweifach transitiv und nur die Identitidt aus A* 148t drei verschie-
dene Punkte von g fest. Ferner ist 4¥xA4/Z4 und o(ZA)=2, falls ¢
ungerade ist, und Z4=1, falls g gerade ist.

O und R seien zwei verschiedene Punkte von ¢. Ferner sei 44 g die Stand-
untergruppe dieser beiden Punkte. Es ist 0(dg g)=g—~1 und FA< 4, z. Nach
Dickson [9] § 260 ist Ay g/Z A zyklisch. Nach ZASSENHAUs [30] S.140 unten
ist daher 4, p abelsch. Die Sylow-Gruppen ungerader Ordnung von 4, g
sind wegen o(ZA4)<2 zyklisch. Ist ZA=1, so ist also 4y g selbst zyklisch,
da ja in diesem Falle g—1 ungerade ist. Ist &4 1, so ist Z4 die einzige
Untergruppe der Ordnung 2 in 4. Da 4, z abelsch ist, ist auch die 2-Sylow-
Gruppe von A4, p abelsch. Da die 2-Sylow-Gruppe aber nur ein Element
der Ordnung 2 enthdlt, ist sie zyklisch. Also ist auch 4y g zyklisch.

Sei Qeg und SePQ—{P,Q} und ded, x mit S°=S. Sei H die von &
erzeugte Gruppe. Dann ist auch SH=S. SchlieBlich sei 64 und Q°=R und
R°=Q (ein solches ¢ gibt es nach (12)). Dann ist 6™ %4, r 6=44 & und folg-
lich, da Ay p zyklisch ist, ™'H o=H. Hieraus folgt, daB S°e PR—{P, R}
ein Fixpunkt von H und damit von § ist. Von den vier Punkten @, R, S und S°¢
sind keine drei kollinear. Daraus folgt, daB3 § eine nicht ausgeartete Teilebene
von & elementweise festldBt. Dann hat aber § mindestens drei Fixpunkte auf
g und somit induziert & nach (12) auf g die Identitit. Da § auBerhalb g die
Fixpunkte P und S hat, ist daher 6= 1. Daraus folgt, daB 4,  auf PQ—{P, 0}
reguldr und wegen o(4y, g)=g—1 auch transitiv ist.

Sei nun T eine p-Sylow-Gruppe von 4. Es gibt dann, wie wir gesehen haben,
genau einen Punkt Qeg mit QT=Q. Daraus folgt, daBl (PQ)T=PQ ist. Nun
hat T auf PQ—{P, 0} mindestens einen Fixpunkt, da p kein Teiler von g —1 ist.
Da andrerseits 44 x im Normalisator von T enthalten ist, folgt, daB T die
Gerade PQ punktweise festliBt. T besteht also nur aus Perspektivititen mit
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der Achse PQ. Da nun g' =g ist und T auf g—{Q} regulir operiert, folgt, daB
T=r(Q, PQ) ist.

Wir entfernen nun aus & den Punkt P, die Gerade g und alle mit diesen
inzidierenden Elemente. Die Inzidenzstruktur, die wir auf diese Weise erhalten,
bezeichnen wir mit & *. Die Gruppe 4 induziert in & * eine Kollineationsgruppe,
die wir, ohne Verwechslungen befiirchten zu miissen, wieder mit 4 bezeichnen.
Wir zeigen nun

(13) Ist & eine projektive Ebene und ist (P, g) ein nicht inzidentes Punkt-
Geradenpaar von &, so dall & eine (Q, PQ)-transitive Ebene ist fiir alle
Qeg, so ist die Gruppe E=I'(Q, PQ) | Qeg) auf den inzidenten Punkt-
Geradenpaaren von & * transitiv. Insbesondere ist also 4 auf den inzi-
denten Punkt-Geradenpaaren von &* transitiv.

Ist ndmlich X ein Punkt von &F*, so ist [(PXng, PX) auf den Geraden
durch X, die zu & * gehoren, transitiv. Es bleibt also nur zu zeigen, dal E auf
den Punkten von & * transitiv ist. Sind X und Y zwei in % * verbindbare Punkte,
so sind P, X und Y in & nicht kollinear. Folglich gibt es ein teI'(X ¥ ng,
P(XYng))mit X*=7Y. Sind X und Y nicht verbindbar, so gibt es einen Punkt Z
in Z*, der sowohl mit X als auch mit ¥ verbindbar ist. Nach dem bereits Be-
wiesenen gibt es o, ek mit X°=2Z und Z*= Y. Damit ist (13) bewiesen.

Es sei IT=4, und A= 4,, wobei @, k ein inzidentes Punkt-Geradenpaar von
&* ist. Die Anzahl der Punkte von &* wie die Anzahl der Geraden ist gleich
g?—1. Da o(4)=q(q*—1) ist, folgt daher aus (13), daB o(Il)=g=0(A) ist. I
und A sind also p-Sylow-Gruppen von 4. Uberdies ist IT 4. Wire némlich
=4, so wire, da die p-Sylow-Gruppen von 4 Translationsgruppen sind,
PQOngeh und folglich POQng=hng=0Q: ein Widerspruch. Ist R ein Punkt
von &*, so definieren wir die Abbildung ¢ durch ¢ (R)=1II é genau dann, wenn
Q%=R ist. Ist k eine Gerade von &%, so definieren wir die Abbildung ¥ durch
V¥ (k)=An genau dann, wenn A%=F ist. ¢ ist eine eineindeutige Abbildung der
Punkte von &* auf die Rechtsrestklassen nach I und y ist eine eineindeutige
Abbildung der Geraden von £* auf die Rechtsrestklassen nach A. Nach Hig-
MAN und McLAUGHLIN [[4] Prop. 1 folgt dann aus (13), dal Rek genau dann
gilt, wenn @ (R) " (k) +0 ist. Wir haben also gezeigt, dal} sich &* vollstindig
innerhalb A beschreiben 1aBt. Da nun & durch &* bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmt ist, geniigt ¢s, um nachzuweisen, dal & desarguessch ist, zu zeigen,
daB, falls & eine desarguessche Ebene der Ordnung ¢ ist, £ * und & * isomorph
sind.

Sei also & eine desarguessche projektive Ebene der Ordnung g. Sie werde
wieder mit Hilfe eines 3-dimensionalen Verktorraumes V iiber K=GF(g) dar-
gestellt. g sei die Gerade mit der Gleichung z=0 und P der Punkt K(0, 0, 1).
Dann ist P¢g. Ferner sei I' die von der Gruppe

abo
G={lcdO0}ab,c,deK,ad—bc+0
001
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induzierte Kollineationsgruppe von &. Es ist PT=P und gl'=g?). Uberdies
ist '=GL(2, q). Folglich ist o(I=q(g—1) (¢>*—1). Bs sei Q=K(1, 0, 0). Man
rechnet leicht nach, dal I'(Q, PQ) durch die Gruppe

100
G(Q,PQ)=1{a 10]|laek
001

treu induziert wird. Ferner ist G(Q, PQ)=G und o(G(Q, PQ))=g, so daB
I'(Q, PQ) wegen o(I=q(qg—1) (¢*—1) eine p-Sylow-Gruppe von I ist. Nun
erzeugen die p-Sylow-Gruppen von GL(2, q) gerade die SL(2,¢q), d.h. 4=
LL(Q, (PQ)) | yel'y ist isomorph zur SL(2, ). Hieraus folgt, daB sich #*
mit Hilfe zweier p-Sylow-Gruppen in der oben beschriebenen Weise darstellen
14Bt. Da die Automorphismengruppe von A auf den p-Sylow-Gruppen von A
zweifach transitiv operiert, folgt daher, daB &* und #* isomorph sind. Folg-
lich ist & desarguessch und somit ist Satz 2 bewiesen.

Korollar 1. Ist & eine endliche desarguessche projektive Ebene der Ordnung
g=p" und ist A eine zur SL(2,q) isomorphe Kollineationsgruppe von &, so
operiert 4 auf folgende Weise auf &

(a) Entweder lift A ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) fest und die
p-Sylow-Gruppen von 4 sind genau die Translationsgruppen I' (Q, PQ) mit Qeg,

(b) oder aber es ist p=2und 4 ldfit einen Kegelschnitt € und dessen Knoten P
invariant und jeder Punkt von &, der von P verschieden ist und nicht auf € liegt,
ist Zentrum genau einer involutorischen Translation aus A,

(c) oder aber es ist p=2 und A operiert auf die zu (b) duale Weise auf &.
Alle drei Fille kommen vor.

Beweis. Ist p>2, so haben wir bereits gesehen, dall 4 wie unter (a) beschrie-
ben auf & operiert. Sei also p=2. Es geniigt dann, wie der Beweis von Satz2
zeigt, zu zeigen, daB jede Involution aus 4 eine Perspektivitit ist. Ist g=2, so
ist jede involutorische Kollineation von & eine Perspektivitit. Sei also ¢>2.
Dann ist PSL(2, g) einfach. Da p=2 ist, ist ferner SL(2, g)=~ PSL(2, g). Folg-
lich ist 4 einfach. Nun ist die PSL(3, ¢) einfach, wihrend PI'L(3, ¢)/PSL(3, q)
auflosbar ist.

Da nach BAer [4] First Fundamental Theorem S. 44 die Kollineations-
gruppe von & zur PI'L(3, q) isomorph ist, folgt, daBB 4 in einer zur PSL(3, ¢)
isomorphen Untergruppe der Kollineationsgruppe von & und damit in der
projektiven Gruppe von & enthalten ist. Nun folgt aus der Kommutativitiit
von GF(g), daB eine Involution aus der projektiven Gruppe von & keine Unter-
ebene elementweise festlassen kann (BAER [4] Second Fundamental Theorem
S. 68). Folglich sind alle Involutionen aus 4 Perspektivititen, g.e.d.

Satz 3. Ist & eine endliche projektive Ebene der Ordnung q=p", p eine Prim-
zahl, ist A eine zur PSL(2, q) isomorphe Kollineationsgruppe von & und hat A
ein ( Punkt- oder Geraden-) Transitivititsgebiet der Linge q+1, so ist & des-
arguessch.

3) siehe FuBnote 2.
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Beweis. Aus Dualititsgriinden konnen wir annehmen, dafl 4 ein Punkt-
transitivitdtsgebiet der Linge ¢+ 1 besitzt. Bezeichnen wir dieses Transitivitits-
gebiet mit 2, so gilt nach Dickson [9] §§ 263, 260

(1) A ist auf Z zweifach transitiv und nur die Identitét 146t drei verschiedene
Punkte von £ fest.

Als nichstes beweisen wir
(2) 2 istein Oval oder aber es ist p=2 und £ ist eine Gerade.

Sei & eine Gerade g. Hieraus folgt zunéchst, daf jede Involution aus 4 eine
Perspektivitiit ist. Ist nimlich 6e4 und ¢ #1=0?, so hat ¢ nach (1) hdchstens
zwei Fixpunkte auf g. Daher kann ¢ keine Teilebene von & festlassen, da sonst
wegen g°=g die Kollineation ¢ auf g mindestens drei Fixpunkte hiitte. Da also
¢ eine Perspektivitit ist und g wegen (1) nicht die Achse von ¢ sein kann, mull
g, da ja g7=g ist, durch das Zentrum von ¢ gehen. ¢ hat also auf g einen Fix-
punkt. Wire nun p>2, so hitte ¢ zwei Fixpunkte auf g. Diese Fixpunkte seien
P und Q. Einer dieser Punkte, etwa P, ist das Zentrum von ¢. Dann geht die
Achse s von o durch Q. Nach (1) gibt es nun ein ded mit P°=0 und g°=P.
Dann ist 6% ¢ § eine involutorische Streckung mit dem Zentrum Q und der
Achse 4% Nach OstroM [20] Lemma 6 ist dann ¢ 6~ ¢ § eine nicht triviale
involutorische Streckung mit der Achse g und dem Zentram 2 A° im Wider-
spruch zu (1). Ist also & eine Gerade, so ist p=2. Ferner ist in diesem Falle
PSL(2, )= SL(2, q) und daher, da ja alle Involutionen Perspektivititen sind,
& nach Satz 2 desarguessch.

Sei nun £ keine Gerade. Dann gibt es drei nicht kollineare Punkte P, @, R
in Z. Ist nun p=2, so ist 4 auf & sogar dreifach transitiv. Folglich gibt es keine
drei kollineare Punkte in &, d.h. £ ist ein Oval. Ist K der Knoten des Ovals 2,
so ist K4=K. Ist nun o eine Involution aus 4, so hat ¢ genau einen Fixpunkt
in 2 und daher auch nur eine Fixgerade durch K. Folglich ist o eine Perspektivi-
tit. Daher ist die Ebene & wegen PSL(2, 2")=~ SL(2, 2") nach Satz 2 desarguesch.

Wir kénnen daher im folgenden annehmen, daB p>2 ist. Dannist o(4p )=
1(g—1) und aus (1) folgt, daB 4, , die Menge Z—{P, O} in zwei Transitivi-
titsgebiete der Linge $(g—1) teilt. Wire nun Se(PQ—{P, 0})n £, so wire,
da Ruicht auf PQ liegt, |(PQ—{P}) N #|=1%(g+1). Sei II eine p-Sylow-Gruppe
von 4p. Die Gruppe IT ist dann transitiv auf 2 —{P}. Daraus folgt, daB II,,
auf (PQ—{P})n £ transitiv ist. Daher ist p ein Teiler von 4(g+1). Dieser
Widerspruch zeigt, dall PQ n #={P, Q} ist. Da 4 nach (1) auf & zweifach tran-
sitiv ist, ist folglich # ein Oval.

Sei 1y die Tangente an £ im Punkte X. Dann ist fiir X &P die Abbildung
ty—txN1p eine eineindeutige Abbildung der Tangenten ¢y mit X &2 auf die
Punkte von tp—{P}. Da 4, o, wie wir bereits wissen, die Menge #—{P, 0} in
genau zwei Transitivititsgebiete der Lange 4(q—1) zerlegt, folgt, daB 4, o die
Menge der Tangenten {7y | XeZ—{P, Q}} in zwei Transitivititsgebiete der
Lange 4(g— 1) zerlegt. Folglich besitzt 4p , auf ¢, die beiden Fixpunkte P und
tp 0t und zwei Transitivitdtsgebiete der Linge 3(g-1). Aus Ordnungsgriinden
folgt, daBl 4p o auf diesen beiden Transitivititsgebieten scharf transitiv operiert.
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Ist also o eine Involution aus 4p 4, so ist ¢, da ¢ auf 7, genau zwei Fixpunkte
hat, eine zentrale Involution. Man sieht nun leicht, da PQ die Achseund N7y
das Zentrum von o ist.

Ist nun o eine Involution aus 4, so liegt ¢ nach DICKSON [9] § 244 entweder
in einer Gruppe der Ordnung 1(g-+1) oder in einer Gruppe der Ordnung
3(g—1). Ist nun (g—1) ungerade, so ist ¢ kein Quadrat. Nach Baer [3] ist
dann o zentral. Ist 1(g—1) gerade, dann ist £(g+ 1) ungerade. Folglich liegt &
in einer Gruppe 4p,, und ist also nach dem weiter oben Bewiesenen zentral.
Es gilt also
(3) Alle Involutionen aus 4 sind zentral.

Ferner gilt

(4) Jeder Punkt von & ist Zentrum héchstens einer Involution aus 4. Ist g=1
mod 4, so ist P genau dann Zentrum einer Involution aus 4, wenn P ein
duBerer Punkt von £ ist. Ist ¢ =3 mod 4, so ist P genau dann Zentrum
einer Involution aus 4, wenn P ein innerer Punkt von £ ist.

Es ist klar, daBl Punkte von £ niemals Zentren von Involutionen aus 4 sind.
Sind nun ¢ und t zwei Involutionen aus 4 und ist P sowohl Zentrum von ¢ als
auch Zentrum von 7, so liegt also P nicht in 2. Ist Qe Z und ist | PO n #| =2,
so ist @°=POn(Z—{0H)=0" Ist PO P={Q}, so ist Q°=0=Q". Es ist
also Q°=Q" fiir alle Qe #. Daher ist g=1.

Ist nun g =1 mod 4, so gibt es genau Lg(g+ 1) Involutionen in A. Ferner ist
3(g—1)=o0(dp, o) gerade und folglich jeder &uBere Punkt Zentrum einer
Involution. Da es genau ¢g(g+ 1) duBere Punkte gibt, ist auch die zweite Aus-
sage von (4) bewiesen.

Ist g=3 mod 4, so ist 3(g—1)=0(4p, o) ungerade. Folglich ist kein dulerer
Punkt Zentrum einer Involution. Daher ist das Zentrum einer Involution aus
A stets ein innerer Punkt. Nun ist in diesem Falle die Anzahl der Involutionen
in 4 gleich 1g(g—1), d.h. sie ist gleich der Anzahl der inneren Punkte. Da ver-
schiedene Involutionen verschiedene Zentren haben, folgt, daB jeder innere
Punkt Zentrum genau einer Involution aus A4 ist.

1. Fall. g=1 mod 4. Dann beweisen wir

(5) 4 ist auf den inzidenten Punkt-Geradenpaaren (P, g), wobei P ein innerer
Punkt und g eine Passante ist, transitiv.

o und 7 seien zwei verschiedene, vertauschbare Involutionen aus 4. Die Ge-
raden g und 4 seien ihre Achsen. Da g/ das Zentrum der Involution o 7 ist,
ist gk nach (4) ein duBerer Punkt. Ist P ein innerer Punkt, so gehen durch P
genau 4(g+ 1) Sekanten. In 4, gibt es folglich L(g+ 1) Involutionen. Nach dem
eben Bemerkten sind keine zwei dieser Involutionen vertauschbar. Daraus folgt,
daf} jede Involution genau eine Sekante durch P, nimlich ihre Achse festliBt.
Da andrerseits jede Sekante durch P Achse einer Involution ist, folgt nach
GLEASON [12] Lemma 1.7, dall Ap auf den Sekanten durch P transitiv ist.
Folglich ist 3(g+ 1), und da diese Zahl ungerade ist, sogar g+ 1 ein Teiler von
o(4p) und es folgt nach Dickson [9] § 260, daB A, eine Dieder-Gruppe der
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Ordnung g+ 1 ist. Hieraus folgt dafl das Transitivitdtsgebiet von 4, zu dem P
gehort, die Lange 3g(g— 1) hat. Da die inneren Punkte unter 4 in sich permu-
tiert werden, ist daher A auf den inneren Punkten transitiv.

¢ und 7 seien zwei verschiedene Involutionen aus A,. Die Punkte S und T
seien die Zentren dieser beiden Involutionen. Nach (4) ist dann S =T Sei Pe ST.
Da o und 7 dann auch in Agr liegen, ist 0 (4, N Ag ) = 3. Aus Dickson {9] § 243
folgt dann, dali Ap=Agy ist. Ist Q ein von P verschiedener inperer Punkt auf
ST, soist o(4dpndg)=2. Wiire o(dpn 4y) =2, s0 giibe es eine Involution p mit
PP=Pund Q’=0. Da P und Q innere Punkte sind, liegen P und Q nach (4)
auf der Achse von p, d.h. ST ist eine Sekante. Dann ist aber 6(4dg)=¢g~—1: ein
Widerspruch. Also ist Apn 4,y =1. Folglich ist A auf den von P verschiedenen
inneren Punkten auf ST reguldr. Deren Anzahl ist aber gleich 2(g+1), da
ST keine Sekante ist. Somit ist g+ 1 ein Teiler von 4(g+1): ein Widerspruch,
Folglich ist P¢ ST und hieraus folgt, daB jede Passante durch P von hichstens
einer Involution aus 4, festgelassen wird. Da (g + 1), die Anzahl der Passanten
durch P, ungerade ist, wird daher jede Passante durch P von genau einer In-
volution aus A, festgelassen. Ferner werden verschiedene Passanten durch P
von verschiedenen Involutionen aus 4, festgelassen. Wiederum nach GLEASON
[12] Lemma 1.7 folgt daher, dall 4, anf den Passanten durch P transitiv ist.
Damit ist (5) bewiesen.,

Wir kénnen nun & folgendermaBen innerhalb A beschreiben. Ist P ein Aulerer
Punkt von &, so ordnen wir P diejenige Involution o, zu, deren Zentrum P ist.
Ist g eine Sekante von &, so ordnen wir g diejenige Involution o, zu, deren
Achse g ist. Nach (4) und der zu (4) dualen Aussage sind diese beiden Abbil-
dungen eineindeutige Abbildungen der &ulleren Punkte bzw. der Sekanten von
2 auf die Involutionen von 4. Ist Pe £, so ordnen wir P die Gruppe 4, zu. Ist
g eine Tangente an &, so ordnen wir g die Gruppe 4, zu. Diese beiden Abbil-
dungen sind eineindeutige Abbildungen der Punkte von £ bzw. der Tangenten
an & auf die Menge der Normalisatoren der p-Sylow-Gruppen von 4. Schlie-
lich sei P, ein innerer Punkt und g, eine Passante von & mit Pyeg,. Ferner sei
II=A4p, und A=4,,. Wir ordnen nun jedem inneren Punkt P von & einmal die
Gruppe 4p und zum andern die Restklasse IT § mit P =P zu. Jeder Passanten g
von & ordnen wir einmal die Gruppe 4, und weiterhin die Restklasse A»n mit
gl=g zu, Diese Abbildungen sind wiederum eineindeutige Abbildungen auf
die Menge der Dieder-Gruppen der Ordnung g+ 1 von 4 bzw. die Mengen der
Restklassen {IT § | de 4} bzw. {4 n | ned}. Man verifiziert nun leicht, daB die
Inzidenzrelation in & sich folgendermaBen in 4 beschreiben 148t: Ist P ein
duBerer Punkt und g eine Passante, so ist Peg genau dann, wenn oped, ist;
ist g eine Tangente, so ist Peg genau dann, wenn oped, ist; ist g eine Sekante,
so ist Peg genau dann, wenn op 0, und 0, 6,=0, op ist. Ist Pe# und g eine
Passante, so ist P¢g; ist g eine Tangente, so ist Peg genau dann, wenn 4p= 4,
ist; ist g eine Sekante, so ist Peg genau dann, wenn g, 4, ist. Ist P ein innerer
Punkt und g eine Passante, so ist nach (5) und HioMan und McLAuGHLIN [/4]
Prop. 1 Peg genau dann, wenn 16N An=§ ist; ist g eine Tangente, so ist
P¢g;ist g eine Sekante, so ist Peg genau dann, wenn ¢,€ 4p ist.
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Ein Vergleich mit der desarguesschen Ebene der Ordnung g zeigt nun, dall &
desarguessch ist.

2. Fall. g=3 mod 4. In diesem Fall gilt

(6) A ist auf den inzidenten Punkt-Geradenpaaren (P, g), wobei P ein dullerer
Punkt und g eine Sekante ist, transitiv.

Sind ¢ und © zwei verschiedene vertauschbare Involutionen aus 4 und g
und % ihre Achsen, so ist, da gnh das Zentrum der Involution o 7 ist, gnh
nach (4) ein innerer Punkt. Ist P ein duBerer Punkt, so gehen durch P genau
1(g—1) Passanten. In 4, gibt es folglich nach (4) genau 1(g—1) Involutionen.
Da P ein duBerer Punkt ist, sind nach dem oben Bemerkten keine zwei Invo-
lutionen aus Ap vertauschbar. Folglich wird jede Passante durch P von genau
einer Involution festgelassen und zwei verschiedene Passanten werden niemals
von der gleichen Involution festgelassen. Nach GLrasoN [/2] Lemma 1.7 ist
daher A, auf den Passanten durch P transitiv. Folglich ist 1(g—1), und da
diese Zahl ungerade ist, sogar ¢g—1 ein Teiler von o(4;). Nach Dickson [9]
§ 260 ist daher 4, eine Dieder-Gruppe der Ordnung g— 1. Folglich ist 4 auf
den #ulleren Punkten von £ transitiv. ¢ und 7 seien zwei Involutionen aus 4p
und g sei eine Sekante durch P mit g?=g=g". Ferner seien 4 und % die beiden
Tangenten durch Pan Z und An Z={Q} und k n #={R}. Dannist QR g das
Zentrum sowohl von ¢ als auch von 7. Nach (4) ist daher o =71. Da P nicht das
Zentrum von o ist, kann ¢ hochstens eine Sekante durch P festlassen. Hieraus
folgt, da +(g—1) ungerade ist, daB ¢ genau eine Sekante durch P festldft. Aus
Anzahlgriinden folgt dann wieder, daB jede Sekante durch P von genau einer
Involution aus A, festgelassen wird. Nach GLEASON [12] Lemma 1.7 folgt daher
die Transitivitit von 4, auf den Sekanten durch P und damit (6).

Wir kénnen nun & folgendermaBen innerhalb A darstellen. Ist P ein innerer
Punkt von 2, so ordnen wir P die eindeutig bestimmte Involution g, zu, deren
Zentrum P ist. Ist g eine Passante von £, so ordnen wir g die eindeutig bestimmte
Involution o, zu, deren Achse g ist. Nach (4) und der zu (4) dualen Aussage
sind diese beiden Abbildungen eineindeutige Abbildungen der inneren Punkte
bzw. der Passanten auf die Menge der Inveolutionen von 4. Ist Pe 2, so ordnen
wir P die Gruppe 4, zu. Ist g eine Tangente an £, so ordnen wir g die Gruppe
4, zu. Diese beiden Abbildungen sind eineindeutige Abbildungen der Punkte
von & bzw. der Tangenten an & auf die Menge der Normalisatoren der p-
Sylow-Gruppen von 4. SchlieBlich sei P, ein dullerer Punkt von & und g, eine
Sekante mit Pyeg,. Ferner sei II=A4p, und A=4,,. Wir ordnen nun jedem
guBeren Punkt P einmal die Gruppe 4, und zum andern die Restklasse IT §
mit P§=P zu. Jeder Sckanten g ordnen wir die Gruppe 4, und die Restklasse
Awn mit g} =g zu. Diese Abbildungen sind wiederum eineindeutige Abbildun-
gen auf die Menge der Dieder-Gruppen der Ordnung ¢— 1 von 4 bzw. die Rest-
klassenmengen {II 6 | e4} und {4 | ned}. Die Inzidenzrelation in & 148t
sich dann folgendermaBen beschreiben. Ist P ein duBerer Punkt und g eine
Passante, so ist Peg genan dann, wenn o,€4p ist; ist g eine Tangente, so ist

g
Peg genau dann, wenn o(4pnA4,)=%4(g—1) ist; ist g eine Sekante, so ist nach

30%*
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(6) und Hioman und McLaucHLIN [14] Prop.1 Peg genau dann, wenn
I 60 A 5 =£0ist. Ist Pe# und g eine Passante, so ist P¢g; ist g eine Tangente,
so ist Peg genau dann, wenn Ap=4, ist; ist g eine Sekante, so ist Peg genau
dann, wenno(4pn 4,)=4%(g—1)ist. Ist Pein innerer Punkt und g eine Passante,
so ist Peg genau dann, wenn ¢, +0, und op 6,=0, 0p ist; ist g eine Tangente,
so ist P¢g; ist g eine Sekante, so ist Peg genau dann, wenn op€ 4, ist.

Ein Vergleich mit der desarguesschen Ebene der Ordnung g zeigt nun, daf
& desarguessch ist. Somit ist Satz 3 bewiesen.

Da nach (3) alle Involutionen aus 4 zentral sind und im Falle p =2 die Grup-
pen PSL(2, q) und SL(2, ¢) isomorph sind, so wissen wir nach Korollar 1, wie
A in diesem Fall auf & operiert. Fiir p>2 gilt nun das

Korollar 2. Ist & eine endliche projektive Ebene der Ordnung q=p’, p eine
von 2 verschiedene Primzahl, und ist A eine zur PSL(2, q) isomorphe Kollinea-
tionsgruppe von & und besitzt A ein (Punkt- oder Geraden-) Transitivitdtsgebiet
der Liinge g+ 1, so besitzt A genau drei Punkt- und drei Geradentransitivitiits-
gebiete. Eines der Punkttransitivitdtsgebiete ist ein Oval P, wihrend die andern
beiden Punkttransitivititsgebiete aus den inneren bzw. den dufieren Punkten von
P bestehen. Die Geradentransitivititsgebiete bestehen aus den Tangenten bzw.
den Sekanten bzw. den Passanten von 2.

Eine einfache Folgerung aus den Sétzen 2 und 3 ist der

Satz 4. Ist & eine endliche projektive Ebene der Ordnung q=p’, p eine Prim-
zahl, und ist A eine zur PGL(2, q) isomorphe Kollineationsgruppe von & und ist
Jede Involution aus A zentral, so ist & desarguessch.

Beweis. Ist p=2, so sind die Gruppen PGL(2, q) und SL(2, g) isomorph.
Aus Satz 2 folgt daher in diesem Fall diec Behauptung. Sei also p>2. In diesem
Falle enthiilt A4 zwei Konjugiertenklassen von Involutionen, Fine dieser Xlassen
enthilt 4 ¢(g+ 1) Involutionen, wihrend die andere aus 4¢(g—1) Involutionen
besteht. .7, sei die Klasse der Involutionen mit |.#,|=%¢g(g+1) und .#; sei die
andere Klasse. Ist oe4,u.#; und ist C das Zentrum von o, so ist /oS 4c.
Nun ist A ¢ eine Dieder-Gruppe der Ordnung 2(g+1) bzw. 2(¢—1), die, wie
aus Dickson [9] § 262 leicht folgt, in 4 maximal sind. Folglich ist /" o=4.
Dabher ist wegen o{d)=|C?| . o(4.) die Lange von C? gleich ¢q(g+1) resp.
$q(g—1). Es bleiben daher noch g+ 1 Punkte iibrig, die in keinem dieser beiden
Transitivititsgebiete liegen. Die Menge dieser Punkte sei . Da das, was wir
iiber die Zentren der Involutionen sagten, auch fiir deren Achsen gilt, gibt es
also insgesamt g* solcher Achsen. Gibe es nun in 2 einen universellen Fix-
punkt von 4, so gingen diese Achsen alle durch diesen Punkt, da ein Punkt aus
# ja niemals Zentrum einer Involution aus 4 ist. Folglich wire ¢g><g-+1: ein
Widerspruch. A enthilt einen Normalteiler 4o mit 4,2 PSL(2, g). Eine der
beiden Klassen .#, und ., liegt in A,. Daraus folgt, daBl durch jeden univer-
sellen Fixpunkt Pe & von 4, mindestens +¢g(g— 1) Achsen von Involutionen
gehen, Wegen g= 3 gibt es also hochstens einen universellen Fixpunkt von 4,
in 2. Da 4, in 4 normal ist, wire ein solcher Fixpunkt auch Fixpunkt von 4.
Folglich liegt jeder Punkt von £ in einem nicht trivialen Transitivitdtsgebiet
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von 4,. Nun hat nach DicksoN [9] § 263 jedes nicht triviale Transitivitdts-
gebiet von 4, eine Liange gréBer als 1(g+ 1). Daraus folgt, dal & ein Transitivi-
titsgebiet von A, ist. Aus Satz 3 folgt daher die Behauptung.

3. Eine Charakterisierung der endlichen desarguesschen Ebenen gerader Ordnung

In diesem und dem néchsten Abschnitt betrachten wir endliche projektive
Ebenen &, in denen es ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) gibt, so
daB & eine (Q, PQ)-transitive Ebene ist fiir alle Qeg. Die von allen Gruppen
I'(Q, P Q) mit Qeg erzeugte Kollineationsgruppe heifie 4. Die von 4 auf g indu-
zierte Permutationsgruppe werde mit A4* bezeichnet. £* sei wieder diejenige
Inzidenzstruktur, die aus & entsteht, indem man aus & den Punkt P, die Gerade
g und alle mit diesen inzidierenden Elemente entfernt. Es gilt dann nach (13)
in Abschnitt 2

a) 4 ist auf den inzidenten Punkt-Geradenpaaren von &* transitiv.

Da die Anzahl der inzidenten Punkt-Geradenpaare in &* gleich g(g*—1)
ist, falls ¢ die Ordnung von & ist, so folgt aus a) die Eigenschaft

b) Es ist o(4)=q(q*>—1) k.

Ferner gilt

c) A* ist auf g zweifach transitiv,

Es gilt sogar die schirfere Aussage

d) I'*(Q, P Q) ist ein Normalteiler von 4%, der auf g—{Q} transitiv und
reguldr ist.

Dies folgt aus den entsprechenden Eigenschaften von I'(Q, P Q).

e) Ist N der Kern des Homorphismus von 4 auf 4%, so ist N=%4=Menge
der (P, g)-Streckungen aus 4.

N besteht aus all den Kollineationen aus 4, die g punktweise festlassen,
d.h. N besteht aus allen (P, g)-Streckungen von A. Da A von allen Translationen
mit dem Zentrum auf g und der Achse durch P erzeugt wird, ist Ne 4. Da
andrerseits ein Zentrumselement mit allen Translationen aus 4 vertauschbar
ist, muB} ein Zentrumselement alle Punkte auf g, die ja alle Zentren von nicht
trivialen Translationen aus A sind, festlassen. Also ist ZA<N. Damit ist e)
bewiesen.

Satz 5. Ist & eine endliche projektive Ebene gerader Ordnung, so ist & genau
dann desarguessch, wenn es in & ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g)
gibt, so dofi & eine (Q, P Q)-transitive Ebene ist fiir alle Qeg, und wenn jede In-
volution aus A={I'(Q, P Q)| Qeg) zeniral ist.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingungen sind wohlbekannt. Wir brau-
chen daher nur zu zeigen, daB sie auch hinreichend sind. Hierzu zeigen wir zu-
nichst die Giiltigkeit von

f) o(43/T*(Q, P Q)) ist ungerade.
_ Nach d) ist ja 45=I"*(Q, P Q) 43 g mit I'* (Q, P Q)N 4§ g=1. Wire nun
f).falsch, so wire wegen o(4} g)=0(45/I'*(Q, P Q) die Ordnung von Ay g
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gerade. Es gibt dann also eine Involution oed, . Nach Voraussetzung ist ¢
zentral und folglich, da die Ordnung von & gerade ist, eine Translation. Wegen
0, Regund Q=0 und R°=Rund Q &R ist also g die Achse von ¢. Da ¢ eine
Translation ist, ist daher P® = P: ein Widerspruch. Damit ist f) bewiesen.

Ist ¢ die Ordnung von &, so gilt
g) Der Grad von A* ist gleich g+ 1. Ferner ist g+ 1 ungerade.
Dies folgt aus ¢) und der Voraussetzung, dafl ¢ gerade ist. Da 4* die Eigen-

schaften c), d), f) und g) hat, besitzt 4* nach Suzukr [28] einen Normalteiler
A% mit den folgenden Eigenschaften:

1. A*/4% ist zyklisch von ungerader Ordnung.

2. A¥ ist zu einer der folgenden Gruppen isomorph:
o) SL(2,2") mit ¢g=2%;
B) PSU(3,22" mit g=23";
')’) S(22r+1) mit q=22(2r+1);
) einer scharf zweifach transitiven Gruppe vom Grade g+ 1.

Sei nun 4§ scharf zweifach transitiv auf g. Ferner sei 4, = 4 mit 4,/Z A= A¥.
Dann ist 0(44)=¢(g+1)d und nach e) ist d ein Teiler von ¢—1. Da g gerade
ist, ist daher (d, ¢(g+1))=1. Nach einem Satz von SCHUR (s. z. B. ZASSENHAUS
{301, Theorem 25 S.162) zerfillt daher 4, iiber Z4, d. h. es gibt eine Gruppe 4,
mit dg=4, Z4 und ZAn4,=1. Das Komplement 4, von & 4 ist sogar ein
Normalteiler von A4,. Nun ist 4, 4§ und daher ebenfalls eine Frobenius-
Gruppe. Der Frobenius-Kern K von A4, ist charakteristisch in 4, und somit
normal in A,. Ferner ist 0(K)=¢+1 eine Potenz einer Primzahl p, da ja 4%
scharf zweifach transitiv ist. Wegen (g+1, g(g—1))=1 ist K also eine p-Sylow-
Gruppe von 4, und folglich als Normalteiler sogar eine charakteristische Unter-
gruppe von 4. Also ist K normal in 4. Nun istK auf den Punkten von g transitiv.
Daraus folgt, daf die Gruppe KI'(Q, P Q) alle Translationsgruppen von 4
enthilt. Somitist 4=KI'(Q, P Q). Nach b)ist dann g(g*—1) k=0(4)=g{g+-1).
Hieraus folgt, daB (¢—1) k=11ist. Folglich ist k=1 und ¢g=2: & ist desarguessch.

Sei nun 4§ einer der drei Gruppen unter o), f), y) isomorph. Da o(4*/4%)
ungerade ist und g =2* ist, sind die Gruppen I'*(Q, P Q) die 2-Sylow-Gruppen
von A*, die wegen o(4*/A¥) =1 mod 2 bereits in A% liegen. Folglich ist 4% =
A%, Ist <4, so ist & desarguessch. Sei also g>4. Nach Dickson [9], S. 138
und § 261 ist dann A* einfach. Es gibt daher in 4 einen perfekten Normalteiler)
N mit N Z A. Dann ist aber 1 =N/(NNZ A NZF A F A<A|F 4= 4%, Aus
der Einfachheit von 4* folgt daher, daB N Z 4/ A=A]Z A d.h. N(NNZ A)=
A/% A ist. Folglich ist g ein Teiler von o(N) und daher enthalt N alle I'(Q, P 0).
Also ist N=4 und 4 somit perfekt. Insbesondere liegt also Z 4 in der Kommu-
tatorgruppe von 4. Nach Scuur [25] Satz IIT gilt daher

(*) % 4 ist homomorphes Bild des Multiplikators®) von 4*.

4y Bine Gruppe G heiBt perfekt, wenn G gleich der Kommutatorgruppe G” von G ist.
5y Zur Definition des Multiplikators einer Gruppe s. SCHUR [24] S.23.
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Sei nun A% PSU(3, 227). Nach DicksoN [9] S. 138 und S. 134 ist dann
0(4¥)=d (s +1) s*(s2~1), falls 2"=s gesetzt wird und d=(3, s+1) ist.
Folglich ist nach ) und b), da ja s=gq ist, o(Z A)=(?+s+Dkd(s+1)" 1.
Nach ScHUR [24] S. 27 oben ist jeder Primteiler der Ordnung des Multiplikators
von A4* und damit nach (x) jeder Primteiler von o(Z 4) ein Teiler von o(4%*).
Es muB also jeder Primteiler von s?>+s+1 in (s* +1) s3(s2—1) aufgehen. Nun
ist (s2+s+1,5)=1. Ist p ein Teiler von s*+1 und s*+s+1, so ist wegen
s34+ 1=(s+1) (s*—s+ 1) und (s*+s5+1, s+ 1)=1 sogar p ein Teiler von s* — s+ 1
und damit von s*+s+1—(s*—s5+1)=2s. Wegen (s?+s+1, s)=1 ist daher
p=2: ein Widerspruch, da s*+s+1 ungerade ist. Also muB jeder Primteiler
von s2+s4+1 ein Teiler von s2—1 und damit von s—1 sein. Daraus folgt
weiter, daB p ein Teiler von s2+s+1+4s5—1=s(s+2) und damit von s+2 ist.
Aus p teilt s— 1 und s+ 2 folgt daher, daB p=3 ist. Es ist also s?+s+1=3" eine
Potenz von 3. Nun erinnern wir uns, daB s=2" ist. Sei also 227+2"+1=m',
wobei m eine natiirliche Zahl ist. Dann ist t=2#n+1 ungerade, da 22" +2"+1
wegen 22’ <22"+2'+ 1< (2"+1)? kein Quadrat sein kann. Daraus folgt wieder-

um, dafl Z m? ungerade ist. Aus P27+ D=m?""1 - 1=(m—1) z m' folgt also,

i=0
daB 2" ein Teiler von m— 1 ist. Also ist 2"+ 1 <m und folglich »* < (2’ +1)*sm?

Hieraus folgt, daB z=1 ist. In unserem speziellen Fall ist also s*+s+1 -3:
ein Widerspruch.

Es kann also nur noch sein, daB A*=SL(2, 2") oder A*=S(22"+1) ist.
o(Z A) ist ein Teiler von g—1 also ungerade. Ferner sind nach Dicksow [9]
§ 260 und Suzuki [27], Theorem 9 alle Sylow-Gruppen ungerader Ordnung
von A4* zyklisch. Nach ScHURr [25] Satz III und ScHUR [24] Satz X und S. 50
ist daher # A=1. TFolglich ist 4=~A*. Wire nun A=S(2?"*1), so wire nach
b), falls man s=22"*1 setzt, s*(s*— 1) k=0(4)=(s*+1) s*(s—1): ein Wider-
spruch. Also ist 4= SL(2, 2") und & folglich nach Satz 2 desarguessch.

Wir beweisen nun noch zwei einfache Folgerungen aus Satz 5.

Korollar 3. Eine endliche projektive Ebene & gerader Ordnung ist genau
dann desarguessch, wenn es in & ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, )
gibt, so daf} & sowohl (P, g)- als auch (Q, P Q)-transitiv ist fiir alle Qeg.

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingungen ist wieder klar. Wir brau-
chen daher nur zu zeigen, daB sie auch hinreichen. Nach Satz 5 geniigt es dazu
zu zeigen, dafB alle Involutionen aus A={I'(Q, P Q)| Qeg> zentral sind,
und dies folgt nach LINGENBERG [I7] Satz 12 aus der (P, g)-Transitivitdt
vou &.

Da nach BAER [3] eine involutorische Kollineation einer projektiven Ebene,
deren Ordnung kein Quadrat ist, stets zentral ist, gilt auch das

Korollar 4. Eine endliche projektive Ebene &, deren Ordnung gerade, jedoch
kein Quadrat ist, ist genau dann desarguessch, wenn es in & ein nicht inzidentes
Punkt-Geradenpaar (P, g) gibt, so da & eine (Q, P Q)-transitive Ebene,ist
Jiir alle Qeg.
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4. Eine Charakterisierung der endlichen desarguesschen Ebenen
ungerader Ordnung

In diesem Abschnitt beweisen wir den

Satz 6. Ist & eine endliche projektive Ebene ungerader Ordnung, so ist &
genau dann desarguessch, wenn es in & ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar
(P, g) gibt, so daff & einmal (Q, P Q)-transitiv ist fiir alle Q eg und daf zum andern
die Gruppe A={T'(Q, P Q)| Qeg)> hichstens eine Involution enthdlt.

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingungen wurden bereits beim Be-
weise von Satz 2 gezeigt. Sei daher & eine endliche projektive Ebene der un-
geraden Ordnung #. Ferner sei (P, g) ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar
von &, so daB einmal & eine (Q, P Q)-transitive Ebene ist fiir alle Qeg und dalB
zum andern A=<{I'(Q, P Q) | Ocg)> hichstens eine Involution enthélt. # 4 sei
der groBte Normalteiler ungerader Ordnung von A. Dann gilt

() %Ac=Z 4.

Wire nimlich # A& % 4, so wire (% 4)* nach ¢} von Abschnitt 3 transitiv
auf g. Nach Ferr und THoMPsON [11] ist (% 4)* auflosbar und enthilt folglich
einen elementarabelschen Normalteiler A*, der sogar charakteristisch in (% A)*
und somit normal in 4* ist. A* ist daher nach c) von Abschnitt 3 auf g transitiv
und als abelsche Gruppe folglich scharf transitiv. Folglich ist #+1=0{(A*) =
1 mod 2: ein Widerspruch. Also gilt (i).

(ii) Die 2-Sylow-Gruppen von 4 sind verallgemeinerte Quaternionengruppen.

Nach b) von Abschnitt 3 ist o(4)=n(n?~1) k. Folglich gibt es mindestens
eine und daher nach Voraussetzung genau eine Involution in 4. Folglich ent-
hilt jede 2-Sylow-Gruppe von 4 genau eine Involution. Ist X eine 2-Sylow-
Gruppe von 4, so ist daher £ nach BURNSIDE [7] Theorem VI S. 132 entweder
zyklisch oder eine verallgemeinerte Quaternionengruppe. Ist 2 zyklisch, so
gibt es nach BURNSIDE [7] S. 327 einen Normalteiler K von 4 mit A=2K und
2 nK=1. Also ist o(K) ungerade und [4:K]=0(Z). Hieraus, aus (i) und aus ¢)
von Abschnitt 3 folgt, dal die Ordnung von 4% eine Potenz von 2 ist im
Widerspruch zu ¢) von Abschnitt 3. Also gilt (ii).

Ist 4 aufldsbar, so ist auch A* aufldsbar. Folglich enthilt 4* einen elemen-
tarabelschen Normalteiler A*, der wegen der zweifachen Transitivitit von A4*
auf g transitiv und damit scharf transitiv ist. Da folglich n+1=0(A%)ist, ist A*
eine elementarabelsche 2-Gruppe. Aus (ii) folgt, daB A* ein homomorphes Bild
einer verallgemeinerten Quaternionengruppe ist. Folglich ist o(A*)=4, d.h.
n=3 und & ist daher desarguessch.

Wir kénnen daher im folgenden annehmen, daB A4* nicht aufldsbar ist. Sei
o die Involution aus 4 und N=% A4 {¢). Dann ist % (4/N)=1. Ferner sind die
2-Sylow-Gruppen von A/N Dieder-Gruppen., Nach GORENSTEIN und WALTER
(s. GOrRENSTEIN [/3] Theorem 1) ist daher entweder

1° A/N isomorph einer Untergruppe der PI'L(2, ¢), die die PSL(2, q) ent-
halt. Uberdies ist g ungerade.
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oder

2° ANz of ;.
oder

3° AIN=Z/{o).

Dabei sei X wieder eine 2-Sylow-Gruppe von 4. Der letzte Fall kann nicht
eintreten, da dann A* nach (i) eine 2-Gruppe wére. Die &/ ist einfach. Folglich
ist, falls A/N= o/, ist, A* = A/N. Nach c) aus Abschnitt 3 ist daher n(n+ 1) ein
Teiler von 4 - 7!=23%.3%. 5.7, Folglich ist 7z < 54. Ferner folgt aus n<7, daB
& desarguessch ist. Wir konnen also annehmen, dafl n=9 ist. Aus 9<n=<53 und
n(n+1) teilt 17! und n=1mod 2 folgt, dal entweder n=9 oder n=35 ist.
Nach d) von Abschnitt 3 enthilt 45 (Qeg) einen auf g—{Q} transitiven und
reguldren Normalteiler. Ist n=9, so hat dieser Normalteiler die Ordnung 9,
ist also eine 3-Sylow-Gruppe von 4*. Daraus folgt, daBl 4* genau zehn 3-
Sylow-Gruppen enthélt. Andrerseits ist 4*¥ = o/,. Hat man </, als Permuta-
tionsgruppe auf sieben Ziffern dargestellt, so folgt, daB jede 3-Sylow-Gruppe
genau eine universelle Fixziffer hat. Wegen der Traunsitivitit der &/, in dieser
Darstellung, wird jede Ziffer von gleichvielen 3-Sylow-Gruppen festgelassen.
Folglich ist die Anzahl der 3-Sylow-Gruppen der o7, durch 7 teilbar. Daher
kann ihre Anzahl nicht gleich 10 sein. Also ist #=35. Nun ist nach Abschnitt
3b) und e) 36-35.-34 . k=o(A)=0(4*) 0(Z A)=36-35-2 - o(Z A). Daraus
folgt, dall o(Z A)=17k ist. Nun ist 0(Z 4)<34 und somit k<2. Andrerseits
ist 2 ein Teiler von o(Z 4). Also ist k=2. Es gibt eine Untergruppe X von Z 4
mit 0(X)=17. Wegen (17, 4 - 35 - 36)=1 zerfillt A nach einem Satz von SCHUR
(s. ZAssENHAUS [30] Theorem 25 S.162) iiber X, d.h. es ist A=X4; und
Zndy=1. Aus X< Z 4 folgt, daB 4, in 4 normal ist. 4, enthilt also alle 5-
und 7-Sylow-Gruppen von 4. Daraus folgt, daB I'(Q, P Q)<= 4, ist fiir alle
Qeg, daja o(I'(Q, PQ)=n=5-7 ist. Folglich ist 4=A4,: ein Widerspruch.

Es bleibt also nur noch die Moglichkeit, daBl 4/N isomorph einer Unter-
gruppe der PI'L(2, q) ist, die ihrerseits die PSL(2, g) enthilt. Ferner muf ¢
ungerade sein. Da AN einer Untergruppe der PI'L(2, g) isomorph ist, die die
PSL(2, q) enthilt, folgt, daB & (4/N)=1 ist. Somit ist 4/N=A*. Folglich ist
A* isomorph einer Untergruppe der PI'L(2, q), die die PSL(2, q) enthilt,
Ferner ist 4* nach Abschnitt 3¢) auf den Punkten von g zweifach transitiv.
Wir konnen daher auf 4* den Satz 1 anwenden. Wire nun ¢ =n, so wire, da
g und n beide ungerade sind, g=9 und n=>5, d.h. & wire desarguessch und
folglich wire A* = PSL(2, 5): ein Widerspruch. Also ist g=n.

Ist g=3, so ist & desarguessch. Sei also ¢>3. Dann ist nach DicksoN [9]
§ 261 die PSL(2, q) einfach. Folglich ist 4 nicht auflésbar. Es gibt daher einen
minimalen perfekten Normalteiler A4, in 4. Dieser Normalteiler liegt natiirlich
nicht im Zentrum von 4. Folglich induziert 4, auf g nicht die Identitéit. Als
minimaler Normalteiler von A* ist daher 4% zur PSL(2, ¢) isomorph. Da die
PSL(2, g) mehr als eine Involution enthilt, ist 2 ein Teiler von o(% 4,). Da
4, perfekt ist, ist daher nach ScHUR [25] Satz III und Satz IX entweder 4,
SL(2, q) oder aber g=9 und 0(Z 4,)=6. Da nun & 4, nur aus (P, g)-Strek-
kungen besteht, miifite dann wegen o(€)=gq die Zahl 6 ein Teiler von g—1=8§
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sein. Also ist stets Aq=SL(2, ¢) und & folglich nach Satz 2 desarguessch,
g.e.d.

Korollar 5. Ist & eine endliche projektive Ebene der Ordnung q =3 mod 4
und gibt es in & ein nicht inzidentes Punki-Geradenpaar (P, g), so daf & eine
(Q, P Q)-transitive Ebene ist fiir alle Qeg, so ist & desarguessch.

Beweis. Nach Satz 6 geniigt es zu zeigen, dall A={I'(Q, P Q) | O=g)> hich-
stens eine Involution enthilt. Wegen g=3 mod 4 ist g kein Quadrat. Nach
BAER [3] ist daher jede Involution o aus 4 eine Streckung von &. Da P?= P und
g°=g ist, ist entweder P das Zentrum und g die Achse von o, oder aber P liegt
auf der Achse und g geht durch das Zentrum von o. Das Zentrum & 4 ist
abelsch und besitzt daher nur eine einzige 2-Sylow-Gruppe. Da ferner o(Z 4)
ein Teiler von g—1 und g=3 mod 4 ist, ist die Ordnung der 2-Sylow-Gruppe
von & A hochstens gleich 2. Folglich gibt es in & 4 hiochstens eine Involution.
¢ und 7 seien zwei Involutionen aus 4, deren Zentren auf g liegen. Die Achse
von ¢ gehe durch das Zentrum von 7 und die Achse von © gehe durch das Zen-
trum von ¢. Da sich die Achsen von ¢ und t in P schneiden, ist ¢ © nach
OstrROM [20] Lemma 6 eine involutorische (P, g)-Streckung und daher nach
dem eben Bemerkten die einzige Involution in & 4. Hieraus und aus der
zweifachen Transitivitit von 4% auf g folgt, daB es zu jedem Qeg und zu jeder
Geraden £ mit Q¢h und Peh hichstens eine involutorische (Q, A)-Streckung
gibt.

Angenommen es gibe eine solche involutorische (Q, #)-Streckung ¢. Dann
folgt aus der zweifachen Transitivitdt von 4* auf g, daB alle Involutionen aus
4, die nicht in & 4 Hegen und daher keine (P, g)-Streckungen sind, unter 4
konjugiert sind. Nun Hegt nach ANDRE [1] Satz 3 in der von allen Invelutionen
mit der Achse 4 erzeugten Gruppe die Gruppe I' (g, k). Folglich wird 4 und
damit auch 4* von einer Klasse konjugierter Involutionen erzeugt. Daher ist
[A4*:(4*)]1=2.

Nun zerlegt <{o)>* die Menge g—{Q, hng} in lauter Zyklen der Linge 2.
Die Anzahl dieser Zyklen ist 1(g—1) und daher wegen ¢ =3 mod 4 ungerade.
Folglich gibt es in A* einen Normalteiler N vom Index 2. Daraus folgt, daB
(4*yY €N ist. Da der Index von (4*) in 4* hochstens gleich 2 ist, ist er daher
genau gleich 2. Nun ist o(I'*(Q, P 0))=¢g und daher ungerade. Also ist
I'*(Q, P Q)<(4*) fir alle Qeg. Folglich ist 4¥<(4%): ein Widerspruch.
Dieser Widerspruch zeigt, daB jede Involution aus 4 bereits in & 4 liegt. Da
es in & A, wie wir bereits gesehen haben, hichstens eine Involution gibt, folgt
nach Satz 6 die Behauptung des Korollares 5.

5. Eine weitere Kennzeichnung ailer endlichen desarguesschen projektiven Ebenen

Beim Beweise der letzten Kennzeichnung der endlichen desarguesschen
Ebenen bendtigen wir den folgenden Hilfssatz, der in der Literatur schon ver-
schiedentlich benutzt wurde, den ich jedoch nirgends explizit formuliert fand.

Hilfssatz. Ist o eine Perspektivitit oder eine perspektive Dualitéit einer pro-
Jjektiven Ebene &, ist ferner P das Zentrum und g die Achse von o, und ist F eine
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Unterebene von &, die sowohl P als auch g enthilt, und gibt es einen Punkt Q
von F mit P =Q¢g und ist Q° ein Element von F, so ist F°=%F und ¢ induziert
in F eine Perspektivitdt bzw. eine perspektive Dualitit o* mit o(a)=o0(c™).

Beweis. Wir beweisen zundchst, daB jeder Punkt X von & auf ein Element
von & abgebildet wird. Ist X=P oder Xeg, soist das klar. Sei nun X¢ PQ und
Xég Seiferner PXng=SundQXng=T.Dannsind P,Q, S, T, P°, 0°, 5°, T°
Elemente von #. Folglich ist X°,da ja X°=(QT PS8’ =0°T* " P°S°bzw.=
(Q°nT°) (PN S°) ist je nachdem, ob ¢ eine Perspektivitit bzw. eine perspek-
tive Dualitdt ist, ein Element von &. Eine zweimalige Anwendung dieses
Schlusses zeigt, daB X auch dann ein Element von & ist, wenn Xe PQ—{P, O}
ist. Hieraus folgt, da ¢ ein Automorphismus von & ist, daB auch die Geraden
von & auf Elemente von & abgebildet werden. Folglich induziert ¢ einen
Endomorphismus ¢* von #. Der Automorphismus ¢~ ! von & ist ebenfalls
eine Perspektivitit bzw. eine perspektive Dualitéit mit der Achse g und dem
Zentrum P. Ferner sind Q° und Q°°"'=Q Punkte von &%. Somit induziert
auch ¢~ ! einen Endomorphismus (¢71)* von #. Aus 6 6" =1=¢""1 ¢ folgt
dann, daB ¢*(c™1)*=(c"1)* o* gleich der Identitit in & ist. Folglich ist o*
eine Perspektivitidt bzw. eine perspektive Dualitiit von #. Ist schlieBlich (¢*)"
in & die Identitit, so gibt es einen Punkt X in # mit P +X¢gund X°"=X, d.h.
o" ist eine Perspektivitit mit der Achse g, dem Zentrum P und dem Fixpunkt X,
Folglich ist o®"=1. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Satz 7. Ist & eine endliche projektive Ebene, so sind die folgenden Bedingun-
gen dquivalent:

a) & ist desarguessch.

b) Es gibt ein nicht inzidentes Punki-Geradenpaar (P, g) in &, so daff & ein-
mal (P, g)-homogen und zum andern (Q, P Q)-transitiv ist filr alle Qeg.

c) Es gibt ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) in &, so daff & ein-
mal (P, g)- und (Q, P Q)-transitiv ist fir alle Qeg und daf zum andern nur die
Identitdt aus K= AI' (P, g) eine nicht ausgeartete Teilebene von & festlift. Dabei
ist A wieder das Erzeugnis aller I'(Q, P Q) mit Qeg.

d) Es gibt ein nicht inzidentes Punkt-Geradenpaar (P, g) in &, so daff & eine
(Q. P Q)-transitive Ebene ist fiir alle Qeg und daf nur die Identitit aus der von
A=LT(Q, P Q)| Qeg) auf g induzierien Permuiationsgruppe A* auf g drei ver-
schiedene Fixpunkte hat.

Beweis. Die Ordnung von & sei gleich g. Ist & desarguessch, so ist & be-
kanntlich (R, h)-transitiv fiir alle Punkt-Geradenpaare (R, 4). Da nun der
Koordinatenkdrper GF(g) von & kommutativ ist, folgt nach Barr [2], daB &
fiir alle nicht inzidenten Punkt-Geradenpaare (P, g) eine (P, g)-homogene
Ebene ist. Also folgt b) aus a). Aus der Kommutativitit von GF(q) folgt ferner
nach BAER [4] Second Fundamental Theorem S. 68, daB auBer der Identitit
kein Element aus der projektiven Gruppe von & eine nicht ausgeartete Teil-
ebene von & elementweise festlafit. Also folgt aus a) auch c¢), da ja K in der pro-
jektiven Gruppe von & enthalten ist.
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Nun zeigen wir, daB d) aus c) folgt. Es sei ded. Ferner seien R, S, 7T, drei
paarweise verschiedene Fixpunkte von & auf g. Ist P+=QePT—{T}, so gibt es
wegen der (P, g)-Trausitivitdt von & ein yel' (P, g) mit 0°Y=0. Folglich 1aBt
dy das Viereck P, Q, R, S punktweise fest. Da wir ¢) vorausgesetzt haben ist
daher dy=1 und folglich 6*=1*. Damit ist d) gezeigt.

Aus d) folgt a). Ist 64 und 14Bt § eine nicht ausgeartete Teilebene von &
elementweise fest, so hat § wegen g°=g auf g mindestens drei verschiedene
Fixpunkte. Folglich ist § nach d) eine (P, g)-Streckung und damit die Identitét.
Insbesondere folgt daraus, daB alle Involutionen aus A Perspektivitdten sind.
Ist nun g gerade, so folgt also aus Satz 5, dal} & desarguessch ist. Sei also ¢ un-
gerade. Nach Feit [10] und Ito {15] besitzt dann A4* entweder ¢inen Normal-
teiler der Ordnung g+ 1 oder aber einen Normalteiler 4§ vom Index 1 oder 2
mit 4§~ PSL(2, q), so daB also insbesondere g eine Primzahlpotenz ist.

Angenommen 4% enthalte einen Normalteiler N* der Ordnung ¢+1. Da
A* zweifach transitiv ist, ist N* transitiv und damit scharf transitiv auf g, So-
mit ist A¥=N*I'*(Q, P Q), falls Q ein Punkt aus g ist. Daher ist 4* scharf
zweifach transitiv auf g. Nach b) von Abschnitt 3 ist daher o(Z A)={g—1) k.
Da o(% 4) nach e) von Abschnitt 3 ein Teiler von g— 1 ist, ist daher o(Z A)=
g—1. Da g ungerade ist, ist g—1=2%(2¢+ 1) mit s=1. Dann enthilt & A eine
Untergruppe 2 der Ordnung 2¢+1, die in 4 normal ist. Ferner ist (2¢+1,
2°q(g+1))=1. Folglich zerfillt 4 nach einem Satz von SCHUR (vgl. ZASSEN-
HAUS [30] Theorem 25 S. 162) iiber X. Es gibt also eine Gruppe 4 in A mit
A=3 Aund ZnA=1. Da o(X) zu 0(A) teilerfremd ist, da ferner o(Z) ein Tei-
ler von g—1 ist, folgt, daBl I'(Q, P @)= A ist fuir alle Qeg. Daher ist 4=4 und
X=1. Da 4% scharf zweifach transitiv auf g ist, und da auBerdem g-+1 gerade
ist, ist g-+1=2% Folglich ist 2*=¢g—1=2%—2. Hieraus folgt, daB s=1 und da-
her g=3 ist. Dann ist aber & desarguessch.

Es bleibt also nur der Fall g=p">3 und 4% = PSL(2, g). Dann ist 4} ein-
fach. Die Gruppen I'*(Q, P Q) mit Jeg sind nun gerade die p-Sylow-Gruppen
von A§. Folglich ist A*=A4%. Da 4* daher einfach ist, ist A*xA/F A=
U]ZA) =A ZAFA=A[(ZF A A"), wobei der Akzent die jeweilige Kom-
mutatorgruppe bezeichnen soll. Nun ist o(Z 4) ein Teiler von ¢g- 1. Folglich
enthilt A4’ alle Gruppen I'(Q, P Q) mit Qeg, die ja die Ordnung g haben. Daher
ist A=A’ und somit ZA=A’. Nun ist 0(4*)=1g(g*—1). Nach b) von Ab-
schnitt 3 ist daher 2 4 #1. Nach ScrHUR [25] Satz III und Satz IX ist daher
A= SL(2, g) oder aber ¢g=9 und o(Z A)=6. Der letzte Fall kann jedoch nicht
eintreten, da 6 kein Teiler von 8 ist. Also ist stets 4~ SL(2, g) und folglich &
nach Satz 2 desarguessch. Aus d) folgt also a).

Es bleibt also nur noch zu zeigen, daB a) aus b) folgt. Um dies zu zeigen,
nehmen wir an, daBl & ein Gegenbeispiel minimaler Ordnung ist. Da nach
Baer {21 aus der (P, g)-Homogenitit die (P, g)-Transitivitit folgt, ist die Ord-
nung g von & nach Korollar 3 ungerade. Aus der bereits nachgewiesenen
Aquivalenz von a) und c¢) folgt, daB es ein k &1 in K=AI'(P, g) gibt, welches
eine nicht ausgeartete, echte Teilebene & von & elementweise festlaBt. P und g
sind wegen P*=P und g*=g Elemente von #. Aus dem Hilfssatz folgt nun,
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daB & ebenfalls b) erfiillt. Wegen o(F)<o0(£) und der Minimalitit von & ist
daher # desarguessch. Ist nun ¢ eine Involution aus & 4, so ist, da I'(P, g) und
A elementweise vertauschbar sind, ox=xo. Folglich induziert ¢ in & eine
involutorische (P, g)-Streckung. Da & desarguessch ist, gibt es in & nur eine
involutorische (P, g)-Streckung. Hieraus folgt, daB alie Involutionen aus & 4
in & die gleiche (P, g)-Streckung induzieren. Daraus folgt, dall es in Z 4
hochstens eine Involution gibt. Nach LINGENBERG [17] Satz 13 ist ein Element
aus A, welches einen Fixpunkt hat, der von P verschieden ist und nicht auf g
liegt, wegen der (P, g)-Homogenitit eine Translation. Folglich ist jede Invo-
lution aus 4, da ja die Ordnung g von & ungerade ist, eine (P, g)-Streckung, d.h.
ein Element aus # A. In A gibt es also héchstens eine Involution., Aus Satz 6
folgt daher, daBl & desarguessch ist. Dieser Widerspruch zeigt, dafl unsere
Annahme falsch ist. Aus b) folgt also a). Damit ist Satz 7 vollstindig bewiesen.
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