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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird das Poincarésche Lemma fiir holomorphe
Differentialformen auf reduzierten komplexen Riumen, d.h. die Frage der
Exaktheit der Sequenz

() 0—-C—050' 40% ;...

studiert, wobei Q7 die Garbe der holomorphen Differentialformen vom Grade p
und d der Ableitungsoperator ist. Wir gehen dabei von einem Differential-
formenbegriff aus, wie er in der Algebra iiblich ist (vgl. [6, 1, 2]). Es zeigt sich
(§ 3), daB die Sequenz (*) keineswegs in allen Punkten eines Serreschen Raumes
X exakt ist, so dafl man zusitzliche Forderungen an X stellen mul3, um die
Exaktheit der Sequenz () von einer Stelle k£ ab zu gewdhrleisten. In diese
Richtung geht der in § 2 eingefiihrte Begriff der holomorphen Kontrahierbar-
keit. Unter Benutzung der SchluBweise, welche man in der reellen Analysis
zum Beweis des Poincaréschen Lemmas iiblicherweise verwendet, ergibt sich
folgender Satz:

X sei ein Serrescher Raum, OeX, und Y sei eine analytische Menge in einer
Umgebung von O mit OcY. Ist X, auf Y, holomorph kontrahierbar und die Ein-
bettungsdimension von Y in O gleich k, so gilt in O:

QT L0k 5.0 st exakt.
(Im Falle k=0 sei Q;':=C.)
DaB fiir gewisse Serresche Raume das Poincarésche Lemma nicht gilt, be-

deutet somit, daB diese nicht auf niederdimensionale Teile kontrahierbar sind.

In [9] wird gezeigt, dafl die Forderung der Kontrahierbarkeit fiir irreduzible
Punkte von Hyperflichen in Gebieten des C?* nicht nur hinreichend, sondern
auch notwendig ist.

Die vorliegende Arbeit stellt den ersten Teil von [7] dar.

Bezeichnungen
N Menge der positiven ganzen Zahlen.

Q2 (X) Garbe der Keime holomorpher alternierender Differentialformen
vom Grade p iiber der komplexen Mannigfaltigkeit X.
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d, d? Ableitungsoperator, welcher 0?(X) in 97+ (X) abbildet.
emdim, X Einbettungsdimension des Serreschen Raumes X im Punkte x.

X Singularitdtenmenge des Serreschen Raumes X.

§ 1. Holomorphe Differentialformen auf komplexen Riumen

Wir beginnen mit einer von GRAUERT und KERNER in [/, 2] gegebenen
Definition fiir holomorphe Differentialformen.

A sei eine analytische Menge in einem Gebiet im CV, und .# sei eine ko-
hirente analytische Idealgarbe in G, deren genaues Nullstellengebilde A ist.
Dann definieren wir: fiir ye G gehort coyeﬁg (p ei\’) genau dann zu A, wenn
Elemente fy, ..., fs, &15 o> &€F,und a;, ..., 0, Q2. By, ..., Q2" existieren
mit:

w= Zlfacx,,+ Zldgp/\ﬁp.
o= p=
Fiir p=0 sei #,°:=.4,.

Die Kollektion der 77, yeG, definiert eine kohdrente analytische Garbe
A'P(G) iiber G.

Definition 1 (vgl. Def. 1.2. in [2]). 4 sei eine analytische Menge in einem
Gebiet G des C¥, und F sei eine kohdirente analytische Idealgarbe auf G, deren
genaue Nullstellenmenge A ist. Es sei # :=0(G)|F| A die Strukturgarbe von A.
Dann heift

QP (A):=Q(G)|H°(G) | A

Garbe der Keime holomorpher Differentialformen des Grades p auf dem kom-
plexen Raum (4, ).

Analog zu den Ausfiihrungen in [2] zeigt man: Die Definition von Q7(A)
ist einbettungsunabhéngig. Es gilt ndmlich mit den Bezeichnungen von [2],
S. 239:

2(sW(adwy, A Adw, )= gt(adw, A= Adw,)
=(acy—acr)dy, A Adi,, taoy(dy, —dr,)ndf,, A ndi,
+aot(dyy,—dt,) AdYy, A Ady, oo Faoy de,, A AdY,,—dT,)
+aotdr, A A(dY,, —dt, )+ (acy—aoT)dt, A AdT, €A

Also kann man die Definition auf komplexe Réaume erweitern.
X - H°(X, QP (X)) ist ein kontravarianter Funktor, und Q?(X) ist eine kohi-
rente analytische Garbe. Es gilt

PA-X, )= X-X,), X =#X), @ X)= A2 X),

und fiir xeX ist Q' (X), der Differentialmodul von 2 (X), iiber C. Q7(X) ge-
stattet fiir jeden komplexen Raum X einen kanonischen Ableitungsoperator d,
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der in den Mannigfaltigkeitspunkten mit dem klassischen iibereinstimmt. Sei 4
nimlich wieder, wie oben, eine analytische Menge in einem Gebiet G des CY
und # eine kohérente analytische Idealgarbe mit A4 als genauer Nullstellen-
menge. Fiir

o= foa,+ Y dg,AB,, [, g,€5, 4,eQ, B e, yeG,
o=1 p=1

gilt offenbar dweA P+, Also ist d(A?(G))=A#P**(G), und wir haben in
kanonischer Weise einen Garbenhomomorphismus d?: Q7 (4) - Q?*1(4). Man
priift leicht nach, daB d” einbettungsunabhingig definiert ist, also fiir alle kom-
plexen Réume X einen Homomorphismus d?: Q?(X) — QP (X) definiert.
Ist X ein komplexer Raum und xe€X, so haben wir offenbar immer eine
Sequenz
0—C—-0(X),— Q' (X), - @™ X(X), -0,

wobei ¢ die kanonische Injektion und ¢ die Strukturgarbe bezeichnen. Die
Sequenz ist an der letzten Stelle stets exakt, weil dies fiir die entsprechenden
Differentialformgarben im Einbettungsraum gilt. Exaktheit bei 0(X), ist im
nichtreduzierten Fall nicht immer gegeben, wie ein Beispiel in [2] lehrt. Im
reduzierten Fall liegt jedoch immer bei 0(X), Exaktheit vor, wie man sofort
sieht.

In [10] wurden vier verschiedene Typen von Pfaffschen Formen auf kom-
plexen Réumen definiert. Es sei bemerkt, daBl es in natiirlicher Weise md&glich
ist, diese Differentialformgarben ebenfalls fiir den Fall p>1 einzufithren. Die
Garben Qf(X) lassen dabei auch einen kanonisch definierten Ableitungsope-
rator zu. Beziiglich der Garben Q7 gilt jedoch, daB d den Kern 7 *:=4" im
allgemeinen nicht in den (analog definierten) Kern 2 abbildet.

§ 2. Das Lemma von Poincaré

X sei ein komplexer Raum und xeX. Wir beschiftigen uns in diesem Ab-

schnitt mit der Exaktheit der Sequenz
0—-C—0,-5QL4....

DaB die Sequenz fiir komplexe Mannigfaltigkeiten stets exakt ist, ist genau die
Aussage des klassischen Poincaréschen Lemmas.

Wir bringen zunichst den folgenden

Hilfssatz 1.

d d
G 156G,

sei eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen. Fiir jedes neN sei H, Unter-
gruppe von G,,.

Ist fiir alle neN d,(H,)) < H,, ,, so gilt fiir die induzierte Sequenz

(%) G1/H1A*G2/H2"d£—>'“:

20 Math. Z., Bd. 101
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(%) ist genau dann an der p-ten Stelle (p=2) exakt, wenn die Sequenz
H,—%H, _d2 .
an der (p+1)-ten Stelle exakt ist.

Der einfache Beweis sei dem Leser iiberlassen.
Aus Hilfssatz 1 folgt sofort mit Hilfe des klassischen Poincaréschen Lemmas:

Korollar 1. A sei eine analytische Menge in einem Gebiet G eines CV, xe A,
und AF sei wie in §1 definiert, wobei A mit einer komplexen Struktur versehen
sei. Dann gilt fiir alle peN:

ot Lo d, ortt
ist genau dann exakt, wenn
%‘pi)%p'l-l_d_)%p-l-l
X x x
exakt ist.

In der Theorie der Mannigfaltigkeiten wird der Poincarésche Satz bewiesen,
indem man die lokale Kontrahierbarkeit in den Punkten der Mannigfaltigkeit
ausnutzt. Im Fall von komplexen Ridumen muB die Kontrahierbarkeit gefordert
werden. Der folgende Satz entspricht dem Poincaréschen Lemma fiir zusam-
menziehbare Bereiche ; der aus der Infinitesimalrechnung bekannte Beweis liber-
triigt sich. Zunichst noch eine Bezeichnung: G;, G, seien Gebiete im C¥ bzw.
C¥. ¢: G, -G, sei eine holomorphe Abbildung. Dann bezeichne ¢, die durch
¢4 (2, f):=fo @ definierte Abbildung von G, @, 0(G,) nach 0(G,).

Hilfssatz 2. H, G seien Gebiete im C", H sei Holomorphiegebiet, und W sei
ein Gebiet im C*, welches 0 und 1 enthdlt. # sei eine kohdrente analytische Ideal-
garbe auf G mit einer Kohdrenzbasis fq, ..., ,€H°(G, 0) auf G. Es existiere
eine holomorphe Abbildung ®:H x W — G mit folgenden Eigenschaften:

() &(z, )=z fiir alle z aus H,

(2) D(z, 0)e{(Wy, ..., wy)ECY; Wiy =+++=---wy=0} fiir alle ze H,

B esist O (HxW)Dg F)cn, (Hx W)Dy F|H) - O(Hx W), wobei =:
Hx W — H die Projektion auf die erste Komponente bedeutet.

Dann gilt fiir alle p=k+1 (mif den Bezeichnungen von §1): zu jeder Diffe-
rentialform

o=y (f,e,+df,AB), «,€HG,Q", B,eH’(G, Q" "),
p=1

mit: dw=0 existiert eine Differentialform ne H°(H, A"~ (H)) mit: dn=w|H.

Beweis. Die Halme der kohirenten Garbe o :=7,(Hx W)@y F|H)-
O(H x W) werden offenbar von den Funktionen fy, ..., f,, (als Funktionen in
(z, t) aufgefaBt) erzeugt. Nach Theorem 15, S.244 in [3] sind, weil Hx W

Steinsch ist, f;, ..., f, ein Erzeugendensystem von H®(H x W, o). Aus (3)
folgt dann:

fu°¢=lzl(pg.u)fz
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mit gewissen e H°(Hx W, 0),
d(fyo ®)= Z(fzd¢(")+dfz¢("))

Bezeichnen wir mit @* die zu ¢ gehorige Abbildung in den Differential-
biindeln, so hat man:

{fa Z [0P2(@™ 0,)+d o A(D* )] +df; A Z <p(")(¢*ﬁﬂ)}

S @D AEABD) +df A @D AR}

wobei das Differential d¢ in iV, {2, p§1, B2 nicht auftritt. Also hat man mit:

z(f P+ df, A o),

Z B —dfin P O o=atdinaf.

Nun bedeute: d, Ableitungsbildung nur nach den Variablen zy, ..., zy; (@¢/0?)
partielle Differentiation der Koeffizienten von « nach #; | dt Integration der
Koeffizienten von f nach ¢; «(¢) die Differentiaiform, welche entsteht, wenn
man in den Koeffizienten von o die Variable ¢ festhilt. Es gilt (wie beim Beweis
in der reellen Analysis):

1
%‘;‘:dzﬁ, a(1)—a(0)= jfidt—djﬁdt—dq,
(C) (C)

wobei C eine rektifizierbare Kurve ist, welche in W von O nach 1 liuft, und
m 1
o= Iﬁdt— ) { ( jﬁ(” 1) =dfin fﬂé”dt)}
( *= (g)
zu H°(H, AP~ (H)) gehort.

Wir sind fertig, wenn wir zeigen konnen, daB «(0)=0 ist. ¢ werde beschrie-
ben durch die holomorphen Funktionen @, ..., &y, und es sei

o= Oy,.5, 42y A AdZ,
1gvi < <vp=EN
Dann ist « der Anteil von
*
P o= Y Wy, PAD, A - AAD, ,

1Sy <<y, SN

welcher dt nicht enthilt. Wegen (2) gilt: @,.(z, 1)=t¥,.(z, 1), k=k+1, ..., N,
wobei ¥, holomorph in H x W ist. Wir betrachten ein festes p-Tupel (vi, ..., v;),

20*
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1Svi<-<vp=N. Wegen pzk+1 gilt v,>k, und es existiert ein kleinster
Index j< p mit :v;>k. Dann gilt:

Wy, 0 P APy, A AdD,,
=wv;v;0¢d¢vi/\'Ad¢v3_1/\(dt%3+td%3)/\"'/\(dtqlv;’*‘tdq]v'p).

Da dt in o nicht vorkommt, ist dann in jedem Summanden des von @,;. , ©
9d P, A ... AdD,, herrithrenden Anteils fiir o der Faktor 7 enthalten. D.f.:
o (0)=0.

In den folgenden Ausfiihrungen versuchen wir, Hilfssatz 2 eine iibersicht-
lichere Form zu geben. Dabei beschranken wir uns auf den Fall von Serreschen
Réumen.

Definition 2. 4, B seien analytische Mengen im Gebiet G des C, und es sei
O ein Punkt aus A B. B sei in O gewéhnlich. Der analytische Mengenkeim A,
heift genau dann auf den analytischen Mengenkeim B, holomorph— CN — kontra-
hierbar, wenn folgendes gilt:
zu jeder offenen CN-Umgebung UG von O gibt es eine offene CN-Umgebung V
von O, ein Gebiet W im C*, welches 0 und 1 enthilt und eine hollomorphe Ab-
bildung @: Vx WU Koniraktionsabbildung genannt, mit folgenden FEigen-
schaften:

() &(z, D)=z fiir alle zeV,

(2) &(z, O)eB fiir alle zeV,

(B) P((AnV)x W)= A.

Aus Hilfssatz 2 ergibt sich:

Satz 1. A, B seien analytische Mengen in einem Gebiet G des CV, es sei
0e AN B, und B sei in 0 gewohnlich. Ist Ay auf By holomorph—C» — kontrahier-
bar, so gilt (mit den Bezeichnungen von §1, wobei # nun die Idealgarbe von A
in G sei):

HE— AT ... st fiur k=dimy B exakt.

Beweis. U <G sei eine beliebige offene Umgebung von 0. Es existiert dann
eine offene Umgebung U von 0 mit folgenden Eigenschaften:

@) U<,

(2) nach einer geeigneten Transformation von U hat UnB die Gestalt
{Wys oors Wy)EB; Wy = =wy=0},

(3) die Idealgarbe .# besitzt in U eine Kohérenzbasis f1, ..., fu-

Nach Voraussetzung existieren eine offene Umgebung V" von 0, die wir als
Holomorphiegebict voraussetzen diirfen, ein Gebiet W im C!, welches 0 und 1
enthilt, und eine Kontraktionsbildung @: V' x W — U.

U, V, W, ¥ und & erfiillen dann bis auf (3) alle Forderungen von Hilfs-
satz 2.
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Es sei zP%ed4nV und tPeW fest. Fiir ein Element feSg ), ), gilt
dann: es existiert ein Polyzylinder
Zi=7'xZ",
7' ={zeC"; |z,— 2P| <e}, Z'={teC’; |t—1D|<e}, ZcVxW,

so daB f o @ in eine in Z konvergente Potenzreihe

S a,(2) (- 1Oy
v=0

entwickelbar ist und f o ®(z, ¢) fiir jedes feste t€Z” auf Z’'n A verschwindet.
Also haben wir a,(z)e H°(Z’, #) fiir alle v. Nach der Cauchyschen Integral-
formel gilt:

1 fo®(z,1) dt
PEIIINE I L) o

a,(z)= fiir alie zeZ'.

Daraus folgt die Existenz einer Konstanten M, so daB fiir alle zeZ”':=
{(zla -"3ZN); |Zv“250)’<8/23 I_S_V_S_N}

M
|av(z)l é"('gl—z)_v"

gilt. Nach dem Idealbasissatz von CARTAN-RUCKERT (Theorem 2, S. 82 in [3])
existieren eine Konstante k& und holomorphe Funktionen a{”, 1<A1<m, v=1,
2, ..., in einer Umgebung Y<Z""' von z* mit:

M
(e/2)"

a (@)=Y oV f,, 1)<k fiir alle ze Y.
A=1

Daraus folgt:
foo= Y (La(—1") fi
i=1 =0

in einer gewissen Umgebung von (z(%, t©). Das heiBt: f o enr, ((z\©, {?) x
o) - O(H X W)@, 0y, womit Punkt (3) von Hilfssatz 2 als erfiillt nachge-
wiesen ist. _

Ist also we AP ™!, p=k, mit dw=0, so findet man eine Umgebung U von 0,
in denen .# eine Kohérenzbasis f, ..., f,, und @ die Darstellung

v

o= Y (fe,+df,AB),  a,eH°U, Q") B,eH(U,Q
n=1

hat. GemiB unseren Betrachtungen konstruiert man U und ¥ und findet ein
neH(V, AP mitdn=ow|V, q.e.d

Definition 3. X sei ein Serrescher Raum, und Y sei eine analytische Unter-
menge von X. O sei ein fester Punkt von Y. Der analytische Mengenkeim X,
heiflt genau dann auf den analytischen Mengenkeim Y, holomorph kontrahierbar,
wenn es zu jedem Uell, wobei W das System der offenen Umgebungen von O ist,
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ein Ve, ein Gebiet W im C*, welches 0 und 1 enthdlt, und eine holomorphe
Abbildung ¢: VX W— U, Kontraktionsabbildung genannt, gibt mit folgenden
Eigenschaften:

(1) ¢(x, V)=x fiir alle xeV,

Q) @ (x, 0)eY fir alle xeV.

Das System K aller Quadrupel (U, V, W, @) heifit die Kontraktion von X,
auf Y,.

Wir werden in § 3 zeigen, daB die Kontrahierbarkeit in der Tat eine be-
sondere Eigenschaft ist.

Bevor wir das Hauptergebnis dieses Paragraphen ableiten, beweisen wir zwei
Hilfssitze.

Hilissatz 3. A sei eine nicht-leere analytische Menge in einem Gebiet G eines
C", und W sei ein Gebiet im C* mit ac W. Nun seif e H°(G x {a}, 0), ge H° (4 x
W, 0) undf | A x{a}=g| A x{a}. Dann definieren f und g eine holomorphe Funk-
tion auf Gx{a}uAx W.

Beweis. Es sei z'=(z1, ..., zy, a)e A x{a} beliebig. Dann ist g in einer Um-
gebung Z=Z'x2Z",7'={zeC";|z,~z,|<e}, Z"={teC';|t—a|<e}, Be-
schrankung einer dort konvergenten Reihe

5G.0= Y 6/ (="

Fiir t=a gilt: 8(z, a)=g,(2), und es ist g,(z) =f(z, a) fiir alle ze A" Z’. Daraus
folgt: h(2):=g,(2)—f(z, a) ist eine auf 4 N Z" verschwindende Funktion. g—#
ist ebenfalls Fortsetzung von g in Z, weil fiir (z, 1)e(AnZ)yx Z" gilt: g(z, t)—
h(2)=8(z, t)=g(z t). Fir zeZ’' gilt andererseits aber auch: g(z, a)—h(z)=
g0(2)—h(2)=f(z, a), womit g—#h ebenfalls als Fortsetzung von f in Z nachge-
wiesen ist.

Hilfssatz 4. X und Y seien analytische Mengen im Gebiet G des C¥, und Y
habe die Darstellung Y={weC"; wy, ==wy=0}nG. H sei ein in G ent-
halienes Holomorphiegebiet mit V:=HnX=+0. W sei ein 0 und 1 enthaltendes
Gebiet im C*, und @: V x W — X sei eine holomorphe Abbildung mit:

(D) o(x, D=x fiir alle xeV.
Q) o(x, 0)eY fir alle xeV.

Dann gilt:

Zu jedem X-Teilgebiet V' € V gibt es ein 0 und 1 enthaltendes Teilgebiet W'
von W und eine holomorphe Abbildung ®: G' x W' — G, wobei G’ ein CN-Teilge-
biet von G ist mit: Vo XG' oV’, so daf folgendes gilt:

(1) @(z, )=z fiir alle ze G,
(2) ®(z, 0)eY fiir alle zeG',
3) PIXnG)YxW =0[(XnG)x W',
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Beweis. Es sei B:=(Hx{1})u(V'x W)u(Hx{0}). B ist analytische Teil-
menge des Holomorphiegebietes Hx W. ¢, ..., ¢y seien die Komponenten
von @, und 7: ¥V—C* sei die durch 7(x):=(¢p,(x,0), ..., @, (x, 0)) fiir xeV
definierte holomorphe Abbildung. ¢ besitzt eine holomorphe Fortsetzung
7. H—C* (Theorem 16, S. 145 in [3]). 6: H—C" werde definiert durch
a(2):=(%(2), 0, ..., 0). Dann konstruieren wir eine Abbildung yr: B—C¥, wie
folgt:

z fiir alle zeH, t=1,
V(z, )= {p(z,t) firalle (z,HeVxW,
o(z) fiir alle zeH, t=0.

¥ ist wohl definiert auf B und holomorph jeweils auf Hx {1}, ¥ x W und
H x{0}. Nach Hilfssatz 3 ist dann  auch holomorph auf B. Nach dem oben
zitierten Theorem existiert eine holomorphe Fortsetzung ¥: Hx W—C¥, und
eine einfache topologische Uberlegung liefert die Existenz von Gebieten G' < H
und W'cW mit: VoXnG'oV',0,1eW’ und ¥(G'x W)<G. Es sei
&:=y |G’ x W'. @ besitzt die gewiinschten Eigenschaften.

Wir beweisen nun den Hauptsatz dieses Paragraphen.

Lemma von Poincaré. X sei ein Serrescher Raum und Oe€X. Existiert in
einer Umgebung U von O eine O enthaltende analytische Menge Y mit der Ein-
bettungsdimension k in O, derart daff X, auf Y, holomorph kontrahierbar ist, so
gilt:

Q4,084

ist exakt (wobei im Falle k=0 Q; 1:=C sei).

Beweis. Wir diirfen annehmen, da8 U vermdge einer Abbildung ¢ dquiva-
lent zu einer analytischen Menge A4 in einem Gebiet G eines CV ist, und daB Y
dort in die analytische Menge

B:::{(Wl,...,WN); wk+1="'=WN=0}ﬁé

abgebildet wird (vgl. Lemma 2.4. in [//]). Der Bildpunkt von O in G sei der
Nullpunkt des CV, und R sei die von X induzierte Kontraktion von 4, auf
?(¥)o.

Ay ist dann auf B, holomorph — C" —kontrahierbar. Sei nimlich G ein be-
liebiges Teilgebiet von G mit 0eG. Dann gibt es ein in G enthaltenes Holo-
morphiegebict A mit Oc H, ein 0 und 1 enthaltendes Teilgebiet W des C* und
eine holomorphe Abbildung ¢: Vx W — A, Vi=HnA, so daBl (AnG, V, W,
@)e K. Insbesondere gilt: ¢(x, 0)eB fiir alle xeV. Nach Hilfssatz 4 existiert
eine offene CN-Umgebung G’ von 0, ein Gebiet W’ im C!, welches 0 und 1
enthilt, und eine holomorphe Kontraktionsabbildung ¢: G’ x W’ — G mit den
in Def. 2 geforderten Eigenschaften. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aus Satz 1 folgt dann: HF >AF+! ... ist exakt, und Korollar 1 liefert
die Behauptung des Lemmas.
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Definition 4. X sei ein Serrescher Raum mit einer analytischen Untermenge Y.
U sei eine offene Teilmenge von X, W ein Gebiet im C*, welches O und 1 enthdilt,
und @: Ux W X eine holomorphe Abbildung mit den Eigenschaften:

() o(x, D)=x fiir alle xe U,
2) o(x, 0)eY fiir alle xe U.
Dann definieren wir:

(@) Ist UnY=£0 und ¢(x, t)=x fir alle xeUNY und alle teW, so heifit
(U, W, @) eine retraktartige Kontraktion des Raumes X auf den Raum Y.

(b) Ist OcUNY und ¢(0, t)=0 fiir alle te W, so heifst (U, W, ¢) eine O-
fixe Kontraktion.

Eine retraktartige Kontraktion ist insbesondere x-fix fiir jedes xe Y n U.

Eine einfache topologische Betrachtung liefert folgenden Satz:

Satz 2. X sei ein Serrescher Raum, und Y sei eine analytische Menge in X
mit OeY. Existiert eine O-fixe Kontraktion (U, W, @), so ist X, in kanonischer
Weise auf Y, holomorph kontrahierbar.

Aus Satz 2 folgt insbesondere das folgende Korollar.

Korollar 3. X sei ein Serrescher Raum mit der offenen Teilmenge U und der
analytischen Untermenge Y. (U, W, @) sei eine retraktartige Kontraktion des
Raumes X auf Y. Dann gilt fiir alle xe YU mit Y +X,:

Q2,1 4,

ist exakt, wobei k,:=emdim, X ist.

Beweis. Es sei ¢(x):=o¢(x,0) fiir alle xeU. ¢: ¢ (YnU)->YNU ist
offenbar eine holomorphe Retraktion im Sinne von Def. 6 in [4]. Dann folgt
Korollar 3 aus Theorem 3 in [4], Satz 2 und dem Lemma von POINCARE.

Beispiele. (1) Die durch x?=3> definierte analytische Menge im C? ist auf
(0, 0) retraktartig kontrahierbar.

(2) X sei ein Serrescher Raum, ¥ ein Gebiet im C* und ae W. Dann ist
X x W auf X x {a} retraktartig kontrahierbar und folglich ist

Qe (XX W)= Qf (X xW)— e,
mit k=emdim, X, fiir alle xe X exakt.
(3) Beispiel (2) 148t sich verschirfen.
Satz 3. X sei ein Serrescher Raum, O X. Existieren in einer Umgebung von On
in O linear unabhdngige holomorphe Vektorfelder, so gilt in O:
Qb
mit k=emdim, X, ist exakt.

Beweis. Man wende Corollary 3.4 in [/]] an und fiihre eine zu (2) analoge
Uberlegung durch!
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(4) Aus dem Korollar 2 in [§] folgt mit den Bezeichnungen von [8]: X sei
ein Serrescher Raum, OeX, und es existiere ein holomorphes Vektorfeld v in
einer Umgebung von O mit den Eigenschaften:

a) v(0)=0.
b) Die Jordansche Normalform des totalen Differentials von v in O ist
eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen #,, ..., 7y (N=emdim,X).

¢) EsistMax{n,; ISv=IN}<2Min{n,; ISv< N}
Dannist 0 »C — 0, — ---exakt.

§ 3. Beispiele nichtkontrahierbarer Riume

In diesem Paragraphen wollen wir Beispiele fiir Riume angeben, die nicht
in jedem Punkt auf eine Menge niedriger Einbettungsdimension kontrahierbar
sind.

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen.

Es sei xeC" und # <0 (C"),, H<=Q?(C"),. Dann definieren wir:

%-H:={ fuau;fﬂeyf,oc,,eH},

p=1
H A Q4(C¥ x=={ zla,, ABy; o€ H, ﬁﬂeQ”(CN)x},
=

dH:={do; aecH}.

Nun sei 4 eine analytische Menge in einem Gebiet G = C¥ mit der Idealgarbe .#.
Die Garben #'? seien wie in §1 definiert. Es sei Oe A4, QF:=0QP(C"),. Dann
gilt fir alle p: (x)d(F, QB)=d(HAF). Denn es sei

(1)=Zfaotﬂ+ ngp/\ﬁp5 fo'? gpe'foa OC(,EQS, ﬂpegs_l-
o=1 p=1

Dann ist
do="Y df,nay+ Y f,du,— ZldgpAdﬁI,:d(Zlfﬂaa— y gpdﬁp).
c=1 =1 p= = p=1

Wir behaupten die Aquivalenz folgender Aussagen:

¢y S Qo=d(F-Q57Y),
@ So- QocdAy 7,

(1) dAHnQ T cd(%- 27,
@) dAHAQ " cdAy

A3) Ao <dAT !,

4) QT2 (A)g— Q"N (4)o - 2V (A),

ist exakt.
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Beweis. (3)<(4) nach Korollar 1.
D=2
(1)< (2,)} nach ().
Ad (2)=(2)):

o= z;dgpAﬁpa gPGJ%, ﬁpGQg_l
p=

sei vorgegeben. Dann folgt:

r

Zldgp/\ﬁp=d ( Z gp/\ﬁp) - ZlgpdﬁpEd%N_l‘
p= p=

p=1

A4d Q)= (2):
w= Zfa'a0'9 fae,%, o(ang
a=1

sei vorgegeben. Zu jedem ¢ existiert ein y,€Q) ! mit: dy,=a,. Dann gilt:
o

Z fa—“a=d (Z fo‘yo') - 2 dfo'/\’))a'Ed%N—l'
o=1 o=1 o=1

Ad (2), 2)=(3):

AN=Iy N+ d Iy A QY P cdaal L,

(3)=(2) ist trivial.

Aus der Aquivalenz zwischen (1) und (4) folgt:

Korollar 4. fe0(CY), (N=2) enthalte keine Primelementquadrate. f sei in
einer Umgebung U von O holomorph, und es sei X:={ze U, f(z)=0}. Dann gilt:
Q¥ 2(X)o > Q"1 (X))o = QY (X), ist exakt<>zu jedem Element geO(C"), exi-
stieren Elemente vy, ..., vye0(C)y, welche die partielle Differentialgleichung
_ X e

0z

v=1

f-g
in einer Umgebung von 0 lsen.
Beweis. Es ist Jy=Rad(f)=f- O(CY),.

(a) Beispiel einer in O irreduziblen Hyperfliche X im C?, wo 0(X),—
QY (X)o — Q%(X), nicht exakt ist.

Es sei f(x, y):=xT+)yP+y?"1x,g=4, p=q+1, und f sei als irreduzibel in
0(C?), vorausgesetzt. GemiB Korollar 4 miissen wir die Differentialgleichung

S yog=242D D

fiir gel, studieren. Es sei nun g=1, die Differentialgleichung sei als 16sbar
vorausgesetzt, und

A=Y 4,, B=Y B

k=0 k=0
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seien die homogenen Darstellungen von 4 bzw. B. Da d£(0, 0)=0 ist, liegt im
Punkte (0, 0) eine singulire Stelle des Raumes X:={(x, y)eC?; f(x, y)=0} vor,
und weil die Beschrinkung von (4, B) auf X offenbar ein holomorphes Vektor-
feld auf X Liefert, muB 4(0)=B(0)=0 sein (Corollary 3.3. in [1I]). Aus (*) folgt
dann:

_0x'A4,  0x'B;

T ox dy

x‘l

_ ) _ i .
Yy x= s A (V) 1x)+—a—y—Bl(y”+y” 'x)

0 7
+—a—; qup_q+1+—é7 qup-q+1 .

Setzt man A, =A4,,x+A,,y, By=B;; x+ By,y, so liefert cine leichte Rechnung
das Gleichungssystem:

(g+1)A4+ Biy=1

(x%) A1 +{(p+1)By,=1
24, + pBi,=1.

Fiir die Determinante D der erweiterten Matrix gilt:

D=qg—p=%0.
Also ist () nicht 16sbar.
Daraus folgt, daB (*) nicht 16sbar ist.
Damit haben wir:
Satz 4. Ist f(z,, z,):=z1 + 25+ 2571z, q=4, p=q+ 1, irreduzibel in O(C*)y:
so ist
0(X),o _)‘QI(X)O —"’QZ(X)O

nicht exakt, wobei X:={zeC?;f(z)=0} ist, und es folgt, daf} X, nicht auf {0},
holomorph kontrahierbar ist.

Es gibt irreduzible Funktionen von der in Satz 4 genannten Form. Denn
eine leichte Rechnung zeigt, daB z.B. f(x, y):=x*+3° +y*x in 0(C?), irredu-
zibel ist.

(b) Beispiel einer in 0 normalen Hyperfliche X im C*, wo Q' (X))o — Q*(X)o—>
Q3 (X), nicht exakt ist.

Es sei f(x, y, 2):=2"+ x4+ 3P+ 32" 1x, r =3, q=r4+2, p=q+2. f sei als ir-
reduzibel in ©(C3), vorausgesetzt. Dann liefert eine einfache Rechnung folgen-
des Ergebnis: X:={(x, y, 2)eC?; f(x,y, z)=0} hat in (0,0, 0) eine isolierte
* Singularitit und ist dort also insbesondere normal.

Gemif} Korollar 4 miissen wir wieder die Differentialgleichung

_344), 3UB) , 0(/C)

) fe=—%% 3y a7
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diskutieren. Wir setzen wieder die Losbarkeit voraus, und es seien A=) A,
B=) B, C=) C, die homogenen Entwicklungen der holomorphen L5sungs-
funktionen im Falle g=1. Ferner sei A=A, x+A,,y+ A3z, By=By;x+
Bi2y+Bi3z, Ci=C11x+C15y+Cysz.

Eine Rechnung wie in (a) liefert das Gleichungssystem:

Ay + By, +(r+1)Ci3=1
@+ A4+ By, + Ciz=1
(++)
A +(p+1)By,+ Ci3=1
2A11+ pBlZ+ C13=1.

D sei wieder die Determinante der zum Gleichungssystem gehorigen erweiterten
Matrix. Es gilt:

D=r(g—p)+0.

Also ist (xx) nicht 16sbar. Daraus folgt, dal (+) nicht 16sbar ist. Damit haben
wir:

Satz 5. Ist f(z,2,,23) =25 +25+25" 1z, +25,r 23, g=r+2, p=q+2, ir-
reduzibel in O(C?)y, so gilt fiir den in 0 normalen Raum X:={zeC?;f(z)=0},
daff

Q'(X)— Q*(X)o— 2*(X)o

nicht exakt ist, und es folgt, daff X, auf keinen durch O verlaufenden analytischen
Mengenkeim kleinerer Einbettungsdimension kontrahierbar ist. Dariiber hinaus
gilt:

Es gibt keine in einer offenen X-Umgebung U von 0 enthaltene analytische
Menge Y mit Yy+X,,0€Y, so daf fiir eine geeignete offene X-Umgebung V
von 0 und fiir eine geeignete holomorphe Abbildung ¢: Vx W —U, wo W ein 0
und 1 enthaltendes Gebiet im C* ist, das Tripel (V, W, @) eine retraktartige Kon-
traktion des Raumes U auf den Raum Y wdre.

Die letzte Bemerkung folgt sofort aus Korollar 3.

DaB es auch wirklich irreduzible Funktionen f mit der im Satz 5 beschrie-
benen Gestalt gibt, zeigt das Beispiel:

fG 2= +x"+y"+y°x.

(c) Beispiel eines Serreschen Raumes X, wo die Menge der Punkte xeX, fiir
welche 0(X), — Q' (X), — Q*(X), nicht exakt ist, keine abgeschlossene und damit
auch keine analytische Menge bilden.

Es sei f(x,.)):=x*+y°+y*x und g(x,y, £):=y"+y*x+x*¢, und es sei
X:={zeC3; g(2)=0}, Y:={zeC?; f(z) =0}. Dann ist Gradg=(y* +4x31,5* +
4y*x, x*) und X,, enthalten in der analytischen Menge {zeC?;g(z)=0,
Grad g(z)=0}={z=(x, y, 1)eC?; x=y=0}. ®: C>—>C? sei definiert durch
®(x,y, t):=(xt, yt, t). Offenbar ist &|C* —{zeC?; t=0} biholomorph mit der
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Umbkehrabbildung ¥ (u, v, t):=(uft, v/t, t). Nun sei X':=Y x C}. Dann liefert
eine leichte Rechnung folgendes Ergebnis:
Zu z=(0, 0, t)e X — {0} existiert eine offene X-Umgebung U und eine offene
X'~Umgebung V, so daB V vermége & biholomorph dquivalent zu U ist.
Daraus folgt insbesondere, daBl X,,={zeC?; x=y=0} ist.

Behauptung. In keinem Punkt ze X, ,—{0} ist
0(X), —Q(X),— 2*(X),
exakt.
Beweis. Auf Grund obiger Uberlegungen geniigt es, folgendes zu zeigen:
In keinem Punkt der Gestalt z=(0, 0, ¢) ist
0(X"),—QY(X"),—Q*(X"),
exakt.
Wir nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann existiert ein aeC*' mit:

1 2 w3
Ho,0,a) = H(0,0,0) #(0,0,a)

wobei A(§ o, 4 sich auf die Idealgarbe # von Y x C bezieht, ist exakt. Es gilt
gemdB (a) S5, 0,0y=f - O(C*)0,0,4- Dann folgt aus den Bemerkungen im An-
fang von §3: es existiert ein Element y=f-(4ddx+Bdy+Cdt), 4, B,
CeO(C?)o, 0, Mit dn=f(x, y) dx A dy. Daraus folgt:

_oUB) , a(f(~4)
0x dy )

Nun sei D:=B(x, y, a)e0(C?),, E:=—A(x, y, a)eO(C?),. Dann gilt:

(/D)  GU/E)
0x dy

f

f=

im Widerspruch zu den Ausfithrungen unter (a). Damit ist die Behauptung be-
wiesen.

Da der Raum X offenbar auf {0} retraktartig kontrahierbar ist, gilt in O:
0(X)o HQI(X)O—’QZ(X)O
ist exakt.
Ergebnis. Der Raum X hat eine in 0 eindimensionale Singularititenmenge X, .
Fiir alle ze X, gilt:
0(X),— Q' (X),—Q*(X), ist exakt<z=0.

Zum Abschlufl wollen wir einige Bemerkungen zum Satz von DE RHAM
machen. SERRE hat in [/2] den folgenden Satz bewiesen:

Ist X eine Steinsche Mannigfaltigkeit, so gilt fiir Z4(X):=Kern {d*: H°(X,
Q) — HO(H, Q** ")} und BY(X):=d* ' (H°(X, @' 1)) (geN):

HY(X,C)=Z*(X)/B“X).
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Daraus folgt: Fiir Steinsche Mannigfaltigkeiten X ist
HY(X,C)=0 fir ¢>dimX.

In den Proceedings of the Conference on Complex Analysis, Springer 1965,
stellt SERRE die Frage (Problems Submitted 26), ob auch fiir Steinsche Rdume
H(X, C)=0 fiir g>dim X gilt.

Da der auf Grund von Hauptsatz 1 ableitbare de Rhamsche Satz nur fiir
solche Raume gilt, die auf jeden ihrer Punkte holomorph kontrahierbar sind,
ist es klar, daB man zur Diskussion der Serreschen Frage andere Methoden be-
nutzen muB. L. KAup ist es in [5] gelungen, die von SERRE geduBerte Vermutung
auf anderem Wege zu beweisen.
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