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Einleitung 
In der vorliegenden Arbeit wird das Poincar6sche Lemma ffir holomorphe 

Differentialformen auf reduzierten komplexen Riiumen, d.h. die Frage der 
Exaktheit der Sequenz 

O --, C -~  6 --. Q --~ s - +  . . (,) d l d 2 

studiert, wobei/2 p die Garbe der holomorphen Differentialformen vom Grade p 
und d der Ableitungsoperator ist. Wir gehen dabei yon einem Differential- 
formenbegriff aus, wie er in der Algebra tiblich ist (vgl. [6, 1, 2]). Es zeigt sich 
(w 3), dab die Sequenz (.) keineswegs in allen Punkten eines Serreschen Raumes 
X exakt ist, so dab man zus/itzliche Forderungen an X steIlen muB, um die 
Exaktheit der Sequenz (*) yon einer Stelle k ab zu gew/ihrleisten. In diese 
Richtung geht der in w 2 eingeffihrte Begriff der holomorphen Kontrahierbar- 
keit. Unter Benutzung der SchluBweise, welche man in der reellen Analysis 
zum Beweis des Poincar6schen Lemmas fiblicherweise verwendet, ergibt sich 
folgender Satz: 

X sei ein Serrescher Raum, O ~ X ,  und Y s e i  eine analytische Menge in einer 

Umgebung yon 0 mit  O~ Y. Ist X o auf  Yo holomorph kontrahierbar und die Ein- 
bettungsdimension yon Y in 0 gIeich k, so gilt in O: 

~-~k-- 1 ,,'~k 
o ---~s~o---~"" ist exak t .  

( Im Falle k = 0 sei f2 o 1: = C.) 

DaB ftir gewisse Serresche R/iume das Poincar6sche Lemma nicht gilt, be- 
deutet somit, dab diese nicht auf niederdimensionale Teile kontrahierbar sind. 

In [9] wird gezeigt, dab die Forderung der Kontrahierbarkeit ffir irredudble 
Punkte yon Hyperfl~chen in Gebieten des C 2 nicht nur hinreichend, sondern 
auch notwendig ist. 

Die vorliegende Arbeit stellt den ersten Teil yon [7] dar. 

N 

Bezeiclmungen 
Menge der positiven ganzen Zahlen. 

Garbe der Keime holomorpher alternierender Differentialformen 
vom Grade p fiber der komplexen Mannigfaltigkeit X. 
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d, d p Ableitungsoperator, welcher f)P (X) in ~P + 1 (X) abbildet. 

emdim~ X Einbettungsdimension des Serreschen Raumes X im Punkte x. 

X~g Singularitiitenmenge des Serreschen Raumes X. 

w 1. Holomorphe Differentialformen auf komplexen R/iumen 

Wir beginnen mit einer yon GRAUERT und KERNER in [1, 2] gegebenen 
Definition fiir holomorphe Differentialformen. 

A sei eine analytische Menge in einem Gebiet im C u, und J sei eine ko- 
h/irente analytische Idealgarbe in G, deren genaues Nullstellengebilde A ist. 
Dann definieren wir: ffir y 6 G  geh6rt c%s~P(p6N) genau dann zu Yff, wenn 
Elemente f l ,  ..., f~, g 1 . . . .  , g, ~ Jr und ~ 1, -.., g~ ~ QP, fl 1 . . . . .  fl, 6 ~ -  1 existieren 
mit: 

a)= ~ f ~ +  ~ dgaAfl  p. 
a = l  p = l  

Ffir p = 0 sei ~ffyo .. = jy .  

Die Kollektion der ~ffp, y~G, definiert eine koh/irente analytische Garbe 
:(fP(G) fiber G. 

Definition 1 (vgl. Def. 1.2. in [2]). A sei eine analytisehe Menge in einem 
Gebiet G des C u, und J sei eine kohiirente analytische Idealgarbe auf G, deren 
genaue Nullstellenmenge A ist. Es sei Jr: = d) ( G)/ J ] A die Strukturgarbe yon A. 
Dann heiflt 

Y2V(A): = {2P(G)/YlP(G)IA 

Garbe der Keime holomorpher Differentialformen des Grades p auf dem kom- 
plexen Raum (A, Yf). 

Analog zu den Ausffihrungen in [2] zeigt man: Die Definition von Y2P(A) 
ist einbettungsunabh/ingig. Es gilt n/imlich mit den Bezeichnungen yon [2], 
S. 239: 

2(,~(adw~,, A ... A dw~p)- - , z (adw~ A ... A dw~p)) 

= ( a o ~ - a o z )  d ~ A . . . ^ d ~  + a o ~ ( d ~ - d z ~ , ) ^ d ~ A . . . / x d ~ k ~  

+ a o z ( d ~ ,  1-d%1 )Ad~v 2A... A d ~ v v + . - . + a  o ~ d%1 A-.. A ( d ~ p - d z ~ , )  

+ao'c d%lA . . .  A (d~vv- -dz~p)+(ao~- -aoz )dz~ l  A.. .  Ad'c~p~f" f . 

Also kann man die Definition auf komplexe R/iume erweitern. 
X ~ H ~ (X, OP(X)) ist ein kontravarianter Funktor, und (2P(X) ist eine kohfi- 
rente analytische Garbe. Es gilt 

P 

a"(x-x~)=fip(x-xs~), o~ np(x)= An~(X), 

und ffir x ~ X  ist f21 (X)x der Differentialmodul yon d4~ fiber C, ~2P(X) ge- 
stattet ffir jeden komplexen Raum X einen kanonischen Ableitungsoperator d, 
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der in den Mannigfaltigkeitspunkten mit dem klassischen fibereinstimmt. Sei A 
ngmlich wieder, wie oben, eine analytische Menge in einem Gebiet G des C N 
und J eine koh~irente analytische Idealgarbe mit A als genauer Nullstellen- 
menge. Fiir 

a = l  p = l  

gilt offenbar dcos~fy p+I. Also ist d(o~fP(G))c~f '+l(G),  und wir haben in 
kanonischer Weise einen Garbenhomomorphismus d": f2 p (A) ~ f2P + 1 (A). Man 
priift leicht nach, dab d p einbettungsunabhfingig definiert ist, also ftir alle korn- 
plexen Riiume X einen Homomorphismus d ' :  f2"(X) ~ f2 p+ 1 (X) definiert. 

Ist X ein komplexer Raum und x 6 X ,  so haben wir offenbar immer eine 
Sequenz 

O - - f f C  e ) ( 9 ( X ) x  do , ~ e 2 1 ( S ) x  dl ' ' " - - - ~ e m d i m x X ( S ) x - - - - ) O  , 

wobei e die kanonische Injektion und (9 die Strukturgarbe bezeichnen. Die 
Sequenz ist an der letzten Stelle stets exakt, well dies ffir die entsprechenden 
Differentialformgarben im Einbettungsraum gilt. Exaktheit bei (9(X)x ist im 
nichtreduzierten Fall nicht immer gegeben, wie ein Beispiel in [2] lehrt. Im 
reduzierten Fall liegt jedoch immer bei (9(X)x Exaktheit vor, wie man sofort 
sieht. 

In [10] wnrden vier verschiedene Typen yon Pfaffschen Formen auf kom- 
plexen Rfiumen definiert. Es sei bemerkt, dab es in natiirlicher Weise m6glich 
ist, diese Differentialformgarben ebenfalls ffir den Fall p > 1 einzuffihren. Die 
Garben ~2~(X) lassen dabei auch einen kanonisch definierten Ableitungsope- 
rator zu. Beztiglich der Garben Qg' gilt jedoch, dal3 d den Kern S '  1..= o"f" im 
allgemeinen nicht in den (analog definierten) Kern :if '  2 abbildet. 

w 2. Das Lemma yon Poincar6 

X sei ein komplexer Raum und x~X .  Wir besch~iftigen uns in diesem Ab- 
schnitt mit der Exaktheit der Sequenz 

O___oC____~,, d ,-~1 d ~2/x -----> ~,L x - - - -9 . . . .  

DaB die Sequenz ffir komplexe Mannigfaltigkeiten stets exakt ist, ist genau die 
Aussage des klassischen Poincar6schen Lemmas. 

Wir bringen zun~ichst den folgenden 

Hilfssatz 1. 
G 1  dl ) G 2  dE >. . -  

sei eine exakte Sequenz yon abelschen Gruppen. Fftr jedes n e N  sei H,  Unter- 
gruppe yon G n. 

Ist fiir alle h e n  d,(H,)  c H , +  1, so gilt fi~r die induzierte Sequenz 
^ ^ 

( .)  G1/H 1 dl >G2/H2 d2 >...: 

20 Math. Z., Bd. 101 



272 H.-J. REIFFEN : 

(*) ist genau dann an der p-ten Stelle (p >= 2) exakt, wenn die Sequenz 

H 1  d~ >H 2 d2 ) . . .  

an der (p+ 1)-ten Stelle exakt ist. 

Der einfache Beweis sei dem Leser iiberlassen. 

Aus Hilfssatz 1 folgt sofort mit Hilfe des klassischen Poincar6schen Lemmas: 

Korollar 1. A sei eine analytische Menge in einem Gebiet G eines C N, x~A,  
und jNrp sei wie in w 1 definiert, wobei A mit einer komplexen Struktur versehen 
sei. Dann gilt fi~r alle p e N :  

ist genau dann exakt, wenn 

exakt ist. 

f f • p - - i  d ( ' ~ p  d t-~p+I 

p d J / ' p + l  d ~,,/,p+2 

In der Theorie der Mannigfaltigkeiten wird der Poincar6sche Satz bewiesen, 
indem man die lokale Kontrahierbarkeit in den Punkten der Mannigfaltigkeit 
ausnutzt. Im Fall yon komplexen R/iumen muB die Kontrahierbarkeit gefordert 
werden. Der folgende Satz entspricht dem Poincar6schen Lemma fiir zusam- 
menziehbare Bereiche; der aus der Infinitesimalrechnung bekannte Beweis tiber- 
trfigt sich. Zun/ichst noch eine Bezeichnung: G1, G2 seien Gebiete im C N bzw. 
C u. (p: G1 ~ G2 sei eine holomorphe Abbildung. Dann bezeichne 9 ,  die durch 
qo, (z,f)==fo 9 definierte Abbildung yon G 1 @a2 ~)(G2) nach 0(G1). 

Hilfssatz 2. H, G seien Gebiete im C N, H sei Holomorphiegebiet, und W sei 
ein Gebiet im C l, welches 0 und I enthiilt. J sei eine kohiirente analytische Ideal- 
garbe auf G mit einer Kohiirenzbasis f l, . . . , fmeH~ 0) auf G. Es existiere 
eine holomorphe A bbildung ~ : H x W ~ G mit f olgenden Eig ensehaf ten : 

(1) ~(z, 1)=zfiir  alle z aus H, 

(2) ~(z, 0)e{(wl, ..., WN)eCN; Wk+ l . . . . . . . .  WN=O} fftr alle zeH,  

(3) es ist ~ , ( ( H x  W)OG J ) ~ x , ( ( H x  W)~ n J [ H ) .  d)(Hx W), wobei 7z: 
H x W--* H die Projektion auf die erste Komponente bedeutet. 

Dann gilt fi~r alle p >=k + 1 (mit den Bezeichnungen yon w 1): zu jeder Diffe- 
rentialf orm 

co= ~ ( fu%+dfu^ f lu ) ,  %eH~ OP), fl~eH~ f2P-1), 
/ t=l  

mit: dco = 0 existiert eine Differentialform ~I ~ H~ (H, ,r p- 1 (H)) mit: dq = co l H. 

Beweis. Die Halme der koh[irenten Garbe d : = r c , ( ( H •  W ) @ H J l H ) "  
d~(Hx W) werden offenbar von den Funktionenfl,  ...,fro (als Funktionen in 
(z, t) aufgefaBt) erzeugt. Nach Theorem 15, S. 244 in [3] sind, weil H•  W 
Steinsch ist, f l  . . . . .  fm ein Erzeugendensystem yon H~215  W, ~r Aus (3) 
folgt dann: 

,~=1 
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mit gewissen r176 W, 6), 

d(f~o # ) =  (f~ d 9;.(") + dfz q~(") ). ~=~ 

Bezeichnen wir mit q}* die zu # geh6rige Abbildung in den Differential- 
biindeln, so hat man:  

= ~ {A" (~176 
2 = 1  

wobei das Differential dt in ~(1) ~,(2) fl]2) ~ , ~z , f i l l )  nicht auftritt. Also hat man mit: 

~ :=  ~ (f.~.o~(xl)+dfx^o~i2)), 
2 = 1  

m 

fl:= E (fafip)--dfaAfip)): ~* m=~+dt.,xfl. 
2 = 1  

Nun bedeute: 4 Ableitungsbildung nur nach den Variablen z,, ..., zn; (e /at) 
partielle Differentiation der Koeffizienten yon c~ nach t; 5fl dt Integration der 
Koeffizienten yon fl nach t; e( t )  die Differentialform, welche entsteht, wenn 
man in den Koeffizienten yon e die Variable t festh/ilt. Es gilt (wie beim Beweis 
in der reellen Analysis): 

1 1 

8~ -d2fl , c~(1)-~(O)= f ~-~ dt=d S f lat=aq, 
a t  o a~ o 

(c) (c) 

wobei C eine rektifizierbare Kurve ist, welche in W yon 0 nach 1 1/iuft, und 

1 ) ( 1 ) }  
(c) (c) (c) 

zu H~ •v-l(H))  geh6rt. 

Wir sind fertig, wenn wir zeigen k6nnen, dab e (0)= 0 ist. �9 werde beschrie- 
ben durch die holomorphen Funktionen ~1, -.., ~N, und es sei 

o9= ~,, ogv,...v p d z v ,  A .. .  ^ d z ~ .  
1 < v l < . . . < v v < N  

Dann ist e der Anteil yon 

1 ~ v i  < . . . < v p ~ N  

welcher dt nicht enth/ilt. Wegen (2) gilt: ebb(z, t ) = t ~ ( z ,  t), ~ = k +  1, .. . ,  N, 
wobei ~ holomorph in H x Wist. Wir betrachten ein festes p-Tupel (v[, ..., v~,), 

20* 



274 H.-J. REII~FEN: 

' <  1 <V'a < "" <vp=N. Wegen p > k +  1 gilt v'p>k, und es existiert ein kleinster 
I n d e x j < p  mit :v)>k. Dann gilt: 

coq..@ o q~ d~bv,, A..-/x d~b~; 

= a~q...~; o ~ dqSq A.../x dq~v~_~/x (d t 7J~k + t d 7J~;.) A... ^ (d t 7*~; + t d 7*@. 

Da dt in ~ nicht vorkommt, ist dann in jedem Summanden des von c%i...~; o 
4~ d 4),i ^ ... A d~,;, herrfihrenden Anteils fiir a der Faktor  t enthalten. D.f. : 
~(0 )=0 .  

In den fotgenden Ausftihrungen versuchen wir, Hilfssatz 2 eine fibersicht- 
lichere Form zu geben. Dabei beschr~nken wir uns auf den Fall von Serreschen 
R~umen. 

Detinition 2. A, B seien analytische Mengen im Gebiet G des C N, und es sei 
0 ein Punkt aus A c~ B. B sei in 0 gewShnlich. Der analytisehe Mengenkeim Ao 
heiflt genau dann auf den analytischen Mengenkeim B o holomorph-C u -  kontra- 
hierbar, wenn folgendes gilt: 
zu jeder offenen CN-Umgebung U c G  yon 0 gibt es eine offene C&Umgebung V 
yon O, ein Gebiet W im C a, welches 0 und 1 enthiilt und eine hollomorphe Ab- 
bildung 4): Vx  W--+ U Kontraktionsabbildung genannt, mit folgenden Eigen- 
schaften: 

(1) ~(z, 1)=zfi~r alle ze  V, 

(2) ~b(z, O)eB f~tr alle zeV ,  

(3) ~b ((A ~ V) x IV) c A. 

Aus Hilfssatz 2 ergibt sich: 

Satz 1. A, B seien analytische Mengen in einem Gebiet G des C u, es sei 
OsA c~ B, und B sei in 0 gew6hnlich. Ist Ao auf B o holomorph -CN-kontrahier  - 
bar, so gilt (mit den Bezeichnungen yon w 1, wobei J nun die Idealgarbe yon A 
in G sei) : 

;Uok---~gUok+a---§ ... ist fi~r k = d i m 0 B  exakt. 

Beweis. (_I c G sei eine beliebige offene Umgebung von 0. Es existiert dann 
eine offene Umgebung U von 0 mit folgenden Eigenschaften: 

(1) U = U ,  

(2) nach einer geeigneten Transformation von U hat Uc~B die Gestalt 
{(w, . . . .  , wN)eB; wk+a . . . . .  wN=0}, 

(3) die Idealgarbe J besitzt in U eine Koh/irenzbasisfa . . . . .  fro. 

Nach Voraussetzung existieren eine offene Umgebung V yon 0, die wit als 
Holomorphiegebiet voraussetzen dtirfen, ein Gebiet W im C a, welches 0 und 1 
enthiilt, und eine Kontraktionsbildung q~: V x W--+ U. 

U, V, W, .,r und ~b erfiillen dann bis auf (3) alle Fordernngen von Hilfs- 
satz 2. 
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Es sei z(~ n V und t(~ W fest. Ftir ein Element f~Jq)(z(O),t(o)) gilt 
dann: es existiert ein Polyzylinder 

Z:=Z'  • 

Z'={zmCN; [Zv--Z~0)l<e}, Z"={tEC1;  I t - t r176  Z = V x W ,  

so daf3f o ~ in eine in Z konvergente Potenzreihe 

av(z) ( t -  t(~ 
v = O  

entwickelbar ist u n d f  o r t) ffir jedes feste t~Z"  auf Z'c~A verschwindet. 
Also haben wir a~(z)6H~ ', J )  fiir allev. Nach der Cauchyschen Integral- 
formel gilt: 

f o  q)(z, t) 
a~(z)= 1 S ( t_t to)f+l dt fiir alle z~Z' .  

2re i it_,(o) I =t;/2 

Daraus folgt die Existenz einer Konstanten M, so dab fiir alle z~Z"':---  
{(Zl, ..., zs); Izv-z  (~ ] <e/2, 1 <_v<-N} 

M 
I a~ (z) ] < (a/Zf 

gilt. Nach dem Idealbasissatz von CARTAN-ROCKERT (Theorem 2, S. 82 in [3]) 
existieren eine Konstante k und holomorphe Funktionen ~(Z ), 1 _< 2_<m, v = 1, 
2 . . . . .  in einer Umgebung Y c Z " '  yon z ~~ mit: 

a~ (z) = ~ ~(~) f;., ] a(~)(z)l < k M---M--- fiir alle z ~ Y. 
= 1 (e/2) ~ 

Daraus folgt: 
oo 

in einer gewissen Umgebung yon (z (~ t(~ Das heil3t: f o ~erc,  ((z {~ t c~ • 
~r 0 ( H x  W)(=(o),,(o)), womit Punkt (3) yon Hilfssatz 2 als erffillt nachge- 
wiesen ist. 

Ist also co eJ{'o v+ 1, p>k ,  mit do~ =0, so findet man eine Umgebung (7 von 0, 
in denen J eine KohRrenzbasisf,, ... ,f , ,  und m die Darstellung 

m 

co= Z ( f ,  au+dfu^f l , ) ,  a,~H~ fl, 6H~ v) 
# = 1  

hat. Gemfil3 unseren Betrachtungen konstruiert man U und V und finder ein 
~leH~ WP) mit dt/=(o] V, q.e.d. 

Definition 3. X sei ein Serreseher Raum, und Y sei eine analytische Unter- 
menge yon X. 0 sei ein fester Punkt yon Y. Der analytisehe Mengenkeim 7(o 
heiflt genau dann auf den analytischen Mengenkeim I7o holomorph kontrahierbar, 
wenn es zu jedem U~ ~, wobei 11 das System der offenen Umgebungen yon 0 ist, 
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ein VEII, ein Gebiet W im C ~, welches 0 und 1 enthiilt, und eine holomorphe 
Abbildung q): V x  W--* U, Kontraktionsabbildung genannt, gibt mit folgenden 
Eig enschaf ten : 

(1) ~o(x, 1)=xfi tr  alle x~V,  

(2) q) (x, 0) ~ Y fitr alle x ~ V. 

Das System R aller Quadrupel (U, V, W, ~o) heiflt die Kontraktion yon Xo 
auf }To. 

Wir werden in w 3 zeigen, dab die Kontrahierbarkeit in der Tat eine be- 
sondere Eigenschaft ist. 

Bevor wir das Hauptergebnis dieses Paragraphen ableiten, beweisen wir zwei 
Hilfss~itze. 

Hilfssatz 3. A sei eine nicht-leere analytisehe Menge in einem Gebiet G eines 
C N, und Wsei  ein Gebiet im C 1 mit a~ W. Nun se l f  ~H ~ (G x {a}, (9), gEH ~ (A x 
W, (~) und f [ A x {a} = g [ A • {a}. Dann definieren f und g eine holomorphe Funk- 
tion auf G x {a} u A x W. 

Beweis. Es sei z '=(z l  . . . .  , Z'N, a)eA x {a} beliebig. Dann ist g in einer Um- 
gebung Z = Z ' x Z " , Z ' : { z e C N ;  lz~-z'vl<~}, Z " = { t e C l ;  I t - a l < ~ } ,  Be- 
schr/inkung einer dort konvergenten Reihe 

if(z, t )= ~ gv ( z ) ( t -a )  ~. 
v=O 

Fiir t = a gilt: ~ (z, a) = go (z), und es ist go (z) =f(z,  a) fiir alle zeA n Z'. Daraus 
folgt: h (z).. =go (z) - f ( z ,  a) ist eine auf A n Z '  verschwindende Funktion. ~ -  h 
ist ebenfalls Fortsetzung yon g in Z, weil f/Jr (z, t )e (A n Z') x Z"  gilt: ~(z, t ) -  
h(z)=~(z,  t )=g(z,  t). Ffir z~Z '  gilt andererseits abet auch: ~(z, a ) - h ( z ) =  
go (z) - h (z) =f(z,  a), womit ~ -  h ebenfalls als Fortsetzung yon f in Z nachge- 
wiesen ist. 

Hilfssatz 4. X und Y seien analytische Mengen im Gebiet G des C N, und Y 
habe die Darstellung Y={wECN; Wk+l . . . . .  wN=0}nG. H sei ein in G ent- 
haltenes Holomorphiegebiet mit V:= H n X +O. W sei ein 0 und 1 enthaltendes 
Gebiet im C 1, und (p: V x  W ~ X  sei eine holomorphe Abbildung mit: 

(1) q~(x, 1)=xff tr  alle xeV .  

(2) ~o (x, 0) E Y fitr alle x ~ V. 

Dann gilt: 
Zu jedem X-Teilgebiet V' ~ V gibt es ein 0 und 1 enthaltendes Teilgebiet W' 

yon W und eine holomorphe Abbildung ~): G' x W' --* G, wobei G' ein CN-Teilge - 
biet yon G ist mit: V ~ X n G '  ~ V', so daflfolgendes gilt: 

(1) ~(z, 1)=zfftr alle z~G', 

(2) q)(z, O)eY fi~r alIe zsG',  

(3) ~ t ( X n G ' ) x  W ' = q ~ l ( X n G ' ) x  W'. 
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Beweis. Es sei B . . = ( H x { 1 } ) u ( V x  W) u (H x {0}). B ist analytische Teil- 
menge des Holomorphiegebietes H x  W. ~Pl, ..., ~0N seien die Komponenten 
yon ~o, und z: V ~ C  k sei die durch z(x):=(cpl(x , 0), ..., ~0k(X, 0)) ftir x e V  
definierte holomorphe Abbildung. -c besitzt eine holomorphe Fortsetzung 
"~: H-- ,C k (Theorem 16, S. 145 in [3]). a :  H ~ C  N werde definiert durch 
o-(z): =(~'(z), 0, ..., 0). Dann konstruieren wir eine Abbildung ~: B ~ C N, wie 
folgt: 

z ffir alle z e H, t = 1, 
(z, t).. = ~o (z, t) ftir alle (z, t) e V x W, 

[a  (z) ffir alle z ~ H, t = 0. 

ist wohl definiert auf B und holomorph jeweils auf H •  {1}, V• W und 
H z {0}. Nach Hilfssatz 3 ist dann ~9 auch holomorph auf B. Nach dem oben 
zitierten Theorem existiert eine holomorphe Fortsetzung ~: H • W o C ~, und 
eine einfache topologische Uberlegung liefert die Existenz von Gebieten G' = H 
und W ' ~ W  mit: V~Xc~G'=V ' ,O ,  l e W '  und t~ (G 'xW' )=G.  Es sei 
~" = ~ I G' • W'. ~ besitzt die gewSnschten Eigenschaften. 

Wir beweisen nun den Hauptsatz dieses Paragraphen. 

Lemma yon Poinear6. X sei ein Serrescher Raum und O~X. Existiert in 
einer Umgebung U yon 0 eine 0 enthaltende analytische Menge Y mit der Ein- 
bettungsdimension k in O, derart daft Xo auf Yo holomorph kontrahierbar ist, so 
gilt: 

~.~k-1 d ,.'~k d 
o " - " ~ o  - - -~ ' ' "  

ist exakt (wobei im Falle k = 0 f2o 1 = C sei). 

Beweis. Wir diirfen annehmen, dab U vermSge einer Abbildung r fiquiva- 
lent zu einer analytischen Menge A in einem Gebiet G eines C N ist, und dal3 Y 
dort in die analytische Menge 

B :=  {(wl . . . . .  WN); Wk+l . . . . .  WN=0} n 

abgebildet wird (vgl. Lemma 2.4. in [11]). Der Bildpunkt yon O in G sei der 
Nullpunkt des C N, und R sei die von X induzierte Kontraktion von Ao auf 
~(r)o. 

Ao ist dann auf Bo h o l o m o r p h -  C N -  kontrahierbar. Sei n/imlich G ein be- 
liebiges Teilgebiet yon G mit 0eG. Dann gibt es ein in G enthaltenes Holo- 
morphiegebiet H mit 0e l l ,  ein 0 und 1 enthaltendes Teilgebiet W des C 1 und 
eine holomorphe Abbildung q~: V• W ~ A ,  V:=Hc~A, so dab ( A n G ,  V, W, 
q~)e~. Insbesondere gilt: q~(x, 0)eB ffir aUe x e  V. Nach Hilfssatz 4 existiert 
eine offene Cn-Umgebung G' yon 0, ein Gebiet W' im C ~, welches 0 und 1 
enth~ilt, und eine holomorphe Kontraktionsabbildung r  G' • W' --* G mit den 
in Def. 2 geforderten Eigenschaften. Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Aus Satz 1 folgt dann: 5c0k--~c0k+l ~ "'" ist exakt, und Korollar 1 liefert 
die Behauptung des Lemmas. 
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Definition 4. X sei ein Serrescher Raum mit einer analyt&chen Untermenge Y. 
U sei eine offene Teilmenge yon X, W ein Gebiet im C 1, welches 0 und 1 enth~ilt, 
und ~o : U x W ~ X  eine holomorphe Abbildung mit den Eigensehaften: 

(1) ~o(x, 1) =xf~tr alle x~ U, 

(2) ~(x, O)~Yf~r alle xeU. 
Dann definieren wir : 

(a) Ist U n  Y@O und ~o(x, t ) = x  fi~r alle x ~ U n  Y und alle t~ W, so heiJ3t 
(U, W, q~) eine retraktartige Kontraktion des Raumes X auf den Raum Y. 

(b) Ist O ~ U n  Y und q~(O, t )=O fi~r alle t~W, so heiJ3t (U, W, q~) eine O- 
f ixe Kontraktion. 

Eine retraktartige Kontraktion ist insbesondere x-fix ffir jedes x~ Yn  U. 
Eine einfache topologische Betrachtung liefert folgenden Satz: 

Sntz 2. X sei ein Serrescher Raum, und Y sei eine analytisehe Menge in X 
mit O~ Y. Existiert eine O-fixe Kontraktion (U, W, ~o), so ist Xo in kanonischer 
Weise auf Yo holomorph kontrahierbar. 

Aus Satz 2 folgt insbesondere das folgende Korollar. 

Korollar 3. X sei ein Serreseher Raum mit der offenen TeiImenge U und der 
analytisehen Untermenge Y. (U, W, ~o) sei eine retraktartige Kontraktion des 
Raumes X auf Y. Dann gilt fi~r alle x~ Y n  U mit Yx ~:Xx: 

~ " 2 k x -  2 d r ~ k x -  1 d 
x - - ~  ~ L x  - - - )  " " " 

ist exakt, wobei k~." = emdim~ X ist. 

Beweis. Es sei ~(x):=~o(x, 0) ffir alle x~U. 5,: ( o - I ( Y ~ U ) ~ Y c ~ U  ist 
offenbar eine holomorphe Retraktion im Sinne von Def. 6 in [4]. Dann folgt 
Korollar 3 aus Theorem 3 in [4], Satz 2 und dem Lemma von POINCAR~. 

Beispiele. (1) Die durch x 2 =ya definierte analytische Menge im C 2 ist auf 
(0, 0) retraktartig kontrahierbar. 

(2) X sei ein Serrescher Raum, W ein Gebiet im C 1 und a~ W. Dann ist 
X • W auf X x {a) retraktartig kontrahierbar und folglich ist 

Q(~,~-Io) (x  x w)-- ,~x,o)(x x w ) - , . . .  

mit k=emdim~X, fiir aUe x ~ X  exakt. 

(3) Beispiel (2) l~ilSt sich versch~irfen. 

Satz 3. X sei ein Serrescher Raum, O ~ X. Existieren in einer Umgebung yon On 
in 0 linear unabhSngige holomorphe Vektorfelder, so gilt in 0:  

. . . ,  

mit k = emdimoX, ist exakt. 

Beweis. Man wende Corollary 3.4 in [11] an und ffihre eine zu (2) analoge 
~berlegung durch! 
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(4) Aus dem Korollar 2 in [8] folgt mit den Bezeichnungen yon [8]: X sei 
ein Serrescher Raum, OeX,  und es existiere ein holomorphes Vektorfeld v in 
einer Umgebung von Omi t  den Eigenschaften: 

a) v (0)  = 0. 

b) Die Jordansche Normalform des totalen Differentials yon v in O ist 
eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen nl, ..., nu (N=emdimoX) .  

c) Esist Max{nv; 1 __<v__<N}<2 Min{nv; 1 <_v<_N}. 

Dann ist 0 -+ C --+ (9o -+..-exakt. 

w 3. Beispiele niehtkontrahierbarer Riiume 

In diesem Paragraphen wollen wir Beispiele ffir Rfiume angeben, die nicht 
in jedem Punkt auf eine Menge niedriger Einbettungsdimension kontrahierbar 
sind. 

Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen. 

Es sei x ~ C  N und o~ cd?(CN)~, H cf2P(Cn)~. Dann definieren wir: 

~ - H : =  f ~ % ; f , e ~ f  ,~u~H , 
I 

H A Qq(Cn)x: = Aft.; ~ e  H,fl (CN)x , 

d H : = { d a ;  c~ H}. 

Nun sei A eine analytische Menge in einem Gebiet G c C N mit der Idealgarbe ,,r 
Die Garben JfP seien wie in w definiert. Es sei 0eA, Og.'=s . Dann 
gilt ftir alle p:  ( .)  d(Jo s p) = d(Jff) .  Denn es sei 

~=1 p=l 
Dann ist 

do)= d L A ~ +  f ~ d ~ -  dg ,  A d f l , = d  dfi, 
a = l  a = l  p = l  1 faO~a-  = 1  g p  " 

Wit behaupten die Aquivalenz f olgender Aussagen : 

(1) Jo " a~ ~d(Jo  . 0~-1)  , 

(2) Jo.  ao ~ = d~o ~- ~, 

(1') d~r O N- * c d(~o �9 Oo ~- ' ) ,  

(2 ') d Jo /x f2~ -1 c daCo N- 1, 

( 3 )  , 

(4) (2N- 2 (A)o --~ On- I(A ) o --~ g2u (A)o 
ist exakt. 
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Beweis. ( 3 ) ~  (4) nach Korollar i. 
(1)<=>(2) } 
(I')r nach (,). 

Ad (2) ~ (2'): 

o9= ~ dgp^flp, gp6Jo, f l p E ~  -1 
p = l  

sei vorgegeben. Dann folgt: 

o=1 1 g~^/~~ = 
gp d flp ~ d fffo N- l. 

Ad(2') ~ (2 ) :  

o9= ~ f ~ ,  L~Yo, ~ O o  ~ 
a = l  

sei vorgegeben. Zu jedem rr existiert ein y~Ef2o N-1 mit: dy~=a~. Dann gilt: 

f~a~=d - d f~^y~dY{ '~  -1. 
a = l  

Ad (2), (2') =*- (3): 

~oN= jo  ao~+ d jo  ^ ao~- 1 c d ~ g  -1 . 
(3) ~ (2) ist trivial. 
Aus der Aquivalenz zwischen (1) und (4) folgt: 

Korollar 4. f~(9(CN)o (N>2)  enthalte keine Primelementquadrate. f sei in 
einer Umgebung U yon 0 holomorph, undes sei X:={z~ U;f(z)=O}. Dann gilt: 
f2N- Z (X)o ~ f2N- I (X)o ~ f2N (X)o ist exakt c*.zu jedem Element g~(9(CN)o exi- 
stieren Elemente v l, ..., vn E (9 ( Cn)o, welche die partielle Diff erentialgleichung 

~,, 6 ( f  G) 
f"  g =  Oz~ v=l  

in einer Umgebung yon 0 16sen. 

Beweis. Es ist Jo = Rad ( f )  = f .  (9 (CN)o . 
(a) Beispiel einer in 0 irreduziblen Hyperfliiche X im C 2, wo (9(X)o 

~1  ( X ) o  ~ ~-~2 ( X ) o  nieht exakt ist. 

Es seif(x,  y):=xq+yP+yP-lx, q > 4 , p > q + l ,  u n d f  sei als irreduzibel in 
(9 (C2)o vorausgesetzt. Gem~iB Korollar 4 miissen wit die Differentialgleichung 

d ( f A ) '  g( fB) 
(*) f" g = ~ ' f  Oy 

fiir g6(9o studieren. Es sei nun g =  1, die Differentialgleichung sei als 16sbar 
vorausgesetzt, und 

A = ~ A  k , B = ~ B k  
k=O k=O 
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seien die homogenen Darstellungen von A bzw. B. Da d f(0,  0)= 0 ist, liegt im 
Punkte (0, 0) eine singul~ire Stelle des Raumes X: = {(x, y)~ C 2 ; f (x ,  y ) =  0} vor, 
und well die Beschr/inkung yon (A, B) auf X offenbar ein holomorphes Vektor- 
feld auf X liefert, mug A (0)= B(0)= 0 sein (Corollary 3.3. in [11]). Aus (,) folgt 
dann: 

xq= ~xqA1 ..1 ~xqB1 
Ox Oy ' 

0 p p l -  O p p l  - 
y ' + y P - ~ x = ~ x A l ( y  +y  - x ) + - ~ B l ( y  +y  - x) 

0 0 
-t-'-'~X X q Ap_q+ i '}---~-y xqBp-q+ 1. 

Setzt man A 1 = A11 x + A ~ z Y, B1 = B~ ~ x + B~ 2Y, so liefert eine leichte Rechnung 
das Gleichungssystem: 

( q + l ) A l ~ +  B12=1 

(**) A~ 1 + ( P +  1)Ba2 = 1 

2Al1+ p B 1 2 = l .  

Fiir die Determinante D der erweiterten Matrix gilt: 

D = q - p : ~ O .  
Also ist (**) nicht 16sbar. 

Daraus folgt, dab (*) nicht 16sbar ist. 

Damit haben wir: 

Satz 4. Ist f (zI, Z2):=Z ~ "-~Z~'~Z~--I Zl, q > 4, p > q + 1, irreduzibel in (9 (CZ)o : 
so ist 

(; ( X)o --, ~ ( X)o - .  ~ ( X)o 

nicht exakt, wobei X: ={z~C z ; f (z)=0} ist, und es folgt, dad Xo nicht auf {0}o 
holomorph kontrahierbar ist. 

Es gibt irreduzible Funktionen yon der in Satz 4 genannten Form. Denn 
eine leichte Reehnung zeigt, dab z. B. f ( x ,  y): =x  4 +y5 +y4 x in ~0 (C2)o irredu- 
zibel ist. 

(b) Beispiel einer in 0 normalen Hyperfliiche X im C 3, wo 01 (X)o -+ f2 z (X)o -+ 
Q3(X)o nieht exakt ist. 

Es sei f ( x , y ,  z ) :=z '+xq+yP+yP- lx ,  r>=3, q > r + 2 , p > q + 2 ,  f sei als ir- 
reduzibel in d)(C3)o vorausgesetzt. Dann liefert eine einfache Rechnung folgen- 
des Ergebnis: X:={(x ,y ,  z)eCS; f ( x , y ,  z)=0} hat in (0, 0, 0) eine isolierte 
Singulariffit und ist dort also insbesondere normal. 

Gem~ig Korollar 4 miissen wir wieder die Differentialgleichung 

( fA )  a ( fB)  O ( f  C) 
(*) f "  g= - -Ox  + ~ - ~  Oz 
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diskutieren. Wir setzen wieder die L6sbarkeit voraus, und es seien A = ~ A k ,  
B =  ~ B  k, C =  ~ C k die homogenen Entwicklungen der holomorphen L6sungs- 
funktionen im Falle g = l .  Ferner sei A ~ = A l l x + A 1 2 y + A 1 3 z ,  B i = B a a x +  
B12Y+B13z, C l = C l i x + C 1 2 y + C ~ 3 z .  

Eine Rechnung wie in (a) liefert das Gleichungssystem: 

A l l +  Bi2+(r+1)C13=1 

( q + l ) A l l +  B12+ C l a = I  (**) 
A l l + ( p + l ) B i 2 +  C i 3 = l  

2 A l l +  p B 1 ; +  C l a = l .  

D sei wieder die Determinante der zum Gleichungssystem geh6rigen erweiterten 
Matrix. Es gilt: 

D=r(q -p )4=O.  

Also ist (**) nicht 16sbar. Daraus folgt, dab (,)  nicht 16sbar ist. Damit haben 
wir: 

Satz 5. Ist f(z~, z2, z3)..=z ~ + z ~ + z ~ - l z i  +z~, r__>3, q>=r+2,p>q+2,  ir- 
reduzibel in (9 (Ca)o, so gilt fiir den in 0 normalen Raum X." = {zs C 3 ;f(z)  = 0}, 

daft 
a ' ( X ) o  - ~  a 2 (X)  o -- ,  a 3 (X)o 

nicht exakt ist, und es folgt, daft Xo auf keinen durch 0 verlaufenden analytischen 
Mengenkeim kleinerer Einbettungsdimension kontrahierbar ist. Dari~ber hinaus 
gilt: 

Es gibt keine in einer offenen X-Umgebung U yon 0 enthaltene analytische 
Menge Y mit Yo~-Xo, OeY, so dafl fi~r eine geeignete offene X-Umgebung V 
yon 0 und fi~r eine geeignete holomorphe Abbildung ~o : V x W--+ U, wo W ein 0 
und 1 enthaltendes Gebiet im C i ist, das Tripel (V, W, ~o) eine retraktartige Kon- 
traktion des Raumes U auf den Raum Y wdre. 

Die letzte Bemerkung folgt sofort aus Korollar 3. 

DaB es auch wirklich irreduzible Funktionen f m i t  der im Satz 5 beschrie- 
benen Gestalt gibt, zeigt das Beispiel: 

f(x, y,z):=z3 + xS + y7 + y6 x. 

(c) Beispiel eines Serreschen Raumes X, wo die Menge der Punkte x~X,  fi~r 
welehe (9 ( X)x ~ ~i  ( X)x ~ ~-~2 ( ~)x nicht exakt ist, keine abgeschlossene und damit 
auch keine analytische Menge bilden. 

Es sei f ( x , . y ) : = x 4 + y S + y 4 x  und g ( x , y , t ) : = y S + y g x + x 4 t ,  und es sei 
X: = {z~ C 3; g (z) = 0}, Y: = {z~ C2;f(z)  = 0}. Dann ist Grad g = (y,  + 4x  3 t, 5y 4 + 
4y3x, x 4) und X~g enthalten in der analytisehen Menge {z~C3;g(z)=O, 
Grad g ( z )=O}={z=(x ,  y, t)~C3; x=y=O}.  ~: C3 ~ C  3 sei definiert durch 

(x, y, t): = (x t, y t, t). Offenbar ist �9 I C3 - {z ~ C 3 ; t = 0} biholomorph mit der 
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Umkehrabbildung T(u, v, t):=(u/t,  v/t, t). Nun sei X' . '= Yx C~. Dann liefert 
eine leichte Rechnung folgendes Ergebnis: 

Zu z =  (0, 0, t ) e X -  {0} existiert eine offene X-Umgebung U und eine offene 
X'-Umgebung V, so dab V verm6ge (b biholomorph fiquivalent zu U ist. 

Daraus folgt insbesondere, dab Xs g = {z~ C3; x = y = 0} ist. 

Behauptung. In keinem Punkt z~Xsg-{0} ist 

exakt. 

Beweis. Auf Grund obiger Uberlegungen genfigt es, folgendes zu zeigen: 

In keinem Punkt der Gestalt z =  (0, 0, t) ist 

o(x')~ ~21(x')z ~n~(x')~ 
exakt. 

Wit nehmen an, die Behauptung sei falsch. Dann existiert ein a~C 1 mit: 

f((1 ~ r  2 ~/r 3 
o, o, a) ----~ ~  O, a) -----~ ~ ( 0 ,  O, a ) ,  

wobei Jr sich auf die Idealgarbe &"von Yx C bezieht, ist exakt. Es gilt 
gem/iB (a) ~o,  o,,) = f "  0 (C3)(o, o,,)- Dann folgt aus den Bemerkungen im An- 
fang yon w 3: es existiert ein Element ~1=f. (A d x + B d y + C d t ) ,  A ,B ,  
C~0(C3)(o,o,,) mit dq=f(x ,  y) dx  ^ dy. Daraus folgt: 

f =  O(fB)  4 a ( f ( - A ) )  
Ox ~y 

Nun sei D:=B(x ,  y, a)~(9(C2)o, E:= - A ( x ,  y, a)~(9(C2)o . Dann gilt: 

f=O_(fD) ~ O(fE)  
Ox Oy 

im Widerspruch zu den Ausffihrungen unter (a). Damit ist die Behauptung be- 
wiesen. 

Da der Raum X offenbar auf {0} retraktartig kontrahierbar ist, gilt in 0: 

r ~ s r ~(x)o 
ist exakt. 

Ergebnis. Der Raum X hat eine in 0 eh~dimensionate Singutaritiitenmenge X~,. 
Fi~r alle z~X~g gilt: 

(fi(X)~--~Y21(X)~--~Y22(X)~ ist exakt~,~ z=O.  

Zum AbschluB wollen wir einige Bemerkungen zum Satz yon DE RHAM 
machen. SERRE hat in [12] den folgenden Satz bewiesen: 

Ist X eine Steinsche Mannigfaltigkeit, so gilt ffir Z q (X)." = Kern {d q: H ~ (X, 
(2 q) -+ H o (H, ~2 q +i ) } und B q (X): = d q - 1  (H o (X, s q - 1 )) (q ~ N) : 

~t ~(x, c) ~- z ~(x)/B ~(x). 
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Daraus  folgt :  Fiir Steinsche Mannigfaltigkeiten X ist 

H q(X, C) = 0 f f i r  q > d im X .  

In  den Proceedings  of the  Conference on Complex  Analysis ,  Spr inger  1965, 
stetlt  SERR~ die F rage  (Problems Submit ted  26), ob  auch fi ir  Steinsche R/iume 
Hq(X,  C ) = 0  fiir q > d i m  X gilt. 

D a  der  auf G r u n d  yon Haup t sa t z  1 able i tbare  de Rhamsche  Satz nur  fiir 
solche R/ iume gilt, die auf  j eden  ihrer  Punk te  h o l o m o r p h  kon t r ah i e rba r  sind, 
ist  es klar ,  dab  m a n  zur  Diskuss ion  der  Serreschen F rage  andere  M e t h o d e n  be-  
nutzen mug.  L. KAUP ist es in [5] gelungen,  die von SERR~ ge/iugerte Vermutung  
auf  ande rem Wege zu beweisen. 
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