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Produkte von Kongruenzklassengeometrien 
universeller Algebren 

HEINRICH W E R N E R *  

In [15] stellt Wille einen Zusammenhang zwischen Algebra und Geo- 
metrie her, indem er zu einer universellen Algebra die Kongruenzklassengeo- 
metrie betrachtet. Eine Geometrie, die sich als Kongruenzklassengeometrie 
einer geeigneten Algebra beschreiben l~ilSt, wird affin koordinatisierbar ge- 
nannt. Wesentliche Eigenschaft einer affin koordinatisierbaren Geometrie ist, 
dab sie hinreichend viele Dilatationen besitzt (s. [15], Satz 3.5). Die koordi- 
natisierende Algebra zu einer affin koordinatisierbaren Geometrie erh~ilt man, 
indem man die Dilatationen als fundamentale Operationen wiihlt; umgekehrt 
sind die Dilatationen der Kongruenzklassengeometrie einer Algebra A gerade 
die zul~issigen Operationen auf A. Geometrisch sind daher solche Algebren 
yon besonderem Interesse, in denen sich alle Dilatationen ,,algebraisch be- 
schreiben" lassen, was etwa der Fall ist, wenn alle zul~issigen Operationen 
schon algebraische Funktionen sin& Algebren mit dieser Eigenschaft werden 
affin vollst~indig genannt (Definition 5.4). 

Diese Arbeit stellt einen ersten Versuch dar, affin vollst~indige Algebren 
zu untersuchen. Es ist fiir diese Untersuchungen zweckm~ilSig, einen Geo- 
metriebegriff zu wiihlen, der spezieller ist als der in Wille [15], aber die Kon- 
gruenzklassengeometrien noch umfafSt. Da der Geometriebegriff mit Hilfe von 
Aquivalenzrelationen eingefiihrt wird, werden im ersten Abschnitt einige 
grundlegende Eigenschaften von }kquivalenzrelationen untersucht. Die Unter- 
suchungen sind rein mengentheoretischer Natur. 

Im zweiten Kapitel werden A.quivalenzklassengeometrien definiert. Die 
Definition entspricht der Definition der Kongruenzklassengeometrie in Wille 
[15] mit dem Unterschied, dab an Stelle des Kongruenzrelationenverbandes 
einer Algebra ein induktives Hiillensystem von )kquivalenzrelationen zu- 
grunde liegt. Ein einfaches Axiomensystem ftir Pl.quivalenzklassengeometrien 
liefert das Korollar 2.4. Satz 2.6 zeigt dann, dab Aquivalenzklassengeometrien 
spezielle Geometrien mit schwachem Parallelismus im Sinne von Wille [153 
sind, und rechtfertigt damit den Namen Geometrie. Das dritte Kapitel behan- 
delt den zugehtirigen Morphismenbegriff, die in [-15] eingefiihrten Geomor- 
phismen. In der Kategorie der Geometrien mit ihren Geomorphismen exi- 
stieren Bilder und Produkte, die in Satz 3.3 und Satz 3.8 beschrieben werden. 

* Wesentliche Teile dieser Arbeit entstanden, als der Autor  Stipendiat des Cusanuswerks  war. 
Ich m6chte dem Cusanuswerk an dieser Stelle ftir seine grolSziigige F~Srderung meinen Dank aus- 
sprechen. 
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Diese Ergebnisse werden im vierten Abschnitt speziell auf Kongruenzklassen- 
geometrien angewandt. Es wird gezeigt, dab ein geomorphes Bild einer Kon- 
gruenzklassengeometrie F(A) wieder eine Kongruenzklassengeometrie ist und 
von einem homomorphen Bild der zugeh6rigen Algebra A affin koordinati- 
siert wird. Fiir jede Familie von Algebren wird ein ,,Diagonalprodukt" deft- 
niert (Definition 4.4), das gerade das Produkt der zugeh6rigen Familie yon 
Kongruenzklassengeometrien affin koordinatisiert (Satz 4.5). Es folgt daraus, 
dab jedes Produkt von Kongruenzklassengeometrien wieder eine Kongruenz- 
klassengeometrie ist (Satz 4.6). 

Im ftinften Abschnitt werden die Ergebnisse der ersten vier Abschnitte auf 
affin vollst~indige Algebren angewandt. Das wichtigste Ergebnis ist der Satz 5.6, 
der besagt, dab endliche Diagonalprodukte affin vollsfiindiger Algebren wie- 
der affin vollst~indig sin& Damit hat man eine Methode, aus bereits bekannten 
affin vollst~indigen Algebren neue zu gewinnen. 

Die Ergebnisse des ftinften Kapitels werden im sechsten Abschnitt dazu 
beniitzt, Beispiele affin vollst~indiger Algebren anzugeben, wie z.B. funktional 
vollst~indige Algebren (6.2), Vektorr~iume (6.5), halbeinfache endliche Ringe 
(6.7) und endliche Post-Algebren (6.8) (also auch endliche Boolesche Algebren). 

Herrn Prof. Dr. R.Wille danke ich sehr herzlich fiJr seine zahlreichen Anregungen zu dieser 
Arbeit. Meinen Dank m6chte ich auch Frau A. Mitschke, Herrn Dr. P. Burmeister und Herrn 
B. Ganter  aussprechen, durch deren Diskussionsbeitfiige diese Arbeit wesentlich gefiSrdert wurde. 

1. Aquivalenzrelationen 
In diesem Kapitel wird gezeigt, dab Abbildungen, die Aquivalenzrelation 

auf )kquivalenzrelation abbilden, eng mit der 3-Vertauschbarkeit von Aqui- 
valenzrelationen zusammenNingen (1.2 (a)) und Abbildungen, die )kquivalenz- 
Masse auf ,~quivalenzklasse abbilden, mit der 2-Vertauschbarkeit (1.2 (b)). Im 
zweiten Teil dieses Abschnitts wird auf Zerlegungen von Mengen in direkte 
Produkte eingegangen, insbesondere der von P4"onka entdeckte Zusammen- 
hang mit Diagonaloperationen n~iher untersucht (1.6) und auf Produkte mit 
beliebig vielen Faktoren erweitert. 

1.1. Definitionen und Bezeichnungen. Zu einer Menge G bezeichnet ~(G) 
die Menge aller Aquivalenzrelationen auf G. Fiir R _~ G x G und x e G definiert 
man [x]R:=  {y[(x, y)eR}. Fiir O~g(G)ist dann [x] O die ~quivalenzklasse 
yon O, die x enth~ilt. Ida-" = {(x, x)lxeG} bzw. OG: = {(x, y)Ix, y~G} bezeichnen 
das kleinste bzw. gr6Bte Element von g (G) beziJglich der mengentheoretischen 
Inklusion. 

Ftir eine Abbildung q): G-* G', 0 E g(G) und O 'eg  (G') wird definiert: 

(~o x q)) O:=  {@x, ~o y)l(x, y)eO} 
und 

(~o x ~)-1 o ' , =  {(x, y)l(~o x, q~y)e o'}. 

(cp x (p) O is genau dann eine )~quivalenzrelation auf G', wenn (p smjektiv und 
(~o x q))O transitiv ist. Im allgemeinen ist jedoch ((p x (p)O nicht transitiv. 
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(q) x ~ o ) - l O  ' ist  i m m e r  e ine  A q u i v a l e n z r e l a t i o n .  D i e  g . q u i v a l e n z r e l a t i o n  
K e r  q): = (q) x ~o)- 1 IdG, h e i g t  de r  K e r n  y o n  q). F t i r  R e l a t i o n e n  R u n d  S w i rd  
d a s  R e l a t i o n e n p r o d u k t  o def in ie r t  d u t c h  

R o S:  = {(x, z)13 y((x, y) R A (y, S)} 

1.2. H i l f s sa t z .  Fiir eine surjektive Abbildung ~o: G ~ G '  und Oeg(G)  gilt: 

(a) (~o x ~o) O e d ~ (G' )~  0 o K e r  ? o O __ K e r  qo o O o K e r  ~o, 

(b) ? I x ]  O = [qo x ]  (~o x q)) O <=~ K e r  q~ o O = O o K e r  ? .  

Beweis. (a) (~o x rp) O~g(G')~*(qo x ~o) O t r a n s i t i v  

~ V(x, y), (u, v)eO(~o y = ~ o u ~  3(2, ~ ) ~ O ( ? x = ?  ~2 A q)~=~ov)) 

~=~V(x, V)~O o K e r  (p o O((x, v ) ~ K e r  ~o o O o K e r  qo) 

O o K e r  qo o O __ K e r  ~o o O o K e r  q), 

(b) ~oy~q)Ex]O~=>3z((x,z)~O A~oz=q~y) 

~=~ (x, y) ~ O o K e r  ~o 

~oycq~ [ x ]  (~o x ~o) O~(~o x, ~o y)~(q~ x ~o) 0 

~ ( ~ ,  y)~  o ( ~ o x  = 7 2  A ~oy=  ? y )  

~ ( x ,  y ) e K e r  q) o O o K e r  ~o. 

A u s  d i e sen  E r g e b n i s s e n  fo lg t :  

~o I x ]  O = [qo x ]  ( ?  x q~) O ~=~ O o K e r  ~o = K e r  ~o o O o K e r  qo. 

D a  O u n d  K e r  ~o A q u i v a l e n z r e l a t i o n e n  s ind,  gil t  

O o K e r  (p=  K e r  ~o o O o K e r  q ) ~ K e r  ~o o O___O o K e r  q~, 

d a  K e r  ? o O _~ K e r  ~o o O o K e r  ~o 

O o K e r  q~ = ( K e r  (p o O) -1 _~(O o K e r  q) ) - i  

= K e r  ~o o O 

O o K e r  q~ = K e r  q~ o O 

u n d  u m g e k e h r t  

K e r  qo o O = O  o K e r  q o ~  O o K e r  ? = K e r  ~o o O o K e r  q). 

Es folgt  a l so  
~o I x ]  O = l-q) x ]  (q~ x ~o) O <=~ K e r  qo o O = O o K e r  qo. 

W e n n  K e r  ~o o O =  O o K e r  ~o gil t ,  so folgt  n a c h  (a), d a b  (q)x go)O eine 
A q u i v a l e n z r e l a t i o n  ist, a l so  b i l de t  qo A q u i v a l e n z k l a s s e n  au f  A q u i v a l e n z k l a s s e n  
ab.  D a  ftir O _~ K e r  ~o s te ts  O o K e r  qo = K e r  ~o o O gilt,  gi l t  fiir so lche  O stets  
(q) x q)) Oeg(G')  u n d  qo [ x ]  O = [qox] (rp x ~o) O. 

1.3. H i l f s sa / z .  F ~ r  eine Abbildung o2: G--* G' und O' ~g(G') gilt 

Ex] (q~ x ~o)- ~ o '  = ~o- '  E~o x ]  o ' .  
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Beweis. y6[x]  (q~ x (p)-! O ' s ( x ,  y)~(q~ x qo) - 1 0 '  

~=~(~o x, q) y)e O' 

<=>p ye[q~x] O' 

<=~ye qO- 1 [(p X] O'. 

In dieser Arbeit spielen Systeme yon )kquivalenzrelationen, die eine Zer- 
legung der zugrundeliegenden Menge in ein Produkt definieren, eine entschei- 
dende Rolle. Es werden daher einige aus der Literatur bekannte S~itze zitiert 
und die fiir diese Arbeit wichtigen Aspekte herausgearbeitet. Eine Charakte- 
risierung der Produkte durch die Kerne ihrer Projektionen findet man ftir den 
Fall endlich vieler Faktoren in Birkhoff [2] und Gr/itzer [4] und fiir unendlich 
viele Faktoren in Hashimoto [5] und WenzeI [14]. Eine andere Charakteri- 
sierung der Produkte durch Diagonaloperationen stammt von P~onka, der in 
[10] und [11] beweist, dab die Diagonaloperationen auf einer Menge G ein- 
eindeutig den Zerlegungen von G in ein nichttriviales Produkt mit endlich 
vielen Faktoren entsprechen. Dabei heil3t ein Produkt nichttrivial, wenn kein 
Faktor nur ein Element besitzt. 

1.4. Satz (Birkhoff). Fi~r J[quivalenzreIationen 01 . . . .  , O, auf G sind Jolgende 
Bedingungen iiquivalent : 

(1) Die AbbiIdung 

~: ~-~ x ~/o~ 
i=1 

x ~ ( I x ]  o l ,  . . .  , I x ]  o n )  

ist bijektiv, d.h. G i s t  das Produkt der G/Oi (i= 1 . . . . .  n) und die Oi sind die 
Kerne der Projektionen. 

(2) (O1,. . . ,O,) bildet eine duale Basis, d.h. 0 1 c ~ . . . n O , = I d ~  und fi~r 
i = 1, ..., n gilt Oi o ~ Oj = OG. 

j~:i 

1.5. Definition. Eine n-stellige Operation d auf der Menge G (n > 2) heiBt 

Diagonaloperation, wenn gilt 

(DO) d ist wesentlich, d.h. d h~ngt von allen n Stellen ab. 

(D1) d(x , . . . ,  x )=x .  

(D2) d(d(xll . . . . .  Xln), ..., d(x,1 . . . .  , x,,))=d(x11, x22, ..~, x,,). 

1.6. Satz (P.l'onka). F/ir jede Menge G gilt: Die Abbildung K, die jeder n- 
stelligen Diagonaloperation d das n-Tupel K(d):=(01, ..., 0~) zuordnet, wo 
Oi: = {(x, y)lx =d(x, ..., x, y, x, ..., x), y an der i-ten Stelle} definiert ixt, ist eine 
bijektive Abbildung yon den Diagonaloperationen auf die dualen Basen yon G, 
die Id o nicht enthalten. (Nach 1.4 entsprechen diese dualen Basen genau den 
Zerlegungen yon G in ein nichttriviales Produkt.) Ffir die Projektionen Pl . . . . .  P, 
der zugeh6rigen Produktzertegung yon G gilt Pl d (x 1 . . . . .  x,) = Pi x l f  i~r i = ! . . . . .  n. 
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Die Elemente yon K(d) werden die Kerne yon d genannt. 

1.7. Definition. Sei G das Produkt der Mengen Gi mit den Projektionen 
Pi: G + G i  ( i t I ) .  

Ftir )kquivalenzrelationen O i auf G i ( i t I )  definiert man durch 

i~I  

eine Aquivalenzrelation auf G. Fiir k-stellige Operationen f~ auf Gi ( i t I )  deft- 
niert man durch 

f = Xfi '** V xa, . . . ,  Xk t G V i t  I (p~ f ( x  a . . . .  , xk) =fi (Pi x l , . . . ,  P~ Xk)) 

eine k-stellige Operation auf G. 

1.8. Folgerung. Sei G das Produkt der Mengen G~ mit den Projektionen 
Pi: G--~ G i ( i t I ) .  Dann gilt: 

(a) Fiir Oit~(Gi )  ( i t I )  und O = X Oi ist 
i e I  

(a 1) o~ = (p~ x p,) O, 

(a2) V x t G ( [ x ]  O =  X [pix] Oi). 
i e I  

(b) Ftir c_btg(G) sind folgende Bedingungen ~iquivalent: 

(b 1) g i t I  3 ePitE(Gi)(~ = iXitI) i ) ,  

(b2) V i t I  (42 o Ker Pi = Ker Pi ~ 42) und 42 = 0 .  42 ~ Ker Pi. 
i e I  

Beweis. (a) l~il3t sich unmittelbar aus den Definitionen ableiten. 

(b 1) ~ (b 2): [Pi x] (Pi x pi) 42 = [p, x] 42~, wegen (b 1) und (a 1) 
= Pi Ix] 42, wegen (a 2). 

Daraus folgt nach Hilfssatz 1.2 (b) 42 o Ker p~ = Ker pl o 42. 42 _c ~ 42 o Ker p~ 
folgt unmittelbar aus 42__ 42 o Ker p~. ~ 

(x, y) t ('] 42~ Ker Pi ~ V i t  13 z~ t G ( (x, z i ) t  42 a p~ z~ = Pi Y) 
i s I  

g i e I  ((pi x, Pl y) t (pi  x Pi) 42) 

~ ( x , y ) t 4 2 ,  wegen (bl). 

(b2 )~(b l ) :  Aus 42oKerp i=Kerp io42  folgt nach Hilfssatzl.2 42i"= 
(Pi x pi) 42t~(Gi) und [pi x] 42i=Pi[x] 42. 

(x,y)t42~=~(x,y)t( '] 42~ Ker pi, wegen (b2) 
i e I  

" ~ V i t l 3 z i t G ( ( x ,  zi)t42 Api zi=PiY) 

<=> V i t I  (pi y t p i [ x ]  42) 

" ~ V i e l ( P i Y e [ p i x ]  421) 

vitI({p  x, y>e,) 

<=>(X, Y)tiX, 42 i . 

9 Math. Z., Bd. 121 
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1.9. Hilfssatz.  Ist  d eine Diagonaloperation auf  G mit den Kernen 6)i, . . . ,  O, 
und ist r e g ( G), so sind foIgende Bedingung en iiquivalent : 

(1) 4 ist vertriiglich mit d, d. h. f f ir  (xi, YO . . . . .  (x, ,  y , ) e 4  gilt auch 

(d(x1 ,  . . . ,  Xn), d(yl . . . .  , y,))eeb. 
n 

(2) 4 = ~ q5 o 8~ und fi ir i=  1 , . . . ,  n gilt cb o O~ = O~ o 4. 

Beweis. (1) ~ (2): 

(x, y)~cb o Oi ~ ~z((x,  z ) e ~  A (z, y )eOi)  

~ z((x, z)eq~ /x y = d ( y  . . . .  , y, z, y, ... , y)) 

(d(y, . . . ,  y, x, y, . . . ,  y), y)e4} 

/ ,  d ( ~ ,  . . . ,  x ,  d (y ,  . . . ,  y ,  ~,  y, . . . ,  y), x,  . . . ,  ~) = 

~ ( x ,  y)eO~ o eb. 

Es folgt �9 o Oi~_O~ o ~ und daraus,  wie in 1.2(b), ~ o  0 ~ = 0  i o ~. 

n 

(~, y)e N r176 o , ~  vie{ l ,  ..., n} 3 ~,((~, z,)e r (~,, y)eO,) 
i = 1  

(x, d ( z ,  . . . .  , z ~  p~ d ( z , ,  . . . ,  ~ ~  ~ = p, y 

d(zl, . . . ,  z,) = y/x (x, y) e 4 .  

n 

Es gilt also ( ~ 4  o Oi___ 4. D a  fiir alle i =  1 . . . .  , n stets ~bgq5 o Oi gilt, folgt dar-  
n i = 1  

ans ~ ~bo 0 ~ = 4 .  
i = 1  

(2 )~(1) :  Ist (xl, Yl) . . . . .  (x,,  y , ) e 4 ,  dann  gilt ftir i =  1, . . . ,  n 

, x , ) , x i ) e O i ,  ( x i , y~)e4  und (y~ ,d (Y l , . . . , y , ) )EOi .  (d(xl, .. 

Da raus  folgt 

w a s  

(d(x 1 . . . . .  x,), d(yl,  . . . ,  yn))eO~ o q) o 0 ~ = ~  o 0~, 

(d(Xl, .-., xn) ' d(yl, . . . ,  yn))~( ) ~ o 0 ) , = ~  
i = 1  

zur Folge hat. 

1.10. Hilfssatz.  Sei G das Produkt der G~ mit den Projektionen p~: G ~ G i 
und 8 ~ = K e r p ~  (ieI).  Fiir verschiedene i l ,  . . . ,  i, e I  wird die n +  l-stellige Ope- 
ration di .... i, auf  G definiert durch 

pjdl .... i,(Xo, . . . , x , ) : = ~  pJx~ 
falls j E I \ { i l  i,} 

i.pjx k falls j = i  k und k~{1 . . . . .  n}. 
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Dann gilt." 

(a) d i .... ~, ist eine Diagonaloperation mit den Kernen 

Oi . . . . .  , Oi~ und ~ 01. 
jeI'..{il .. . . .  in} 

(b) Ffir alle n>  2 gilt 

d, .... is ( x o . . . . .  x,) = di. ( di 1... i, ~ ( Xo . . . . .  x ,_  1), x,) , 

d.h. alle dil.., i, lassen sich durch ineinander Einsetzen aus den d i (i6 I) gewinnen. 

Beweis. (a) Sei J = I \ { i  I . . . . .  i,}, Gj:=j.XjGj und d = d  i .... i,. G i s t  das Pro- 

dukt der G~, . . . . .  G~,, Gj mit den Projektionen Pik: G-+ Gik (k= 1 . . . . .  n) und 
Ps: G--+Gj, die dutch p j x ' . = ( p j x i j ~ J  ) definiert ist. Fiir k = l , . . . , n  gilt 
pi~d(xo, . . . ,  X,)=pi~Xk, und fiir pa gilt 

Pad(xo, . . . ,  x , )=(p jd (xo ,  . . . ,  x , ) l j eJ )=(P~Xol j~J )=ps  Xo. 

Nach dem Satz yon Ptonka (1.6) ist d die zu diesem Produkt geh6rige Dia- 
gonaloperation und besitzt die Kerne 

Oil, ..., Oi, und Ker p j =  (~ 6)j. 
j sJ  

(b) folgt unmittelbar aus der Definition. 

1.11. Hilfssatz. Ist G das Produkt der Gi mit den Projektionen Pi: G--~ G~ 
und 0 i = Ker Pi (i~I), dann sind fiir jede k-stellige Operation f auf G folgende 
Bedingungen iiquivalent : 

(1) f i s t  vertriiglich mit allen Oi (ieI).  

(2) Ffir alIe i e l  gibt es eine k-stelIige Operation fi auf  G i mit f =  iX ifi .  

(3) Ffir verschiedene il . . . . .  ikeI, X~O, .. . ,  Xk ,6G und d=di~...i" gilt 

f ( d  (X,o . . . . .  x,,,) . . . . .  d (Xko, . . . ,  Xk,))= d ( f  (x,o, ... , xk o) . . . . .  f (x~ . . . . .  , xk,)). 

(4) Fi~r i e I  und xl ,  . . . ,  Xk, Yl, . . . ,  Yk eG gilt 

f (dl  (xl, y~), . . . ,  d, (x k, Yk)) =di ( f  (x, . . . . .  Xn), f (y~ . . . . .  y,)). 

Beweis. (1) ~ (2): Da f m i t  O~ vertriiglich ist, wird durch fi (P~ x~ . . . . .  p~ Xk): = 
p~ f ( x l , . . . ,  Xk) eine k-stellige Operation f~ auf Gi definiert und nach Defini- 
tion 1.7 gilt f=iNtf~.  

(2) ~ (3): J, Gj und pj seien definiert wie in 1.10. Setzt man pio.'=pj, so 
gilt flit re{0 . . . . .  n} 

Pit f ( d ( X l o  . . . . .  Xln),  " " ,  d(XkO . . . .  , X k n ) ) =  fii~(Pi~ X l r ,  " " ,  Pit Xkr) 

=Pi~ f ( x l  . . . . . .  Xk~) 

= Pi~ d ( f (xlo, .. ., Xko) . . . .  , f (Xln, . . ., Xkn)). 
(3) ~ (4): (4) ist eine Abschw~ichung yon (3). 

9* 
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(4)~(1):  Sei (x l , y l ) , . . . , (Xk ,  Yk)eO i fiir ein ie t .  Dann gilt di (x , , y , )=  
di(x~, x~)=x~ ftir re{l,  ..., k}. Es folgt 

d~(f (xl . . . . .  x,), f (ya . . . . .  Y,)) = f (d i (X l ,  Yl), ... , di(xn, Yn)) 

=f(x~,..., x,) 

und das hat (f(xl, ..., x,), f ( Y l , . . . ,  y,))eOi zur Folge. 

2. Aquivalenzklassengeometrien 

Wille zelgt in [15], dab die Kongruenzrelationen auf einer Algebra eine 
Geometrie auf der Grundmenge der Algebra beschreiben, die sog. Kongruenz- 
klassengeometrie der Algebra. Betrachtet man diesen Bewels in [15], so 
zeigt sich, dab von den Eigenschaften der Kongruenzrelationen lediglich 
bentitzt wurde, dab die Kongruenzrelationen ein induktives (algebraisches) 
Hiillensystem yon Aquivalenzrelationen auf einer Menge A bilden, das Id A 
enth~ilt. Jedes induktive Hiillensystem yon A_quivalenzrelationen auf einer 
Menge A, das Id A enth/ilt, beschreibt also ganz entsprechend eine Geometrie 
auf der Menge A, die Aquivalenzklassengeometrie auf A genannt wird. Wenn 
Verwechselungen ausgeschlossen sind, wird auch kurz Geometrie geschrieben. 
Ein Satz von Burmeister zeigt, dab die Aquivalenzklassengeometrien genau 
die Kongruenzklassengeometrien endlichstelliger partieller Algebren sind. 

2.1. Definition. Sei Y eine Menge yon Aquivalenzrelationen auf G. f heiBt 
Hiillensystem, wenn fiir alle .~___50 stets ~ ~ 5 0  gilt. r heigt gerichtet, 
wenn es zu O , ~ e ~  stets ein ~ gibt, das O_~t/' und ~___~ erfiillt, und 

+0  ist. 50 heil3t induktiv, wenn fiir alle gerichteten N ~50 stets w.. ~ e 5 0  gilt. 
Fiir ein Hiillensystem 50 __ g (G) und M __ G gibt es stets die kleinste Aquivalenz- 
relation in 50, fiir die M ganz in einer Klasse liegt. Sie wird mit OsofM} be- 
zeichnet und es gilt Oso(M)= ~ {O~501M • M~_ 0} .  

Man definiert einen Operator Hso: G x ~3(G)-~ ~3(G) (~3(G)-{M[M c G}) 
durch I l s o ( x l M ) : - [ x ]  Oso(M). Ftir ein induktives Htillensystem 50_g(G) 
mit Idle50 heigt das Paar (G, Flso) ]fquivalenzkIassengeometrie auf G und 
wird mit N (5 ~ bezeichnet. Die Elemente x E G heiBen Punkte der Geometrie 
N(50) und Ilso(x[M) heigt Parallele durch x zu M. Fiir Hso(xt{yl . . . .  ,y,}) 
schreibt man kurz Hso(x[yl . . . .  , y,). 

Bevor der Name Geometrie in Satz2.5 gerechtfertigt wird, sollen die 
Eigenschaften des Operators//so bei einer ~quivatenzklassengeometrie unter- 
sucht werden. Diese Untersuchung ffihrt dann zu einer Axigmatisierung der 
~quivalenzklassengeometrien in Satz 2.4. 

2.2. Hilfssatz. Sei F - ( G , H )  eine Aquivalenzklassengeometrie (//=//so). 
Dann gilt fiir alle x, y e G  und M,  N c G  stets 

(/7 1) //(xJO)={x}, 

(//2) 
(//3t y n(xlx, y), 
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(H4) 

(H 5) 
(H 6) 

(H 7) 

(H 8) 

(H9) 
(H 10) 

H(xlM)  = [9 {H(x IE) IE ~ M endlich}, 
M~_N~ /7(xlM)~_H(x]N), 
x~M ~ M~_H(x[M), 
x~H(xlM), 
H(x[y) = {x}, 

x~H(y[M) .~ H(x[M)=H(y[M), 
/7 (x ]H (x JM)) =/7(x [M). 

Ftir jeden Opera tor /7 :  G x ~(G)---~ ~3(G) folgen ( / 75 ) - (H  10) schon aus 
(H 1) -  (H 4). 

Beweis. (H 1): Id 6 ~ 5~ ~ O z: (~0) = Ido ~ H (x [ ~3) = [x] O s~ (~) = [x] IdG = { x }. 

(172): O s~ (M) hat/7 (y [M) als )kquivalenzklasse. O s~ (y [M)) ist die kleinste 
Relation in 5P mit dieser Eigenschaft; also gilt OZe(/7(y]M))c_O~e(M). Fiir 
x~ G folgt daher 

H (x ]H (y [M)) = [x] O z (H (y ]M)) _ Ix] O se (M) = H (x I M). 

(H3): y~[x] O~e(x, y)=H(xlx, y). 
(H 4): { OZ: (E) ]E _~ M endlich} ist gerichtet; also liegt die Vereinigungs- 

relation in 5r da ~ induktiv ist. Es folgt 

O z~ (M) = U { Oz: (E)[E__ M endlich}. 

II(x [M)= [x] OZ(M) 

= Ix] U { O~ (E) IE_~ M endlich} 

= [9 { [x] O ~~ (E)]E_ M endlich} 

= [9 {H(x[E)IE~_M endlich}. 

(H 5) folgt unmittelbar aus (H 4). 

(/76): Sei x, yeM. Wegen (173) gilt yeU(xlx, y), was nach (/75) yeH(x[M) 
zur Folge hat. Es folgt also M~_/7(x[M). 

(/77) folgt aus (H 1) und (//5), wenn man 0 - M  beachtet. 

(/78): Nach (/77) gilt xe/7(xly), also folgt wegen (HI) und (H2) 

{x} __=/7(x I y) = U(x I/7 (Y i ~)) -= r / (x  I 0) = {x}. 

(/79): Aus x~/7(y[M) folgt wegen (/76) H(y[M)~_H(x[/7(ylM)) und das 
ergibt mit (/72) aueh/7  (ylM)_~ H (x ]M). Nach (/77) gilt y e/7 (y[M) und daher 
y~H(xlM). Aus y~H(x[M) folgt I-nit dem gleichen SchluB auch H(x]M)~_ 
H(ylM). Es gilt also xeH(y[M) ~ H(xlM)=/7(y[M). Die Urnkehrung folgt 
unmittelbar aus (/77). 

(H10) folgt aus (/77), (/76) und (//2): 

/7(x IM) - /7 (x  I/7(x [M)) ~ /7(x  IM). 
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2.3. Satz. Sei H: G x ~3(G)~ ~3(G) ein Operator, der (H 1)-(H 4) e~fiillt. 
Fiir F = (G, H) sei 

~(r) . .  = {O~(G)IVx, y~G(n(xl Ey30)_~ Ix] O)}. 

Dann ist ~U(F)~_g(G) ein induktives Hiillensystem mit Ido~#'(F),  und es gilt 
F=~q(~K'(F)). Ist ~q~ ein induktives Hfillensystem, ~q~_g(G) und IdaES~, dann 
gilt ~ =_ v(~(~) ) .  

Beweis. Nach Hilfssatz 2.2 erffillt H mit ( /71) - (H4)  auch (H 5 ) - ( H  10). 
H(M):=  {(x,,y) Iy~H(x [M)} ist nach (H 9) eine Aquivalenzrelation, die wegen 
(H2) auch in ~ ( F )  liegt, denn es gilt H(x]m)=[x] H(M). Nach (HI) ist 
H(0)=Ida ,  also gilt I dae~(F) .  Ist ~_~U(F)  und O = ~ ,  so ist O eine 
)~quivalenzrelation, da g(G) ein Htillensystem ist. Wegen (H 5) gilt flit alle ~ b ~  

U(yl Ix] o ) _  U(yl Ix] ~) _= [y] ~;  
damit folgt 

n(yl Ix] o)_= N [y] r = [y] (~ ~ = [Y] o ,  
r 

also gilt O s { ( F ) .  Damit ist ~(F)  als Htillensystem nachgewiesen. 

Sei ~ _~ ~U(F) gerichtet und O = ~) N. Dann ist O eine )kquivalenzrelation, 
da g(G) induktiv ist. Zu zeH(x[[y] O) gibt es wegen (H4) ya . . . . .  y,m[y] 0 
mit zeH(xlyl  .... , y,). Zu jedem ie{1, ..., n} gibt es ein @ieN mit yis[y] ~bl. 
Da N gerichtet ist, gibt es ein �9 ~ N' mit ~1, ..-, ~, -~ ~b. Also gilt Yl ... . .  y, ~ [y] 4~. 
Da ~ V ( F )  ist, folgt daraus 

z ~ U(x I yl . . . . .  y,) =_ H (x I [Y] ~ ) -  Ix] q,_= Ix] O. 

Damit ist H(xl[y] O)c__ [x] O gezeigt, was O ~ ( F )  zur Folge hat. Das weist 
~ ( F )  als induktives Hiillensystem mit I d a e ~ ( F )  aus. Es gibt also die Aqui- 
valenzklassengeometrie N(~U(F)). Um F = ~ (~U(F)) zu beweisen, mul3 H = Hr(r) 
gezeigt werden oder gleichwertig dazu H(M)=  O*~(r)(M) fiir alle M_~ G, Fiir 
alle M~_ G wurde FI(M)Eq/~(F) schon gezeigt. Da M ganz in einer Klasse von 
/7 (m) liegt (H 6), gilt O ~(r) (m)___ H (m). H(0 ) = Id a = O ~'(r) (0), da Idae V(F) ist. 
Sei nun M4:{0 und xeM.  Fiir alle O~U(F) mit M~_[x] 0 und alle y~G gilt 
II(y[M)~_II(yJ [x] O ) ~ [ y ]  O und daher folgt II(M)~_O. Das ergibt/7(M)~_ 
o~(r)(M), also /7(M)= o~(r)(M). Ist 5~___g(G) ein induktives Htillensystem 
mit Ida~Sr dann erffillt der Operator /Tse nach Hilfssatz 2.2 ( / /1)-( /74) .  

~(~r = { ~ ( G ) I V ~ ,  y~ G(r/(~ I [y] ~)-~ [x~ ~)} 

= {q~g(G)[VyeG(OSZ([y] ~)--- ~)}. 

Da fiir alle q~  5r stets O~([y] ~)___ �9 gilt, folgt 2,g_ ~(f~ (~f)). Im altgemeinen 
gilt nicht 5f = ~U(f~(~)). Als Gegenbeispiel wiihle man etwa 

&a= {Ida ~ (M x M)[M~_ G}. 

Dann ist ~c__g(G) ein induktives Hiillensystem mit I d a ~ .  Es gilt aber 
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2.4. Korollar. Eine Menge G mit einem Operator /7: G x ~3(G)-+~3(G) ist 
genau dann eine Aquivalenzklassengeometrie, wenn 17 die Axiome (111)-(H 4) 
erffilIt. 

2.5. Satz (Burmeister). Die ]{quivalenzklassengeometrien sind genau die 
Kongruenzklassengeometrien endlichstelliger, partieller Algebren. 

Da dieses Ergebnis hier nicht gebraucht wird, soll der Beweis nut ange- 
deutet werden. Fiir eine endlichstellige, partielle Algebra A=(A,  F) ist der 
Kongruenzrelationenverband ~(A)~N(A) ein induktives Hiillensystem mit 
IdAetg(A), also ist F(A)= ~f(~(A)) eine Aquivalenzklassengeometrie. Die Um- 
kehrung beweist man mit einer Verallgemeinerung eines Satzes von Lampe 
(vgl. 1,8], S. 60-61) .  

Der folgende Satz soll den Namen Geometrie ftir die hier definierten 
Aquivalenzklassengeometrien rechtfertigen. 

2.6. Satz. Jede f{quivalenzklassengeometrie ist eine Geometrie mit schwachem 
Parallelismus im Sinne yon Wille [15]. 

Beweis. Sei F=(G,/7) eine Aquivalenzklassengeometrie. Der Operator 
[ ] : ~3 (G) ---, ~3 (G), der jeder Teilmenge yon G den von ihr erzeugten Teilraum 
der Geometrie F zuordnet, wird definiert: 

[0] :=O und l ,M]:=/7(xlM) fiJrxeM, fallsM~=Oist. 

Wegen (/7 6) und (/7 9) h~ingt diese Definition nicht v o n d e r  Wahl von x EM 
ab. Im folgenden werden die Axiome (I) - ( IV)  aus Wille 1,15], S. 12 nachgepriift. 

(I) (H 6) ~ [M] ~ M, (H 9) ~ [M] = [ [M]] .  

(I I) l'P] = 11(PIP)= {P} fiir alle p e G nach (/7 8). 

(III) [0] = 0 nach Definition. 

(IV) Spezialfall von (114). 

2~:= {l,M] [M~_ G A M + 0 }  bezeichnet die Menge der nichtleeren Teil- 
r~iume von F. Auf ~ wird ein schwacher Parallelismus H erkl~irt durch: 
RIIS:~, S=/7(x  JR) ftir ein (also alle) xeS. Nun werden diese Axiome (1)-(4) 
aus Wilte [15], S. 1 4 -  15 nachgeprtift. 

(1) Wegen (1It0) gilt genau dann Re~8, wenn R=/7(xlR)  fiir ein x e R  
gilt. Also gilt stets R/TR. 

(2) Fiir R/TS, S ~_ T und T/7 U hat man x e S und y e U mit S = 11 (x [R) und 
U=/7(y[T). Sei V:=11(ylR). Wegen (1110) gilt V=11(ylV) und daher V e ~  
und RFIV. U=/7(yIT)~_11(y[S)=/7(ylH(xlR))~/7(yIR)=V. Es gilt also 
auch U _~ V. 

(3) peN, R/TS ~ S=II(plR)c_/7(pIR , p)-- JR, p]. 

(4) Ist Re~B und peG, dann ist wegen (//10) auch H(plR)efB. Nach der 
Definition y o n / 7  ist 11(p IR) die einzige Parallele durch p zu R. 
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3. Bilder und Produkte yon Geometrien 

In diesem Paragraphen soil die Kategorie der Geometrien un~ersucht 
werden, insbesondere im Hinblick auf Bilder und Produkte. Die �9 
dieser Kategorie sind die )kquivalenzklassengeometrien, und die Morphismen 
sind die von Wille in [15] eingefiihrten Geomorphismen. 

3.1. Definition. F:=(G, II) und F':=(G',H') seien Aquivalenzktassen- 
geometrien, und cp: G --~ G' sei eine Abbildung. 

q~ heiBt Geomorphismus, wenn fiir x~G und M~_G stets cp/-/(x[M)___ 
/ / '  (cp x [ q~ M) gilt. 

~p heiBt starker Geomorphismus, wenn flit x ~ G und M _~ G stets ~p//(x[M) = 
/7' (q~ x [ cp M) gilt. 

Wegen (H 4) kann man sich in der Definition auf endliche Teilmengen M 
yon G beschr~inken. 

Ist ~ ein Geomorphismus, so schreibt man cp: F -~  F'. 
Die Kategorie (5 der Geometrien ist die Kategorie, die als Objektklasse 

(9 ((5): = {FIE Aquivalenzklassengeometrie} und f~ir F, F' ~ C ((5) als Morphis- 
menmenge Jt '(F, F'): = {q) [ (#: F ~ F'} besitzt. 

Die Monomorphismen (Epimorphismen) in der Kategorie (5 sind genau 
die injektiven (surjektiven) Geomorphismen. Die Isomorphismen in (5 sind 
genau die bijektiven, starken (!) Geomorphismen. Die Kategorie (5 ist also 
nicht ausgewogen (balanced) (ohne Beweis). 

Der Begriff Geomorphismus, der oben mit Hilfe des Operators definiert 
wird, l~iBt sich auch mit Hilfe der Systeme yon Aquivalenzrelationen, die die 
Geometrien beschreiben, charakterisieren. 

3.2. Satz. ~ c_g(G) und ~L~' ~_g(G') seien induktive Hfillensysteme raft 
Idae~,e und IdG, e ~ ' ,  und q): G---~ G' sei eine Abbildung. Dann sind folgende 
Bedingungen iiquivatent : 

(1) qo ist ein Geomorphismus yon N(Sf) in (#(5~'). 

(2) (q) x q))-i ist eine Abbildung yon ~/f(f~(5('))in "r 

(3) (q0 x q0) - t  ist eine Abbildung yon 5~' in ~(f~(~a)). 

Beweis. (1) ~ (2): Ist (p: f# (L,~) ~ f# (5r ein Geomorphismus und O'e ~(~(~)) ,  
so gilt ftir x, yeG: 

Fl~(y[[x](q~ x q))-x O,)=ii~(yl~o-~[q)x] 0') (Hilfssatz 1.3) 

_cq)-~ (p//~o(y[~o-~[~o x] 0 3  

~-~o-l II~,(q) yl~oq~-~[q) x] 03 (~o Geomorphismus) 

_~ q~-~/7z,(q~ y[ [q~ x] O') 

___~o t[~0y] O' ( O ' e f ( ~ ( ~ ' ) ) )  

= [y] (q) x q))- ~ O' (Hilfssatz 1.3). 

Es folgt ((p x qo) - t  O'~f~(N(~)) .  
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(2) ~ (3) folgt unmittelbar aus 50'_q ~V(N(50')) (Satz 2.3). 

(3) ~ (1): Sei (~0 x ~o) -1 eine Abbildung von Y '  in U(~(50)). Fiir N c G '  
gilt dann 

((p x (p ) -10~e , (N)~(~(~o) )  und (qo -1 g x (p-1N)_~(q) x (p)-i Oze'(N). 

Daraus folgt 
0 ~ (q)-' N) _~ ((p x qo) -~ 0 ~e' (N) (*). 

Nun folgt fiir x s G und M _~ G 

c p n r 1 6 2  -1 o M )  

= ~o [ x ]  O ~ (~o- 1 ~o M) 
_ qo [x] (q0 x q))-I Ozf' (q~ M) ((*) mit N = (p M) 

= cp ~p-t [q~x] O~'ffoM) (Hilfssatz 1.3) 

_~ [(p x] O ~e' (~o M) 

= Hse,(~ xl q) M). 

Daraus ergibt sich, dab cp ein Geomorphismus ist. 

FOr Aquivalenzklassengeometrien gibt es einen ,Geomorphiesatz": Fiir 
F ~ (9 ((5) besteht ~ (F)genau aus den Kernen von Geomorphismen. 

Dazu betrachtet man folgende Konstruktion: Sei F~(9(15), F=(G,  H) und 
~ b ~ ( F ) .  Man definiert p~: G-*G/q~ durch p~(x)'.=[x] @ und [qs)~(n:= 
{O e V(F)[@_~ O}. Nach Hilfssatz 1.2 ist dann 

50': = {(po x po) O[O e [O)f(r)} ~ N(a/o) .  

(po x pe): [@)~(r~-~50' ist ein Isomorphismus; also ist 5 ~ ein induktives 
Hiillensystem und es gilt IdG/o=(p~xpo ) @~50'. Dann ist N(50') eine Geo- 
metrie, und nach Satz 3.2 ist p~ ein Geomorphismus yon F in (r N(50') 
wird mit F/@ bezeichnet. 

3.3. Satz (Geomorphiesatz). Fiir F e (9 (ff~) gilt 

(a) ~ ( F )  besteht genau aus den Kernen yon Geomorphismen ~o: F - * F '  mit 
r'  e(9(~). 

(b) Zu F'~(9(IB) und (p~[/[(F,F') gibt es genau einen Geomorphismus 
(-p~J~(F/Ker (p), F'), der das Diagramm 

F ~ -~F' 

o\ . PKer // 

F/Ker q~ 

kommutativ ergiinzt. ~ i s t  injektiv (also ein Monomorphismus). 

Beweis. (a) Ist q): F---~ F'= (G', H') ein Geomorphismus, so ist nach Satz 3.2 
Ker (p =(~o x cp) -~ IdG, e~K'(F). 
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Ist umgekehrt q)~U(F), dann ist p~: F-*F/q) ein Geomorphismus mit 
dem Kern q). 

(b) Seien F=(G, H) und F '=(G' ,  1I') Geometrien und sei q): F-+U ein 
Geomorphismus. Dann gibt es genau eine Abbildung ~: G/Ker ~o ~ G', die 
das Diagramm 

G 'P ,G'  
! 

PK er  ~ (0 
/ 

/ 

G/Ker (p 

kommutativ erg~inzt. ~ ist iiberdies inje.ktiv. 

Fiir Oe~U(F ') gilt ((p x q))-i Oe~U(F) (Satz 3.2) und (q0 x (o) - 10__Ker  ~o. 
Daraus folgt (PKer- X PKoro)((P X q))-I q )E~(F/Ker  q)). Wegen ( 0 x  Cp) - t  = 

(pKo~ ~ x pKor 2(~o x ~o)- r i s t  (~ x cp) -1 eine Abbildung yon ~U(F ) in f ( r / K e r  q0; 
also ist ~ auch ein Geomorphismus. 

Satz 3.3 (b) besagt, daB fiir jeden Geomorphismus ~o: F - ,  F' die Geometrie 
F/Ker ~o mit dem Geomorphismus PKer~: F---,F/Ker ~o ein Bild yon (p in der 
Kategorie (5 ist. Deshalb wird fiir q)eU(F) die Geometrie 1"/0 ein geomorphes 
Bild yon F genannt. 

Ahnlich wie in Satz 3.2 die Geomorphismen beschrieben wurden0 lassen 
sich auch die starken Geomorphismen charakterisieren. 

3.4. Satz. Seien F=(G, 11) und F '=(G ' , /T)  Geometrien, und sei qo: F-- ,U 
ein surjektiver GeomolThismus. Dann sind folgende Bedingungen iiquivalent: 

(1) (p ist ein starker Geomorphismus. 

(2) Ffir alle OeV(F)  gilt 0 o Ker q~ = Ker q0 o Oe~(F) ,  und (q) x cp) ist eine 
Abbildung yon ~(F)  in ~F~(F'). 

Beweis. ( 1 ) ~  (2): Fiir Oe~(F)g i l t  

(x, y)eO o Ker ~o ~=~ S z((x, z)eO /x (z, y)eKer  (p) 

3 z(ze[x] 0 A q~z=~oy) 

~ o  y~o[x]  0 

oq)y~q)H(xl[x-I O) (Os~(F)) 

.,.~oyjl'(q~xtq)[x] o) (1) 

~ o  xeH'(q) ylq)[x] O) 

<=~pxeq~H(y[[x] O) (1) 

q) x~(o [y] 0 

"~ (y, x)e O o Ker 9) 

~=~ (x, y)eKer  qo o O. 
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Es gilt also O o Ker  ~o _c Ker  ~o o O und, da O und Ker  q) Aquivalenzrelationen 
sind, folgt daraus O o Ker  q) = Ker  go o O. (*) 

H (y[ [x] O o Ker  ~o) = H (Yl (P- 1 (p [x] O) 

((x, y)e O o Ker  q~<* ~o ye~o [x] O s.o.) 

c_(p -a q~H(ylcp -1 (p Ix] O) 

= ~o-1H'(cp yl q~ (p -1 q~Ex] O) (1) 

= ~o-1//'(q~ yl~o [x] O) 

=q~-~on(ylEx3O) (1) 
___(p-1 (p[y] O ( O f f ( f ) )  

= [y] O o Ker  p (s. o.). 

Dami t  ist auch O o Ker goeS(F)  gezeigt. 

H'(~o xl[q~y3 (e x ~o) O)=H'(q~xlq~Ey] O) ((,) und Hilfssatz 1.2(b)) 

=~o//(xl[y] O) (1) 

___~o[x] O (OeW(r)) 

= [go x] (q) x (p) O ((*) und Hilfssatz 1.2 (b)). 

Dami t  ist gezeigt, dab ((p x q)) eine Abbildung von ~ ( F )  in ~/Y(F') ist. 

( 2 )~ (1 ) :  Fiir Mc_G gilt wegen (2) stets (q~xcp)H(M)ei/~(F'). Aus 
((p M x q) M)_~ ((p x oR) H (M) folgt H' (q~ M) ~_ (q) x q)) H (M). 

H ' (p  xl qoM)=E(p x] H'(qoM) 

~_ [q~ x] (p x go) H (M) 

=(p [x] H(M)  (Hilfssatz 1.2(b)) 

=~o H (x[M) 

_ H'  (q) x L qo M) (go Geomorphismus) .  

Aus dieser Ungleichungskette folgt qoH(x[M)=H'(q)xlgoM), also ist ~o ein 
starker Geomorphismus.  

3.5. Korollar. Ist p: F--+F' ein starker Geomorphismus, dann liegt Ker (p 
im ,,Zentrum" yon t/~(F). 

Das Zentrum yon Yf(F) ist {OeYF(F)JV ~PeY/'(F)(O o ~ = 4~ o O)}. 

3.6. Korollar. Sei (o: F--*F' ein starker surjektiver Geomorphismus. Dann 
ist F' isomorph zu F/Ker  q~, d.h. F' ist ein geomorphes Bild yon F. 

Im folgenden wird die Kategorie (5 auf Produkte  hin untersucht. Es wird 
gezeigt, dab es zu jeder Familie yon Geometr ien ein Produkt  in (5 gibt. Eine 
Beschreibung der Produkte  liefert der Satz 3.8. 

3.7. Hilfssatz. Sei (Fili~I) eine Familie yon Geometrien (/~/=(Gi,H/)). Sei 
ferner G= X G~ mit den Projektionen Pi: G---~ Gi (iel). 

i~I 
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Fiir x~G und M ~ G wird definiert: 

( X H i (Pi X I Pi M) ffir endliches M 

~U {H(xIE)IE~_M endlich} sonst. 

Dann ist X ~:=(G,  1I) eine Geometrie und die Projektionen Pi: X E - - ~  (i~t) 
i~I iel 

sind starke surjektive Geomorphismen. 

Beweis. Zuerst werden die Axiome (111)- ( / /4)  ftir 11 nachgeprfift. (/71) 
und (/7 3) folgen unmittelbar aus der Giiltigkeit von (H 1) und (17 3) fiJr alle 
Hi (i~ I). Urn (/7 2) und (/7 4) beweisen zu k6nnen, wird zun~ichst (/7 5) gezeigt. 

(/7 5)' Sei N _c M ~ G und x ~ G. Ist M unendlich, so folgt/7 (x IN) ___ 17 (x I M) 
sofort aus der Definition von/7.  Ist M endlich, so ist auch N endlich. In ~ gilt 

/Ti(Pi x[pi N)~-Hi(pi x[pi m). 

Daraus folgt H (x iN) - / 7  (x [M). 

(H 2)" Zu z ~ H (x I H (Y iM)) gibt es Yl, -.., Y, e H (y [M) mit z e 17 (xl Yl . . . . .  yn). 
Zu yreH(ylM) gibt es ein endliches Er - -M mit yr e/7 (y lEt). Dann gilt for die 
endliche Menge n 

E= U Er Yl , . . . ,Y,  dI(ylE) 
r = l  

wegen (11 5). Fiir alle i~1 gilt 

11i (Pi x [Pi .};1,..., Pi Yn) ~ 11i(Pi x l Pi ffl (ylE)) 

= n , (p ,  x lrli(p, y Lpi v.)) 

c-/Ti(Pi x[pi E). 

Daraus folgt H(x[y,,...,y,)cc_H(xlE)c_II(xlM) nach (115). Es gilt also 
z �9  (x I M), was H (x I/7 (y ]M)) c 11 (x ]M) zur Folge hat. 

(114): 11(xlM)=U{/7(xlE)IEc__M endlich} gilt ftir unendliches M nach 
Definition und fiir endliches M wegen (/7 5). 

Damit ist gezeigt, dab XF~ eine Geometrie ist. Nach der Definition yon /7  

gilt far alle endlichen M _ G und fiir ie I stets Pi 17 (x [M) =/7~ (p~ x I P~ M), was 
Pi als starken Geomorphismus ausweist. 

3.8. Satz.  F:=(G, /7)  und F/:=(Gi, Mi) (ie I) seien Geometrien, und pi: F--+F~ 
seien Geomorphismen. 

Dann sind die folgenden Bedingungen iiquivalent : 

(1) F =  • F/mit den Projektionen Pi: F--~Fi (i~I). 
i~I 

(2) G =  XGi mit den Projektionen Pi: G-*Gi (i~i), und fiir alle i6l ist 
iEl 

Pi: F--~ F i ein starker Geomorphismus. 
(3) F i s t  das Produkt der (F/l/e/) mit den Projektionen Pi: F-~Fi in der 

Kategorie (5 der Geometrien. 

Beweis. (1) ~ (2) ist Hilfssatz 3.7. 
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(2) ~ (3): Seien F'=(G', H')~(9((5) und (Pi: F'--+Fi (i~I) Geomorphismen. 
Es ist zu zeigen, dab es genau einen Geomorphismus ~o: F---~F' gibt, der fur 
alle ie I  qh=pl ~o erftillt. Da G das Produkt der Mengen Gi ist mit den Pro- 
jektionen p~: G-*  Gi, gibt es genau eine Abbildung ~0: G'---~ G, die for alle i e I 
qh=p~ q0 erfiillt. Es bleibt zu zeigen, dab ~0 ein Geomorphismus ist. Fiir die 
Abbildung (p gilt 

((~9 X ~0) - 1  = ( ~  ( @ i )  (~Oi ) - l ( ] ) i  X Pi)" 
i~1 

Wegen (2) sind alle Pi starke, surjektive Geomorphismen, was zur Folge hat, 
dab (Pi x Pi) eine Abbildung yon ~U(F) in ~/(Fi) ist (Satz 3.4). Da alle q0i Geo- 
morphismen sind, ist (~o i x ~0i) -1 eine Abbildung von ~U(F/) in ~U(F') (Satz 3.2). 
# '(F ')  ist ein Hiillensystem; also fiihrt die Durchschnittsbildung nicht aus 
~U(F') heraus. Daraus folgt, dab (p x (p)-i eine Abbildung yon ~U(F) in ~ (F ' )  
ist. Das zieht nach sich, dab q~ ein Geomorphismus ist (Satz 3.2). 

(3)~(1):  Da in jeder Kategorie Produkte bis auf Isomorphie eindeutig 
bestimmt sind, und da wegen (1) ~ (2) ~ (3) iXIF/ein Produkt der Fi mit den 

Projektionen pi" iXiF/--+ Fi ist, mul3 jedes Produkt der Fi mit den Projektionen 

p~ yon dieser Gestalt sein. 

3.9. Satz. FI: =(61,/71), ..., F,: =(G, ,  17,,) seien Geometrien, und F: =(G,/7) 
sei alas Produkt der F~, ..., F, mit den Projektionen p~: F ~  F i (i= 1 . . . . .  n). Dann 
gilt ffir aIle Mengen M ~_ G stets 

n 

H (xIM) = iX1Hi(pi xlp i M). 

Beweis. Nach Satz 3.8 ist 

i = 1  

Ftir endliche M i s t  also nichts zu zeigen. Aus der Definition yon H (Hilfs- 
satz 3.7) folgt 

n 

H(xlM)~_iX=1171(pixlpiM) fiJr alle M~_G. 

Ist 
n 

y~ • H~(p~xlpi M), so folgt piy~Hi(pix[piM ) fiir atle i=  1, ..., n. 
i = 1  

Es gibt also fiir i=  1 . . . . .  n endliche Teilmengen Ei~_p~M , die p~y~H~(pix[Ei) 
erfiJllen. Daraus folgt die Existenz einer endlichen Teilmenge E ~ M  mit 
E ~ p ~ E  far i=  1 . . . . .  n. Das zieht nach sich 

t~ n 

yeiN= lHi(Pi xlg~) ~_ iN_ lHi(pi xlp~ E) = H (xlE)=- H (xlM). 

Es gilt also auch far unendliche M 
n 

H(xIM) = iX= Hi(pi xlPi M). 
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4. Diagonaipr~lukte 
In diesem Abschnitt werden die affin koordinatisierbaren Geometrien 

betrachtet. Das sind die Kongruenzklassengeometrien von endtichstelligen 
vollst~indigen Algebren. Im Zusammenhang mit dem vorhergehenden Ab- 
schnitt treten folgende Fragen auf: 

Ist jedes geomorphe Bild einer Kongruenzklassengeometrie wieder eine 
Kongruenzklassengeometrie ? 

Ist jedes Produkt von Kongruenzklassengeometrien wieder eine Kon- 
gruenzklassengeometrie ? 

Wenn ja, wie sehen die zugeh6rigen Algebren aus? 

Auf die ersten beiden Fragen erh~ilt man ,,ja" als Antwort (Satz 4.3 und 
Satz 4.6). Den geomorphen Bildern von Geometrien entsprechen die homo- 
morphen Bilder der Algebren. Den Produkten yon Geometrien entsprechen 
die ,,Diagonalprodukte" yon Algebren, die in Definition 4.4 eingefiihrt wer- 
den. Ein Diagonalprodukt yon Algebren ist im wesentlichen das Produkt der 
Algebren, dem man die zu dem Produkt gehSrigen Diagonaloperationen als 
neue Operationen hinzufiigt. Satz 4.7 untersucht deshalb, fiir welche Algebren 
die Produkte bereits Diagonalprodukte sind. Da die Begriffe ,,algebraische 
Operation", ,algebraische Funktion" usw. in der Literatur nicht einheitlich 
verwendet werden, sollen diese grundlegenden Begriffe noch kurz erl~iutert 
werden. 

4.1. Definition. Eine Operation auf einer Menge A ist eine Abbildung f :  
A"--+A; dabei ist neine natiirliche Zahl, und f heil3t n-stellig. 

Auf jeder Menge A hat man gewisse, ausgezeichnete Operationen. 
Die trivialen Operationen eT, sind die Operationen, die fiir alle xl , . . . ,  x,  eA 

die Bedingung e~,(xl, ..., x,) = Xk erfiillen (1 < k< n). 
Die konstanten Operationen c] sind die Operationen, die ftir alle Xl, ... , x ,~A 

die Bedingung c~(xl, ..., x , )=a erfiillen (asA). 
Eine Algebra A = (A, F) ist eine Menge A zusammen mit einer Menge F 

yon Operationen auf A. Die Menge A heiBt Grundmenge der Algebra und die 
Elemente von F heil3en fundamentale Operationen. 

Die algebraischen Operationen auf A sind die Operationen, die man in 
endlich vielen Schritten aus den trivialen und fundamentalen Operationen von 
A erh~ilt, wenn man bei jedem Schritt schon erzeugte Operationen ineinander 
einsetzt. 

Die algebraischen Funktionen auf A sind die Operationen, die man anf die 
gleiche Weise aus den trivialen, fundamentalen und konstanten Operationen 
yon A erh~ilt. 

Offenbar erh/ilt man die algebraischen Funktionen aus den algebraischen 
Operationen, indem man in den algebraischen Operationen einige Variable 
durch Konstanten ersetzt. 

Eine Aquivalenzrelation O auf A heil3t vertriiglich mit der n-stelligen Ope- 
rationfauf A, wenn aus (xl, YO .. . . .  (x., y.)~O stets (f(x 1 .....  x.),f(Yl . . . . .  y.))~O 
folgt. Eine Aquivalenzrelation auf A heiBt Kongruenzrelation auf der Algebra 
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A, wenn sie mit allen fundamentalen Operationen von A vertr~iglich ist. Die 
zul~issigen Operationen auf A sind die Operationen, die mit allen Kongruenz- 
relationen auf A vertr~glich sind. Man sieht sofort, dab man algebraische 
Operationen (algebraische Funktionen, zul~issige Operationen) erh/ilt, wenn 
man algebraische Operationen (algebraische Funktionen, zul~issige Operatio- 
nen) ineinander einsetzt. 

Fiir eine Algebra A bezeichnet ~(A) die Menge aller Kongruenzrelationen 
auf A und F(A) die Kongruenzklassengeometrie ~(~(A)) von A. 

4.2. Hilfssatz. Fiir jede Algebra A gilt if(A)= r (F(A)). 

Beweis. Aus F(A)._N(ff(A)) folgt ff(A)___~(F(A))(Satz 2.3). Nach Wille 
[15] Satz 1.2 ist eine Aquivalenzrelation genau dann eine Kongruenzrelation 
auf A, wenn sie mit allen einstelligen zul/issigen Operationen von A vertr~ig- 
lich ist. Sei ~b~U(F(A)) u n d f :  A ~ A  eine zul/issige Operation auf A. Dann 
gilt fiir alle x, yeA stets (fx, fy)~OA(x,y) und daher fy~H(fx]x,y).  Ist 
(x, y)6~, dann gilt {x, y} ~ [x] ~b und weiter 

f y~ l l ( f x lx ,  y)~_H(fxl[x] ~)~  [ fx ]  @, 

da ~b~U(F(A)) ist. Folglich ist (fx, fy)~ cb und daher ist f vertriiglich mit ~b. 
Damit folgt auch • (F(A))_c ~ (A). 

4.3. Satz. Sei A eine Algebra, F=F(A)  und O)~t/'(F). Dann gilt F/q~= 
V(A/,~). 

Insbesondere folgt: Geomorphe Bilder affin koordinatisierbarer Geo- 
metrien sind affin koordinatisierbar. 

Beweis. Nach Hilfssatz 4.2 ist 4~ff(A). 

Ist ~o: A~A/4~ der kanonische Homomorphismus, dann folgt ff(A/~b)= 
(~o x (p)[~b)r (vgl. Gr~itzer [4], w Thin. 3). Das bedeutet abet F/cb= 
r(A/e). 

4.4. Definition. A = (A, F) und A~ = (Ai, F~) (ieI) seien Algebren (nicht not- 
wendig von gleichem Typ). Ferner sei A das Produkt der A~ mit den Projek- 
tionen Pi: A-+Ai. Die Diagonaloperationen d~ und die Aquivalenzrelationen 
O~ (ie I) auf A seien definiert wie in Hilfssatz 1.10. A heiBt ein DiagonaIprodukt 
der A i mit den Projektionen p~ (ieI), wenn die folgenden Bedingungen (Da), 
(Db) und (Dc) erftillt sind: 

(Da) Alle dz (i~I) sind algebraische Funktionen auf A. 
(Db) Alle O~ (i~I) sind Kongruenzrelationen auf A. Aus (Db) folgt nach 

Hilfssatz 1.11, dab jede zul/issige Operation (insbesondere jede algebraische 
Funktion) auf Avon  der Gestalt f =  X f/ist.f/heil3t das i-te Komponente v o n f  

(Dc) 1st f eine algebraische Funktion auf A, so ist fiir jedes i~I die i-te 
Komponente von f eine algebraische Funktion auf Az. Ist umgekehrt f~ eine 
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algebraische Funktion auf Ai, so gibt es eine algebraische Funktion f auf A, 
die f~ als i-te Komponente besitzt. 

Es sollte hier noch angemerkt werden, dab man fiir den Fall I = {1, 2 . . . . .  n} 
die Bedingung (Da) durch die folgende Bedingung (Da') ersetzen kann. 

(Da') Die n-stellige Diagonaloperation d, die zu dem Produkt  A =  
A 1 x A2 x .-. x A, geh6rt, ist eine algebraische Funktion auf A. 

(Da) ~ (Da') erh~ilt man aus Hilfssatz 1.10, da d=d23 .... ist, und da alge- 
braische Funktionen ineinander eingesetzt wieder algebraische Funktionen 
sind. Fiir (Da')=>(Da) beachtet man, dab fiir i=1,  2, ..., n stets di(x,y)= 
d(x . . . . .  x, y, x , . .  x) gilt (y an der / - ten Stelle). Mit d sind also auch dl . . . .  , d, 
algebraische Funktionen auf A. 

4.5. Satz. A: = (A, F) sei ein DiagonaIprodukt der Algebren AI." = (A, F~) mit 
den Projektionen p~ (i6I). Dann gilt F(A)=iXtF(Ai) mit den Projektionen Pi: 
F(A) -* F(A 3. 

Beweis. Da alle O i Kongruenzrelationen auf A sind (Db), ist A das Pro- 
dukt der Algebren Bi:=(Ai, Gi) mit den Projektionen Pi: A--*Bi, wobei Gi 
genau die/-ten Komponenten der f s F  enth~ilt. Ftir jedes Produkt yon Alge- 
bren sind die algebraischen Funktionen auf den Faktoren genau die ent- 
sprechenden Komponenten der algebraischen Funktionen auf dem Produkt. 
Wegen (Dc) folgt, dab A i und B i dieselben algebraischen Funktionen besitzen. 
D araus ergibt sich ~(A~)= ~(Bi) und welter F(Ai)=F(Bi). Nach Wille [_15], 
Satz 3.11 ist Pi: F(A)--* F(B3 ein Geomorphismus: Nach (Da) sind alle ~ (A) 
vertriiglich mit allen d~ (ieI), Mit Hilfssatz 1.9 schliel3t mall daraus ~ o @ =  
Oi o 4) fiir alle i~I. Da ~(A) ein Teilverband yon g(A) ist, ist mit # und Oi 
auch deren Verbindung q~ o Oi in ~(A). Nach Satz 3.4 ist daher Pi: F(A)-*F(Ai)  
ein starker Geomorphismus. Wegen Satz 3.8 folgt daraus F(A)= XIF(Ai) mit 
den Projektionen Pi: F(A) --~F(A/). 

Im folgenden Satz wird gezeigt, dal3 man zu jeder Familie yon Algebren 
ein Diagonalprodukt erhNt, wenn man die Algebren zuerst auf gleichen Typ 
bringt, dann das Produkt bildet und dieser Algebra noch die Diagonalopera- 
tionen als neue fundamentale Operationen hinzufiigt. 

4.6. Satz. Ein Produkt yon Geometrien ist genau dann affin koordinatisierbar, 
wenn jeder Faktor aJfin koordinatisierbar ist. 

Beweis. Jeder Faktor eines Produktes yon Geometrien ist ein (starkes) 
geomorphes Bild des Produktes (Satz 3.8 und Korollar 3.6). Jeder Faktor eines 
affin koordinatisierbaren Produktes von Geometrien ist daher (Satz 4.3) wie- 
der affin koordinatisierbar, Sei (AilieI) eine Familie von Algebren (Ai:= 
(A~, F,.)). Wenn man zu den F~ triviale Operationen geeigneter Stelligkeit hin- 
zunimmt, so entstehen Algebren A'i = (A~, F~ w E3, die alle yon gleichem Typ 
sind. Sei A :=  (A, F) das Produkt der A'i mit den Projektionen Pi: A--~A'i (i e I). 
Zu dem Produkt A = X A~ gehiSrt eine Familie von Diagonaloperationen D = 

{ddi~I }. Die Algebra A*=(A, F u D )  ist das Produkt der Algebren A*= 
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(Ai, Fi~Ei vo E*) mit den Projektionen Pi: A*--+A*, wobei E* = {%]jeI} und 

{ ~ f i i r j + - i f i J r a l l e x ,  yeAi  
% (x, y) = fiir j = i 

ist. Das gilt, weil ei~ gerade die i-te Komponente von dj ist. (Db) und (De) 
gelten ftir jedes Produkt yon Algebren und (Da) gilt in A*; also ist A* ein 
Diagonalprodukt der A* mit den Projektionen Pi (iEI). Da ffir alle i~I Eg und 
E* nur triviale Operationen enthalten, stimmen die algebraischen Funktionen 
auf A~ und A* fiberein. (Dc) fibertr~igt sich also auch auf die A~ (i~1), was A* 
als Diagonalprodukt der A s mit den Projektionen Pi (ieI) ausweist. 

4.7. Satz. Die Algebra A sei das Produkt der Algebren A i (i~I). A ist genau 
dann ein Diagonalprodukt der A s, wenn alle zugeh6rigen Diagonaloperationen 
d i (i6I) algebraische Funktionen au fA  sind. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Definition 4.4, wenn man beachtet, 
dag ffir jedes Produkt  yon Algebren (Db) und (De) gelten. 

4.8. Satz. Die Algebren Ai (iel) seien yon gleichem Typ mit zwei zweistelli- 
gen fundamentalen Operationen + und .. Uberdies besitze jedes A i zwei Ele- 
mente 0i und li, fiir die folgende GIeichungen gelten: 

x . 0 i = 0 i / x x . l ~ = x / x 0 i + x = x = x + 0  i. 

Dann ist das Produkt  der A i ein Diagonalprodukt. 

Beweis. Sei A :=  (A, F) das Produkt  der A i mit den Projektionen Pi: A-~Ai. 
ai, b i (iel) seien die Elemente yon A0 die fiir alle j e l  

{ 1a fiirj=l=i und {lj f t i r j = i  pjai= Oj fiir j = i  pjbi = Oj fiir j~=i 

erfiillen. Die zweistellige Operation d~ wird definiert: 

d i(x, y): = (x. as) + (y. bi). 

Dann ist d~ eine algebraische Funktion auf A und es gilt 

pjdi(x, y)=(pjx . pjai)+(pj y . pjbi) 

=~(pjx . l j)+(p:y.Oj)=pjx +Oj=pjx f'tir jq=i 

I(pjx. Oj)+(p:y. l j )=Oj+pjy=piy fiir j= i .  

d~ ist also die entsprechende Diagonaloperation. 

4.9. Korollar. Produkte yon Ringen mit Eins und Produkte yon Verbifinden 
mit grb'J3tem und kleinstem Element sind Diagonalprodukte. 

5. Affin vollst~indige Algebren 
Bei Betrachtungen fiber Geometrien mit (schwachem) Parallelismus erwei- 

sen sich die Dilatationen als besonders wichtiges Hilfsmittel. Die Dilatationen 
einer )kquivalenzklassengeometrie F sind gerade die einstelligen Operationen, 
10 Math. Z., Bd. 121 
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die mit allen ~ b e f ( F )  vertr~iglich sind. Ftihrt man in naheliegender Weise 
mehrstellige Dilatationen ein, so erh~ilt man eine entsprechende Charakteri- 
sierung (Satz 5.2). 

Aus geometrischer Sicht sind solche Algebren besonders interessant, in 
deren Kongruenzklassengeometrie sich jede (mehrstellige) Dilatation ,,alge- 
braisch beschreiben" liil3t. Solche (noch genau zu definierenden) Algebren 
werden ,,affin vollst~indig" genannt. Es wird gezeigt, dab ein Diagonalprodukt 
endlich vieler affin vollst~indiger Algebren wieder affin vollstS.ndig ist. Mit 
diesem Satz gewinnt man eine Fiille yon Beispielen affin vollst~indiger Alge- 
bren (s. Abschnitt 6). 

5.1. Definition. Sei F. '=(G, 11) eine Geometrie. Fiir Mengen M~_G (i~I) 
und Elemente x sG  wird definiert: 

II(Mi[i6i):= ~ U raM,)=- 
i~I 

und 
H(x ]M~t ieI ) :=[x]  II(Mil isI  ). 

Falls 1={1 ,2  . . . .  ,n} und ffir i e I  Mi={yi l , . . . ,y ir ,}  ist, schreibt man ftir 
H(x IMi[ ieI)  auch II(x[yu, ..., Ylrl ; ... ; Ynl, ..., Y,r,). Eine n-stellige Operation 
6: G"--~ G heil3t eine (n-stellige) Dilatation auf F, wenn fiir xl, ... , x,, Yl, ..., Y, e G 
stets 

6 (y l , . . . ,  y , )e  H(6 (x~, . . . ,  x,)l xl, Yl ;x2,  Y2 ; . . .  ; x , ,  y,) 

gilt. Ftir den Fall n = l  lautet die Definition einer Dilatation also g(y)~ 
II(6(x)lx, y), was genau der Definition in Wille [15] entspricht. 

5.2. Satz. Sei F: = (G, 11) eine Geometrie und 6 eine Operation auf G. Dann 
sind folgende Bedingungen iiquivalent : 

(1) 6 ist eine Dilatation auf F. 

(2) 6 ist vertriiglich mit allen ~ s ~ ( F ) .  

Beweis. (1) ~(2) :  Sei ~ b ~ ( F )  und (xl, YI), ..., (x,, y , )e~.  Dann ist 

H(Xl, yx)___ ~b . . . . .  H(Xn, y,) c__ ~0; 

also gilt Fl(x~, Yl ; ... ; x, ,  y,) ~_ ~. Da 6 eine Dilatation ist, gilt 

6 (y, . . . . .  y,)~ H(6 (xl . . . .  , x,)l~l, y~ ; . . . ;  x, ,  y,) _ [6(x~, .. . ,  x,)] ~, 

also (6(xl, ..., x,), 6(yl, ..., y,))e~. Folglich ist 6 vertriiglich mit ~. 

(2) ~ (1): Fiir alle xl, ..., x,, y~, ..., y, s Gist  die Relation H(xx, y~; ... ; x,, y,) 
in ~(F) ,  da ~ ( F )  ein Hiillensystem ist. Da 6 mit allen ~ ( F )  vertraglich 
ist, folgt 

6(yl . . . .  , y,)~ H(6(x~ . . . . .  x , ) l x , , y ~ ; . . . ; x , , y , ) .  

5.3. Korollar. Fiir jede Algebra A sind die Dilatationen auf F(A) genau die 
zuliissigen Operationen auf A. 

Dieses Korollar ist eine unmittelbare Folge aus Satz 5.2, wenn man be- 
achtet, dab ~U(F(A))= ~(A) ist (Hilfssatz 4.2). 
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5.4. Definition. Eine Algebra A heiBt affin volIstiindig, wenn alle zul/issigen 
Operationen auf A schon algebraische Funktionen sind 1. 

Da auf jeder Algebra alle algebraischen Funktionen zul/issig sind, folgt 
aus der Definition, daB die Dilatationen auf der Kongruenzklassengeometrie 
einer affin vollst~indigen Algebra genau die algebraischen Funktionen sin& 

5.5. Hilfssatz. Die A lgebra  A : =  (A, F)  sei ein Diagonalprodukt  der A lgebren  

A I : = ( A 1 ,  F1) . . . .  , An: = ( A n ,  Fn). Dann gil t:  

(a) Die aIgebraischen Funk t ionen  a u f  A sind genau die Operat ionen f l  x . . . x f , ,  
wobei  die f l , . . . ,  f ,  a lgebraische Funk t ionen  a u f  A1, . . . ,  A n sind. 

(b) Die zulgtssigen Operat ionen  a u f  A sind genau die Operat ionen f l  x . . .  x f , ,  

wobei  die f D . - . ,  fn zuli issige Operat ionen a u f  A1, ..., An sind. 

Beweis .  Wegen (Db) und Hilfssatz 1.11 sind alle zul/issigen Operationen, 
also erst recht alle algebraischen Funktionen auf A v o n d e r  Gestalt f =  

(a) Wegen (Dc) bleibt zu zeigen, daB es zu algebraischen Funktionen 
fl . . . . .  f ,  aurA1 . . . . .  An eine algebraische Funk t ionfaufA gibt, d i e f = f l  x . . .  x f,  
erfiillt. Nach (Dc) gibt es fiir jedes is{l ,  ..., n} eine algebraische Funktion f ~ 
auf A, die f /a ls  i-te Komponente besitzt. Da wegen (Da') auch d eine algebra- 
ische Funktion auf A ist, ist auchf :  = d ( f l  . . . .  , f n )  eine algebraische Funktion 
auf A. Fiir x l  . . . . .  ) C k @ A  folgt: 

Pi f (x l  , . . . , Xk) = Pi d ( f l (x l  . . . .  , Xk ) ,  . . . , f n  ( X  l ~ . . . , Xk)) 

= p i f i ( x l ,  . . . ,  Xk) 

=fi(Pi XI ' '" '  Pi  X k )  fiir i = 1 . . . .  , n. 

Nach Definition 1.7 gilt also auch f = f l  x . . .  x f , .  

(b) S e i f  zul~issig auf A; dann gilt f = f l  x . . .  x fn.  Um zu zeigen, daB die f/ 
zul~issig auf den Ai sind, w~ihlt man Oie~(Ai) und ( x iDy iO . . . . .  (Xik, y i k ) e O i  
und zeigt (f~(xil , ..., xik) , f~(y i l  , . . . ,  y~k))eOi .  Da p~: A ~ A  i surjektiv ist, gibt 
es x l ,  . . . ,  Xn, Yl, "" ,  Y, e A  mit pz x l  = xzl , . . .  , pi yk = yik. Da p~: F(A)--~F(A~) ein 
Geomorphismus ist, gilt wegen Y'(F(A))= E (A), ~U (F(A~))= E(A~) und Satz 3.2 
(Pi xPi) -10ieE(A) .  Nun folgt 

(Xl, Yl), ' " ,  ( X k ,  Yk)e(Pi x p i )  - 1  0 i 

( f  (xl  . . . .  , Xk), f (Yl . . . . .  yk) )e(p  i X p y l  Oi 

( f  zul~issig auf A) 

(pi f (x l  . . . . .  Xk), Pl f (Yl . . . .  , Yk))e O i 

1 Die Frage nach affin vollst~indigen Algebren ist gerade Problem 6 yon Gr~.tzer [4]. 

10" 
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Ftir die Umkehrung w~ihle man zuliissige Operationen fl .... , f ,  auf A1 .... , An 
und zeige fl x. . .  x f,  ist zul/issig auf A. Se i f=f l  x. . .  x f,  und ~eg,(A). Es ist 
zu zeigen, dag fmi t  r vertr~iglich ist. Wegen ~(A)=~(F(A))  und Satz 3.4 ist 
(Pi xp~)~eV(F(Ai))=~(A~); denn pz' F(A)~F(A~) ist ein starker surjektiver 
Geomorphismus. 

Sei (Xl, yl) . . . . .  (xk, yk)e~ o Oz. Es folgt: 

(Pi 3Cl, Pi Yl) . . . . .  (Pi Xk, Pi Yk)E(Pi X Pi) cT~ 

(f'(Pi xl, , , . , Pi xk), fi(Pi Yl . . . . .  Pi Yk))a(Pi X Pi) 

(fi zul~issig auf Ai) 

(p i f  (xl, . . . ,  Xk), P i f  (Yl, ".  , Yk))e(Pi X Pi) Cb 

( f=f l  X '"  X f,) 

i f ( x , . . . ,  xk), f ( y , ,  . . . ,  ~ 

(#  o ~)i ~- (Pi x Pi ) -  1 (Pi x Pi) e ) .  

f i s t  also vertr~iglich mit ~b o Oi, also auch mit (~ �9 o O~. Da ~ mit d ~ertriig- 

tich ist, gilt r = �9 o O~ (Hilfssatz 1.9). Somit ist f vertr~iglich mit ~b. 
i=1 

5.6. Korollar. Die Algebra A sei ein DiagonaIprodukt der Algebren A~ . . . .  , A,.  
A ist genau dann affin vollsti~ndig, wenn die A1, . . . ,  A ,  affin voIlsK~ndig sind. 

6. Beispiele 
Pixley definiert in [10] eine dreistellige Operation p mit der Eigenschaft 

p ( x , y , z ) = { z  ftir y4=z 
fiir y=  z. 

Er beweist, dab gewisse Algebren dieses ,,Pixley-Polynom" als algebraische 
Operation besitzen und alle Algebren mit dieser algebraischen Operation ein- 
fach sind. In Werner [17] wird gezeigt, da6 dieses Polynom die endlichen 
funktional vollst~indigen Algebren charakterisiert. Die funktional vollst~indi- 
gen Algebren sind genau die einfachen affin vollst~indigen Algebren. 

6.1. Definition. Eine Algebra A heil3tfunktional vollstgtndig, wenn jede Ope- 
ration auf ihrer Grundmenge schon eine algebraische Funktion ist. 

Eine Algebra A:--(A, F) heiBt einfach, wenn sie nur IdA und OA als Kon- 
gruenzrelationen hat. 

6.2. Folgerung. Die funktional vollsfiindigen Algebren sind genau die ein- 
fachen affin vollst~indigen Algebren. 

Beweis. Pixley zeigt in [101, dab das oben definierte Pixley-Polynom nur 
mit Id A und O A vertriiglich ist. Daraus folgt sofort, dal3 jede funktional voli- 
st~indige Algebra einfach sein mug, da sie das Pixley-Polynom als algebraische 
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Funktion hat. Da auf einfachen Algebren jede Operation zul~issig ist, fallen 
die Begriffe funktional vollst~indig und affin vollst~indig auf einfachen Alge- 
bren zusammen. 

6.3. AJfin vollstgmdige, triviaIe Algebren. Eine triviale Algebra A = (A, ~3) ist 
genau dann affin vollst~indig, wenn [A[ 4= 2 ist. 

Die algebraischen Funktionen auf A sind genau die konstanten und die 
trivialen Operationen. Aul3erdem gilt ff(A)=g(A). Falls ]A]<I ist, ist die 
Behauptung trivial. 

Ftir IA[ = 2 ist A einfach, also jede Operation auf A zul~issig. Da auf A 
nicht jede Operation konstant oder trivial ist, kann A nicht affin vollstiindig 
sein. 

Fiir IA[ > 3 gilt 

H(xta, b )=~{x}  far x r  
({a, b} far xe{a ,  b}. 

(a) I s t f :  A - + A  zuI~issig, so i s t f kons t an t  o d e r f = I d  A. 

Sei f :  A - ~ A  zul~issig undf4=Id  A. 
Dann gibt es ein a e A  mit f(a)+-a.  
Fa r  x 4= f (a)  folgt f ( x )  e II( f(a)  lx, a) = { f(a)},  also f ( x )  =f(a). 
Angenommen es giltf(f(a))=t=f(a). 
Far  x 4=f(f(a))folgt dann wie oben f ( x )= f ( f (a ) ) .  Wegen IAI > 3 gibt es ein 

c e A  mit f ( a ) , t : c e f ( f ( a ) ) .  Es folgt f ( a ) = f ( c ) = f ( f ( a ) ) ,  was der Annahme 
widerspricht. Also gilt fur x =f (a)  auch f ( x )= f (a ) .  Folglich ist f konstant. 

(b) I s t f :  A"-+A zul~issig, so ist f konstant oder trivial. 
Seif :  A"---~A zul~issig, aber nicht konstant. 
Da f wenigstens von einer Stelle abh~ingt, kann o.B.d.A, angenommen 

werden, da l3fvon der ersten Stelle abh~ingt. Es gibt also a2, ..., a,~A, far die 
die Operationf(x, a2, ..., a,) nicht konstant ist. Wegen (a) folgtf(x, az, ..., a,) = x 
fUr alle x~A.  

Sei i6{2, ..., n} und b~, c~sA mit c~r b~}. Es folgt 

f (ci, a2, ... , bi, ..., a , , ) sH( f  (ci, a2, ..., an)lai, bi)= {ci}. 

f ( x ,  a2 . . . .  , b~,..., an) ist zulfissig, also nach (a) konstant oder gleich IdA. 

Angenommen f (x, a2, ..., b~ . . . .  , a,) ist konstant. 
Wegen f (c i ,  a2 , . . . ,  bi, ..., a,) = ci gilt f ( x ,  a2 . . . . .  bl . . . . .  a,) = ci. 
Damit folgt 

ci = f  (bi, a2, ..., bi, ..., a , ) 6 I I ( f  (ai, a2, ..., a,)lai, bi)= {ai, bi}, 

was ci~ {al, bl} widerspricht. Es gilt also anchf(x,  a2, . . . ,  b~ . . . . .  a,) = x. Ersetzt 
man somit nacheinander a2, ..., a, durch beliebige b2, . . . ,  b,, so gilt immer 
nochf (x ,  b2 . . . . .  b , )=x  far x e A .  

f i s t  demnach trivial. 
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6.4. Affin voIlstiindige Diagonalalgebren. Diagonalalgebren sind genau dann 
affin vollsffindig, wenn keine Komponente  genau zwei Elemente besitzt. 

Diagonalalgebren (vgl. P~onka [12-]) sind Diagonalprodukte yon endlich 
vielen trivialen Algebren. 6.3 und Satz 4.6 ergeben die Behauptung 

6.5. Affin vollstSndige Vekwrriiume. Vektorriiume sind genau dann affin 
vollst~indig, wenn ihre Dimension nicht gleich eins ist. 

Sei A:=(A,  +,--,0,(2");,~K) ein Vektorraum fiber dem KSrper K. Die 
algebraischen Funktionen auf A sind genau die Operation f, ffir die es 21, ..., 
2 ,~K und a ~ A  gibt, so dab ffir alle xl  . . . . .  x , , eA  stets 

f ( x l , . . . ,  x,) = ~ "~k xk + a 
k = l  

gilt. 

Die Kongruenzrelationen in Vektorr~iumen korrespondieren eineindeutig 
den Untervektorriiumen. Insbesondere gilt 

zeH(u[x, y ) ~  3 , t e K ( z - u =  ;~. (x -y ) ) .  

Ist dim A = 0, so ist JAI -- 1. Daher ist A affin vollstiindig. Ist dim A = 1, so ist 
A einfach und A = K. Die Multiplikation in K ist zwar zuliissig, aber keine 
algebraische Funktion. W~ire niimlich x .  y = 2 x + # y + a ,  so wiirde ftir x = 0  
bzw. y = 0  folgen: O = # y + a  und 0 = 2 x + a  ffir alle x, y e A .  Das wiirde aber 
heigen 2 = #  = 0 und a = 0. Das h~itte x . y  = 0 zur Folge, was in K falsch ist. 
A ist also nicht affin vollst~indig. 

Sei im folgenden dim A > 2. 

(a) I s t f :  A ~ A  zul/issig, so i s t f e i n e  algebraische Funktion. I s t f :  A ~ A  
zul~issig, so ist f eine Dilatation auf der affinen Geometrie des Vektorraumes 
A. Nach Artin [1], S.68 (2.5) ist d a n n f v o n  der Gestalt  f ( x ) = 2 x  + a  Nr ein 
2 ~ K ,  a s A .  f i s t  also eine algebraische Funktion auf A. 

(b) Is t f :  A" ---~A zuliissig, so is tfeine algebraische Funktion. Durch Induk- 
tion fiber n wird folgende Aussage bewiesen: 

32~ . . . . .  2 , E K V x l  . . . .  , x , ~ A  (f(x~ . . . . .  x , ) =  ~ 2 k ' x k + f ( O  . . . .  ,0)). 
k=l  

Ftir festes x2, ..., x ,  ist f eine zul~issige Operation in xp Naeh (a) gibt es ein 
2x2 ..... ~K mit 

f ( x l  . . . . .  x,) = I~ . . . . . .  " x 1 + f(O, x 2 , . . . ,  x,) .  

Nun wird gezeigt, dab 2 ... . . .  , ..... = 2  ..... y ...... ftir ein beliebiges y i e A  ist. 

f (xl, . . . ,  Yl, . . . ,  x , )~  H(  f (xl,  . . . ,  x , ) lxl ,  yl) 

f (xl . . . . .  y~ . . . . .  x . ) -  f (xl . . . . .  x.) = ~l (x~- y3 
/x f(O, x2,  ---, Yl, ---, x , ) - f ( O ,  x2 . . . . .  x,) = P2 ( x l -  Yl) 

=~ (flu . . . . .  y . . . . . .  - -  • . . . . . . . . . . . . .  )" X1 = (#1 - -  # 2 )  ( X i  - -  Y i ) "  
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Da dim A > 2  ist, kann man ein xl unabh~ingig von xi-yi  w~ihlen, falls 
x i -y~ # 0 ist. Dann folgt 2~2... y, ..... = 2~2 .... , ...... was bedeutet, dab ~ nicht von 
x2, ..., xn abh~ingt. Es gilt also: 

(,) 321eKVxl ,  ... x~eA (f(x 1 ..... x,) = 21 xl +f(0,  x2 . . . . .  x,)). 

f(0,  x2 . . . . .  x~) ist eine (n-1)-stellige zul~issige Operation. Wendet man die 
Induktionsvoraussetzung an, so erh~ilt man 

(**) 322 . . . .  , ,~neKVx2,.. . ,x~A (f(O, x2 .... ,xn)= i 2kXk+f(O, ...,0)). 
k=2 

(,) und (**) ergeben die Behauptung. 

6,6. Funktional vollst~ndige Ringe. Ffir jeden Ring R mit 1 sind folgende 
Bedingungen/iquivalent: 

(1) R ist einfach und endlich. 

(2) R ist isomorph zu einem vollen Matrizenring fiber einem endlichen 
KSrper. 

(3) R ist funktional vollst/indig. 

Beweis. (1)=>(2): Als endlicher einfacher Ring mit 1 ist R e i n  einfacher 
artinscher Ring mit R z #(0). Nach dem Satz von Wedderburn-Artin (vgl. 
Kert6sz [7], Satz 7.15) ist R somit isomorph zu einem vollen Matrizenring 
fiber einem Schiefk6rper, der wegen der Endlichkeit yon Re in  endlicher KSr- 
per ist. 

(2) ~ (3): Sei K n der Ring aller n x n-Matrizen tiber dem endlichen KSr- 
p e r  K. Dann gilt ffir aeK und k : = [ K [ - 1  stets 

k {0 fiir a = 0 
a 

1 fiir a#O.  

Eij 6K, sei die Matrix, die an der Stelle (i,j) eine 1 und sonst tiberall 0 stehen 
hat. Es gilt dann: 

(*) K n ist ein Vektorraum fiber K mit der Basis {E~j[i,j<n}. 

0 fiir j # e  
(**) EiJ" E~m= El.  , ffir j=e. 

(***) E : =  ~ Ell ist das Einselement in K, .  
i<n 

Zu jedem B~K,, gibt es wegen (,) {b~jli, j<n}~_K mit 

B-~ ~ bi jEij .  
i,j<=n 



138 H, Werner: 

Fiir i, j < n betrachtet man 

B~j:= ~. Ee~ BEje 
e<=n 

= ~ bijEee, 
e<n 

= b~j E, 

(Bij)k=(bij) k" E={0  E 

nach (**) 

nach (***). 

fiir bi~#0 
fiir bij= 0. 

Nun definiert man fiir {Ai[ i < n} c_ {E, 0} rekursiv: 

V A i : = A 1 ,  V A i : = A r + I ~ - ( V  Ai)-Ar+t(iW<rAi).  i<=l i<=r+l i<-_r = 

Ein einfacher Induktionsbeweis zeigt 

V A~=~_ E fiir E~{Ai,i<n} 
i~. ( 0  sonst. 

Durch folgende Definition erh~ilt man eine algebraische Funktion ~ auf K,: 

y (,y 
und es folgt 

, (B)={O fiir B=0  
sonst. 

Nun ist es leicht, ein Pixley-Polynom (vgl. Werner [17]) ftir K, anzugeben: 
p(X, Y, Z ) : = X + ( Z - X ) .  6(Y-Z) .  Nach [17] folgt, dab K, funktional voll- 
st~indig ist. 

(3) ~ (1): DaB ein funktional vollst~indiger Ring einfach sein mug, ent- 
nimmt man 6.2. Es bleibt zu zeigen, dab es keinen unendlichen funktional 
vollst~indigen Ring R geben kann. Sei IRI >No. Da R nur endlich viele funda- 
mentale Operationen besitzt, kann es nur abz~ihlbar viele algebraische Opera- 
tionen geben. Die algebraischen Funktionen entstehen aus den algebraischen 
Operationen, indem man an andlich vielen Stellen Konstante einsetzt. Es gibt 
daher h6chstens [R[. N o = ]R[ viele algebraische Funktionen auf R. Die An- 
zahl aller Operationen auf R betr~igt aber [R[ Igl. Wegen IRI <IN[ tRI kann R 
nicht funktional vollst~indig sein. 

6.7. Halbeinfache Ringe. Jeder endliche halbeinfache Ring ist affin voll- 
sfiindig. Ein endlicher halbeinfacher Ring R ist, da er artinsch ist, nach dem 
Satz von Wedderburn-Artin (vgl. Kertdsz [7], Satz 7.17) isomorph zu einem 
endlichen Produkt voller Matrizenringe fiber endlichen Kgrpern. Voile 
Matrizenringe tiber endlichen K6rpern sind nach 6.6 funktional Voltst~indig, 
also nach 6.2 auch affin vollst~indig. Da volle Matrizenringe tiberdies eine 
Eins besitzen, ist R e i n  Diagonalprodukt (Korollar 4.9) yon endlich vielen 
affin votlsffindigen Ringen und daher selbst affin vollst~indig (Korollar 5.6). 
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6.8. Post-Algebren. Jede endliche Pos t -Algebra  ist affin vollstiindig. 
Die  Defini t ion und die Gle ichungen  der Pos t -Algebren  kann  m a n  Katrifi~tk 

und Mi tschke  [6] entnehmen.  
Als Hilfssatz wird zuerst  gezeigt, dab  jede endliche Kette,  als Pos t -Algebra  

aufgefaBt, funkt ional  vollst~indig ist. Ist  0 = a o < as < " "  < a ,_  1 = 1 eine Kette,  
so gelten ftir die O p e r a t i o n e n ,  und  + folgende Gesetze:  

D a r a u s  folgt 

und 

und 

far  x < y und x + y x ,  y =  = 
ftir x > y far  x < y. 

x={1 fiir y = x  
x ,  y A y ,  x A y  fiir y + x  

0 x fiir y = x  
x + y v y + x =  

v y  ftir y + x .  

6 (x ,y ) :=y+(x ,  y A y ,  x )={~  
fiir y = x  
fiir y + x 

7 ( x , y ) :=y , ( x+yvy+x)={01  fiir y = x  
fiir y + x. 

Das  P ix ley -Po lynom auf  der Ket te  erh~ilt m a n  durch  folgende Definit ion:  
p(x, y, z): = ( x  A 6(y, z)) v (z A y(y, z)). D a m i t  ist gezeigt, dab  jede endliche 
Ket te  als Pos t -Algebra  funkt ional  vollst/indig und daher  auch affin vollstgndig 
ist. N a c h  Mi tschke  [9], Satz 3.9 ist jede endliche Pos t -Algebra  ein direktes 
P r o d u k t  von endlichen Ke t t en  einer Uinge  n. D a  Pos t -Algebren  Verb~inde 
mit  gr6Btem und kle ins tem Element  sind, ist jede endliche Pos t -Algebra  ein 
D i a g o n a l p r o d u k t  (4.9) von affin vollstfindigen Pos t -Algebren  und daher  selbst 
affin votlstS, ndig (Koro l la r  5.6). 

6.9. Boolesche Algebren. Endliche Boolesche Algebren  sind affin vollstiindig. 
Endliche Boolesche Algebren  sind spezielle endliche Pos t -Algebren  und 

daher  affin vollst~indig. M a n  kann  die affine Vollst~indigkeit auch daraus  
ableiten, dab  endliche Boolesche Algebren  ra t ional  ~iquivalent zu endlichen 
halbeinfachen Ringen sind (vgl. G, Gr~itzer, Revue  de Math.  Pure  et Appli-  
qu6es 7, 693 - 697 (1962)). 
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