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Produkte von Kongruenzklassengeometrien
universeller Algebren

HEINRICH WERNER*

In [15] stellt Wille einen Zusammenhang zwischen Algebra und Geo-
metrie her, indem er zu einer universellen Algebra die Kongruenzklassengeo-~
metrie betrachtet. Eine Geometrie, die sich als Kongruenzklassengeometrie
einer geeigneten Algebra beschreiben 1d8t, wird affin koordinatisierbar ge-
nannt. Wesentliche Eigenschaft einer affin koordinatisierbaren Geometrie ist,
dal sie hinreichend viele Dilatationen besitzt (s. [15], Satz 3.5). Die koordi-
natisierende Algebra zu einer affin koordinatisierbaren Geometrie erhélt man,
indem man die Dilatationen als fundamentale Operationen wihlt; umgekehrt
sind die Dilatationen der Kongruenzklassengeometrie einer Algebra A gerade
die zuldssigen Operationen auf A. Geometrisch sind daher solche Algebren
von besonderem Interesse, in denen sich alle Dilatationen ,,algebraisch be-
schreiben” lassen, was etwa der Fall ist, wenn alle zuldssigen Operationen
schon algebraische Funktionen sind. Algebren mit dieser Eigenschaft werden
affin vollstidndig genannt (Definition 5.4).

Diese Arbeit stellt einen ersten Versuch dar, affin vollstindige Algebren
zu untersuchen. Es ist fiir diese Untersuchungen zweckmifBig, einen Geo-
metriebegriff zu wéhlen, der spezieller ist als der in Wille [15], aber die Kon-
gruenzklassengeometrien noch umfalt. Da der Geometriebegriff mit Hilfe von
Aquivalenzrelationen eingefiihrt wird, werden im ersten Abschnitt einige
grundlegende Eigenschaften von Aquivalenzrelationen untersucht. Die Unter-
suchungen sind rein mengentheoretischer Natur.

Im zweiten Kapitel werden Aquivalenzklassengeometrien definiert. Die
Definition entspricht der Definition der Kongruenzkiassengeometrie in Wille
[15] mit dem Unterschied, daB an Stelle des Kongruenzrelationenverbandes
ciner Algebra ein induktives Hiillensystem von Aquivalenzrelationen zu-
grunde liegt. Ein einfaches Axiomensystem fiir Aquivalenzklassengeometrien
liefert das Korollar 2.4. Satz 2.6 zeigt dann, daB Aquivalenzklassengeometrien
spezielle Geometrien mit schwachem Paralielismus im Sinne von Wille [15]
sind, und rechtfertigt damit den Namen Geometrie. Das dritte Kapitel behan-
delt den zugehdrigen Morphismenbegriff, die in [15] eingefiihrten Geomor-
phismen. In der Kategorie der Geometrien mit ihren Geomorphismen exi-
stieren Bilder und Produkte, die in Satz 3.3 und Satz 3.8 beschrieben werden.

* Wesentliche Teile dieser Arbeit entstanden, als der Autor Stipendiat des Cusanuswerks war.
Ich méchte dem Cusanuswerk an dieser Stelle fiir seine grofiziigige Férderung meinen Dank aus-
sprechen.
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Diese Ergebnisse werden im vierten Abschnitt speziell auf Kongruenzkiassen-
geometrien angewandt. Es wird gezeigt, dal} ein geomorphes Bild einer Kon-
gruenzklassengeometrie I'(A) wieder eine Kongruenzklassengeometrie ist und
von einem homomorphen Bild der zugehdrigen Algebra A affin koordinati-
siert wird. Fiir jede Familie von Algebren wird ein ,,Diagonalprodukt® defi-
niert (Definition 4.4), das gerade das Produkt der zugehdrigen Familie von
Kongruenzklassengeometrien affin koordinatisiert (Satz 4.5). Es folgt daraus,
daB jedes Produkt von Kongruenzklassengeometrien wieder eine Kongruenz-
klassengeometrie ist (Satz 4.6).

Im fiinften Abschnitt werden die Ergebnisse der ersten vier Abschnitte auf
affin vollstindige Algebren angewandt. Das wichtigste Ergebnis ist der Satz 5.6,
der besagt, daB endliche Diagonalprodukte affin vollstdndiger Algebren wie-
der affin vollstindig sind., Damit hat man eine Methode, aus bereits bekannten
affin vollstdndigen Algebren neue zu gewinnen.

Die Ergebnisse des fiinften Kapitels werden im sechsten Abschnitt dazu
beniitzt, Beispiele affin vollstindiger Algebren anzugeben, wie z. B. funktional
vollstindige Algebren (6.2), Vektorrdume (6.5), halbeinfache endliche Ringe
(6.7) und endliche Post-Algebren (6.8) (also auch endliche Boolesche Algebren).

Herrn Prof. Dr. R. Wille danke ich sehr herzlich fiir seine zahlreichen Anregungen zu dieser
Arbeit. Meinen Dank mdochte ich auch Frau A. Mitschke, Herrn Dr. P. Burmeister und Herrn
B. Ganter aussprechen, durch deren Diskussionsbeitrdge diese Arbeit wesentlich gefordert wurde.

1. Aquivalenzreiationen

In diesem Kapitel wird gezeigt, daBB Abbildungen, die Aquivalenzrelation
auf Aquivalenzrelation abbilden, eng mit der 3-Vertauschbarkeit von Aqui-
valenzrelationen zusammenhéingen (1.2 (a)) und Abbildungen, die Aquivalenz-
klasse auf Aquivalenzklasse abbilden, mit der 2-Vertauschbarkeit (1.2 (b)). Im
zweiten Teil dieses Abschnitts wird auf Zerlegungen von Mengen in direkte
Produkte eingegangen, insbesondere der von Plonka entdeckte Zusammen-
hang mit Diagonaloperationen ndher untersucht (1.6) und auf Produkte mit
beliebig vielen Faktoren erweitert.

1.1. Definitionen und Bezeichnungen. Zu einer Menge G bezeichnet &(G)
die Menge aller Aquivalenzrelationen auf G. Fiir RS G x G und xe G definiert
man [x]R:={y|(x, y)eR}. Fiir @& (G) ist dann [x] O die Aquivalenzklasse
von @, die x enthilt. Idg:= {(x, x)|xe G} bzw. Og:={(x, y)|x, ve G} bezeichnen
das kleinste bzw. groBte Element von & (G) beziiglich der mengentheoretischen
Inklusion.

Fiir eine Abbildung ¢: G— G, @ (G) und @'e&(G') wird definiert:
(@ x@)O:={(px, py)l(x, Y)eB}
und
(pxp) 10 :={(x, y)ll@x, 0y)€O'}.
(¢ x ) O is genau dann eine Aquivalenzrelation auf G', wenn ¢ surjektiv und
(¢ x ) @ transitiv ist. Im allgemeinen ist jedoch (¢ x ¢) @ nicht transitiv.
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{@x@)"'@ ist immer eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzrelation
Ker @:=(p x @)~ Idg heiBt der Kern von ¢. Fiir Relationen R und S wird
das Relationenprodukt o definiert durch

RoS:={(x,2)|3y((x, )ER A (3, 2)€S)}.
1.2. Hilfssatz. Fiir eine surjektive Abbildung ¢: G— G’ und Oe&(G) gilt:
(@) {(px)Oeb (GO Kerpo®@cKerpoOoKer o,
(b) p[x]O=[px](px@)O<Kerpo @=0O - Ker ¢.
Beweis. (a) (¢ x ¢} O (G')<(p X @) O transitiv
=VY(x, ), (1, 1)eO(@y=0u=3(%,0)eO(px=0X A pT=¢U))
<V (x,0)€0 o Ker ¢ o O((x, v)eKer ¢ o @ o Ker ¢)
=>BoKerpoOcKerpo®oKerg,
(b) pyep[x]O=3z((x,2)e@ rpz=0})
<(x, y)e@o Ker g
pyep[x]{ex @) O<={px, py)e(p xp)O
<1(X,))e@(px=9pXAnpY=0y)
<=(x, y)eKer @ o @ Ker ¢.
Aus diesen Ergebnissen folgt:
olx]O=[px](px@p)@<O@-Kerp=Ker po®o-Kergp.
Da @ und Ker ¢ Aquivalenzrelationen sind, gilt
O-Kerp=Kerpo@oKerp=Kerpo@<0O - Ker ¢,
da Kergo@<KerpoBoKerg
=0 oKerp=(Kerpo0) 'c(®-Kergp) !
=Kergo®
=®oKerp=Kerpo- 0
und umgekehrt
Kerpo@=0cKero=0Kergp=Kergpo B o-Kerp.

Es folgt also
o[x]O=Tox](pxp)@<KerpoO=00Kerp.

_ Wenn Kergpo@=00Kerg giltz so folgt nach (a), daB (¢ x @) O ecine
Aquivalenzrelation ist, also bildet ¢ Aquivalenzklassen auf Aquivalenzklassen
ab. Da fiir @=Ker ¢ stets @ c Ker p=Ker ¢ o @ gilt, gilt fiir solche @ stets

(px@)Oeé(G') und ¢[x]O=[px]{(px ¢)O.
1.3. Hilfssatz. Fiir eine Abbildung ¢: G— G’ und @' c&(G) gilt

[xX1(oxp) '@ =9 [px] O
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Beweis. ye[x]{ox @)™ ' @ <=(x, y)elpx @)™t &

<>(ox,0))e@
< pyelex] O
=yep ' [px] 0.

In dieser Arbeit spielen Systeme von Aquivalenzrelationen, die eine Zer-
legung der zugrundeliegenden Menge in ein Produkt definieren, eine entschei-
dende Rolle. Es werden daher einige aus der Literatur bekannte Sétze zitiert
und die fiir diese Arbeit wichtigen Aspekte herausgearbeitet. Eine Charakte-
risierung der Produkte durch die Kerne ihrer Projektionen findet man fiir den
Fall endlich vieler Faktoren in Birkhoff [2] und Gritzer [4] und fiir unendlich
viele Faktoren in Hashimoto [5] und Wenzel [14]. Eine andere Charakteri-
sicrung der Produkte durch Diagonaloperationen stammt von Plonka, der in
[10] und [11] beweist, daf die Diagonaloperationen auf einer Menge G ein-
eindeutig den Zerlegungen von G in ein nichttriviales Produkt mit endlich

vielen Faktoren entsprechen. Dabei heiit ein Produkt nichttrivial, wenn kein
Faktor nur ein Element besitzt.

1.4. Satz (Birkhoff). Fiir Aquivalenzrelationen @, ..., @, auf G sind folgende
Bedingungen dquivalent:
(1) Die Abbildung
Q: G—»{XIG/@l-

x—([x]60,,...,[x]0,)

ist bijektiv, d.h. G ist das Produkt der G/©, (i=1,...,n) und die O, sind die
Kerne der Projektionen.

(2) (B,,...,8,) bildet eine duale Basis, d.h. &,n---NO,=Id; und fiir
i=1,...,ngilt O, oni 0,=0.

1.5. Definition. Eine n-stellige Operation d auf der Menge G (n=2) heil3t

Diagonaloperation, wenn gilt

(DO) d ist wesentlich, d.h. d hingt von allen n Stellen ab.

(D1) d(x, ..., x}=x.

(D2) d(d(X15, oes Xyl o A1y o Xpn)) =d (X115 X225 -5 Xy

1.6. Satz (PYonka). Fiir jede Menge G gilt: Die Abbildung K, die jeder n-
stelligen Diagonaloperation d das n-Tupel K(d):=(0y, ..., 0,) zuordnet, wo
O ={(x, Wx=d(x, ..., %, ¥, X, ..., X), y an der i-ten Stelle} definiert ist, ist eine
bijektive Abbildung von den Diagonaloperationen auf die dualen Basen von G,
die 1dg nicht enthalten. (Nach 1.4 entsprechen diese dualen Basen genau den
Zerlegungen von G in ein nichttriviales Produkt.) Fiir die Projektionen py,...,p,
der zugehdorigen Produktzerlegung von G gilt p;d(xy, ..., X )=p;x; fiiri=1, ..., n
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Die Elemente von K(d) werden die Kerne von 4 genannt.

1.7. Definition. Sei G das Produkt der Mengen G, mit den Projektionen
pi G— G, (iel).

Fiir Aquivalenzrelationen @, auf G, (iel) definiert man durch

X 6:={(x.y)|Viel((p;x. p; 7)< 0))]

eine Aquivalenzrelation auf G. Fiir k-stellige Operationen f; auf G, (iel) defi-
niert man durch

f:i>€<lf;©vxl7 ey xkEGViEI(pif(xla ey xk):.fi(pi xl; eees pi xk))

eine k-stellige Operation auf G.
1.8. Folgerung. Sei G das Produkt der Mengen G; mit den Projektionen
p;: G— G; (iel). Dann gilt:
(a) Fiir ©,€£(G;) (icl) und O = 'X1@i ist
@l) ©;=(p;xp) 0,
(a2) VxeG([x] O = -Xz[pi x] ©,).

(b} Fiir #e&(G) sind folgende Bedingungen dquivalent:
(bl) Viel3®,e&(Gy)(P= 'XI@i)’
(b2) Viel (@ - Ker p;=Kerp;o ®) und =) ¢ Kerp,.
iel
Beweis. (a) 1aBt sich unmittelbar aus den Definitionen ableiten.
(b1)=>(b2): [p;x](p;x p) @=[p;x] P;, wegen (b1) und (al)
=p;[x] ©, wegen (a2).
Daraus folgt nach Hilfssatz 1.2(b) @ o Ker p;=Kerp,c @. d< ﬂ ®oKerp,
folgt unmittelbar aus < Po Ker p;. tel
(x,y)() PoKerp;=VielIz,eG((x,z)eP Ap; z;=p; )
iel
=VYiel((p; X, p;V)e(p; x p;) D)
=(x,y)e®, wegen (bl).
(b2)=1(bl): Aus Po-Kerp,=Kerp,o® folgt nach Hilfssatz1.2 &;:=
(p; x p) Pe€(Gy) und [p; x] &;=p;[x] &.

(x,y)eP<(x,y)e( ) PoKerp,, wegen (b2)

iel
<Viel3z;eG((x, z)e P Ap;z;=p; )
<Viel(p;yep;[x] ®)
=Viel(p;yelp;x] @)
<=Viel((p;x, p;y)ed)

<>(x, y)ei)e(ldii.

9 Math. Z, Bd.121
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1.9. Hilfssatz. Ist d eine Diagonaloperation auf G mit den Kernen &, ..., 8,
und ist De&(G), so sind folgende Bedingungen dquivalent:

(1) @ ist vertrdglich mit d, d.h. fiir (xy, v1), ..., (X, Vo)€@ gilt auch
(d(xh LR xn)’ d(yla [EEE] yn))e(p

Q) &=\ Bo 6, und fiir i=1,...,n gilt ®o O;=0;0 P
i=1

Beweis. (1)=(2):
(x,y)e® o @;=3z((x,2)e @ A(z, y)€O))
=3z((x, 2)ePAYy=d(y, ... 1, Z Y, ..., )
=(dY, s 1 X Vs o, V) Y)ED
Ad(Xy oo X Ay e Yo Xy Py ey Y Xy oo, X)=X
=(x, )@, .

Es folgt ®0 ©,=®, @ und daraus, wie in 1.2(b), P 0;=0;0 D.

x, e[ o O;=Vie{l,...,n}3z((x, z)eP A(z;, ¥)€O)
=1
$(xad(zla (RS Zn))€¢/\pid(zla s Zn):pi =0y

=d(z,...,z)=y A(X, y)ed.

Es gilt also (| @0 O, . Dafiirallei=1,...,n stets PSP o O, gilt, folgt dar-
n i=1
aus (P 0,=9.

i=1

(2)=(1): Ist (x1, V1), ..., (X, V) €D, dann gilt fiir i=1,...,n
(d(xls "~7xn)5 xi)€@i7 (xi’yi)E@ und (yiad(yls "'>yn})€@i'

Daraus folgt
(dCxy, s X Ay, o V))EO 0 Do Q=D o O,
was

(d(XD '“:xn)ﬂd(yla "‘7yn))em ¢O@i:q5
=1

=

zur Folge hat.

1.10. Hilfssatz. Sei G das Produkt der G, mit den Projektionen p;: G— G;
und ©;=Ker p; (iel). Fiir verschiedene i, ...,i,el wird die n+1-stellige Ope-
ration d;, _;, auf G definiert durch
p;xo falls jelN{is, ..., i}

d . sy X )i =
Py (Y05 00 %) {pjxk falls j=i, und ke{l,...,n}.
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Dann gilt:
(a) d,, ., ist eine Diagonaloperation mit den Kernen
C] ,0; und N e,
jeI~{ig, ..., in}
(b) Fiir alle n=?2 gilt ‘

dil...in(xoa AR xn):di,.(dil... i,,fl(XO: LR xn——l)’ xn)s

TR

d.h. alle d;, _; lassen sich durch ineinander Einsetzen aus den d; (icI) gewinnen.
Beweis. (a) Sei J=I~{ij,...,i,}, G;:= .XJGJ- und d=d;, ;. G ist das Pro-
je

dukt der G,, ..., G;,, G; mit den Projektionen p, : G— G, (k=1,...,n) und

py: G— Gy, die durch p;x:=(p;x|jeJ) definiert ist. Fiir k=1,...,n gilt
Pi d(Xo, ..., X,)=p; %, und fiir p; gilt
PJd(XOa--~,xn)=(de(x0:~~->xn)UEJ):(ijoUGJ):pJXO-

Nach dem Satz von Plonka (1.6) ist d die zu diesem Produkt gehorige Dia-
gonaloperation und besitzt die Kerne

0,,....,0;, und Kerp,=()0,.
jed

{(b) folgt unmittelbar aus der Definition.

1.11. Hilfssatz. Ist G das Produkt der G; mit den Projektionen p;: G— G,
und ©;=Ker p, (iel), dann sind fiir jede k-stellige Operation [ auf G folgende
Bedingungen dquivalent :

(1) f ist vertrdglich mit allen O, (icl).

(2) Fiir alle iel gibt es eine k-stellige Operation f; auf G; mit [ = _lei.

(3) Fiir verschiedene iy, ..., i €l, x4, ..., %,,€G und d=d gilt

i1.dn

Ao eos Xaads oos A0 -, X)) =A (S X105 -y Xieods +ees S (s vvs X))
4) Firielund x,,..., %, y1,-.., €G gilt

f(di(xls yl): e di(xlw yk)):di(f(xla "'7xn)a f(ylv Jyn))

Beweis. (1) = (2): Da f mit ©; vertréglich ist, wird durch f(p; x, ..., p; X)) =
pi f (x4, ..., %) eine k-stellige Operation f; auf G, definiert und nach Defini-
tion 1.7 gilt f=‘XIfi.

(2)=(3): J, G; und p, seien definiert wie in 1.10. Setzt man p; :=p;, so
gilt fiir re{0, ..., n}
Di, f(d(xma s Xpdy ooy A(Xggs s xkn)):fi,(Pi,xna eoos Diy Xpr)
=Di, J (Xt o5 Xy
:Pi,d(f(xma v Xpgods ovs S (Xans s xkn))'
(3) = (4): (4) ist eine Abschwichung von (3).

o
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4y=(1): Sei (x4, 1) ..., %, y)€6; fiir ein iel. Dann gilt 4;(x,, y,)=
d;(x,, x,)=x, firre{l, ..., k}. Es folgt

di(f(xla (AR xn)s f(ylﬂ "-9yn)):f(di(xla yl): e di(xm yn))
=f(x1, .00y X,)
und das hat (f(xq, ..., x,), f(V1, ..., ya)) €6, zur Folge.

2. Aquivalenzklassengeometrien

Wille zeigt in [15], daB die Kongruenzrelationen auf einer Algebra eine
Geometrie auf der Grundmenge der Algebra beschreiben, die sog. Kongruenz-
klassengeometrie der Algebra. Betrachtet man diesen Beweis in [15], so
zeigt sich, daB von den FEigenschaften der Kongruenzrelationen lediglich
beniitzt wurde, daB3 die Kongruenzrelationen ein induktives (algebraisches)
Hiillensystem von Aquivalenzrelationen auf einer Menge A bilden, das Id,
enthalt. Jedes induktive Hiillensystem von Aquivalenzrelationen auf einer
Menge A4, das Id , enthilt, beschreibt also ganz entsprechend eine Geometrie
auf der Menge 4, die Aquivalenzklassengeometrie auf 4 genannt wird. Wenn
Verwechselungen ausgeschlossen sind, wird auch kurz Geometrie geschrieben.
Ein Satz von Burmeister zeigt, daB die Aquivalenzklassengeometrien genau
die Kongruenzklassengeometrien endlichstelliger partieller Algebren sind.

2.1. Definition. Sei . eine Menge von Aquivalenzrelationen auf G. % heiBt
Hiillensystem, wenn fir alle #<.% stets () Be ¥ gilt. B<L heibit gerichter,
wenn es zu @, PeA stets ein ¥YeZ gibt, das @<V und @< ¥ erfiillt; und
B0 ist. & heiBt induktiv, wenn fiir alle gerichteten #< & stets | | #e ¥ gilt.
Fiir ein Hiillensystem % < &(G) und M < G gibt es stets die kleinste Aquivalenz-
relation in %, fiir die M ganz in ciner Klasse liegt. Sie wird mit @ (M) be-
zeichnet und es gilt @4 (M)={){Oc LM xMcO}.

Man definiert einen Operator IT,: G x B(G)— B(G) (R(G)={M|M = G})
durch I, (x|M):=[x] ®Z(M). Fiir ein induktives Hiillensystem ¥ <&(G)
mit Id;e ¥ heiBt das Paar (G, IIy) Aquivalenzklassengeometrie auf G und
wird mit % (%) bezeichnet. Die Elemente xe G heillen: Punkte der Geometrie
4(Z) und Iy, (x|M) heiBt Parallele durch x zu M. Fir IIo(x|{y;, ..., Vn})
schreibt man kurz I, (x|yy, ..., ¥,)-

Bevor der Name Geometrie in Satz 2.5 gerechtfertigt wird, sollen die
Eigenschaften des Operators IT,, bei einer Aquivalenzklassengeometrie unter-
sucht werden. Diese Untersuchung fithrt dann zu einer Axiomatisierung der
Aquivalenzklassengeometrien in Satz 2.4.

2.2. Hilfssatz. Sei I'=(G,II) eine Aquivalenzklassengeometrie (II=I1g).
Dann gilt fiir alle x, ye G und M, N =G stets
(11 O(x|9)={x},
(12) (x| (y|M)< I (x| M),
(I3) yell(x|x, ),
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(I14) I (x|M)=\) {II (x|E)| ES M endlich},
I15) MeN= [I(x|M)<II(x|N),
I16) xeM = M < I (x|M),
7 xell (x|M),
1I8) I(x|y)={x},
(19) xell(y|M) < H(x|M)=1I(y|M),

(I110) O (x| (x|M))=I(x|M).

Fiir jeden Operator IT: G x B(G) — P(G) folgen (IT 5)—(I1 10) schon aus
(IT 1)— (1T 4).

Beweis.(I11):1dge? = O @)=1d; = 1 (x]|0)=[x] 7 (@) =[x] Idg={x}.

(I12): ©% (M) hat I1(y| M) als Aquivalenzklasse. O (IT (y | M)) ist die kleinste
Relation in % mit dieser Eigenschaft; also gilt @7 (I1(y|M))= @7 (M). Fiir
xeG folgt daher

(x| (y|M))=[x] 0“ (1 (y|M))=[x] OF (M)=I1(x|M).
(113): ye[x] @7 (x, y)=I(x]x, y).

(I14): {©7(E)|ES M endlich} ist gerichtet; also liegt die Vereinigungs-
relation in %, da & induktiv ist. Es folgt

S~

0% (M)=| {07 (E)|[E<M endlich}.

H(x|M)=[x] ©*(M)
=[x]|J{©7(E)|ES M endlich}
= {[x] ©“(E)|[ESM endlich}
=\ {I(x|E)|[ESM endlich}.

(II 5) folgt unmittelbar aus (IT4).

(I16): Sei x, ye M. Wegen (I1 3) gilt yeIT(x|x, y), was nach (IT 5) ye Il (x| M)
zur Folge hat. Es folgt also M = IT(x|M).

(I17) folgt aus (I11) und (IT 5), wenn man § = M beachtet.

{(II 8): Nach (I17) gilt xeII(x|y), also folgt wegen (IT1) und (I1 2)

{x} I (x| y)=M (x| T (y|9) T (x| P)= {x}.

(I19): Aus xell(y|M) folgt wegen (I16) IT1(y|M)<II(x|II(y|M)) und das
ergibt mit (/72) auch I1(y|M) < II (x| M). Nach (I1 7) gilt yeII(y|M) und daher
yell(x|M). Aus yell(x|M) folgt mit dem gleichen SchiuB auch I1(x|M)<
II(y|M). Es gilt also xelIl (y|M)= II(x|M)=II(y|M). Die Umkehrung folgt
unmittelbar aus (I1 7).

(IT 10) folgt aus (1T 7), (IT6) und (IT 2):
H{x|M)=II(x|I(x|M)= (x| M).
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2.3. Satz. Sei I1: G x B(G)— B(G) ein Operator, der (I11)~(I1 4} erfillt.
Fiir I’ =(G, I) sei

¥ (I):={0eé(G)|Vx, yeG(lI(x|[y] ©)=[x] O)}.

Dann ist v (I')S&(G) ein induktives Hiillensystem mit 1dge ¥ (I'), und es gilt
F:.‘ﬁ(“V(I‘)). Ist & ein induktives Hiillensystem, ¥ <&(G) und 1dge ¥, dann
gilt L <1 (%(2)).

Beweis. Nach Hilfssatz 2.2 erfiillt IT mit (IT1)—(I14) auch (IT 5)~-(I110).
I (M):={(x,-y)| yeIT(x| M)} ist nach (IT9) eine Aquivalenzrelation, die wegen
(I12) auch in ¥"(I') liegt, denn es gilt II{x|M)=[x] II(M). Nach (IT1) ist
O(@)=1dg, also gilt Idge? (. Ist #<¥ (') und @=(\%, so ist O eine
Aquivalenzrelation, da £(G) ein Hiillensystem ist. Wegen (IT 5) gilt fiir alle $cZ

HiylIx]e)sly|[x] P)=ly] &;

(yl[x] @)Swﬂ%[y] o=[y1(#=[y10,

damit folgt

also gilt @ (I'). Damit ist ¥"(I'} als Hiillensystem nachgewiesen.

Sei #< ¥ (I') gerichtet und @ =|( } #. Dann ist © eine Aquivalenzrelation,
da &(G) induktiv ist. Zu zell(x|[y] @) gibt es wegen (I14) y,, ..., v,€[v]1 O
mit zeIl{x|y,, ..., y,). Zu jedem ie{l, ..., n} gibt es ein $,€H mit y,e[v] ;.
Da £ gerichtet ist, gibt es ein e B mit @,, ..., d,=®. Also gilt y,, ..., y,ely] &.
Da ¢ev¥ (I) ist, folgt daraus

zell(xlyy, ...,y (x|[y] ®)c[x] P<=[x] O.

Damit ist I (x|[y] @)=[x] @ gezeigt, was @c ¥ (I') zur Folge hat, Das weist
¥ (I') als induktives Hiillensystem mit Idge ¥ (I') aus. Es gibt also die Aqui-
valenzklassengeometrie ¥ (7°(I')). Um I' =% (¥ (I')) zu beweisen, muB} [T =11,
gezeigt werden oder gleichwertig dazu IT(M)= " (M) fiir alle M =G. Fiir
alle M < G wurde II(M)e (I') schon gezeigt. Da M ganz in einer Klasse von
I (M) liegt (I1 6), gilt @7 D (M) IT(M).J1(0)=1dg = 0" (@), da Idge ¥ (I') ist.
Sei nun M =+0 und xe M. Fiir alle @c¥"(I') mit M <[x] © und alle yeG gilt
Hy|M) = (y|[x] @) <[y] ® und daher folgt IT(M)< @. Das ergibt II(M)<
@D (M), also IT(M)=0"D(M). Ist £ <=&(G) ein induktives Hiillensystem
mit Idge?, dann erfiillt der Operator I1, nach Hilfssatz 2.2 (I11)—(I14).

1(9(L)={9e8(G) |V x, yeG(I (x| [y] ®)<[x] &)}
={Pe8(G)|VyeG(O*([y] D)= )}
Da fiir alle 9. stets ©7([y] D)< & gilt, folgt ¥ = 77(%(¥)). Im allgemeinen
gilt nicht ¥ =77(%(%)). Als Gegenbeispiel wihle man etwa
£ —{Idg U (M x M)|M<G}.

Dann ist #<é&(G) ein induktives Hiillensystem mit Id;e#. Es gilt aber
L+EG)="(9(2))
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2.4. Korollar. Eine Menge G mit einem Operator I1: G x B(G)— B(G) ist
genau dann eine Aquivalenzklassengeometrie, wenn I1 die Axiome (I11)—(I14)
erfillt.

2.5.Satz (Burmeister). Die Aquivalenzklassengeometrien sind genau die
Kongruenzklassengeometrien endlichstelliger, partieller Algebren.

Da dieses Ergebnis hier nicht gebraucht wird, soll der Beweis nur ange-
deutet werden. Fiir eine endlichstellige, partielle Algebra A=(A4, F) ist der
Kongruenzrelationenverband €(A)s&(4) ein induktives Hilllensystem mit
1d,e€(A), also ist I'(A)=%(E(A)) eine Aquivalenzklassengeometrie. Die Um-
kehrung beweist man mit einer Verallgemeinerung eines Satzes von Lampe
(vgl. [8], S.60—61).

Der folgende Satz soll den Namen Geometrie fiir die hier definierten
Aguivalenzklassengeometrien rechtfertigen.

2.6. Satz. Jede Aquivalenzklassengeometrie ist eine Geometrie mit schwachem
Parallelismus im Sinne von Wille [15].

Beweis. Sei I'=(G, II) eine Aquivalenzklassengeometrie. Der Operator
[ 1: B(G)— B(G), der jeder Teilmenge von G den von ihr erzeugten Teilraum
der Geometrie I’ zuordnet, wird definiert:

[01:=9 und [M]:=H(x|M) firxeM, falls M =0 ist.

Wegen (I1 6) und (/19) hiingt diese Definition nicht von der Wahl von xeM
ab. Im folgenden werden die Axiome (I) — (IV) aus Wille [15], S. 12 nachgepriift.
@ J16)=[M]=2M, (I19) = [M]=[[M]].
(A5 [pl=1(p|p)={p} fiir alle pe G nach (II 8).
(I1I) [9]1=0 nach Definition.
(IV) Spezialfall von (I1 4).
B:={{M]|IMcGAM=*0} bezeichnet die Menge der nichtleeren Teil-
rdume von I'. Auf B wird ein schwacher Parallelismus IT erkldrt durch:

RIIS:«> §=1II(x|R) fiir ein (also alle) xeS. Nun werden diese Axiome (1)—(4)
aus Wille [15], S. 14 — 15 nachgepriift.

(1) Wegen (I110) gilt genau dann Re®B, wenn R=II(x|R) fiir ein xeR
gilt. Also gilt stets RITR.

(2) Fiir RIIS, S2 T und THU hat man xe8 und ye U mit S=II(x|R) und
U=II(y|T). Sei V:=TI(y|R). Wegen (IT10) gilt V=1II(y|V) und daher VeB
und RIV. U=IH(y|T)s(y|S)=HI(y|I(x|R)<=H(y|R)=V. Es gilt also
auch U<V

(3) peS, RIIS = S=1I(p|R)=II(p|R, p)=[R, p].

(4) Ist Re® und peG, dann ist wegen (I 10) auch II(p|R)eB. Nach der
Definition von II ist IT(p|R) die einzige Parallele durch p zu R.
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3. Bilder und Produkte von Geometrien

In diesem Paragraphen soll die Kategorie der Geometrien untersucht
werden, insbesondere im Hinblick auf Bilder und Produkte. Die Objekte
dieser Kategorie sind die Aquivalenzklassengeometrien, und die Morphismen
sind die von Wille in [15] eingefiihrten Geomorphismen.

3.1. Definition. [':=(G, 1) und I":=(G,IT’) seien Aquivalenzklassen-
geometrien, und ¢: G — G’ sei eine Abbildung.

¢ heiBt Geomorphismus, wenn fiir xeG und M <G stets plI{x|M}<
II'(p x| @ M) gilt.

@ heiBt starker Geomorphismus, wenn fiir xe G und M < G stets @I (x| M) =
II'(¢p x| @ M) gilt.

Wegen (IT4) kann man sich in der Definition auf endliche Teilmengen M
von G beschrinken.

Ist ¢ ein Geomorphismus, so schreibt man ¢: [ —I".

Die Kategorie ® der Geomertrien ist die Kategorie, die als Objektklasse
0(®):={I'|I" Aquivalenzklassengeometrie} und fiir I', I"e0(®) als Morphis-
menmenge (I, I"):={@|@: > I"} besitzt.

Die Monomorphismen (Epimorphismen) in der Kategorie & sind genau
die injektiven (surjektiven) Geomorphismen. Die Isomorphismen in & sind
genau die bijektiven, starken (!) Geomorphismen. Die Kategorie $ ist also
nicht ausgewogen (balanced) (ochne Beweis).

Der Begriff Geomorphismus, der oben mit Hilfe des Operators definiert
wird, 146t sich auch mit Hilfe der Systeme von Aquivalenzrelationen, die die
Geometrien beschreiben, charakterisieren.

3.2 8atz. L <é(G) und X' <=8(G') seien induktive Hiillensysteme mit
Idge ¥ und Idge#’, und ¢: G— G' sei eine Abbildung. Dann sind foigende
Bedingungen dquivalent:

(1) o ist ein Geomorphismus von 4(%) in 4{£").
(2) (@ x @)~ ist eine Abbildung von ¥ (4(%")) in ¥ (%(Z)).
(3) (¢ x @)~ " ist eine Abbildung von &' in ¥°(%(%)).
Beweis.(1)=(2): Ist @: 9(&) — % (&) ein Geomorphismus und @' e 7 (4(Z)),
so gilt fiir x, yeG:
Hy(y|lx1ex @) ' @)=Hy(ylo~ ' [¢x] ©) (Hilfssatz 1.3)
co oyl [ex] O)
So 'y (pyloe ' [ex]0) (¢ Geomorphismus)
<oy (pyllex]0)
co eyl® (0ev(9(2)
=[yl(e xp)~* @  (Hilfssatz 1.3).

Es folgt (@ x @) ' @' ¥ (4(F)).
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(2) = (3) folgt unmittelbar aus &' = ¥7(%(<")) (Satz 2.3).
(3)=> (1): Sei (¢ x @)~ * eine Abbildung von ¥’ in ¥ (%(¥)). Fir N=G'
gilt dann
(px@) PO (N)ev(49(L) und (p ' Nxo 'N)S(px @)~ 07 (N).
Daraus folgt
0% (e ' N)S(@px9)~t OF (N) ().
Nun folgt fiir xeGund M =G
PpIo(xIM)S @Il (x|0~! ¢ M)
=¢[x]10% (@~ o M)
colxllox) 107 (M) (®mit N=oM)
=0 ' [ox]Of (pM) (Hilfssatz 1.3)
<[px] 07 (¢ M)
=1, (¢ x|@M).
Daraus ergibt sich, dal ¢ ein Geomorphismus ist.

Fiir Aquivalenzklassengeometrien gibt es einen ,,Geomorphiesatz*: Fiir
I'eO(®) besteht ¥"(I') genau aus den Kernen von Geomorphismen.

Dazu betrachtet man folgende Konstruktion: Sei I'e O{®), I'=(G, II) und
@ev(I'). Man definiert py: G-— G/® durch pg(x):=[x] @ und [P)y )=
{@e? (I'|® < @}. Nach Hilfssatz 1.2 ist dann

L' ={(pg X pg) O|O€[P)yr)} SE(G/P).

(Po X Po): [Py £ ist ein Isomorphismus; also ist &’ ein induktives
Hiillensystem und es gilt Idgq=(pe X pg) P€Z’. Dann ist 4(£’) eine Geo-
metrie, und nach Satz 3.2 ist pg ein Geomorphismus von I' in 4(¥"). 9(¥")
wird mit I'/& bezeichnet.

3.3. Satz (Geomorphiesatz). Fiir '€ O(®) gilt

(@) ¥ (I') besteht genau aus den Kernen von Geomorphismen ¢: I'—T" mit
I'eO(6).

(b) Zu I''eO(®) und @eM(I',I") gibt es genau einen Geomorphismus
ge(I'/Ker @), I'), der das Diagramm

r—2__.,r

o

DPKer o //
I'/Ker o
kommutativ ergdnzt. @ ist injektiv (also ein Monomorphismus ).

Beweis. (a) Ist ¢: I’ > I'"=(G', IT') ein Geomorphismus, so ist nach Satz 3.2
Ker p=(¢p x )~ 1dg e? (I').
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Ist umgekehrt @e¥ ('), dann ist pg: I'—1'/® ein Geomorphismus mit
dem Kern ¢.

(b) Seien I'=(G, {I) und I"=(G’, [I'} Geometrien und sei ¢: I —I" ein
Geomorphismus. Dann gibt es genau eine Abbildung ¢: G/Ker ¢ — &', die
das Diagramm

G ¢ G

7
/o
PKero Fa
/
/

G/Ker/q)

kommutativ ergdnzt. § ist iiberdies injektiv.

Fiir e "(I'") gilt (p x @)~ @e¥"(I') (Satz 3.2) und (¢ x @)~ ' @ 2Ker ¢.

Daraus folgt (Pge X Pxer o) (@ X 9)~ @e¥ (I/Ker @). Wegen (G x @)™ ' =
(Pker o X Pier o) (@ X @)~ 1 ist (¢ x @)~ " eine Abbildung von 7" (I") in ¥ (I'/Ker ¢);
also ist @ auch ein Geomorphismus.

Satz 3.3(b) besagt, daB fiir jeden Geomorphismus ¢: I' > T die Geometrie
I'/Ker ¢ mit dem Geomorphismus py..,: I'—I'/Ker ¢ ein Bild von ¢ in der
Kategorie ® ist. Deshalb wird fiir @e¥(I') die Geometrie I'/® ein geomorphes
Bild von I genannt.

Ahnlich wie in Satz 3.2 die Geomorphismen beschrieben wurden, lassen
sich auch die starken Geomorphismen charakterisieren.

3.4. Satz. Seien I'=(G, II) und I'"'=(G', IT'} Geometrien, und sei ¢: I —1I'
ein surjektiver Geomorphismus. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:

(1) o ist ein starker Geomorphismus.

(2) Fiir alle @y (I') gilt @ Ker p=Ker ¢ o @c?¥ ('), und (¢ x p) ist eine
Abbildung von v (I'y in v~ (I'').

Beweis. (1) = (2): Fiir @ ¥ (I') gilt

(x,y)e@cKer ¢ <> z((x,2)e O A(z, y)eKer @)
«Jz(ze[x]1Orpz=9p}Y)
= pyep[x] O
< pyepll(x|[x]10) (0¥ ()
< gpyell'(pxlo[x]O) (1)
< gxell'(pyle[x] O)
= oexeplly|[x]0) (1)
= pxeply] ©
< (y,x)e@-Ker o
<(x,y)eKerpo 0.
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Es gilt also @ o Ker ¢ cKer ¢ o 0 und, da ® und Ker ¢ Aquivalenzrelationen
sind, folgt daraus @cKer p=Ker @ 0. (%)

(y|[x]@-Kerp)=I(ylo~" ¢[x] 6)
((x, y)e@Ker p=@ yep[x] ©s.0)
co Iyl @[x] O)
=o' Tpyloe ' o[x10) (1)
=¢ ' I'(pyle[x]©)
=p~lolI(y|[x]O) (1)
cololylo (0¥ (D)
=[y]@-Kergp (s.0.).
Damit ist auch ® o Ker pe?7(I') gezeigt.
T'(px|[eyllex)O)=IT'(ex|@[y] ©) ((+) und Hilfssatz 1.2(b))
=pll(x|[yl]®) (1)
co[x]@ (@ev (D)
=[px](px@)O® ((*) und Hilfssatz 1.2(b)).
Damit ist gezeigt, dal (¢ x @) eine Abbildung von ¥"(I') in " (I") ist.
2)=(1): Fir McG gilt wegen (2) stets (o x@)II{M)e? (I"). Aus
(oM x o M)<(p x @) II(M) folgt IT' (p M)=(¢ x @) II(M).
(@ xlpM)=[px] IT'(p M)

Slo xIle x @) I1(M)
=@[x]II(M) (Hilfssatz 1.2(b))
=@ll(x|M)

cll'(ex|¢M) (¢ Geomorphismus).

Aus dieser Ungleichungskette folgt @ II(x|M)=I'(p x|@p M), also ist ¢ ein
starker Geomorphismus.

3.5. Korollar. Ist ¢: I'>1I" ein starker Geomorphismus, dann liegt Ker ¢
im ,Zentrum™ von ¥~ (I).
Das Zentrum von ¥ (I') ist {@ey " (I}|V $e?v ()@ =P O)}.

3.6. Korollar. Sei ¢: I'>1I" ein starker surjektiver Geomorphismus. Dann
ist I'" isomorph zu I'/Ker @, d.h. I"" ist ein geomorphes Bild von I

Im folgenden wird die Kategorie ® auf Produkte hin untersucht. Es wird
gezeigt, daB es zu jeder Familie von Geometrien ein Produkt in & gibt. Eine
Beschreibung der Produkte liefert der Satz 3.8.

3.7. Hilfssatz. Sei (I[;|iel) eine Familie von Geometrien (I;=(G,, II))). Sei
ferner G = ,XIGI- mit den Projektionen p;: G — G; (iel).
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Fiir xe G und M < G wird definiert:

X Ii{p; x|p; M) fiir endliches M
H(xIM)::{lEI
(U{II(x|E)|[ES M endlich}  sonst.

Dann ist .XII;::(G, II) eine Geometrie und die Projektionen p;: .XIE—M’; {iel)
e ie
sind starke surjektive Geomorphismen.
Beweis. Zuerst werden die Axiome ([11)—(I14) fiir IT nachgepriift. ({1 1)

und (/1 3) folgen unmittelbar aus der Giiltigkeit von (IT1) und (I7 3} fiir alle
II, (iel). Um (I1 2) und (IT 4) beweisen zu kénnen, wird zunéchst (I1 5) gezeigt.

(IT5): Sei Ne M =G und xeG. Ist M unendlich, so folgt IT (x| N) < [ (x| M)
sofort aus der Definition von I1. Ist M endlich, so ist auch N endlich. In I} gilt
(p; x| p; N)= IIi(p; x| p; M).

Daraus folgt II(x|N)= II{x|M).

(I12): Zu zeH(x]H(y|M)) gibtes y;, ..., v, II(yiM) mit ze T {(x}y,, ..., ¥,)-
Zu y,ell(y|M) gibt es ein endliches E, =M mit y, eIl (y|E,). Dann gilt fiir die
endliche Menge

E= UEr Yis »ynen(yiE)

r=1
wegen (11 5). Fiir alle ie ] gilt
I (py x| p; Y15 -5 D1y S IL(ps x| p 1T (V| E))
:Hi(Pix|Hi(PiYIpi E))
SILi(p; x|p; E).
Daraus folgt II(x|yy, ..., ySIT{(x|EYcII(x|M) nach (II5). Es gilt also
zeIl(x|M), was II(x|IT(y|M))<II(x|M) zur Folge hat.

(IT4): I (x|M)=|){II(x|E)|ES M endlich} gilt fiir unendliches M nach
Definition und fiir endliches M wegen (/1 5).

Damit ist gezeigt, dal} _XIE eine Geometrie ist. Nach der Definition von I1
gilt fiir alle endlichen M =G und fiir iel stets p; [1(x|M)=1I;(p,x|p; M), was
p; als starken Geomorphismus ausweist.

3.8. Satz. [':=(G, II) und I,:=(G;, ;) (icl) seien Geometrien, und p;: I' —1I;

seien Geomorphismen.
Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent :

) r= _XIE mit den Projektionen p;: I' = I (iel).
(2) G=.X1Gi mit den Projektionen p;: G— G, (iel), und fiir alle iel ist
p;: I'— I ein starker Geomorphismus.

(3) I ist das Produkt der (I]|iel) mit den Projekiionen p;: I —1I; in der
Kategorie ® der Geometrien.

Beweis. (1) = (2) ist Hilfssatz 3.7.
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(2)= (3): Seien I''=(G', [I"'eO(®) und ¢,: I'"— I (iel) Geomorphismen.
Es ist zu zeigen, daB es genau einen Geomorphismus ¢: I'— I gibt, der fiir
alle iel ¢,=p,; e erfiillt. Da G das Produkt der Mengen G, ist mit den Pro-
jektionen p;: G— G,, gibt es genau eine Abbildung ¢: G'— G, die fiir alle ie ]
@;=p; @ erfiillt. Es bleibt zu zeigen, daBl ¢ ein Geomorphismus ist. Fiir die
Abbildung ¢ gilt

(pxop)y'= m (@i x @)~ (p; x py)-
iel
Wegen (2) sind alle p; starke, surjektive Geomorphismen, was zur Folge hat,
daB (p, x p;) eine Abbildung von ¥ (I') in ¥"(I)) ist (Satz 3.4). Da alle ¢; Geo-
morphismen sind, ist (¢; x ¢,)~* eine Abbildung von ¥"(I;) in ¥"(I") (Satz 3.2).
Y (I") ist ein Hiillensystem; also fithrt die Durchschnittsbildung nicht aus
7" (I") heraus. Daraus folgt, daB (¢ x ¢)~! eine Abbildung von ¥ (I') in ¥ (I'"))
ist. Das zieht nach sich, daB ¢ ein Geomorphismus ist {Satz 3.2).

(3)==(1): Da in jeder Kategorie Produkte bis auf Isomorphic cindeutig
bestimmt sind, und da wegen (1)=(2)=-(3) _XIF,- ein Produkt der I; mit den
Projektionen p;: ‘XIFi — [; ist, muB jedes Produkt der I; mit den Projektionen
p; von dieser Gestalt sein.

3.9. Satz. I}:=(G, ITy), ..., I,:=(G,, I1,) seien Geometrien, und I':=(G, IT)
sei das Produkt der I, ..., I, mit den Projektionen p;: I'— I, (i=1, ..., n). Dann
gilt fiir alle Mengen M < G stets

11(x[M)= X I1i(p: x|p; M).

Beweis. Nach Satz 3.8 ist n
I'=XI

111-

Fiir endliche M ist also nichts zu zeigen. Aus der Definition von IT (Hilfs-
satz 3.7) folgt

H(le)g‘XIHl-(p,-xlpiM) firalle M<G.
Ist
yez(lﬂi(pixlpiM), so folgt p,yell;(p;x|p; M) furalle i=1,...,n.

Es gibt also fiir i=1, ..., n endliche Teilmengen E;Sp; M, die p; yell;(p; x| E,)
erfiillen. Daraus folgt die Existenz einer endlichen Teilmenge ESM mit
E,cp,E firi=1,...,n Das zicht nach sich

ye)_(lni(pixlEi)g‘Z(IHi(pix]pi E)=1(x|E)s I(x|M).
Es gilt also auch fiir unendliche M

H(XIM):Axlni(pix‘piM)'
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4. Diagonalprodukte

In diesem Abschnitt werden die affin koordinatisierbaren Geometrien
betrachtet. Das sind die Kongruenzklassengeometrien von endlichstelligen
vollstindigen Algebren. Im Zusammenhang mit dem vorhergehenden Ab-
schnitt treten folgende Fragen auf:

Ist jedes geomorphe Bild einer Kongruenzklassengeometrie wieder eine
Kongruenzklassengeometrie ?

Ist jedes Produkt von Kongruenzklassengeometrien wieder eine Kon-
gruenzklassengeometrie?

Wenn ja, wie sehen die zugehorigen Algebren aus?

Auf die ersten beiden Fragen erhdlt man ,ja* als Antwort (Satz 4.3 und
Satz 4.6). Den geomorphen Bildern von Geometrien entsprechen die homo-
morphen Bilder der Algebren. Den Produkten von Geometrien entsprechen
die ,,Diagonalprodukte” von Algebren, die in Definition 4.4 eingefiihrt wer-
den. Ein Diagonalprodukt von Algebren ist im wesentlichen das Produkt der
Algebren, dem man die zu dem Produkt gehorigen Diagonaloperationen als
neue Operationen hinzufligt. Satz 4.7 untersucht deshalb, fiir welche Algebren
die Produkte bereits Diagonalprodukte sind. Da die Begriffe ,algebraische
Operation®, ,algebraische Funktion“ usw. in der Literatur nicht ¢inheitlich
verwendet werden, sollen diese grundlegenden Begriffe noch kurz erldutert
werden.

4.1. Definition. Eine Operation auf einer Menge A ist eine Abbildung f:
A" — A; dabei ist n eine natiirliche Zahl, und f heilt n-stellig.

Auf jeder Menge 4 hat man gewisse, ausgezeichnete Operationen,

Die trivialen Operationen €} sind die Operationen, die fiir alle x;,...,x,€4
die Bedingung e} (x,, ..., x,) =X, erfillen (1<k=<n).

Die konstanten Operationen ¢ sind die Operationen, die fir alle x,, ..., x,€4
die Bedingung ci(xy, ..., x,)=a erfiillen (aeA4).

Eine Algebra A=(A4, F) ist eine Menge A zusammen mit einer Menge F
von Operationen auf 4. Die Menge A4 heillt Grundmenge der Algebra und die
Elemente von F heilen fundamentale Operationen.

Die algebraischen Operationen auf A sind die Operationen, die man in
endlich vielen Schritten aus den trivialen und fundamentalen Operationen von
A erhilt, wenn man bei jedem Schritt schon erzeugte Operationen ineinander
einsetzt.

Die algebraischen Funktionen auf A sind die Operationen, die man auf die
gleiche Weise aus den trivialen, fundamentalen und konstanten Operationen
von A erhilt.

Offenbar erhilt man die algebraischen Funktionen aus den algebraischen
Operationen, indem man in den algebraischen Operationen cinige Variable
durch Konstanten ersetzt.

Eine Aquivalenzrelation @ auf A heiBt vertriglich mit der n-stelligen Ope-
ration fauf A, wenn aus (x, y,), ..., (X, V) €O stets (1 (xy, ..., X, f V1, ..., yu))€O
folgt. Eine Aquivalenzrelation auf 4 heiBt Kongruenzrelation auf der Algebra
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A, wenn sie mit allen fundamentalen Operationen von A vertriglich ist. Die
zulédssigen Operationen auf A sind die Operationen, die mit allen Kongruenz-
relationen auf A vertriglich sind. Man sieht sofort, daB man algebraische
Operationen (algebraische Funktionen, zuldssige Operationen) erhilt, wenn
man algebraische Operationen (algebraische Funktionen, zuldssige Operatio-
nen) ineinander einsetzt.

Fiir eine Algebra A bezeichnet €(A) die Menge aller Kongruenzrelationen
auf A und I'(A) die Kongruenzklassengeometrie %(€(A)) von A.

4.2. Hilfssatz. Fiir jede Algebra A gilt €(A)="7"(I'(A)).

Beweis. Aus I'(A)=%(€(A)) folgt €(A)=7"(I'(A)) (Satz2.3). Nach Wille
[157 Satz 1.2 ist eine Aquivalenzrelation genau dann eine Kongruenzrelation
auf A, wenn sie mit allen einstelligen zuldssigen Operationen von A vertrig-
lich ist. Sei @7 (I'(A)) und f: A— A4 eine zulissige Operation auf A. Dann
gilt fir alle x,yed stets (fx, fy)e@*(x,y) und daher fyell(fx|x,y). Ist
(x, y)ed, dann gilt {x, y} =[x] @ und weiter

fyell(fx|x, s (fx|[x]P)=[fx] P,

da ®ev¥ (I'(A)) ist. Folglich ist (fx, fy)e® und daher ist f vertriiglich mit &.
Damit folgt auch ¥"(I'(A)) = €(A).

4.3. Satz. Sei A eine Algebra, I'=T'(A) und ®e (I'). Dann gilt I'/$=
F(A/D).

Insbesondere folgt: Geomorphe Bilder affin koordinatisierbarer Geo-
metrien sind affin koordinatisierbar.

Beweis. Nach Hilfssatz 4.2 ist @cC(A).

Ist ¢: A—A/® der kanonische Homomorphismus, dann folgt €(A/P)=
(@ X @) [P)gay (vgl. Gritzer [4], §11, Thm. 3). Das bedeutet aber I'/®=
T'(A/D).

4.4. Definition. A=(4, F) und A;=(4;, F) (iel) seien Algebren (nicht not-
wendig von gleichem Typ). Ferner sei A das Produkt der 4, mit den Projek-
tionen p;: 4— A;. Die Diagonaloperationen d; und die Aquivalenzrelationen
O, (iel) auf A seien definiert wie in Hilfssatz 1.10. A heiBt ein Diagonalprodukt
der A; mit den Projektionen p, (iel), wenn die folgenden Bedingungen (Da)
(Db) und (Dc) erfiillt sind:

(Da) Alle d; (iel) sind algebraische Funktionen auf A.

(Db} Alle @, (iel) sind Kongruenzrelationen auf A. Aus (Db) folgt nach
Hilfssatz 1.11, daB jede zuldssige Operation (insbesondere jede algebraische
Funktion) auf A von der Gestalt f= -Xr f: ist. f; heil3t das i-te Komponente von f.

>

(Dc) Ist f eine algebraische Funktion auf A, so ist fiir jedes icl die i-te
Komponente von f eine algebraische Funktion auf A,. Ist umgekehrt f; eine
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algebraische Funktion auf A;, so gibt es eine algebraische Funktion f auf A,
die f; als i-te Komponente besitzt.

Es sollte hier noch angemerkt werden, dafl man fiir den Fall I={1,2,...,n}
die Bedingung (Da) durch die folgende Bedingung (Da’) ersetzen kann.

(Da’) Die n-stellige Diagonaloperation d, die zu dem Produkt A=
Ay x A, x -+ x A, gehort, ist eine algebraische Funktion auf A.

(Da) = (Da’) erhilt man aus Hilfssatz 1.10, da d=d,; , ist, und da alge-
braische Funktionen ineinander eingesetzt wieder algebraische Funktionen
sind. Fiir (Da’)=>(Da) beachtet man, dal fir i=1,2,...,n stets d;(x, y)=
dx,...,x, 9, x...x) gilt (y an der i-ten Stelle). Mit d sind also auch 44, ...,4d,
algebraische Funktionen auf A.

4.5. Satz. A:=(A, F) sei ein Diagonalprodukt der Algebren A;:=(A, F}) mit
den Projektionen p; (iel). Dann gilt I'(A)= X I'(A;) mit den Projektionen p;:
(&) T(A).

Beweis. Da alle @, Kongruenzrelationen auf A sind (Db), ist A das Pro-
dukt der Algebren B;:=(4;, G;) mit den Projektionen p;: A— B;, wobel G,
genau die i-ten Komponenten der feF enthilt. Fiir jedes Produkt von Alge-
bren sind die algebraischen Funktionen auf den Faktoren genau die ent-
sprechenden Komponenten der algebraischen Funktionen auf dem Produkt.
Wegen (Dc) folgt, daB A; und B, dieselben algebraischen Funktionen besitzen.
Daraus ergibt sich €(A;)=C€(B,) und weiter ['(A,)=T(B;). Nach Wille [15],
Satz 3.11 ist p;: I'(A) — I'(B,) ein Geomorphismus. Nach (Da) sind alle @& (A)
vertraglich mit allen d; (iel). Mit Hilfssatz 1.9 schlieBt man daraus &o @;=
;¢ @ fiir alle iel. Da €(A) ein Teilverband von &(4) ist, ist mit @ und O,
auch deren Verbindung @ o @; in €(A). Nach Satz 3.4 ist daher p;: ['{A)>T'(A})
ein starker Geomorphismus. Wegen Satz 3.8 folgt daraus I'(A)= X I'(A,;} mit
den Projektionen p;: I'(A)—T'(A)). el

Im folgenden Satz wird gezeigt, dafl man zu jeder Familie von Algebren
ein Diagonalprodukt erhilt, wenn man die Algebren zuerst auf gleichen Typ
bringt, dann das Produkt bildet und dieser Algebra noch die Diagonalopera-
tionen als neue fundamentale Operationen hinzufiigt.

4.6. Satz. Ein Produkt von Geometrien ist genau dann affin koordinatisierbar,
wenn jeder Faktor affin koordinatisierbar ist.

Beweis. Jeder Faktor eines Produktes von Geometrien ist ein (starkes)
geomorphes Bild des Produktes (Satz 3.8 und Korollar 3.6). Jeder Faktor eines
affin koordinatisierbaren Produktes von Geometrien ist daher {Satz 4.3) wie-
der affin koordinatisierbar. Sei (A;|iel) eine Familie von Algebren (A;:=
(4;, F)). Wenn man zu den F, triviale Operationen geeigneter Stelligkeit hin-
zunimmt, so entstehen Algebren A;=(4;, F,u E)), die alle von gleichem Typ
sind. Sei A:=(4, F) das Produkt der A, mit den Projektionen p;: A— A (iel).
Zu dem Produkt A= i)s(IAi gehort eine Familie von Diagonaloperationen D=

{d;liel}. Die Algebra A*=(A4,FuD) ist das Produkt der Algebren A¥=
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(4;, ;U E;U E¥) mit den Projektionen p;: A* —Af, wobei Ef={e; |je!} und

fii
e; (x, y):{x '1‘1r H:l fiir alle x, ye4;
d y  fiir j=i

ist. Das gilt, weil ¢;, gerade die i-te Komponente von d; ist. (Db) und (Dc)
gelten fiir jedes Produkt von Algebren und (Da) gilt in A* also ist A* ein
Diagonalprodukt der A¥ mit den Projektionen p; (iel). Da fiir alle icI E; und
EF¥ nur triviale Operationen enthalten, stimmen die algebraischen Funktionen
auf A; und A¥ iiberein. (Dc) iibertrédgt sich also auch auf die A, (iel), was A*
als Diagonalprodukt der A; mit den Projektionen p, (iel) ausweist.

4.7. Satz. Die Algebra A sei das Produkt der Algebren A, (icl). A ist genau
dann ein Diagonalprodukt der A;, wenn alle zugehdrigen Diagonaloperationen
d; (iel) algebraische Funktionen auf A sind.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der Definition 4.4, wenn man beachtet,
daB fiir jedes Produkt von Algebren (Db) und (Dc) gelten.

4.8. Satz. Die Algebren A, (icl) seien von gleichem Typ mit zwei zweistelli-
gen fundamentalen Operationen + und -. Uberdies besitze jedes A; zwei Ele-
mente 0; und 1;, fiir die folgende Gleichungen gelten:

X 0;=0;Ax-1;=xA0;+x=x=x+0,.
Dann ist das Produkt der A, ein Diagonalprodukt.

Beweis. Sei A:=(A, F) das Produkt der A; mit den Projektionen p;: A—A,.
a;, b; (iel) seien die Elemente von A, die fiir alle jel

L fir jei 0;
P {0. fir j=i 0 P {1

; )
erfiillen. Die zweistellige Operation d; wird deﬁnie;t:
di(x, y):=(x-a)+(y-by).
Dann ist d; eine algebraische Funktion auf A und es gilt
p;di(x, y)={(p;x - p;a;)+(p;y - p;by)
_{(pjx-lj)+(pjy-0j)=pjx+0j=pjx fiir j=+i
Cyx-0)+ ;- L)=0+py=p;y  fiir j=i.

d; ist also die entsprechende Diagonaloperation.

fir j+i
fiir j=i

4.9, Korollar. Produkte von Ringen mit Eins und Produkte von Verbinden
mit gréfitem und kleinstem Element sind Diagonalprodukte.

5. Affin vollstindige Algebren

Bei Betrachtungen tiber Geometrien mit (schwachem) Parallelismus erwei-
sen siqh die Dilatationen als besonders wichtiges Hilfsmittel. Die Dilatationen
einer Aquivalenzklassengeometrie I' sind gerade die einstelligen Operationen,

10 Math. Z, Bd. 121
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die mit allen ®e¥ (I') vertriglich sind. Fiihrt man in naheliegender Weise
mehrstellige Dilatationen ein, so erhilt man eine entsprechende Charakteri-
sierung (Satz 5.2).

Aus geometrischer Sicht sind solche Algebren besonders interessant, in
deren Kongruenzklassengeometrie sich jede (mehrstellige) Dilatation ,,alge-
braisch beschreiben” 14Bt. Solche (noch genau zu definierenden) Algebren
werden ,,affin vollstindig” genannt. Es wird gezeigt, daB ein Diagonalprodukt
endlich vieler affin vollstdndiger Algebren wieder affin vollstindig ist. Mit
diesem Satz gewinnt man eine Fiille von Beispielen affin vollstdndiger Alge-
bren {s. Abschnitt 6).

5.1. Definition. Sci I':=(G, IT) eine Geometrie. Fiir Mengen M, =G (iel)
und Flemente xeG wird definiert:
HMlieD:={®ev (D)| H(M)<= P}
iel
und
(x| M| iel):=[x] I(M;|ic ).
Falls I={1,2,...,n} und fir iel M;={y,,..., Vs, ist, schreibt man fiir
H(x |M;| ieI)auch II(X|yyy, ..., Yiry5 -3 Vats ---» Yur,)- Eine n-stellige Operation
d: G"— G heiBt eine (n-stellige) Dilatation auf I, wenn fiir xy, ..., X,, V1, ..., V.€G

stets
5(_))1, "'7yn)en(5(xla ‘--,X,,)le, Y1;x27 yzz ...;Xn, yn)

gilt. Fiir den Fall n=1 lautet die Definition einer Dilatation also §{y)e
1I{6(x)|x, y), was genau der Definition in Wille [15] entspricht.

5.2. Satz. Sei I':=(G, II) eine Geometrie und O eine Operation auf G. Dann
sind folgende Bedingungen dquivalent:

(1) o ist eine Dilatation auf I.

(2) 0 ist vertrdglich mit allen dev¥ (I).

Beweis. (1)=>(2): Sei @ (I') und (x4, y1), ..., (X4, y,)€P. Dann ist

H(x;, y)<E9D, ..., {x,, y)=@;

also gilt IT(x;, yi; .5 X0, V) ©@. Da § eine Dilatation ist, gilt

5(y15 '--7yn)EH(6(x15 ‘~~7xn)|x19 yl: voes Xp» yn)g[cs(xl; ...,X,,)] gpo

also (6(xy, ..., x,), 6(¥1, ..., yu))€®. Folglich ist  vertriglich mit ®.
(2)=(1): Fiir alle x, ..., x,,, yy, ..., y,€G 1st die Relation IT(x,, ;... X4, V)
in ¥°(I), da ¥"(I') ein Hiillensystem ist. Da § mit allen @e¥ (I') vertriglich

ist, folgt )
5()}1’ cery yn)EH(é(Xl, LR} xn)|x19 y17 ey X yn)

5.3. Korollar. Fiir jede Algebra A sind die Dilatationen auf I'(A) genau die
zuldssigen Operationen auf A.

Dieses Korollar ist eine unmittelbare Folge aus Satz 5.2, wenn man be-
achtet, daB 7 (I'(A))=G(A) ist (Hilfssatz 4.2).
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5.4. Definition. Fine Algebra A heilt affin vollstindig; wenn alle zuldssigen
Operationen auf A schon algebraische Funktionen sind!.

Da auf jeder Algebra alle algebraischen Funktionen zuldssig sind, folgt
aus der Definition, daf} die Dilatationen auf der Kongruenzklassengeometrie
einer affin vollstindigen Algebra genau die algebraischen Funktionen sind.

5.5. Hilfssatz. Die Algebra A:=(A4, F) sei ein Diagonalprodukt der Algebren
A=(A, F),...,A,:=(4,, E). Dann gilt:

(a) Die algebraischen Funktionen auf A sind genau die Operationenf; x -+ x f,,
wobei die f,, ..., f, algebraische Funktionen auf A, ..., A, sind.

(b) Die zuldssigen Operationen auf A sind genau die Operationen f{ X --- X f,,
wobei die f,, ..., f, zuldssige Operationen auf A, ..., A, sind.

Beweis. Wegen (Db) und Hilfssatz 1.11 sind alle zuldssigen Operationen,
also erst recht alle algebraischen Funktionen auf A von der Gestalt f=
fl X er X fn

(a) Wegen (Dc) bleibt zu zeigen, dafl es zu algebraischen Funktionen
fis--s fnauf Ay, ..., A, eine algebraische Funktion fauf A gibt, dief=f; x -+- x f,
erfiillt. Nach (Dc) gibt es fiir jedes ie{1, ..., n} eine algebraische Funktion f*
auf A, die f; als i-te Komponente besitzt. Da wegen (Da’) auch d eine algebra-
ische Funktion auf A ist, ist auch f:=d(f*, ..., f™) eine algebraische Funktion
auf A. Fiir x4, ..., x,€A4 folgt:

pif(xh st xk):pid(fl(xla s xk): ""fn(xD sy Xk))
=pif1(xps o5 Xp)
=fi(p; X1, .. P %) fUr i=1,...,n.
Nach Definition 1.7 gilt also auch f=f; x--- x f,.

(b) Sei f zuldssig auf A; dann gilt f=f; x --- x f,. Um zu zeigen, daB die f;
zuldssig auf den A, sind, wahlt man @;eC(A;) und (x;1, yi1), -+, i, Vi) €6,
und zeigt (f;(x; 1 -» X fi(i1s -5 Vi) €O;. Da p;: A— A, surjektiv ist, gibt
€S Xpy ooy Xyy Vs vy Yn €A Mt Py Xy =X;q, oo, Py V= Vix. D2 p;: ['(A)—T'(A;) ein
Geomorphismus ist, gilt wegen 7" (I'(A))=€(A), 7" (I'(A))=C(A,) und Satz 3.2
(p; X p;)~ 1 @,eC€(A). Nun folgt

(xh y1)5 LRE) (xks yk)e(pi Xpi)“1 @i
:>(f(x13 vees xk)af(yla sy yk))e(pi Xpi)Al Qi
(f zuldssig auf A)
= (pif(xb s Xy Dif (s - J’k))e O,
:>(fi(Pix1= e Dy Xi)s Ji(Di V15 .,,,PiJ’k))EQi
= (fi(xils oo Xith [iOits oo yik))e 0.

! Die Frage nach affin vollstindigen Algebren ist gerade Problem 6 von Grétzer [4].
10
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Fiir die Umkehrung wéhle man zuldssige Operationen fi, ..., f, auf A, ..., A,
und zeige f; x --- x f, ist zuléssig auf A. Sei f=f; x --- x f, und @@ (A). Es ist
zu zeigen, daB f mit @ vertréglich ist. Wegen €(A)=7"(I'(A)) und Satz 3.4 ist
(p; x p;) @e? (T (A))=C(A)); denn p;: I'(A)—T(A,) ist ein starker surjektiver
Geomorphismus.

Sei (X, y1)s -, (X, Y)€P 0 O;. Es folgt:

(Pix1, Pi V), -5 (i X, P V)E(P; X p)) @
=>(fi(PiX17 e DX JiDi Ve -~-aPiyk))€(Pi><Pi)q§
( f; zuldssig auf A))
:(Pif(xh s X D f W1 }’k))E(Pi X p;) P
(f=fix-xf)
=>(f(x1: s Xih SO, ~--vyk))€(p° 9,
(@0 O;=(p;xp) ' (pix p) D).

fist also vertriglich mit @ o ©,, also auch mit () ®o ©;. Da ® mit d vertrig-
n i=1
lich ist, gilt = (") @ - O, (Hilfssatz 1.9). Somit ist f vertriglich mit .
i=1
5.6. Korollar. Die Algebra A sei ein Diagonalprodukt der Algebren A, ..., A,
A ist genau dann affin vollstindig, wenn die A, ..., A, affin vollstindig sind.

6. Beispiele
Pixley definiert in [10] cine dreistellige Operation p mit der Eigenschaft

z fur y=+z
14 (X, Vs Z) = .

x fir y==z.
Er beweist, dafl gewisse Algebren dieses ,Pixley-Polynom® als algebraische
Operation besitzen und alle Algebren mit dieser algebraischen Operation ein-
fach sind. In Werner [17] wird gezeigt, daB dieses Polynom die endlichen
funktional vollstdindigen Algebren charakterisiert. Die funktional vollstdndi-
gen Algebren sind genau die einfachen affin vollstindigen Algebren.

6.1. Definition. Eine Algebra A heilBit funktional vellstdndig, wenn jede Ope-
ration auf ihrer Grundmenge schon ¢ine algebraische Funktion ist.

Eine Algebra A:=(4, F) heiBit einfach, wenn sie nur Id, und O, als Kon-
gruenzrelationen hat.

6.2. Folgerung. Die funktional vollstindigen Algebren sind genau die ein-
fachen affin vollstindigen Algebren.

Beweis. Pixley zeigt in [10], daBl das oben definierte Pixley-Polynom nur
mit Id, und O, vertriglich ist. Daraus folgt sofort, daB} jede funktional voli-
stiindige Algebra einfach sein muB, da sie das Pixley-Polynom als algebraische
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Funktion hat. Da auf einfachen Algebren jede Operation zuldssig ist, fallen
dic Begriffe funktional vollstindig und affin vollstdndig auf einfachen Alge-
bren zusammen.

6.3. Affin vollstindige, triviale Algebren. Eine triviale Algebra A=(A4, ) ist
genau dann affin vollstdndig, wenn |42 ist.

Die algebraischen Funktionen auf A sind genau die konstanten und die
trivialen Operationen. AuBerdem gilt €(A)=¢&(A4). Falls {4]<1 ist, ist die
Behauptung trivial.

Fiir |4|=2 ist A einfach, also jede Operation auf A zuldssig. Da auf 4
nicht jede Operation konstant oder trivial ist, kann A nicht affin vollstindig
sein.

Fiir [A|= 3 gilt
{x} fiir x¢{a, b},

H(x|a, b):{{a’ b}  fiir xe{a, b}.

(a) Ist f: A— A zuldssig, so ist f konstant oder f=1d,.

Sei f: A— A zuldssig und f+1d,.

Dann gibt es ein aeA mit f{a)+a.

Fiir x= f(a) folgt f(x)eII(f(a)lx, a)={f(a)}, also f(x)=f(a).

Angenommen es gilt f(/(a))=f(a).

Fiir x=/(f(a)) folgt dann wie oben f(x)=f{f(a)). Wegen |42 3 gibt es ein
ced mit f(a)£c*f(f(a). Es folgt f(a)=f(c)=/(f(a)), was der Annahme
widerspricht. Also gilt fiir x=f(a) auch f(x)=f(a). Folglich ist f/ konstant.

(b} Ist f: A" — A zuldssig, so ist f konstant oder trivial.

Sei f: A" — A zuldssig, aber nicht konstant.

Da f wenigstens von einer Stelle abhingt, kann 0.B.d.A. angenommen
werden, daB f von der ersten Stelle abhingt. Es gibt also a,, ..., a,e4, fiir die
die Operationf(x, a,, ..., a,) nicht konstant ist. Wegen (a) folgt /(x, a;, ..., 4,) =X
fiir alle xeA.

Sei ie{2,...,n} und b;, c;e A mit ¢;¢{a;, b;}. Es folgt

flei, ag, by a)ell(f(c;, an, ..., a)la;, b)={c;}.

fx,a5,..., b, ..., a,) ist zulissig, also nach (a) konstant oder gleich Id,.
Angenommen f(x, a,, ..., b;, ..., a,) ist konstant.
Wegen f(c;, az, ..., by, ... a)=c; gilt f(x,a,,....b;,...,a)=c,.
Damit folgt

ci=fbi,az,....b;, ... a)ell(f(a;, a,, ..., a)la;, b,-):{ai, b},

was ¢;¢{a;, b;} widerspricht. Es gilt also auch f(x, a,, ..., b;, ..., a,)=x. Ersetzt
man somit nacheinander a,, ..., a, durch beliebige b,,...,5,, so gilt immer
noch f(x, b,, ..., b, )=x fir xe4.

£ ist demnach trivial.
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6.4. Affin vollstiindige Diagonalalgebren. Diagonalalgebren sind genau dann
affin vollstdndig, wenn keine Komponente genau zwei Elemente besitzt.

Diagonalalgebren (vgl. Plonka [12]) sind Diagonalprodukte von endlich
vielen trivialen Algebren. 6.3 und Satz 4.6 ergeben die Behauptung

6.5. Affin vollstindige Vektorrdume. Vektorrdume sind genau dann affin
vollstindig, wenn ihre Dimension nicht gleich eins ist.

Sei A:=(A, +, —,0,(4");.x) ein Vektorraum iiber dem Kérper K. Die
algebraischen Funktionen auf A sind genau die Operation f, flir diees 1, ...,
2.€K und aeA gibt, so daB fiir alle x, ..., x,€4 stets

n

SO s X)= Y, X +a

k=1
gilt.
Die Kongruenzrelationen in Vektorrdumen korrespondieren eineindeutig
den Untervektorrdumen. Insbesondere gilt

zell(ulx, y)<3ieK(z—u=4-(x—y)).

Ist dim A=0, so ist |4]=1. Daber ist A affin vollstindig. Ist dim A =1, so ist
A einfach und A= K. Die Multiplikation in K ist zwar zuldssig, aber keine
algebraische Funktion. Wire ndmlich x-y=1x+uy+a, so wiirde fiir x=0
bzw. y=0 folgen: 0=puy+a und 0=Ax+a fiir alle x, yeA. Das wiirde aber
heien A=pu=0 und a=0. Das hitte x- y=0 zur Folge, was in K faisch ist.
A ist also nicht affin vollstindig.

Sei im folgenden dim A = 2.

(a) Ist f: A— A zuldssig, so ist f eine algebraische Funktion. Ist f: 4—A4
zuldssig, so ist f eine Dilatation auf der affinen Geometrie des Vektorraumes
A. Nach Artin [1], S.68 (2.5) ist dann f von der Gestalt f(x)=4x+a fiir ein
AeK, acA. fist also eine algebraische Funktion auf A.

(b) Istf: A" — A zuldssig, so ist f eine algebraische Funktion. Durch Induk-
tion iiber n wird folgende Aussage bewiesen:

Iy eers 2g€KVYxq, oy x€A (S0, s )= A % +£(0, ..., 0)).
k=1

Fiir festes x,, ..., x, ist f eine zuldssige Operation in x,. Nach (a) gibt es ein
eK mit

)“x;_...x,.
Jf(xla vees xn):/lxz...x" T Xy +f(0, Xoyeeey xn)'

Nun wird gezeigt, dal 4., .. . =4, .., fUr ein beliebiges y,eA ist.
f(-xh ---ayia "':xn)EH(f(xla ---’xn)lxi’ yl)
=>.f(x15 s Vi "'axn)_f(xb '-'axn)ziul(xi_yi)
/\f(O,Xz, ---’yia "'7xn)—f(07 Xz, ""xn)zl'l'Z(xi—yi)

= ()"x;_...y,-...x,._/’:'xz...xl-.‘.xn) s Xg :(:ul —ﬂz) (xi _yl)
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Da dimA>2 ist, kann man ein x; unabhidngig von x;—y; wahlen, falls
x;—y; 0 ist. Dann folgt A,, .. . =%, . x.» Was bedeutet, daB Z nicht von
X5, ..., X, abhingt. Es gilt also:

(*) E;LleKvxl,...xneA (f(xl,‘..,X,,,)Zilxl-i—f((),xz,...,Xn)).

£(0,x,,...,x,) ist eine (n—1)-stellige zuldssige Operation. Wendet man die
Induktionsvoraussetzung an, so erhiilt man

(**) 3&2,...,2."EKVX2,...,X"€A (f((),xz,...,xn)zZ)»kxk—{—f((),...,())).
k=2

(*) und (s«) ergeben die Behauptung.

6.6. Funktional vollstindige Ringe. Fiir jeden Ring R mit 1 sind folgende
Bedingungen dquivalent:

(1) R ist einfach und endlich.

(2) R ist isomorph zu einem vollen Matrizenring iiber einem endlichen
Korper.

(3) R ist funktional vollsténdig.

Beweis. (1)=(2): Als endlicher einfacher Ring mit 1 ist R ein einfacher
artinscher Ring mit R?=%(0). Nach dem Satz von Wedderburn-Artin (vgl.
Kertész [7], Satz 7.15) ist R somit isomorph zu einem vollen Matrizenring

{iber einem Schiefkorper, der wegen der Endlichkeit von R ein endlicher Kor-
per ist.

{2)=(3): Sei K, der Ring aller n x n-Matrizen tiber dem endlichen Kor-
-per K. Dann gilt fiir ae K und k:=|K|—1 stets

. 0 fiir a=0
a =
1 fiur a=+0.

E; €K, sei die Matrix, die an der Stelle (i, j) eine 1 und sonst {iberall 0 stehen
hat. Es gilt dann:

() K, ist ein Vektorraum iiber K mit der Basis {E;|i, j<n}.

0 fiir j+e
T3 E..-E =
() i3 Sem {E,.,,, fiir j=e.
() E:= ) E, ist das Einselement in K,,.

Zu jedem BeK, gibt es wegen (x) {b;;]i, j<n} S K mit

B= Y bE,;.

i,j<n
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Fiir i, j<n betrachtet man

‘Biﬁ: Z EeiBEje
=Y b;E,, nach (%)
=b;;E, nach (xx=).

E fir b,,4+0
B. Y=(b. Y. E= H
(Biy)"=(b:) {0 fir b;;=0.

Nun definiert man fiir {4;|i<n}<{E, 0} rekursiv:

i\g/lAi::Al’ \% Ai::Ar+1+(i\§/rAi)_Ar+l(v Az}

igr4i igr

Ein einfacher Induktionsbeweis zeigt

. i<
v AF{E fiir Ee{A4,|i<n}

isn

0  sonst.
Durch folgende Definition erhilt man eine algebraische Funktion & aui K

0(B):= i\s/n (j\s/"(Bij)k)’
und es folgt -

0 fir B=0
o(B)=
B) {E sonst.

Nun ist es leicht, ein Pixley-Polynom (vgl. Werner [17]) fiir K, anzugeben:
p(X,Y,Z):=X+(Z—-X) - 6(Y—Z). Nach [17] folgt, daB} K, funktional voll-
stiandig ist.

(3)= (1): DaB ein funktional vollstindiger Ring einfach sein muf, ent-
nimmt man 6.2. Es bleibt zu zeigen, daB es keinen unendlichen funktional
vollstindigen Ring R geben kann. Sei |R|=¥;. Da R nur endlich viele funda-
mentale Operationen besitzt, kann es nur abzdhlbar viele algebraische Opera-
tionen geben. Die algebraischen Funktionen entstehen aus den algebraischen
Operationen, indem man an andlich vielen Stellen Konstante einsetzt. Es gibt
daher hochstens |R|-N,=[R]| viele algebraische Funktionen auf R. Die An-
zahl aller Operationen auf R betrigt aber |R|/F. Wegen [R|<|R|'®l kann R
nicht funktional vollstédndig sein.

6.7. Halbeinfache Ringe. Jeder endliche halbeinfache Ring ist affin voll-
stindig. Ein endlicher halbeinfacher Ring R ist, da er artinsch ist, nach dem
Satz von Wedderburn-Artin (vgl. Kertész [7], Satz 7.17) isomorph zu einem
endlichen Produkt voller Matrizenringe iber endlichen Koérpern. Volle
Matrizenringe iiber endlichen Korpern sind nach 6.6 funktional vollstidndig,
also nach 6.2 auch affin vollstindig. Da volle Matrizenringe iiberdies eine
Eins besitzen, ist R ein Diagonalprodukt {Korollar 4.9) von endlich vielen
affin vollstdndigen Ringen und daher selbst affin vollstdndig (Korollar 5.6).
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6.8. Post-Algebren. Jede endliche Post-Algebra ist affin vollstindig.

Die Definition und die Gleichungen der Post-Algebren kann man Katrinak
und Mitschke [6] entnechmen.

Als Hilfssatz wird zuerst gezeigt, daB jede endliche Kette, als Post-Algebra
aufgefaft, funktional vollstandig ist. Ist 0=a,<a; <--<a,_, =1 cine Kette,
so gelten fiir die Operationen , und , folgende Gesetze:

1 fiir x<y 0 fiir x=y
X, y= . und x, y= .
y fir x>y y  fir x<y.

Daraus folgt

1 fiir y=x
x*y/\y*xz{x/\y fiir y=+x
und
0 fir y=x
x+yvy+x={xvy fir y#+x.
5(x,y)==yT(x*y/\y*X)={é gi ﬁ;i
und
0 fiir y=x
052 =y (L YV, x)={1 fir v,

Das Pixley-Polynom auf der Kette erhdlt man durch folgende Definition:
px, y, 2):=(x AS(y, 2)) v(z AY(y, 2).. Damit ist gezeigt, daB jede endliche
Kette als Post-Algebra funktional vollstindig und daher auch affin vollstindig
ist. Nach Mitschke [9], Satz 3.9 ist jede endliche Post-Algebra ein direktes
Produkt von endlichen Ketten einer Linge n. Da Post-Algebren Verbinde
mit groBtem und kleinstem Element sind, ist jede endliche Post-Algebra ein
Diagonalprodukt (4.9) von affin vollstindigen Post-Algebren und daher selbst
affin vollstindig (Korollar 5.6).

6.9. Boolesche Algebren. Endliche Boolesche Algebren sind affin vollstdndig.

Endliche Boolesche Algebren sind spezielle endliche Post-Algebren und
daher affin vollstindig. Man kann die affine Vollstindigkeit auch daraus
ableiten, daf} endliche Boolesche Algebren rational dquivalent zu endlichen
halbeinfachen Ringen sind (vgl. G. Gritzer, Revue de Math. Pure et Appli-
quées 7, 693 —697 (1962)).
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