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EinIeitung 

In der komplexen Funktionentheorie, besonders in der mehrdimensionalen, 
spielen topologische Begriffe eine groBe Rolle. Es ist daher wichtig, Aussagen 
iiber die topologische Struktur der Definitionsbereiche holomorpher Funk- 
tionen, also der komplexen R~iume zu machen. In dieser Arbeit soll die Frage 
behandelt werden, ob komplexe R~iume eine simpliziale Zerlegung gestatten. 
Zun~ichst wird man analytische Mengen auf ihre Triangulierbarkeit bin unter- 
suchen. Das haben sowohl B. O. KOOPS~AN und A. B. BROWN [5] als auch 
S. L~rSCHETZ und J . H . C .  WmTE~EAD [9] getan. Die Ergebnisse yon 
KOOPSIAN-BRowN seien kurz Iormuliert: G sei eine offene Teilmenge eines 
reellen Zahlenraumes und F 1 . . . . .  ~ reell-analytische Funktionen in G. Ist 
P ein Punkt  yon G, so gibt es eine kompakte Umgebm~g MqG yon P, die 
so simplizial zerlegt werden kann, dab fiir jedes i =1  . . . . .  m die Menge der 
in M gelegenen Nullstellen yon ~ Tr~iger eines Unterkomplexes ist (Theorem 
4.II, p. 242). Ein sp~terer Satz (Theorem 6.I, p. 245) besagt bei gleicher 
Voraussetzung: Ist K eine kompakte Teilmenge yon G, so kann eine zweite 
kompakte Teilmenge M mit K(_M so simplizial zerlegt werden, dab die 
Menge der in M gelegenen Nullstellen jeder der Funktionen F i Tr~iger eines 
Unterkomplexes ist. 

Von dem ersten Resu!tat, aus dem bereits die lokale Triangulierbarkeit 
der komplexen R~iume folgt, wird in der vorliegenden Arbeit ausgegangen. 
Der Beweis wird noeh einmal dargestellt, einmal der Vollst~indigkeit halber, 
zum anderen weil gewisse Einzelheiten, die in [5] nicht notiert sind, sparer 
ben6tigt werden. Es erweist sich als zweekm~igig, anstelle der komplexen 
R~iume die allgemeineren reell-analytisehen R~iume (kurz: ,,reelle R~iume") 
zu betrachten und zuerst Zerlegungen in Zellen vorzunehmen, die man dann, 
fa!ls erforderlich, simplizial unterteilen kann. 

Um zu einer Zellenzerlegung eines reellen Raumes zu kommen, ist es 
naheliegend, den Raum durch zerlegbare Teilmengen zu iiberdecken und die 
Komplexe dann zu verschmelzen. Die bei der lokalen Zerlegung nach KooP- 
~t~N-B~OWN auftretenden Zellen haben eine Eigenschaft, die einen entspre- 
chenden Verschmelzungssatz erm6glicht: Sie sind ,,A-Zellen" (Def. (t.7)). Der 
Verschmelzungssatz (Satz 3) lautet dann: Sind endlich viele endliche KoInplexe 
yon A-ZeIlen in einem reellen Zahlenraum gegeben, st) gibt es einen a!le 
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Komplexe umfassenden Komplex, in dem gewisse Unterteilungen de," gege- 
benen Komplexe Unterkomplexe sind. Nit diesem Satz, zu dessen Beweis 
ein weiterer Satz yon KOOPS~AN-BRow~ ([5J, Theorem 5.I, p. 242; hier Satz 2) 
herangezogen wird, ist es dann m6glich, reelle Rfiume mit abziihlbarer Topo- 
Iogie in Zellen zu zerlegen (Satz 4). Die Zefiegung kann man darflber hinaus 
so vornehmen, dab vorgegebene analytische Mengen, die einem lokai'endlichen 
System 91 angeh6ren, Tfiiger von Unterkomplexen werden. Die Mengen aus 
9~ dtirfen sogar ,,pseudoanalytische" Mengen sein, das sind Mengen, die lokaI 
dutch Ungleichungen definiert sind (Def. (4.4); Beispiele sind analytische 
Polyeder). 

Zum SchluB (w werden einige Anwendungen des Zerlegungssatzes auf 
komplexe R~iume gebraeht. Satz 5 besagt, dab ein abz~ihlbarer komplexer 
Raum so in Zellen zerlegt werden kann, dab die Zelten dieser Zerlegung sich 
zu analytischen Polyedern zusammenfassen lassen, von denen je zwei h6ch- 
stens Randpunkte gemeinsam haben. Die Siitze 6 und 7 behandeln C'ber- 
lagerungsabbildungen. Sind X und Y abz~ihlbare normale komplexe Riiume 
und i s t / : X - +  Y eine lJberlagerungsabbi!dung, so k6nnen X und Y so trian- 
guliert werden, dab / eine simpliziale Abbildung wird. Als Folgerung ergibt 
sich, dab die Divisionshomologiegruppe yon Y zu einer Untergruppe der 
Divisionshomologiegruppe von X isomorph ist (vgl. REViMERT-ST.~IN.:~IO], 
Satz 5, p. 170). Zum SchluB wird gezeigt (Satz 8): Ist X ein irreduzibIer 
komplexer Raum der komplexen Dimension n, so ist die 2n-re Homologie- 
gruppe frei zyklisch, falls X kompakt ist, und enthiilt nur das Nullelement, 
fails X nieht kompakt ist. Diese Aussage wurde yon A. BOP.EL und A. HAE~- 
LIGEI~ (II11, p. 476) ohne simpliziale Zerlegung bewiesen. 

w 1. Definitionen und Hilfssgtze 

(1.t) Definition (Zelle). X sei ein Hausdori]scher R a u m  und b die k-dimen- 
sionale o//ene Einheitsvollkugel im R ~ ( k ~  O)1). Eine Teilmenge a yon X heiflt 
eine k-dimensionale Zelle (k-Zelle), wenn es eine topologische Abbildung ~ yon 

au/ ~ gibt, so daft cp(b)=a gilt. Eine nulldimensionale Zelle ist ein Punk t  
yon X .  ~ - - a  heiflt der Rand von a; er wird mit  O a bezeichnet. 

(t.2) De/inition (Zdlenkomplex). ~ sei eine Menge yon Zellen im Hausdor/[- 
schen R a u m  X .  Es gelte : 

t) Jeder Punkt  yon X ist in einer Zelle aus ~ enthalten. 

2) Fi;r jedes a ~  ist ~a Vereinigung yon Zellen aus ~ ) .  

3) Je  zwei verschiedene Zellen aus ~ sind punkt/remd. 

4) Jeder Punkt  yon X besitzt eine Umgebung, die nur end!ich vide Zellen 
aus ~ tri//t. 

1) R ~ bezeichnet den k-dimenaionaleI1 reelleI~ Zahlenraum; falls die Variablen besonders 
gekermzeichnet werden solten; wird z.B. R ~ (x a, ..., X~) geschrieben. Analog ist unter C k 
bzw. C~(Zl .. . .  , z~) der k-dimensionale komplexe Zahlenraum Zu verstehen. 

2) Die Dimensionen der in ~a enthaltenen Zellen sind nach dem Satz vonder !nvarianz 
der Dimension (vgl. z.B. ~1], p. 325) kleiner als die vorI a. 
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Dann heiflt das Paar (X, ~) ein Zdlenkomplex mit dem Triiger X.  Is~ /erner 
X '  ein Unlerraum yon X und W eine TeiImenge yon ~ und ist /#r {ede Zdle 
a aus W die abgeschlossene Hi211e ~ yon a in X '  enthalten, so heifit (X', W) ein 
Unterkomplex yon (X, ~), wenn (X', W) ein Komplex ist. 

(X, S~{) sei ein Zellenkomplex. Ist ~' eine Teilmenge yon ~ und ist die 
Vereinigungsmenge X'  der Zellen aus W abgeschlossen, so ist (X', W) ein 
Unterkomplex von (X, ~). Insbesondere ist (~, W) ein Unterkomplex, wobei 
a eine Zelle aus ~ und W die Menge der in ~ enthaltenen Zellen aus ~ ist. 
Sind (X~,~),  iEI, Unterkomplexe yon (X, ~), so auch (UXi, U~i) und 
(NXi, N~3. 

(1.3) Man kann aus einem Zellenkomplex (X, ~) folgendermal3en einen 
simplizialen Komplex gewinnen: Die nulldimensionalen Zellen k6nnen als nult- 
dimensionale Simplexe aufgefaBt werden. ~P sei die Menge der Zellen aus g', 
deren Dimension nicht gr6Ber als p ist und K ~ ihre Vereinigungsmenge. Nach 
Induktionsvoraussetzung sei K p so simplizial zerlegt, dab ffir jedes a aus ffP 
die abgeschlossene Hfilte g Tr~iger eines simplizialen Unterkomplexes ist. Es 
sei c eine (p + t)-Zelle aus ~. Bezeichnet b die (p + t)-dimensionale offene 
Einheitsvollkugel im R p+I, so gibt es nach Definition (t.l) eine topologische 
Abbildung yon b auf ~, die b auf c abbildet. Da 0c Vereinigung yon Zellen 
aus S~ ~ ist, ist 0c und damit auch Ob simplizial zerlegt. Vom Mittelpunkt 
yon b aus wird nun auf den zerlegten Rand pr@ziert und b dadurch in Simplexe 
zerlegt. Die Zerlegung wird auf g tibertragen. Auf diese Weise kann K p+~ 
simplizial zerlegt werden, wobei Itir jedes c aus ~P+~ die abgesehlossene Htille 
yon c Tr/iger eines Unterkomplexes wird. Die Menge der Simplexe, die man 
im Laufe dieses Verfahrens erh~tlt, bestimmt elne simpliziale Zerlegung yon X. 
Dabei gehen Zellenunterkomptexe in simpliziale Unterkomplexe tiber. 

(t.4) Hilfssatz. Es sei a eine #-dimensionale Zelle im R,* (x~ . . . . .  or,,). Z 1 
und Z2 seien stetige Funktionen in 5. In  a gelte Z~ < Z 2. Dann ist 

eine (k + l)-dimensionale Zelle im R '~+'1 (xl, . . . ,  x~, y). 

Beweis. Es genfigt, den Beweis ftir den Fall zu ftihren, dab n = k und a 
die #-dimensionale Einheitskugel im R ~ (x~ . . . . .  xk) ist. Es bezeichne Ix[ den 
Abstand des Punktes x=(x~ . . . . .  x~) vom Mittelpunkt yon a (Nullpunkt). 
Ffir x4=0 sei ~ der Projektionspunkt yon x vom Nultpunkt, aus auf Oa. q sei 
eine reelle Zahl mit q>  max{Z 2 (x) --Z~ (x): x~ g}. Dann sei Z (x) := (t --Ixl)q 
+Ix]  (z~(2)-z~(2)) ftir x~g, x ~ o ,  und Z ( 0 ) : z f .  Z ( x ) i s t  in g stetig, und 
fiJr x~a gilt Z(x)>0 .  Es sei b' :={(x, y): x~a, 0 < y < Z ( x ) } .  Dutch die 
Abbildung 

~v (x, y) = (x, 0) sonst 

wird b topologisch auf ~ abgebildet, und es gilt 9 (b) -  b'. b' hat die Eigen- 
schaft, dab jede Halbgerade vom Punkt (0, �89 aus den Rand von b' in genau 

13" 
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einem Punkt trifft, denn jede Ebene, die yon der y-Achse "and der Haibgeraden 
aufgespannt wird, schneidet b' in einer konvexen Figur. Daraus folgt leicht 
(vgl. [1 I, p. 601), dab b' and damit auch b eine (k + l),dimensionale Zelle ist. 

(1.5) Der Term esaZytisch, wird im folgenden (w167 1 5) stets im Sign yon 
redl-a1r verwendet. Eine in der offenen Menge g ( R  ~ (x 1 . . . . .  x,,) ana- 
lvtische Funktion F heil3t im Punkt (x ~ . . . ,  o x~) ~ G ausgezeichnet bezi~g!~ch x~, 
wenn F(x  ~ . . . ,  x~-1,~ x~) als Funktion yon x~ in der Umgebung Yon X~ nictlt 

G aR  in den identisch verschwindet. Eine Abbildung einer offenen Menge ~ ~ 
R ~ wird analytiseh genannt, wenn sie komponentenweise durch analvCische 
Funktionen gegeben wird. 

(t.6) De/isi t ios (a~r Zdle) .  Es sei a e lm k-Zdle im R~. a hei/3X 
ei~e a~aZytische Zdle, wem~ es ei~e k-Zdle a* i ~  R k gibt u~r ei~e topologische 
Abbildu~,g ~ yon a* au/ g, so daft/olge~des gilt. 

t .  q~ bildet a* analytisch au/ a aba). 

2. Ist G eine o//e~r Teilmenge eines R'* und ~o: G->R*" eine a~4alytische 
Abbildu~r mit  q~(G) (_~, so ist 9~1o~: G--->R ~ anaZytisch. 

Der Sinn der zweiten Bedingung ergibt sich aus folgendera: (M, ,~), M (_R '~, 
sei ein Komplex, dessen Zellen analytisch sin& a, b seien zwei Zelle> aus 
mit b<aa. Zwischen den zugeordneten Zellen a*, b* und den Abbildungen 
~ ,  % kann man dann eine Beziehung finden. Es gibt nam!ieh eine topo- 
logische Abbildung W yon b ~ auf ~2 '  (b), die b* analytisch auf ~-1 (b) abbildet 
und ftir die %=%o~0 gilt; man braucht nur ~ 0 = ~ I o ~  zu setzen. 

(t.7) De/initio~ (A-Zdle). Eine ZelZe a i m  R ~ heiflt ein.e A-ZdIe, were, es 
e lm o//ene Umgebu~zg U vo~ ~ gibt u~r ei~r in U analytische Me~r A, so 
daft gilt. Fi~r ~eden Pu~r aus a gibt es eine in U e~zthalte~ze Umgebu~zg V mit 
Vc~a=Vc-,A.  A heifit e lm A-Me~,ge vo~r a. Kam~ ma~ U ur~d A @eziell sO 
wM~le~r da/3 A die Nullstdlenme~r einer in U anatytischen Funs ist, so 
hei/3t a eine At-Zdle. 

(1.8) Ffir die spS.teren Anwendungen wird nun ein Verfahren zur Kon- 
struktion eines Komplexes angegeben. M sei eine kompakte Teilmenge des 
R r'-~ (x, . . . . .  x,,_l) und (M, ~) ein Zeilenkomplex. Jedem a aus ~' sei eine 
endliche (eventuell leere) Menge o~(a) yon in g stetigen reelhvertigen Funk- 
tionen zugeordnet. Es geIte: 

(e) Zwei Funktionen Zt, Z~ aus ~ (a), die in einem Punkt  yon a tiberein- 
stimmen, sind gleich. 

(fl) Ist a' ( ~ a und Z ~ ~ (a), so ist die Einschr~inkung Z 1 d in 3 (d) enthalten. 

Es sei q eine positive reelle Zahl mit q> max  {[Z (x)[ : x~g,  Z<~(a),  a<Se}. 

Dann kann ~ :  = M • i - -  q, + q~_ (R~ (x~ . . . . .  x,,_~, x,~) auf die folgende Weise 
in ZelIen zerlegt werden. Es sei a eine Zelle aus ~. Die Funktionen aus ~ (a.) 
k6nnen wegen (~) unter Hinzunahme yon •  der Gr6ge nach geordnet 

a) a* ist nach dem Satz vo~ der Invarianz des Gebie~es (vgl. ~1~, p. 396) offea i~ R ~. 
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werden, so dab in a 

Z 0 : = - - q < f  1 <  ...  < Z ~ < Z ~ +  1 " =  + q  

gilt. Es werden in ~ / d i e  folgenden Tei lmengen 3, gebildet" 

{(X 1 . . . . .  X~r (X I . . . . .  Xjr ~ g  , X~, : Z i ( x  1 . . . . .  X,2_l) } ~ti[ { = 0 ,  I . . . . .  s @  1,  

{(K1, . . .  , x~)[ (X t . . . . .  217, 1) # s Z~;-x (Xl . . . . .  x,~, 1) < x~r < Z i (x  I . . . . .  x,,, -1)} 

ftir i - - t  . . . . .  s + l .  

Die ersten Mengen sind offensichtlich Ze]len im R" (x 1 . . . . .  x~) und heiBen 
Zelle~r erster Ar t  i#ber a. Sie haben  die gleiehe Dimension wie a. Die zweiten 
Mengen sind nach Hilfssatz (1.4) ebenfalls Zellen im R ~ (x~ . . . . .  x,,) n i t  einer 

um 4 grSgeren Dimension. Sie heil3en Zelle~,e zweiter Ar t  iiber a. ~ sei die 

}Ienge tier so ftir jedes a aus ~ gebildeten Zellen a. Dann  ist (.~, ~) ein Zeller..- 
komplex,  denn die Bedingungen 1), 3), 4) von Definition (!.2) sind offer.- 
sichtlich erftillt, und 2) folgt aus (/5). 

(t.9) Mit den Bezeichnungen yon (t.8) und Definit ion (t.6) gilt" Sind die 
Zellen a aus ~ analyt isch und ist Z o ~  ftir jedes Z e ~  (a) eine in a* anatyt ische 

Funkt ion,  so bes teht  ~ ebenfalls aus analyt ischen Zellen. Dabei  werden die 

den Zellen 5 r  gemtiB Definition (t.6) zuzuordnenden Zellen ~* und Ab- 
bi ldungen ~ wie folgt festge!egt: 

Is t  ~ eine Zelle erster Art  fiber ar die mit  Z E ~ ( a )  bzw. mi t  Z = ~ c q  
gebildet sei, so soll a* a* sein und q~ aus ~v~ dutch  Hinzufiigen von x ~ = - Z o ~  
entstehen.  

I s t  ~ eine Zelle zweiter Art  tiber a, die mi t  Z~ z, Z i gebildet sei, und  ist a* 
im Rk(tl . . . . .  tk) gelegen, wobei k die Dimension yon a ist, so wird tiber a* 
n i t  den Funkt ionen  Z i ! o ~ ,  Z i o ~  eine Zelle zweiter Art  im R 1'+1 (t 1 . . . . .  t k , x.) 
gebildet und  diese gleich ~* gesetzt,  qv~ sei dann die Abbildung yon fi ~ auf ~, 
die ents teht ,  wenn man  auf die ersten k Koordina ten  % amvendet  und die 
letzte unver~nder t  liigt. 

( t . t0)  I~Iit den Bezeichnungen yon (~.8) gilt: Besteht  & aus A1-Zellen 
(beztigtieh / ~ - 1  (x 1 . . . . .  x,_x)) und  gibt  es eine in einer offenen Umgebung  

yon M analyt ische Funkt ion  F(xx . . . . .  x,,), so dab die tiber einer Zelle a r g~ ge- 
legenen reellen Nullstellen yon F genau die Punk te  ( x~ . . . . .  ~,~ 1, Z ( x~ . . . . .  x~_ l) ) 

n i t  (xi . . . .  , x,,_~)r Z r  sind, dann besteht  auch S} aus A1-Zellen. Es 

gibt  dann also far  jedes ~, aus ~ eine in einer Umgebung  yon ~ analyt ische 
Funkt ion  K(xx  . . . . .  x,~), deren Nullstel lenmenge A-Menge yon ~ ist. Ftir 

Zellen ~ erster  Art  aus ~ kann die zugehSrige Funkt ion  K dart iber hinaus 
so gew~hlt  werden, dab  K in jedem Punk t  yon ~ beztiglich x,, ausgezeichnet  
ist ~). 

Beweis.  Ftir (xx . . . . .  X~_l) wird im folgenden x geschrieben ; (Xx . . . . .  x , ,_x,x,)  
wird n i t  (x, x.) abgektirzt .  Es sei g (x, x,,) : = F ( x ,  x~) . (x , , --  q) �9 (x,, + q). 

~) Vgt. (~.5). 
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sei eine fiber aCa' gelegene Zelle aus ~'. Nach Voraussetzung gibt es eine 
offene Umgebung yon a bezfiglich R "-1 {x) und eine darin analytisehe Funk- 
tion II(x), so daf3 es fiir jeden Punkt x ~ aus a e i n e  Umgebung V(x~ lm 
R ~-1 (x) gibt, in der a und die Nullstellenmenge yon H iibereinstimmen. 

t. a sei eine Zelle erster Art. gebildet mit Zr g (a) bzw. mit Z =  ~=q. Dann 
ist K(x, x,~):--[G r~x, x~)12+ ill(x)] 2 m einer Umgebung U yon ~ analytisch 
und in jedem Punkt von ~ bezfiglich x,~ ausgezeichnet. Ist ~x ~ x ~ ein Punkt 
yon ~, so gibt es eine Umgebung W yon (x ~ x~) mit folgenden Eigenschaften: 
Es ist W__q U; die Projektion yon W ist in V(x~ enthalten: aus (x, x,~)~ W, 
xca, G(x, x,~)--O Iolgt x~--Z(x). Dann sei (x, x,) ein Punkt aus W Aus 
K(x, x~)--O folgt G(x, x J = O  und H(x)=O, also xr und x',~=Z(x), also 
(x, x~) r ~, und umgekehrt. 

2. Es sei ~ eine mit Zi_x, Z~ gebildete Zelle zweiter Art. Die Funktion 
K(x, x~):--H(x) ist in einer offenen Umgebung U yon ~ analytisch. Es sei 
(x ~ x ~ ein Punkt yon & Dann gibt es eine Umgebung W yon (x ~ x~) mit 
folgenden Eigenschaffen: Es ist WC_U; die Projektion von W ist in V[x ~ 
enthalten; aus ix, x,,J ~W, xca folg~ Z;_~(x)<x,,<Z~'x}. Ffir einen Punkt 
(x, x~) aus W folgt dann aus K(~;, x,,) = 0, dab xC ~ und Z~_I (x) < x,,< Z~ (x), 
also (x, x~,,)C ?~ gilt, und umgekehrt. 

(IAt) Mit den Bezeichnungen yon (t.8) gilt: Es bestehe ~i aus A~-Zellen 

(bezfiglich R ~-1' ,x~ . . . . .  x,,_l)). Jede Zelle a erster Art aus ~ sei in einer 
A~-Zelle b (beziiglich R~(x~ . . . . .  x~) enthalten, ftir die ~1~ injektiv ist. 
(:r bezeichnet die Projektionsabbildung von R'*(x~ . . . . .  x,~) auf R~-~(x~ . . . . .  x,,_ ~),) 
Dann besteht such ~ aus A~-Zellen. 

Beweis. Ffir Zellen zweiter Art folgt die Behauptung wie in (t.10). Es 
sei ~ eine fiber a ~  gelegene Zelle erster Art. Nach Voraussetzung gibt es 
eine A1-Zelle b, die a entMlt  und auf der ~ eineindeutig ist. Es seien F(x, x,~) 
bzw. G(x) in offenen Umgebungen U(b)~R"(x, x,,) bzw. U(~,)(R'~-l(x) ana- 
lytische Funktionen, deren Nullstellenmengen A-Mengen von b bzw. a sind. 
(x steht wieder ffir (x~ . . . . .  x.._l). ) Dann ist H(x, x~):--~F(x, x~)]~+ [G(x)] 2 
in einer offenen Umgebung yon ~ analytisch, (x ~ x ~ sei ein Punkt von & 
Es gibt eine Umgebung V(x ~ x ~ <U(b), so dab b~V(x ~ x ~ gleieh der Menge 
der in V(x ~ x ~ gelegenen Nullstellen yon Fis t ,  und eine Umgebung V(x ~ (U(g), 
so dab a~,V(x ~ gleich der Menge der in V(x ~ gelegenen Nullstelten yon G 
ist. Dann sei W eine in V(x ~ x ~ enthaltene Umgebung yon (x ~ x~ deren 
Projektion in V(x ~ enthalten ist. Ffir einen Punkt (x, x,,) aus V/ fotgt des- 
halb aus H(x, x~)--O, dab F(x, x~)=O und G(x)--O, also (x, x,~)~b und x~a, 
also (x, x.)~ a gilt. Umgekehrt folgt aus (x, x.)~ a~ W, dab F(x. x . ) - -0  und 
G(x) =0 ,  also H(x, x,~)--O ist. 

w 2. Lokale Zerlegung 
(2.t) Es sei c=(c t . . . . .  c~) ein Punkt des n-dimensionalen komplexen 

Zahlenraumes C~(zl . . . . .  z~). Mit g~(c) wird der Integrit~ttsring der in c 
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konvergenten Potenzreihen 

I~ I . . .  v n  

mit komplexen Koeffizienten a ....... bezeichnet. Eine in c konvel"gente Potenz- 
reihe stellt in einer Umgebung yon c eine holomorphe Funktion dar. Ein- 
heiten in g~n (c) sind die Potenzreihen, die in c nicht verschwinden. Elemente 
aus ~'* (c), die in bezug auf (z , , -  %) Polynome sind, heiBen Pseudopolynome, 
Der Ring der Pseudopolynome wird mit ~n-l(c,  . . . . .  c,_,) [z,l bezeichnet. 
Ein Pseudopolyn.om positiven Grades heigt in c ausgezeich•et, wenn es die 
Form 

( Z  n _ _  N c,,) + A~ % . . . . .  z,_~) (z, --  c,,) ~ - ~  + . . .  + AN (z~ . . . . .  z,,_~) 

mit A , ~ - l ( c l  . . . . .  % i), A ~ ( C l , . . . , % - 1 ) = 0  ( r = l , . . . , N )  hat. 

Ist c ein Punkt des R" (x 1 . . . .  , x,,), so bezeichnet ~R *~ (c) den Ring der in 
c konvergenten Potenzreihen 

V l . . .  V,z 

mit reellen Koeffizienten a ..... ~ und ~ - 1 ( c  I . . . . .  c,_,) Ix,, i den Unterring der 
Pseudopolynome. Ausgezeichnete Pseudopolynome sind analog zum kom- 
plexen Fall definiert, 

In allen 4 Ringen gilt der Satz yon der his auf Einheiten eindeutigen Zer- 
legung in irreduzible Elemente. Das ist im wesentlichen eine Folge des Weier- 
straBschen Vorbereitungssatzes (vgl. I21, Chap. IX, w der im reellen Fall 
folgendermaBen lautet : 

Jede Potenzreihe aus {R ~ (c), die, betrachtet als eine in einer Umgebung yon 
c analytische Funktion, in c beztiglich x,, ausgezeichnet 5) ist und in c ver- 
schwindet, ist Produkt einer Einheit aus. {R ~ (c) mit einem ausgezeichneten 
Pseudopolynom aus ~,,-1 (q . . . . .  %-1) [x,~l. 

Ftir einen Punkt  c des R ~ kSnnen die Potenzreihen aus ~ (c) auch als 
Elemente yon ~" (c) aufgefagt werden, indem anstelle der reellen Vergnder- 
lichen komplexe Variable eingesetzt werden. In diesem Sinn ist z.B. eine 
Faktorzerlegung in .~  (c) eines Elementes aus ~" (c) zu verstehen. 

Diskriminanten und Resultanten (vgl. z.B. [31) von Pseudopolynomen 
aus .f/*-~(q . . . . .  c~_l) Iz,,? bzw. ~t~-l(cl . . . . .  %-1) [x,~l sind Elemente aus 
.~-~ (q . . . . .  c~_1) bzw. ~ l ' - l ( q  . . . . .  %-1). Aus formalen Grtinden wird die 
Diskriminante eines ausgezeichneten Pseudopolynoms vom Grade 1 gleich 1 
gesetzt. Diskriminanten und Resultanten irreduzibler Pseudopolynome aus 
.~n-1 (q . . . . .  c,~ 1)[z~l bzw. gt ~-1 (q . . . . .  c,~_1) ~x~ verschwinden nichtidentisch 
(betrachtet als holomorphe bzw. analytische Funktionen). Sind F, G ausge- 
zeichnete Pseudopolynome, so sind die Nullstellen der Diskriminante yon F 
bzw. der Resuttante von F und G in einer hinreichend kleinen Umgebung 
von (c 1 . . . . .  c,,_1) genau die Punkte, tiber denen mehrfache komplexe Wurzeln 
yon F bzw. gemeinsame Wurzeln yon F und G liegen. 

5) Vgl. (14). 
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(2.2) Hilfssatz. G sei ei~e offe~e Teilme~r des R ~ Ix1 . . . . .  ~,d. F2;~r /ede~ 
Ra~d~Su~kt vo~ G gebe es eine offence U m g e b ~ g s b a s i s  ( ~ ,  s -  l, 2, . , so daft 
U / ~ G  zusamme~hi&gencl  ;,st .  F~x  1 . . . . .  x~,, y ~ = F I x ,  y ) - - y ~ + A ~ ( x ) y  ~-~ 
�9 .. + A ~ ( x l  sei ei~ Poly~r ,n  y mit  ii~ G stetigen Koe//izie~te~r A i~x ). Gibt 
es i~ G komplexwert ige  stetige F~ktio~,~e~ Z~ (x), j - - ~  . . . . .  m, u~r gilt fr 

jedes x aus G ide~tisch it~ y 

(2.2t) FIx ,  Y) = [ I  (Y Z~(x ) ) ,  
i=! 

so lassen sich die Zy stetig a~/  G .tortsetze~ u~.~d 12.2~1) gil t / i~r  alle x a~-~s G. 

Beweis .  Es gentigt, die Stetigkeit yon Z in G zu zeigen. Es sei (x ~) eine 
gegen einen Randpunkt  x ~ von G konvergierende Foige yon Punkten  ans G 
Bliebe Z~ (xq nicht beschr/inkt, so hat te  man (o. B. d.A. sei Z~ (x ~) @ 0): 

0 F(xv'Z~ xv)) ~i A!(x~' .. Am(}~) . 
[Zr x'l ~'~ Z; (z"l & *" 9 

wobei die rechte Sei~e ftir eine geeignete Teilfolge gegen ~ konvergieren wtirde, 

Es sei nun angenommen, (&(x~t) hat te  zwei verschiedene Haufnngs- 
punkte  'z und %, die sich etwa im Realteil unterschieden. Es gfibe Teil- 
folgen ( 'x ')  und ,"x~/ yon Ix"). so dab (Z/('x~)) bzw. (Z,.("x~)) gegen 'z' bzw 
"z  konvergierte. (U,) sei eine Umgebungsbasis yon x ~ mit  der vorausgesetzten 
Eigenschaft Dabei sei U~)~Z, ) . . . .  Sind die Punkte  'x"  und " x  v in Us enr- 
halten, so kann man s~e durch eine Kurve in Us', G verbinden, auf der Re Z: 
jeden Wert  zwischen R e  Z~"x~q und R e  Z - i ' x  ~) annimmt,  So f/inde man 
eine gegen x ~ konvergierende Folge (~'~ yon Punkten  aus G, ftir die Re Z_ ~'} 
gegen einen beiiebig zwisehen R e  'z und Re "z vorgegebenen Weft  konver- 
gierte. F ( x  ~ y hat  aber nur endlich v ide  Wurzeln. 

(2.3) Hilfssatz. E s s e i F f x ~  . . . . .  x,,, y , z  - - F , x ,  y, zt z~ '4-A~Ix ,  y ) :  ~'*-~- 
�9 . . - - A ~ ( x ,  y) ei~ irreducibles Pseudopoly~om vom Grade m > 2  aus .~'*+~(0, 
. . . .  0, 0) [z]. Die D i sk r im i~a ~ te  vo~r F verschze;i~de i~r ge~au de~ Pu~r I x, 0). 
Dam~ ist  F ( x ,  O, z l - - ( z - - Z  (x]) ~' rail ei~er Yu~ktio~r Z aus .9'~(0 . . . .  0). 

Beweis .  Es wird gezeigt, dab alle Wurzeln yon F(x ,  O, z~ gleich sin& 
Damit  ist dann eine Fnnkt ion Z(x )  mit F(x .  O, z ~ - - ( z  Z ( x ) )  ~ gegeben, die 
wegen m Z ( x )  --  A~ ix, 0) aus ~" (0 . . . . .  0) ist. U sei eine Polyzylinder- 
umgebung yon (0 . . . .  0, 0 in C"+~tx, y).  in der die Koeffizienten A tx, y) 
holomorphe Funkt ionen sin& (x ~ 0) sei ein Punk t  aus U und l- eine Poly- 
zyl inderumgebung yon (x ~ 0), die in U enthalten ist. Nach [21, Chap. IX,  w 
1assert sich je zwei fiber Punkten  yon V~ {y4=0} gelegene Wurzeln yon F 
l~ings einer in Uc> {y @ 0} enthaltenen Kurve analytisch ineinander fortsetzen. 
Die Kurve kann in Uc,{y4=0} so deformiert  werden, dab sie nach der De- 
formation ganz in V~ {y 4=0} !iegt, d.h. die analvtische Fortsetzung kann in 
Vm{y~=0} erfolgen. Nun erh~ilt man  nach Hilfssatz {2.21 die iiber (x ~ 0t 
gelegenen Wurzeln yon F dutch stetige Fortsetzung tier tiber Punkten  ans 
Vm{y=~0} gelegenen Wurzeln. Die Annahme, F~.x ~ O, z = 0  h~itte zwei ver- 
sehiedene L6sungen, kann man dann genau wie in !2.2/ zum Widerspruch 
ftihren, indem man V sich auf , x ~ 0t zusammenziehen 15f3t. 
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(2.'4) Satz 1 (I(OOPS,IAN-BRowN [-5], p. 242). G sei e i m  o//em Teilme~r 
des R ~ (x 1 . . . . .  x~), x ~ sei ein Pu~kt  yon G. FCir i = 1 . . . . .  s sei F i eine i~ G 
analytische _Funktion, die in x ~ beziiglich z,~ ausgezeich~r 6) isL B~. sei die 
Nullstelle~me~ge yon P~. in G. Dan~ gibt es tiir ,]ede Umgebung U yon x ~ eine~ 
Komplex (M, ~') yon analytiscken A1-Zellelr wobei M eine in U enthaltene 
kompakte Umgebung yon x ~ ist, und Unterkomplexe (M i, ~ ) ,  /i~r die M i ~  
M ~  B i gilt. 

Zusatz. a) Es bezeich~e ~ die Pro[ektionsabbildu~zg von R" (x 1 . . . . .  x,,) au/ 
s 

R~'-Z(x 1 . . . .  x~ 1). Da~n gilt ~tit ]'ede Zelle a aus U ~i: ~ ist au/ ~ i@ektiv, 
' i = l  

und ~ (a)= "a o ist einr a~alytische A1-ZdZe. Fi~r die den Zellen a, a o gemS~3 
De/inition (t.6) zugeordneten Zelle~ a*, a o und Abbildu~gen ~a, 9~, isX a o = 

s 

b) Far jede Zdle  a aus Ol.~ i gibt es eine in einer Umgebung yon ~ a~zalytische 

Fu~ktion, deren Nullstellenme~r A-Me~zge yon a ist, mr die in ]edem Punk t  
vo~ g beziiglich x,, ausgezeich~et ist. 

Am~zerkung. Setzt man nut voraus, dab die Funktionen Ex in der x ~ ent- 
haltenden Zusammenhangskomponente yon G nicht identisch verschwinden, 
so kann man durch Einfiihren eines geeigneten Koordinatensystems stets er- 
reichen, dab die Voraussetzung yon Satz ~ erftillt ist. Der Fall einer identisch 
verschwindenden Funktion ist trivial. 

Beweis volt Satz 1. Man kann annehmen, dab x ~ der Nullpunkt ist. ~ sei 
die Menge der Funktionen ~ (i = t . . . . .  s), die in x ~ verschwinden. Nach dem 
WeierstraBschen Vorbereitungssatz und dem Satz yon der Zerlegnng in ir- 
reduzible Faktoren gilt ftir ]edes F aus ~" eine Darstellung 

] 

wobei E eine Einheit in ~'~ (0) ist und die P,. irreduzible Pseudopo]ynome aus 
~'~-* (0)[x,,] sind, die man als im Nullpunkt ausgezeichnet annehmen kann. 
s~,~ sei die lVfenge dieser so f~r alle F aus ~" gebildeten Pseudopolynome P~. 
Zu jedem Element aus ~'* wird die Diskriminante und zu je zwei Elementen 
aus ~n die Resultante gebildet. Diejenigen unter diesen Diskriminanten urld 
Resultanten, die im Nu!lpunkt des R~-*(x ,  . . . . .  x~ ~) verschwinden, seien 
zur Menge ~ - ~  zusammengefal3t. Da die Funktionen aus ~f~-* nicht identisch 
verschwinden, kann eine Koordinatentransformation yon der Art 

~r 

2=i 

X n = X n 

gefunden werden, so dab die transformierten Funktionen aus ~ - i  im Null- 
punkt des R '*-~ (x[ . . . . .  x;_~) beztiglich x�88 ausgezeichnet sin& Da nur die 
ersten n--.~ Variablen transformiert werden, sind die transformierten F~ ~ - ~  

6) vgl.  (~.5). 
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Resultanten bzw. Diskriminanten der transformierten P ~3 " ,  denn diese be- 
stimmen sich aus den Koeffizienten der Polynome. Durch die Transformation 
werden Voraussetzung und Behauptung von Satz I nicht bertihrt. Man kann 
also von vornherein ein Koordinatensystem annehmen, in dem die F ~  "-~ 
im Nullpunkt des R n-1 (x 1 . . . . .  x,,_~l beztiglich x,,_l ausgezeiehnet sind. Dann 
gibt es fiir jedes FC~ "-1 eine Einheit E aus }Ilk-l(0) und irreduzible, im 
Nutlpunkt des R'~-l(x~ . . . . .  x,,_~) ausgezeichnete Pseudopolynome P/ aus 
~,~-2 (0)Ix,~_l!, so daB F - - E .  H Pj gilt. ~n-1 sei dann die Menge der so ftir 

alle F aus ~,,-1 gebildeten ~ .  Das Verfahren wird allgemein wie folgt durch- 
gefiihrt: Ist ~+1  (t < r < n  1) eine endliche (eventuell leere) 5Ienge irredu- 
zibler, im Nullpunkt des R ~+~ (x~ . . . . .  x, ~) ausgezeichneter Pseudopolynome 
aus ~(0) [x ,+ l l ,  so bildet man die Diskriminanten der P693 ~+1 und zu je 
zwei Elementen aus ~y+l die Resultante. ~ sei dann die Menge derjenigen 
Diskriminanten und Resultanten, die im Nullpunkt des R~(xl . . . . .  x,) ver- 
schwinden. Indem man notfalts eine Koordinatentransformation der Form 

, s X~ -=- Ct~,t X,l, ~ - - l ,  . . . ,  / / ,  

P I 

ausfiihrt, die die Ergebnisse der vorangegangenen Schritte bestehen IttBt, kann 
man erreichen, dab alle F aus ~ im Nullpunkt des R"(z 1 . . . . .  x~) beztiglich x~ 
ausgezeichnet sind. Also gilt fiir jedes F aus ~ eine Darstellung 

(2.4t) F -- E .  H ~ ,  
] 

wobei E eine Einheit in N~(0) ist und die P/ irreduzible, im Nullpunkt des 
R~(xl . . . . .  x~) ausgezeichnete Pseudopolynome aus ~-1(0)Ix~] sind. ~ sei 
dann die Menge dieser so fiir alle F aus ~ gebildeten Pseudopolynome ~ .  
Das Verfahren endet bei r - - t .  ~1 ist entweder leer oder besteht aus dem 
Polynom xl. 

Es werden nun fiir r - - t ,  . . . ,  n positive reelle Zahlen q~ und quaderf6rmige 
Mengen 

(2~:--{(x~ . . . . .  x~): Ix0] <go, O - l , ' ' ' , r }  

im Rr(xt . . . . .  x~) mit folgenden Eigenschaften bestimmt: 

(a) Alle F ~  ~, P ~  und die Einheiten E von (2.41) sind in einer offenen 
Umgebung von Q~ analytisch. Diejenigen der in Satz I vorgegebenen 
Funktionen F~ . . . . .  F~, die nicht zu ~ geh6ren, die also im Nullpunkt 
nicht verschwinden, sind in ()" yon Null verschieden. Diejenigen Dis- 
kriminanten und Resultanten von Pseudopolynomen aus ~,+1 (r = t, 
. . . .  n t), die nicht zu ~ geh6ren, verschwinden in Q' nicht. 

(b) (2 ~ ist in der in Satz 1 vorgegebenen Umgebung U enthalten. 

(c) Ist (x 1 . . . . .  x,)C~) ~ ( r - - t  . . . . .  n t) und gilt P(Xl . . . . .  x~, x~+l)--O fiir 
ein P aus ~+1,  so ist [x,, l l  <q~+l. 
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! v Um diese q~ zu linden, w~ihle man zuerst positive Zahlen ql . . . . . .  q,, so dab 
v t? i!  (a) und (b) erf~llt sind und setze q,~=q~. Dann k6nnen Zahlen q~ . . . . .  q,~_~ 

t t ~  ! 
mit 0 < q ~ = q ,  ( r = l  . . . . .  ~ - - t )  gefunden werden, so dal3 in bezug auf 
q;', . . . .  q',~;1, q~ die Bedingung (c) ftir r = n  -- t erftillt wird. (Das ist m6glich, 

. . . .  P " ist.) wird da x,,0=0 einzige Wurzel yon P(0, 0, x~)=0 ( c~3) Es 
q,~-l=q',,'-i gesetzt und das Verfahren in dieser Weise fortgesetzt. 

Der Beweis yon Satz 1 ergibt sich nun aus der Behauptung (P) des fol- 
genden Hilfssatzes. 

Hilfssatz. F#r r = t . . . . .  ~ gibt es Komplexe (0% .~) mit /olgenden Eigen- 
scha/ten : 

(Y) ~{~ besteht aus analytischen A~-Zellen. Ist  B r die Menge der in Q~ 
gelege1~en Nullstellen einer Funkt ion F aus ~ ,  so gibt es ei~en Unter- 
komplex (BF, ~F) yon (Q% ~) .  F#r  iede Zelle a aus ~F gilt die Aussage 
der Zusdtze a) und b) yon Satz 1, worin n durch r zu ersetzen ist. 

(II ~) [st der k-Zelle a aus ~ gem~/3 De/inition (f .6) die k-Zelle a* im R k (tl, 
. . . ,  tk) zugeordnet u~d ist die topologiscl~e AbbilduTtg 9~ yon -a ~ au/ ~, 
/iir die 9~ (a*)=a gilt, durch 

(2.42) x~ ----/i (tl . . . . .  t~), i = l . . . . .  r, 

mit in a* a~r in a* stetigen Funktionen /i gegeben, so gibt es 
/#r ]edes P a u s  ~r~ r+ l  (wobei ~3 ~+i die leere Menge sein soll) eine end- 
liche Menge ~(P ;  a) yon in a* komplex-analytischen Funktionen Z, 
die ]'e in gewissen Viel/achheiten au/treten, so daft identisch /#r alle 
x~+l und t = (ti . . . . .  tk) ~ a* 

(2.43) P ( / t ( t )  . . . . .  / , . ( t ) ,  = 11 
Z E  3 (P; ~) 

gilt. Die Funktio~en Z er/#llen dabei die/olgende Eindeutigkeitsbedin- 
gung." Ist  P1, P 2 ~  ~+i und Zi~(P1 ;  a), Z2~(P2;  a) und stimmen Zt 
und Z 2 in e imm Punk t  aus a* #berein, so gilt Z i = Z  2 in ganz a*. 

Beweis des Hil/ssatzes. Die Komplexe (Q% ~)  werden durch Induktion 
iAber r definiert. Wie oben festgestellt, ist ~t  entweder leer oder enth~ilt 
nur das Polynorn xx. @ =  [-- qt, + q~] wird in die A1-Zellen {-- q~}, (-- qz, 0), 
{0}, (0, +q~), (+q~} zerlegt, die offensichtlich einen Komplex (@, ~ ) m i t  
der Eigenschaft (I i) bilden. DaB auch (IV) gilt, folgt wie im Induktions- 
schritt ( r - ->r+t  bei r < n ) .  

Es sei a eine Zelle aus ~ .  Zunfiehst werden einige Eigenschaften der 
Funktionen Z E 3 ( P ;  a), die nach Induktionsvoraussetzung der Zelle a und 
einem Pseudopolynom P aus ~ + l  zugeordnet sind, festgestellt. Die Bezie- 
hung (2.43) steltt ftir jeden Punkt t~  ~ . . . . .  t~) aus a* eine irreduzible 
Faktorzeriegurig v o n  P ( / l ( t )  . . . . .  /r(t), X~+~)in )~(t~ dar. Da die Zer- 
legung eindeutig ist und P eine reelle Funktion ist, folgt, dab die Z~.~(P;  a) 
in konjugiert komplexen Paaren auftreten. Ist also ein Z in einem Punkt 
aus a* reell, so gilt Z----Z wegen der Eindeutigkeitsbedingung in ganz a*, 
d.h. Z ist dann in ganz a* reell. 
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Nach Hilfssatz (2.2) lassen sich die Funkt ionen Z stetig auf a* fortsetzen, 
und (2.4}) gilt f~r alle t aus a*. Ftir jeden Punk t  x - - ( x  1 . . . . .  xr) au~ ~ gilt 
also identisch in x,.+l 

P(xl  . . . . .  x,, .1) - I I  Z o  l (x ) ) .  
Z,~3(P;a) 

Diese Gleich-ang ist speziell auch f/Jr einen Punkt  'x  ~'x --~ 1 . . . . .  x~) einer in 
~a enthaltenen Zelle 'a richtig. Nach (IK) gilt abet ft~r 'x auch eine analoge 
Gleichung 

P('xl . . . . .  'x~,~ ~)-- I1 (x~ ~ ' Z o ~ ( ' x ) ) .  
'ze3 (P; ',~) 

Es sei ein festes Z ~ aus 3 ( P ;  a) herausgegriffen. Es gibt dann ein 'Z 0 aus 
3 ( P ;  'a), so daf3 im Punkte  'x 

(2.44) Z o o qv21 --  'Z o o ~,~1 

gilt. 'a  sei die Teilmenge der Punkte  von 'a, in denen (2.44) gilt. 'a ist 

nicht leer und in 'a abgeschlossen. Angenommen,  '~ ist in 'a nicht often, 
Dann gibt es eine Folge yon Punkten  'z ~ (m = t, 2 . . . .  ) aus 'a, fiir die (2.44) 

nicht gilt, die gegen ein 'z aus ~ konvergiert.  FOr die 'z" mttssen zu (2.44) 
analoge Gleichungen mit anderen 'Z aus ~ ( P ;  'a) gelten. Also gibt es ein 
yon 'Z o verschiedenes Z1, so dab Zoo ~gl(,z) ' -1 ' - -  Zion, ~ ('z) gilt. Da in 'z auch 
(2.44) gilt, 1st das ein Widerspruch zur Eindeutigkeitsbedingung. 'a  ist zu- 
sammenh~ngend,  also gilt (2.44) in ganz 'a. Das bedeutet,  dab die stetigen 
Fortsetzungen der Funkt ionen Z o ~ j  a ( Z r  a)) auf 'a unter  den Funk-  
tionen 'Zoq),~ 1 ( ' Z c S ( P ;  ' a ) ) v o r k o m m e n .  

Jetz t  kann man in der in (1.8) beschriebenen Weise einen Komplex 
(0~-1, ,~,~+1) bilden. Fiir IM, ~.) ist dabei (QL SK) einzusetzen, q ist hier 
gleich q~+~, und 3(a) ist die Menge der stetigen Fortsetzungen auf ; der 
reellen Funkt ionen unter  den Zoq)g ~ (Z~S(P;  al. Pc:~J3~+I). Die Voraus- 
setzung (c0 von (1.9) folgt aus der Eindeutigkeitsbedingung der Z, die Voraus- 
setzung (/3) wurde gerade nachgewiesen. 

Es ist zu zeigen, dab dieser Komplex (Q~+a, ~.~-1) die Eigenschaft (I ~-t) 
hat  Zun~iehst folgt sofort aus ,  1.9}, da[3 ~ + z  aus analytisehen Zellen besteht, 
die wegen /tA0t auch A1-Zellen sind, denn das Produkt  aller Pe";~-~-~ hat  
die in /t_.101 vorausgesetzte Eigenschaft.  Es sei nun ein F aus ~-I-1 gegeben 
Wegen /2.41 ) und ~2.4-3) zerf~illt F fiber einer Zelle a aus SV bis auf eine nicht 
verschwindende Funkt ion  in ein Predukt  yon Linearfaktoren z, t Z o ~ g  ~(x). 
Die Menge der tiber a gelegenen reellen Nullstellen yon F besteht also. soweit 
sie nicht leer ist, aus Zellen erster Art fiber a. Jede dieser Zellen bildet zu- 
sammen mit ihren Randzellen einen Unterkomplex.  Vereinigt man die so 
fiir aile a aus ,~'~ gebildeten Unterkomplexe,  so erhiilt man  einen Unterkomplex,  
dessen Tr~iger die genaue Nullstellenmenge yon F in Qr+l ist. Da die Zellen 
dieses Unterkomplexes Zellen erster Art sind, folgt aus ~i.9) und (~.t0), da[3 
die Eigenschaften der Behauptung (K+~]. die den Zus~itzen a', und b) yon 
Satz I entsprechen, erft~llt sind. 
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Die Behauptung (tI "§ wird zun~ichst ioka] gezeigt. Die Zelle ac,q{ '~ mit 
der zugeh6rigen Zelle a* und der Abbildung (2.42) sei jetzt festgehalten. 

1. Fal l .  ?~CW +z sei eine Ze!le zweiter Art tiber a, die mit Z!oF~ -1, Z2o~ -1 
geloildet sei, wobei Z1o ~o~ -1 und Z2o ~71 reelle Funktionen sind (Z1, Z~ C U {~ (P;  a) : 
PC ~,,+1} bzw. Z 1 = -- q,+l bzw. Z2 = + q,+l), die im Sinn von (t .8) aufeinander 
folgen. Nach (~-9) ist ~* die mit Z~, Z 2 tiber a* im R t~+I (t 1 . . . . .  t~,, ti: !.1) gebil- 
dete Zelle zweiter Art. Die Abbildung q~?~ wird durch 

x~ =/ i ( t ) ,  i = i . . . . .  ~ ,  

Xr i 1  l~+l 

gegeben, wobei (q . . . . .  @ durch t abgektirzt ist. Man hat also ftir die Pseudo- 
polynome P au.s ~,,+2 die verlangte Zerlegung in Linearfaktoren von P( / , ( t ) ,  
. . . .  / , ( t ) ,  tk+l, x~+.2) tiber 2z*, d.h. fiJr (t, tk+l)Ca*, zu zeigen. Die Diskrimi- 
nante yon P(x~ . . . . .  x ,+l ,  x,+2) ist nun nach Wahl von Q,+I in Q*+~ von Null 
verschieden, oder sie ist eine Funktion F aus ~+1. !m letzten Fall ist die 
Diskriminante yon P(/~ (t) . . . . .  /~(1), t~+l, G,~) gleich F ( / ,  (t) . . . . .  /~ (r t~+~). 
Wegen (2.4t) und (2.43) ist sie dann in ~* von Null verschieden, was auch 

im ersten Fall gilt, und man kann lokal aufl6sen: Ftir j eden Punkt ~o = (to, to , ~.5~ ) 

yon a* gibt es eine endliehe Menge ~(P ;  ~o) yon Funktionen Z(t, tk+~) aus 
gO~+l(t0), so dab 

2~3(P;?) 

iv einer in ~* enthaltenen Umgebung yon ~0 gilt. Dabei nehmen zwei Funk- 

tionen aus 3 ( P ;  ~0) in keinem Punkt dieser Umgebung den gleiehen Wert 
an. Sind P~ und G zwei verschiedene Pseudopolynome aus ~'+~, so kann 
die Resultante yon P~ (/1 (t) . . . . .  /,, (t), t~+~, x,,§ ~) und P~ (/1 (t), . . . ,/ , ,  (t), t ~ ,  x,,+ ~) 

in a* nicht verschwinden. Also nehmen zwei Funktionen Z, bzw. Z~ aus 

~ (p~ ; ~o) bzw. ~ (P~; ~o) in keinem Punkt einer Umgebung von t ~ den gleichen 
Wert an. Damit ist (IV +*) in diesem Fall lokal gezeigt. 

2. Fal l .  a sei eine Zeile erster Art fiber a, die m i t d e r  reellen Funktion 
Z~o~2 ~ (Zo~ U{S(P; a): P ~ " + ~ }  bzw. Zo= • gebildet sei. Nach (1.9) 
ist ~* gleich a*, und 99g wird durch 

Xrq 1 Z 0 (t) 

gegeben. Daher ist ftir jedes P aus ~'+2 das Zerfallen in Linearfaktoren yon 

wi rd  P(t,  t~+ z, x~+~) : P(I~(~) . . . . .  /~( t ) ,  t~ ~ ,  x,,+2 ) 

gesetzt. Dabei ist t~a*  und [t~+~i < G+~q-d mit einem geeigneten positiven d. 
Nun sei to ein Punkt yon a* und 

(2.45) > = I I P , ,  
~t 
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eine irreduzible Faktorzerlegung von /5 in .~)k+l(t~ Zo(t~ die so nor- 

miert ist, dab die h6chsten Koeffizienten der p,  gleich t sin& 

Ftir Resultanten und Diskriminanten gilt eine Produktformel, die man 
lei&t a u s  der Darsteltung durch die Wurzeln der Potynome (vgl. z.B. E3]) 
ableitet. Bedeutet R (/, g) die Resultante v o n /  und g und D (l) die Diskrimi- 
nante von ], so hat man R ( H  L, H g~): = ~. H . / / R  (/~, g~) und D (j~/~) = 

v /z /~ *' l.t 

f l ' / 7  D ( /~)/I  R (/~,/a), wobei ~ und Faktoren sind, die v o n d e r  Anzabt, 
v x=t=a 

den Graden und den h6chsten Koeffizienten der Polynome abh/ingen. 

Fat" Pseudopolynome P, P,, P2 aus ~'+= ist D (P) bzw. R (~, &) entweder 
Uberhaupt yon Nutl verschieden oder gleich F(/ , ( t ) , . . , /~( t ) ,  t~+~) mit einem 

F aus ~,+!. Wegen (2.4t) und (2.43) ist also D(P) bzw. R(P,,P2) bis auf 
eine nicht verschwindende Funktion gleich einem Produkt yon Linearfaktoren 
tk+ 1 - -Z  (t) mit Z~ U{~ (P; a): PC ~,+t}. Das sind Einheiten in gpk+l (t o, Zo (to)), 
falls Z (t ~ q= Z 0 (t ~ is t , und irreduzible Fakt0ren im andern Fall. Aus Z (t ~ = Z  o (t o ) 

folgt aber wegen der Eindeutigkeitsbedingung Z = Z  o. Also ist D(/5) bzw. 

R (~,/52) bis auf eine Einheit eine Potenz yon tk+ 1 --Zo(t ). Aus den ange- 
ftthrten Produktformeln urld der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible 
Faktoren Iolgt dann 

} (2.46) R (p+~, }+0) = Einheit • eotenz von t+++ -- Z o(t), 

wobei p,,  p,~, p~.~ die Faktoren von P, P,, P2 gemS.g (2.45) s i n &  Speziell 

folgt hieraus, da6 D(p,) entweder in einer Umgebung yon (t ~ Z0(*~ von 
Null verschieden ist oder in genau den Punkten (t, Z o (t)) verschwindet. Wird 

die Substitution y=tk+,--Zo(t  ) gemacht, so ist p~(t,y+Zo(t),x,+.,_)=: 
q(t, y, &+~) ein irreduzibles Pseudopolynom aus ~k+l(t~ 0) !x,+~l, dessert 
Diskriminante entweder in einer Umgebung yon (t ~ 0) yon Null verschieden 
ist 6a) oder in genau den Punkten (t, 0) verschwindet. Nach Hilfssatz (2.3)gibt 

es eine Funktion 2 aus ~k(t~ so dab q(t, O, x,+~)--pu(t, Zo(t ), Xr_,~2)= 
(x,~_2--Z(t)) L mit ganzem positivem L gilt. Die so ffir alle Faktoren p~ 

von P gebildeten Funktionen Z seien mit den entsprechenden Vielfach- 
heiten L zur Menge ~(P; t ~ zusammengefaBt. Es gilt also 

F(t, /7 
2~3 (P;t~ 

in einer Umgebung yon t ~ Sind P1, P2 Pseudopolynome aus ~3 *+2 und ist 
Z,~ ~ (PV t~ Z= ~ 3 (P=; t~ ulld gilt Z~ =Z2 in einem Punkt t a einer hinreichend 

kleinen Umgebung yon t", so haben zwei Faktoren/$1, bzw. Pe~ yon/~  bzw. 

6a) In diesem Fall hat q den Grad t. 
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eine gemeinsame Wurzel tiber (r Z o (t~)). Wegen (2.46) mtissen sie dann tiber 

jedem Punkt  (t, Zo(t)) eine gemeinsame Wurzel haben, woraus Z~ (t)=Z2(t) 
folgt. Damit ist die Behauptung (II *+1) auch in diesem Fall ftir eine Um- 
gebung eines beliebig gew~ihlten Punktes t o aus a* gezeigt. 

Bildet man die lokalen Zerlegungen ftir jeden Punkt aus a* (im t. Fall) 
bzw. aus a* (im 2. Fall), so folgt aus der Eindeutigkeit der irreduziblen Faktor- 
zerlegung, dab die Zerlegungen im Durchschnitt ihrer Gtiltigkeitsbereiche 

gleich sind. Die Z gehen also durch analytische Fortsetzung auseinander 
hervor. Da a* und a* einfach zusammenh/ingend sind, erh~ilt man in ganz 

a* bzw. a* analytische Funktionen Z. Stimmen zwei Z in einem Punkt 
tiberein, so in einer Umgebung, also in ganz a* bzw. a*. 

Damit ist der Hilfssatz und mit ihm Satz 1 bewiesen. 

w 3. Gemeinsame Verfeinerung yon Zellenkomplexen 
(3.t) Satz 2 (KooPlVIAN-BROWN [51, p. 242). G sei eine o/fern und zusam- 

menhii~gende Teilmenge des R ~ (x 1 . . . . .  x,,) und M eine kompakte TeiZmenge 
yon G. F sei eine in G nicht identisch verschwindende a~alytische Funktion.  
Dann ist die Menge der Punkte  (Yl . . . . .  y~) des R ~ (Yl . . . . .  y,),  /iir die es ein 
(x 1 . . . . .  x~) aus M gibt, so daft F(x l  + t y  1 . . . . .  x,~+ty1~ ) /i~r alle reel lent  aus 
einer Umgebung von t =  0 identisch verschwi~det, in R" (Yl . . . . .  y~) abgeschlosse~r 
und nirgends dicht. 

Folgerung. Fi~r i = 1 . . . . .  m sei G i e im  o//ene und zusammenhgngende Teil- 
menge des R ' ,  M i eine kompakte Teilmenge yon G i u n d  F i eine in G~ nicht 
identisch verschwindende analytische Funktion.  Dann gibt es ein Koordi~r 
system {x~ . . . . .  x~}, so daft /i~r i = 1 . . . . .  m die Fu~r F~ in fedem Punk t  
voir M4 beziiglich x ,  ausgezeichnet ist. 

Beweis der Folgerung. Eine endliche Vereinigung nirgends diehter Mengen 
ist ebenfalls nirgends dicht. Daher gibt es eine Richtung, so dab F~ auf den 
Geraden durch Punkte aus M i, parallel zu dieser Riehtung, nicht identisch 
verschwindet. Wird die x~-Achse parallel zu dieser Richtung gew/ihtt, so 
folgt die Behauptung. 

Beweis yon Satz 2. In G • R ~ (y~ . . . . .  Y5 sei T die Teilmenge aller Punkte 
(x~, ,: . ,  x~, y~ . . . . .  y . ) = ( x ,  y), ffir die F ( x ~ + t y ~  . . . . .  X,~+ty,)  ftir alle t aus 
einer Umgebung yon t = 0  verschwindet. Es m6gen n~ bzw. 79 die Projek- 
tionen auf R"(x) bzw. R'*(y) bezeichnen. Zu zeigen ist, dab S: = ~ y ( T ~ ( M x  
R '~ (y))) abgeschlossen und nirgends dicht ist. 

Die Abgeschlossenheit von S ist folgendermagen einzusehen: Ist (y'~) eine 
gegen yO konvergierende Folge v o n  Punkten aus S, so gibt es Punkte x ~ 
aus M, so dab (x '~, y ' ) c  T gilt. Da M kompakt ist, kann man annehmen, 
dab (x '~) gegen einen Punkt x ~ aus M konvergiert. Es gibt ein t l>  0, so dab 
ftir alle t mit ] t I < tz und ftir alle m = 0, t, 2 . . . .  die Punkte (x~ + t YT, . . . .  x~ + t y~) 

m in G liegen. Ftir m = t, 2, ... und alle diese t ist dann F(x~ + ty~ ~, . . . ,  x~ ~ Yt7) 
gleich Null. Daraus folgt (x ~ y0)~ T, also y~ 
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Es wird nun gezeigt,  dab  T eine analv t i sche  Menge in G• ) is~ Efir 
jeden Punk t  tx. y) aus G ~R"ty)  l~il3t F sich um x in eine Potenzreihe  en:-  
wickeln, so dab  F/Xl - - -  r Yl, " ' ' '  X'~ ~ y,~) in der Fo rm >~ a ........ (t Yl) . . . . . . .  (t Y,~)"~ 

v 1 .,, v~ 

darges te l l t  werden kann.  Also ist (x, y) C T genau dann,  wenn ft~r i =  0, i, 2 . . . .  

Z a ........ y~ . . . .  y ;2 - - :C~(x ,y  - 0  

ist. Sei (x ~ y~215 Die Entwicklungskoeff iz ienten  a ......... a ........ (x'l 
ffir Punk te  x aus einer geniigend kleinen Umgebung U yon x ~ 1assert sich 

0 darstel ten,  die alle in U konver-  durch Potenzreihen in x 1 x ~ . . . . .  x~ - -x~  
gieren. Also sind die C~x, y) analv t i sche  Funk t ionen  in G xR~ty), und  ihre 
Potenzre ihenentwicklungen um einen Punk t  ~x ~ y0) konvergieren in einer 
von ~ unabh~kngigen Umgebung.  L~iBt man  ftir x, y auch komplexe  Wer te  
za, so stel len die Ciix, y) holomorphe F tmkt ionen  in einer von i unabh~ingigen 
komplexen  Umgebung  yon (x ~ yO) dar. I s t  V eine dar in  re la t iv  k o m p a k t e  
Umgebung und bezeichnet  M i das Maximum yon C~ ~ in V, so konvergier t  
die Reihe 

OA3 
(q  x, y//~ :H(x,  

~-o M~-2r Y) 

in V gleichm/iBig und stell t  deshalb eine i~ V holomorphe  F u n k t i o n  dar. 
Mithin ist H in einer reellen Umgebung  von (x ~ yO) analyt isch,  und  die Nu!l- 
stellen yon H sind genau die Punkte ,  in denen alle C( verschwinden.  T ist 
also eme ana ly t i sche  Menge in G x R  ~ y). 

Es sei N<_R'~ty) die Menge d e r y  mit  I < Y l ~  " - y ~ < 2 .  Dann  gent~gt 
es zu zeigen, dab  S ~ N - - a y (  T~ (M x N ) )  keine inneren Punk te  hat .  Naeh Satz I 
kann T~" ( M x N )  durch  endlich viele Komplexe  t iberdeckt  werden, die zu- 
sammen aus endlich vielen in T en tha l tenen  analyt ischen Zellen a l , . .  a,, 
bestehen.  Aus der Annahme,  S,~N habe innere Punkte ,  folgt dann,  dab  

~: U a ~  und  dami t  auch O zcj ( ~ ) i n h e r e  Punk te  hat .  Da die Mengen a>(g~) 

abgeschlossen sind, g ibt  es ein a unter  den a~ mit  min imaler  Dimension,  so 
dab  a~(g) innere Punk te  hat.  ay(~a) h a t  keine inneren Punkte ,  ist  daher  
nirgends dicht.  Es gibt  also einen inneren Punk t  y yon zr~/g und eine in 
z,~ (~) en tha l tene  Umgebung V von y, die ~ (~a) n icht  trifft .  ~ la enth~ilt 
daher  V und  hat  deshalb innere  Punk te  Die Dimension der ana ly t i schen 
Zelle a sei k. Dann  gibt  es eine k-Zelle b im R ~(t 1 . . . . .  @ und eine ~opologisehe 
Abbi ldung  

X i  = / i  ( t l  . . . . .  t?~ . i - -  J . . . . .  ~' 

von b auf ~ mit  in b ana ly t i schen  Funk t ionen /~ ,  g~. %o~(b)  ~ . l a l  hat  inhere 

Punkte ,  also ist  k_>~, und  der Rang  der  F u n k t i o n a l m a t r i x  f -  0(~:.::,~,, 

ist gleich n (vgl. [4] oder  [12])~ . t o sei ein P u n k t  aus b, in dem eine ~-reihige 

7) Will man diesen Satz fiber Abh/ingigkeit yon b'unktionen vermeiden, so kanv- man 
wie in [5~ schliel3en. 



Simpliziale Zerlegung abz~hlbarer analytischer RSmme 193 

Un~erdeterminante von f nicht verschwindet, y~176 ist ein innerer 
Punkt  yon ~yo~(b), und man kann eine analytische Abbildung ~? einer Um- 
gebung von y0 finden, ftir die ayoqso~p(y)=-y gilt. Es geh6ren also die Punkte 
(~o~o~(y) ,  %o~o~o(y))=(axo~o~p(y), y) zu T, d.h. es gibt eine Umgebung 
W yon y0 und in W analytische Funktionen h i(yl . . . . .  y,~), i = t . . . . .  n, so 
dab F(hl (y  ) + t y l  . . . . .  ]L~(Y) + t y , )  identisch ft~r a l l e y  aus W und alle t aus 
einer Umgebung yon t = 0  versehwindet. Da nun aber die zugeh6rige Funk- 
t ionalmatrix den Rang n hat, folgt, dab die Nullstellenmenge yon F innere 
Punkte hat, was wegen F ~ 0  und dem Zusammenhang von G ein Wider- 
spruch ist. 

(3.2) Um Itir das folgende eine bequeme Sprechweise zu haben, sei deft- 
niert: Sind (K, ~) und (K i, ~ ) ,  i = t . . . . .  m, e~dliche Zellenkomplexe im R '~, 
so heifl~ (K, ~) ei~r Ver/eimrungskomplex /i~r die Komplexe (K i, ~i), wenn jede 

Zelle ausi= Vereinigung yon Zelle~ aus ~ ist. 

Ist (K, ~) ein Verfeinerungskomplex ftir die Komplexe (K i, ~;j, i = t . . . .  m, 

und hat eine Zelle a aus S} mit einer Zelle b ausU= ~i nichtleeren Durchschnitt, 

so ist a (b. Denn b ist Vereinigung yon Zellen aus ~, unter denen a vorkommen 
r o l l  f3 .  

Um nachzuweisen, dab ein Komplex (K, ~) ein Verfeinerungskomplex ft~r 
die Komplexe (Ki, ~ ) ,  i ~ t . . . . .  m, ist, gentigt es zu zeigen: 

~n 

t. K ) U K ~ .  
i = l  

m 

2. Ist a ~ ) ,  b,~Ul~ i . =  und gilt a~b4=O, so folgt aqb.  

Denn dann wird jede Zelle b aus _U ~, dutch Zellen a~ . . . . .  a~ aus ~/ iberdeckt ,  
* r 

wobei man a 0 ~ b 4- 0, ~ = 1 . . . .  r, annehmen kann, so daBoUla ~ (b, also U a o = b 
. - -  o = 1  

folgt. 

Satz 3. Es selene (K~, ~i), i =1 . . . . .  m, e~dliche Komplexe vor~ A-Zdlen  
im R". Damon existiert ein Ver/eineru~gshom~Slex (K, ~) /r sie, der daraber 
hinaus so gewdhl~ werde~, ~ann, daft ~ a~s anaZy~ischen A~-Zellen besteht und 

daft die Durchmesser der Zellen aus ~, sowei~ sie UK~.= tre//en, kleimr als ei~ 
vorgegebems e > O  sind. 

Beweis. Die Behauptung tiber die Durchmesser der Zellen wird dadurch 

erledigt, dab ~ K~ dutch endlich viele endliche Komplexe von A-Zellen t~ber- 
i = 1  

deckt wird, deren Durchmesser kleiner als ~ sind, und dab dann diese Zusatz- 
komplexe mit unter die gegebenen aufgenommen werden. 

Es wird nun Induktion fiber die Dimension ~, des Raumes R " angewandt. 
Der Fall ~ = t i s t  klar. Der Indukfionsschritt  ( ~ -  1-~*) wird in mehreren 
Sehritten durchgeffihrt. 

M a t h e m a t i s c h e  Z e i t s c h r i f L  B d .  83  1 4  
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(A) Es bezeichne ~ '  ~, i die Menge der Zellen aus ~. deren Dimensionen 
kleiner als n sind und K~ ihre Vereinigungsmenge. (K'~, ~) ist ein Unter- 
komplex von (Ki, ~i). Ist dann (K, ~) ein Ver/einerungskomptex /r die 

Komplexe (Ki; f~) und gilt K )_ =lKi,~ so ist (K, ~) auch ein Ver/einerungs- 

komplex ]r die Komplexe (Ks, ~i). 
Beweis. Nach dem Satz yon der Gebietsinvarianz (vg]. EI~, p. 396) sind 

die Dimensionen yon Zellen im R ~ h6chstens gleich n, und ftir n-dimensionale 
Zellen a ist 8a der topologische R a n d  yon a. Es sei also a eine n-Zelle aus 

~ und x ein Punk t  yon a. x ist in einer Zelle b aus ~ enthalten. Wenn 
i = 1  

b nicht in a enthalten w~re, mtiBte b~Sa wegen des Zusammenhanges  yon b 

niehtleer sein. b h~itte nichtleeren Durchschnit t  mit  einer Zelle aus ~ ~,, 

die in 8a enthalten wXre, also zuiUl~ ~ geh6rte. Man h~itte daher b ( S a ,  im 

~b Es ist also xEb(_a, woraus die Behauptung folgt. Widersprueh zu x~ . 

(B) Die Zellen a aus ~ ~'i sind Each Voraussetzung A-Zellen. Es bezeichne 
i = 1  

A~ eine A-Menge von a. Ffir jeden Punk t  von g gibt es eme offene, zusammen- 
Mngende  Umgebung  V und eine in V analytische Funkt ion F,  die, da die 
Dimension yon a kleiner als n ist, nicht  identisch verschwindet,  so dal3 
V~A~--{x: x~V, F(x)--O} gilt. Es gibt endlich viele soleher Umgebungen 
V. ~ ~ - - t ,  . . . ,  s~, zugeh6rige Funkt ionen ~~ und kompakte  Mengen ~M~ff~ ~  

sa 

mit O M~ _9 g. Naeh der Folgerung yon Satz 2 kann ein Koordinatensvstem 
cy=J. 

U l ~ u n d a - - t  . . . .  s~ {x 1 . . . .  , x~} des R ~ gefunden werden, so dab fiir alle a a u s  

gil t : /vd ist in jedem Punk t  yon M~ beziiglich x~ ausgezeichnet. Daraus  folgt" 

Ist  x o ein Punkt  aus ~ a ~ U  x ~ , so gibt es ein a, so dab x~ ~ gilt und 

_F d in x ~ beziiglich x~ ausgezeichnet ist. Daher  gibt es nach Satz t eine Um- 
gebung U _(Vd yon x o und einen endlichen Komplex (L, ~) mit L = U~  {F~ ~ -  0} 

- -  U~A~ ) U ~  & Dabei besteht g aus analytisehen At-Zellen, fiir die die in 
den Zus~ttzen a) und b) yon Satz t genannten Eigenschaften gelten. ~ wird 
dutch endlich viele derartiger Komplexe (L, g) tiberdeckt. Die so fiir alte 

ac  ~ ~" ., gebildeten Komplexe seien (Li, ~j), ] ' = t ,  .. p. 
i - - l  

Ist nun (K, ~) ein Ver/einerungskomplex fi~r die Komplexe (L i, gi), so 
auch /iir die Kornplexe (K$, ~'~). 

m t p 

U ~ ist a ( U L i ( K .  Es geniigt daher zu Beweis. Ftir jede Zelle a a u s  ~ _.~ _ 
m 

zeigen: Ist  a~ U ~'  ~ ' ~, c ~  und ist a c=t=0, so ist c(a. Wegen a~c4-O hat  
P 

c nichtleeren Durehschnit t  mit einer in A~ enthaltenen Zelle aus U g~ ist 

also in A~ enthalten. Es sei P ein Punk t  von a~c. Es gibt eine Umgebung 
V yon _P mit V~A~-- V~.a, woraus V,ac~V~A~-- Vc~a und damit  V~c(a~c  
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folgt. Das bedeutet, dab ac~c in c often ist. Es ist aber auch ac, c in c abge- 
schlossen. Denn sei Pccc~ac~c. Aus der Annahme P c S a  folgt, dab Pr 

Itir eine in 8~ enthaltene Zelle a' aus ~ 2 '  gilt, woraus sich cc~a'q=O und 
i = l  

deshalb wie oben c (_A s, ergibt. Dann gibt es eine Umgebung V yon P mit 
VmA~,=Vc~a' ,  woraus Vc~c(Vc~a' und damit V:-,cc~a=O folgt. Das ist 
abet ein Widerspruch zu P e c k .  Well c zusammenhgngend ist, ergibt sich 
cc~a=c, also c (a .  

(C) Es wird jetzt ein Verfeinerungskomplex (K, 2) yon analytischen A 1- 

Zetlen far die Komplexe (Li, gj) konstruiert, der die Bedingung K )_ ~ K~ 
i=1  

erfiillt. Wegen (A) und (B) ist (K, 2) dann auch ein Verfeinerungskomplex 
ftir die Komplexe (Ki, ~i), und Satz 3 ist bewiesen. 

P 
Ftir jede Zelle b aus U gi gilt die in Zusatz b) yon Satz 1 genannte Eigen- 

j = l  

schaft. Es gibt also eine in einer Umgebung yon b analytische Funktion Gb, 
deren Nullstellenmenge A a eine A-Menge yon b ist, und die in jedem Punkt 

P 
yon b beziiglich x~ ausgezeichnet ist. Es seien bl, b2 zwei Zellen ausjU gj 

mit nichtleerem Durchschnitt. Ftir j eden Punkt xr blc~ b 2 gibt es nach Satz 1 
eine Umgebung U und einen endlichen Komplex (M, 92), so dab M = 
Uc~Abf-,Ab= )_ Uc, blc~b 2 gilt. Dabei soll ftir die Zellen aus 92 wieder die Aus- 
sage yon Zusatz a) des Satzes I gelten, blmb 2 wird durch endlich viele solcher 

P 
Komplexe (M, g/R) iiberdeckt. Die so fiir je zwei Zellen bl, b, aus U oj mit 

" i = 1  
nichtleerem Durchschnitt gebildeten Komplexe seien (Mk, 92k), k = t . . . . .  q. 
Bezeichnet nun ~ die Projektionsabbildung yon R '~ (x 1 . . . . .  x,~) auI R "-1 (xl, 

P q 
. . . .  x~_~), so gilt wegen Zusatz a) von Satz t far alle Zellen b aus.._U g j~  _Ut92k: _ _ 

z~ ist auf b injektiv und a(b) ist eine A-Zelle. Fiir jedes b bildet b zusammen 
mit den in b enthaltenen Zellen des Komplexes, dem b angehart, einen Unter- 

P f 
komplex. Deshalb 1assert sieh auch die A-Zellen zt(b) mit b~ U gyvokUlg2 ~ 

/=1  
zu Komplexen zusammenfassen. Die Induktionsvoraussetzung ist also an- 
wendbar: Es gibt einen Komplex (N, 9~) von analytischen Ax-Zellen im 

P q 

R'*-l(x~ . . . . .  x,~ 1), so dal3 jede Zelle :r(b) mit br k Vereinigung 

yon Zellen aus ~R ist. 

Der Verfeinerungskomplex (K, 2) soll nun in der in (t.8) besehriebenen 
Weise konstruiert werden. Hierzu mug far jede Zelle d aus ~{ eine Menge 

(d) yon in d stetigen reellwertigen Funktionen angegeben werden. ~a sei 
P 

die Menge derjenigen Zellen b aus U gj, fiir die d ( a ( b )  gilt. Sei b<!5 d. Die 
~=1 

Umkehrung yon alb:  b-->=(b) ist eine stetige Abbildung in ~(b). Jedem 
Punkt (~1 . . . . .  x~_~)=x aus ~(b) ist also stetig eine reelle Zahl ~(x) zuge- 

14" 
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ordnet,  derar t  dal3 (x, ~e(x))-~b ist. Die Einschr~inkung von ~ auf J sei mit  
Z b bezeichnet.  Dann  sei $(d) die Menge der Funkt ionen  Z o, b ~  a. 

Is t  bc$d, so ist jede Randzelle d' yon d in ~(b) enthatten.  Dann  ist ent- 
weder d'(~(b) oder es gibt eine Randzelle b' von b, so dab d'~=c(b')4=O 
ist, woraus d '@r(b ' )  folgt. Daraus  ergibt sich, dab die Einschr~nkungen der 
Funkt ionen  Z aus 3(d) auf W in $(d ' )  enthal ten sind. Die Voraussetzung 
(13) yon (1.8) ist also erfiillt. U m  auch Voraussetzung (~) nachzuweisen, sei 
d ~  b l ,  b~.~3~, und es sei Zb~(x~ ~ ftir einen Punk t  x ~  (x~ . . . . .  x~ 

aus d angenommen.  Zu zeigen ist Zb--Zb. .. Es sei d l : - -{(x ,  x,)" x~d, x,~-- 
Zb,(x)}. Es geniigt cll(_b 2 zu zeigen, denn daraus folgt, dab fiir jedes x aus 
d der Punk t  (x, Z~,(x)) ein Punk t  aus b 2 ist, d.h.  gleich dem Punk t  (x, Zb.,(x)) 

ist. Es ist d~x~b~4:0. Is t  P ein Punk t  yon dl~b2~dl, so folgt ~(P)cd, also 

ist 6 abg schloss n A g .omm  , ist 
nicht  often. Dann  gibt  es ein P aus d~b2 und eine gegen P konvergierende 

Folge (P~) von Punk ten  aus ct 1 b 2. Es sei U eine Umgebung  yon P,  ffir 
die U~Ab= U~b 1 und UmAb-- U~b 2 gilt. Ftir fast alle P,~ ist daher  P,.~I~Ab . 

q 

Es gibt  eine Zelle c aus U ~ k ,  die P enth~lt und in A~Ab~ enthal ten ist. 
k = l  

Wegen :~(c)~d4:~ ist :~(c)_)d. Also gibt  es zu jedem rn einen Punk t  Q,~ 
aus c m i t  :~(Qm)--z~(P~). Da :~ auf c topologisch ist und die Folge (:~(P~)) 
gegen :z(P) konvergiert ,  konvergier t  auch Q~ gegen P,  woraus folgt, dab 
fast alle Q~ in U~Ab~ und dami t  in b 1 enthal ten  sind. Es muB deshalb P ~ :  Qm 
for fast alle rn sein, was aber wegen O~ccqA b , P~r b ein Widerspruch ist. 

Aus dem Zusaramenhang yon ct 1 folgt dann dl~b2--d~, also d~<b~. 

Wie in (t.8) angegeben, wird nun ~iber dem Komplex  (N, 9~) mit den ftir 
jedes d aus 9~ gegebenen Funkt ionenmengen  ~ (d) ein Komplex  /K, 9~') kon- 
struiert .  Dabei ist K - - N  • - q, + ql mit  e inem hinreichend grog zu w~ihlen- 

P 

den q. Offensichtlich ist jede Zetle b aus U gi Vereinigung yon Zellen aus ~. 
i = 1  

Nach (~ .~)  besteht  ~ aus A~-Zellen. Hinsichtlich der Bedingung K "  ~ Ki 

sei festgestellt,  dab q beliebig grog gew~hlt werden kann  und dal3 N eben- 
falls als hinreichend umfassend angenommen werden kann" man  braucht  nur 
unter  die Komplexe,  fiir die (N, ~I als Verfeinerungskomplex gebildet wurde, 
Zusa tzkomplexe  mit geeigneten Tr~igermengen aufzunehmen.  

Es muB also nur  noch gezeigt werden, dab die Zelten aus ,~ analvt ische 
Zellen sind. Nach (1.9) gentigt es zu zeigen, dab fiir d ~  und b~3~ die Funk-  
tion Z~o~0~ in d* analytisch ist. Nun hat  b die in Zusatz  a~ von Satz I ange- 
gebene Eigenschaft .  :~(b)-- :b o ist also eine analvtische Zelle, und es gilt 
b*--b* sowie % 0 = x o % .  ~ g* ist elne analyt ische Abbildung yon d* in b 0. 
Daher  ist ~-ol,9~[d * eine analytische Abbildung yon d* in b*. Wird darauf  
noch % angewendet  und die r~-te Komponen te  dieser analyt ischen Abbildung 
von d* in b genommen,  so erh~ilt man gerade Z~o~oe. Satz 3 ist damit  
bewiesen. 
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Man kann mit Hilfe der S~itze I und 3 leicht den Satz von KOOPMAlX= 
BROWS ([5], Theorem 6.1, p. 245) folgern' Sind F~., i----1 . . . . .  m, analytische 
Funktionen in der offenen Teilmenge G des R n und ist M eine in G enthaltene 
kompakte Menge, so gibt es einen Zellenkomplex (K, S~) mit MC_Kff_G, so 
dab fiir i = 1 . . . . .  m die Menge der in K gelegenen Nullstellen yon ~ Tr~ger 
eines Unterkomplexes ist. 

w 4. Reelle R/iume 

(4.1) Es bedeute im folgenden G stets eine offene Teilmenge eines reellen 
Zahlenraumes. Ist A eine analytische Menge in G, so heigt eine in A definierte 
reelhvertige Funktion / analytisch, wenn es zu jedem x~A eine Umgebung 
UCG yon x und eine in U analytische Funktion g gibt, derart d a b / ] A ~  U= 
gIAm U gilt. Ist A i ( i = l ,  2) eine in GiffR'*~ analytische Menge und 99 eine 
stetige Abbildung yon A 1 in A 2, so wird ~ analytisch genannt, wenn p kom- 
ponentenweise durch analytische Funktionen dargestellt werden kann. Ist qr 
eine topologische Abbildung yon A 1 auf A 2, so heiBt ~v bianalytisch, wenn 
sowohl ~v als auch ~-1 analytisch sind. 

(4.2) De/inition (reeller Raum). X sei ein Hausdor//scher Raum. Ein 
Pear (U, ~v) hei/3t eine Karte, wenn U eine o//ene Teilmenge von X und ~o eine 
topologische Abbildung yon U au/ eine in einer o//enen Teilmenge eines reellen 
Zahlenraumes ana/ytische Menge ist. Zwei Karten (U, ~?) und (V, Z) hei/3en 
vertrdglich, wenn entweder Uc~ V leer ist oder die Abbildung 9oZ 1: Z (U~ V)--> 
~?(U~V) bianalytisch ist. Ein System 11 yon paarweise vertr~g/ichen Karten 
heiflt vol/st~ndig, wenn fede zu allen Karten aus LI vertr~gliche Karte zu 11 gehdrt. 
Ist I I={(U i, ~vi), i~I} ein vollstdndiges System yon Karten und gilt X =  U b~, 

so hei/3t (X, 1I) ein ree//er Raum mit dem Strukturat/as 1I. 

Es sei (X, 1I) ein reeller Raum. Dann ist X ein lokal-kompakter, lokal- 
wegzusammenMngender, regul~irer topologischer Raum. (Den lokalen Weg- 
zusammenhang folgert man sofort aus Satz 1.) Die zu Karten (U, 9) aus 11 
geh6renden offenen Mengen U bilden eine Basis der Topologie yon X. Ist 
Y eine offene Teilmenge yon X und ~ des Teilsystem aller Karten (U, 9) 
aus 11 mit U(_Y, so ist (Y, ~) ein reeller Raum. Beispiele sind analytische 
Mannigfaltigkeiten, analytische Mengen, komplexe (Serresche) R/iume. 

(4.3) (X, 1I) sei ein reeller Raum, Y eine offene Teilmenge yon X und / 
eine reellwertige Funktion in Y. / heil3t analytisch in Y, wenn ftir jede Karte 
(U, ~) aus 11 mit Uf_Y die Funkt:ion/o~ -1 in ~(U) analytisch ist. (Wie man 
leicht sieht, gentigt es zu fordern: Fiir jedes y aus Y gibt es eine Karte (U, 9) 
aus 1I mit y~ Uff_Y, so dab/o~0 -~ in w(U) analytisch ist.) 

(4.4) De/inition (analytische und pseudoanalytische Menge). Es sei Y eine 
o//ene Tei/menge des reellen Raumes X und A eine Teilmenge yon Y. A hei/3t 
eine analytisehe Menge in Y, wenn es zu l"edem x~ Y eine o//ene Umgebung 
U(_ Y yon x gibt, so daft A ~ U die Nullstellenmenge einer in U analytischen 
Funktion ist. A heit3t eine pseudoanalytische Menge in Y, wenn es zu ~edem 
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x~ Y eine o//ene Umgebung U (_Y yon x gibt, so daft A ~  U endliche Vereinigung 
von endlichen Durchschnitten yon Mengen der Form {y: ~ U y~ , / ( y ) > 0 }  mit 
einer in U analytischen Funktion / ist. 

w 5. Zerlegung abz/ihlbarer reeller R/iume 
15.t) (X, 1II sei ein reeller R a u m  und G eine offene Teilmenge des R'L 

Eine stetige Abbildung c? von G in X heif3t analytisch, wenn ftir jede Kar te  
(U, ~) aus 1I entweder  q)-i (U) leer ist oder ~vo ~] ~v -1 (U) als Abbildung in einen 
reellen Zahl raum analyt isch ist. (Es gentigt zu fordern, dab es zu iedem 
Punk t  x aus X eine Kar t e  (U, ~v) aus 1I mi t  xc  U gibt, so dal3 entweder  
~0-1(U) leer ist oder die Abbildung ~v%v[~v-l(U) analyt isch i s t )  

15.2) De/inition (analytische Zellej. X sei e~n reeller Raum. Eine k-dimen- 
sionale Zelle a in X hci/3t eine analytische Zdle, wenn ihr eine k-Zelle a* im R ~ 
und eine t@ologische A bbildung % yon a* au/ ~ zugeordnet ist, so daft [olgendes gilt: 

t) 9~ biIdet a* analvtisch au/ a ab. 

2, Ist G eine o//ene Teilmenge eines R '~ und ~o: G--->X eine analytische 
Abbildung mit ~(G) (.~, so ist ~o~lo~v: G-+R k analytisch8). 

(5.3) De/inition (A-Zelle) Eine Zelle a in euzem reellen Raum hei/3t eine 
A-Zelle, wenn es eine in einer o]/enen Umgebung yon ~ analytische Menge A 
gibt, so daft/i~r jeden Punk! x aus a eine Umgebung existiert, in der A und a 
i~bereinstimmen. A hei/3t o~ine A-Menge yon a. 

(5.4) (X, 11/ sei ein reeller R a u m  und a eine Zelle in X. (U, ~o) sel eme 
Kar t e  aus 1I; .r sei analyt isehe Menge in G(_R ~. Es gelte g ( U .  Is t  dann 
a eine A-Zelle in X, so ist ~ (a) eine A-Zelle in R ~. 

Beweis. Zun~chst  sei festgestellt,  dab ~o(a) f iberhaupt  eine Zelle in R" 
ist;  die Eigenschaft  einer Menge, Zelle zu sein, h~ingt ja auch yon ihrer abge- 
schlossenen Htille ab. Es ist abe t  ~(a)--~?(~), denn wegen ~o(~)--~(a)~gJ(U) 
ist ~o (g) _( ~o ( a )  andererseits ist g, also aueh ~o (g) kompak t  und daher  abge- 
schlossen, woraus ~0 (a) q~  (g) folgt 

Nun gilt allgemein far  eine analyt ische Menge A in einer offenen Teil- 
menge G des R~: Ist B eine analyt isehe Menge im reellen R a u m  A, so ist B 
auch in G analytiseh. Denn sei x ein Punk t  aus G. I m  Falle xCA gibt es 
eine zu B fremde Umgebung  yon x. Is t  x~A, so gibt es eine Umgebtmg V 
yon x und zwei in V analyt ische Funkt ionen  /, g, so daf3 A ~  U = { y :  y-cU, 
/ (y ) - -0}  und B ~ A ~  U--- {y: .v~A~ U, g(y)--O} gilt, woraus B ~  U--{y :  y~ V, 
/ (y) - g (y) - o} folgt. 

Von der A-Menge 1!? der A-Zelle a kann man nun o .B.d .A,  annehmen,  
dab sie in U analyt isch ist. Dann  ist also ~ (B) in G analyt isch und offensicht- 
lich eine A-Menge von ~0 (a). 

(5.5) (X, 1I) sei ein reeller R a u m  und (U, ~) eine Kar t e  aus 11; ~ (U) sei 
_ ~ w "  g analyt ische Menge in G ( R  ~. Ist  dann b eine A-Zelle in R" und gilt b L_~D( ), 

so ist ~-~ (b )=  :a eine A-Zelle in X. 

s) Vgl. die Bemerkung im AnsehluB an Definition (1.6). 
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Beweis. Wie in (5.4) folgt ~o-l(b)= ~; a ist mithin eine Zelle in X. Es 
gibt eine offene, o.B.d.A, in G enthaltene Umgebung G' von b und eine in 
G' analytische Menge B, die A-Menge von b ist. Dann ist auch die in G' 
analytische Menge B ~ o ( U )  eine A-Menge von b. Daraus folgt, dab die in 
y~-~(~(U)~G') analytische Menge ~o-I(~o(U)~B) eine A-Menge von a ist. 

(5.6) Hilfssatz. Y sei eine o//ene Teilmenge des reellen Raumes X und A 
eine pseudoanalytisehe Menge in Y. Zu ]edem Punkt x aus Y und ~eder Um- 
gebung V yon x gibt es dann einen Komplex (M, T2) yon A-Zdlen und einen 
Unterkomplex (M', ~l)~'), wobei M eine in V enthaltene kompakte Umgebung 
von x ist und M ~ A  = M '  gilt. 

Beweis. Es gibt eine Karte (U, ~o) aus dem Strukturatlas von X mit 
x6 U ( V ~  Y; ~o (U) sei analytische Menge in G _(R ~. Dann gibt es eine offene 
Umgebung G ' ( G  yon ~o(x) und in G' analytische Funktionen [, /o, ( e =  
1 . . . . .  s; ~ ~- 1 . . . . .  t), so da~3 

={y-yea',/(y) =0}, 
s t 

 n{y: >o} 

gilt. Nach Satz t gibt es einen Komplex (L, g) yon A-Zellen und Unter- 
komplexe (Lo,, ~o,), wobei L eine in ~(U)~G'  enthaltene kompakte Um- 
gebung yon ~o(x) beziiglich ~o(U) ist und L~,~=L~{/o~=O} gilt. Sei dann g ~  
die Menge der in Lo~:=L~{]o~=0} enthaltenen Zellen aus g. Die Vereini- 
gung der Zellen aus g ~  ist gleich L'~; denn jeder Punkt aus L ~  liegt in einer 
Zelle a aus g, welche in L'o~ enthalten sein muB, weil aus a~{ /o ,<0} :~0  

- -  _ v v ~ v  folgen wtirde: a~{lo,=0}4=O und damit a ( L , , , ( L , ~ .  (Lo,, ~~) und daher 

auch (L', g ' ) ' =  oU1 ,N=IL;*' o=1 ~ ~=1 g'~ ist also ein Unterkomplex yon (L, ~). 

Die ~0-1-Bilder yon (L, g) und (L', g'), die wegen (5.5) aus A-Zellen in X 
bestehen, leisten dann das Verlangte. 

(5.7) Satz 4. X sei ein redler Raum mit dem Strukturatlas 1I. Die Topo- 
logie yon X sei abzghlbar. ~ sei ein System yon Mengen A, die in offenen Teil- 
mengen von X pseudoanalytisch sin& Fiir ]edes A aus 9~ sei eine in A enthaltene 
abgeschlossene Menge F A gegeben. Das System {Fa: A~9~} sei lokal-endlich. 
Dann gibt es einen Komplex (X, ~) yon analytischen A-Zellen, so daft/iir ]edes 
A aus 9~ ein Unterkomplex (A', ~A) mit F a ( A '  ( A  existiert. Zu ~eder Zelle a 
aus ~ gibt es eine Karte (V, Z) aus 1I mit g(_V. 

Folgerung 1. X sei ein reelIer Raum mit abzdhlbarer Topologie. 9~ sei ein 
lokal-endliches System von in X analytisehen oder pseudoanalytischen Mengen. 
Dann gibt es einen Kom}lex (X, ~) von analytischen A-Zellen, so daft [i~r ]edes 
A aus ~ ein Unterkomplex mit dem Trdger A existiert. 

Folgerung 2. X sei ein redler Raum mit abzghlbarer T@ologie. (X, ~1) 
und (X, ~2) seien Komplexe yon A-Zellen. Dann gibt es einen Komplex (X, ~) 
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yon analytis&en A-Zelle~., so daft )'ede Zelle vo~ ~'~ ~ ~2 Vereimgung vol~ Zdle:~ 
aus ~ ist. 

Allgemeiner gilt: Es sei Sl 0 ein lokal-endliches System yon A-Zellen in X. 
Fi~r jedes a aus ~o sei aa Vereinigung yon Zellen aus ~o. Dame gibt es elms, 
Komplex (X, ~) voIr analytischen A-Zellen. so dad I'ede Zelle aus ~o Vereini- 
gu~r vo~ Zellen aus ~ isL 

Beweis yon Folgerung 1. Man kann in Satz 4 FA=A setzen. 

Beweis yon Folgerung 2. Ftir jede Zelle a aus ~0 existiert eine in einer 
offenen Umgebnng yon g analytische Menge A~, die A-Menge yon a ist Das 
System (~: aE~'o} ist lokal-endlich, denn fiir iede in X kompakte Menge M 
gibt es eine kompakte Umgebung N yon M, und aus M~  g 4= 0 folgt N ~  a 4= O, 
was nut  ftir endlich viele a aus ~0 gelten kann. Daher gibt es einen Komplex 
(X, ~) yon analytischen A-Zellen, so dal3 fiir jedes a aus .~o ein Unterkomplex 
(A'~, ~ )  mit g_(A~_(A~ existiert. Um nachzuweisen, dab jedes a aus ,~o Ver- 
einigung yon Zellen aus ~ ist, gentigt es zu zeigen, dab jede Zelle c aus S~ 
mit c~a4=O in a enthalten ist. Das ist abet wie beim Beweis yon Satz 3 
(E de yon (Bt) ein  sehen. 

Beweis yon Satz 4. Es sei (U, y2) eine Karte aus 11 und U' eine nichtleere 
offene Teilmenge yon U. Die Beziehung U'( ( (U,  ~) soll /olge~des bedeute~: 
Es gibt ei~e o//ene Me~r G eines reelle~ Zahle~r R '~ und eine n-dimensio- 

hale o//em KugeZ G' ~ i t  G" (G. so da~ ~0fU) ei~,e in G analytische Menge ist 
und U'--~-~(~(U)~G ') gilt. Aus U ' ( ( ( U , ~ )  folgt U ' ( U .  Ist (U,~2 eine 
Karte aus 1I, so gibt es zu jedem Punkt x aus U ein U' mit x~U' und 
U'(((U,  ~). Daher bildet das System der U', for die es eine Karte (U, ~o) 
aus 1I mit U' ( ( (U ,  ~) gibt, eine Basis tier Topologie yon X. 

Da X Iokal-kompakt ist und eine abz~thlbare Basis besitzt, kann X dutch 
abz/ihlbar viele offene Mengen V~, i -- 1, 2 . . . . .  mit kompakten abgeschlossenen 

HtilIen ~ tiberdeckt werden. Dann gibt es auch eine offene tgbeI'deckung 

(~,  i -  l, 2 . . . .  ) mit der Eigenschaft, dab ~ kompakt und in Y~.+~ enthalten 

ist. Denn man nehme etwa Y~:--V~, Y,,:--P~ Wi=UI~/ mit  so grogem m, dab 

~, ~(_Y~ erftillt ist. Es sei noch Yo=Y_~--0 gesetzt. Dann gilt Itir a!le 

j - - l ,  2, " }]..~ Yj_~ ist eine Umgebung der kompakten Menge ~--Y~_.~. 

Ftir jedes x aus Yj Yj_~ gibt es daher eine Karte (U, ~o) aus 1I mit kompaktem 

U und ein U' mit U'(( (U,  ~), so dab x~U' und U(Y~-=a-- Yj_ e gilt. ~ - -  Yj__~ 
kann also mit endlich vielen U' iiberdeckt werden, fiir die es ein (U, ~) aus 

, (- 11 mit kompaktem U gibt, so dab U ( .  (U, ~) und U (~.+~ ~_~ gilt. Well 

/~ (Yj - -Y~-I ) - -X ist und jede kompakte Menge yon einem gewissen Index i 

ab in ~ ~ enthalten ist, ist damit gezeigt: 

Es gibt Folgen ((Or. ~o,:)), (~'), i - - t ,  2 . . . .  ,~,it den Eige~scha/te~ 

2) (U~') iiberdeckt X.  
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3) (Ui) ist lokal-endlich. 

4) Ui ist kor~pakt. 
Als regul~trer Raum mit abz/ihlbarer Topologie ist X nach URYSOHN 

metfisierbar. Es sei fiir das Folgende eine feste Metrik gew~hlt. 

HiKssatz 1. (U, 9) sei eine Karte aus 1I und es sei U'(((U,~o). Fi~r 
i = ~ . . . . .  m seien (Mi,  ~J~) endliche Komplexe yon in U ent/~altenen A-Zellen. 
Dann gibe es einen endlichen Komplex (L, ~) yon analytischen A-Zellen mit  
/olgenden Eigenscha/ten." 

(a) L = U ' ~  U M i. 
i = l  

(b) Jede Zelle aus U 33~ i i s t  Vereinigung yon Zellen aus ~2. 
i=1  

(c) U' ist Trager eines Unterkomplexes. 

(d) Zu jedem e> 0 kann man ~ so wShlen, daft die Durchmesser der Zellen 
yon ~ kleiner als e sind. 

Beweis. Wegen (5.4) und (5.5) gentigt es, den Fali zu behandeln, dab 
U eine in einer offenen Teilmenge G des R ~ analytische Menge ist und U ' =  
Uc~ G' gilt, wobei G' eine n-dimensionale offene Kugel ist, deren abgeschlossene 

Hfille in G enthalten ist. U' wird nach Satz t dutch endliche Komplexe 

(~ ,  9~i), / = t  . . . . .  l, yon in U enthaltenen A-Zelten fiberdeckt. ~ kann in 

A-Zellen zerlegt werden, die einen Komplex (G', | bilden; dabei soll G' 
selbst zu | geh6ren. Nach Satz 3 gibt es dann einen endlichen Komplex 

I 
(L, g) yon analytischen A-Zellen, so dab L)jU=~.,~UMe_.= .= w ~  gilt und jede 

1 s3~j wi 1 ~)~i ~(~' Zelle ausj_U U Vereinigung yon Zellen aus ~ ist. Die nurch- 

messer der Zellen aus ~, die U ~).~iU1MivaG' treffen, k6nnen dabei als hin- 
}=1 = 

reichend klein angenommen werden. Die Menge der in U' enthaltenen Zellen 

yon ~ sei ~'. Ftir jedes x aus U' gibt es eine Zelle a aus ~ mit x~a. Daraus 
folgt a ( G ' c ~ U =  U', also a<~'. Die Zellen aus ~' fiberdecken daher U'. Da 

mit jeder in U' enthaltenen Zelte a auch alle in aa enthaltenen Zellen in U' 
liegen, ist die Vereinigungsmenge der Zellen yon ~' abgeschlossen und deshalb 
gleich ~7'. (U', ~') ist also ein Komplex. Ist nun ~ die Menge der in 

U' v~ ~ M~= :L enthaltenen Zellen aus ~, so ist (L, ~) ein Komplex, der das 
i=1  

Verlangte leistet. 

Hilfssatz2. Mit  der oben angegebenen Folge (U~) sei l /~:= U U~'. Dann 

gibe es /i~r 1"edes k = I, 2, ... einen endliehen Komplex (lIVe, ~ )  yon analytischen 
A-Zellen, so daft /olgendes gilt." 

(t) Fi~r ]'edes A aus ~{ ist die Menge FAc~ITV ~ entweder leer oder sie wird dutch 
Zellen a aus ~ m i t ~  (_A #berdeckt. 
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(2) Aus a ~ k ,  a~Uk+,~4=O, ,~>=t, /olgt ~(_Uk+~. 

andern/alls ist a Vereinigung yon Zellen aus ~ .  
(4) Fi;r ]edes a aus ~k gibt es eine Karte (V, Z) aus 1I mit ~ ( V. 

Beweis. Die Komplexe (W~, ~k) werden durch Induktion tiber k definiert. 
Der Anfangsschritt (k = t )  ist Spezialfall des Induktionsschrittes. Die Kom- 

plexe (W], ~]) m6gen ftir j" = t . . . . .  k -  t bereits definiert sein und die Be- 
hauptungen erftillen. 

Ftir m = 1, 2, sei e,~ im Fall D Uk+~@0 ") gleich dem Abstand yon U' 
�9 " " k + m  

und 8 U,+~ und andernfalls gleich t. Da der Abstand zwischen kompakten 
Mengen angenommen wird, ist jedes % positiv. Das System (Ui) ist lokal- 

endlich; daher ist nur ftir endlich viele m d e r  Durchschnitt U~-' Uk+ ~ mcht- 
leer. Bezeichnet e das Minimum der e,~, erstreckt tiber diese m, so ist e also 
positiv. 

- - r  

Es sei A ~ I  und F ~ U s  Nach Hilfssatz (5,6) gibt es zu jedem x aus 
- - t  . 

FA~ U; emen Korr, plex (M, ~)  yon A-Zellen und einen Unterkomplex (M', ~'),  
wobei M eine in U~ und in derjenigen offenen Teilmenge yon X, in der A 
pseudoanalytisch ist, enthaltene kompakte Umgebung yon x ist und M' = A ~ M  
gilt. ~ (~ ist kompakt und wird daher durch endlich viele derartiger Kom- 
plexe (M, YJ~) iiberdeckt, die mit (M~, i ,  ~ A , i ) ,  i = t . . . . .  mA, bezeichnet seien. 

t - -p  Schon die zugeh6rigen Unterkomplexe (M~, ~, T~A, ~) tiberdecken F ~  Us wie 
~ A  mA 

aus ~ U ~ : F A ~ U ~ A ~ ( ~ U ~  M a ' i ) ~ A : U =  i=~MA'i folgt. Da das System {FA: 
--, 

A e~} als lokal-endlich vorausgesetzt wurde, ist FA~ U~ nur ftir endlich viele 
A aus 9~ nichtleer. Man erh~lt also nur endliche viel Komplexe (M~,i, ~J~,~) 
yon in U k enthaltenen A-Zetlen. 

Es sei ~ die Menge der Zellen aus ~_~  mit ~(U~ und Z deren Vereini- 

gungsmenge. (Z, ~) ist ein Unterkomplex von (W~_~, ~_~). Nach Hilfssatz 
gibt es nun einen Komplex (L, ~) yon analytischen A-Ze]len, fiir den fol- 
gendes gilt : 

- - t  M t - ,  . .  (a) 
(b) Jede Zelle aus S ~ U {~5,~: A ~ ~I, FA~ U: ~ 0, i = ~ . . . . .  m~} ist Ver- 

einigung yon Zelten aus g. 

(c) Es gibt einen Unterkomplex (Us g'). 

(d) Die Durchmesser der Zellen aus g sind kleiner als e. 

~z sei die Menge der in Z enthaltenen Zellen aus g. (Z, ~)  ist ein Unter- 
komplex yon (L, g). Es wird ~ : =  (~_~- -~ )w  ~ g '  gesetzt und behauptet, 
dab (I/V~, ~ )  ein Komplex ist. Die Bedingungen 1), 2) und 4) yon Definition 

~) ~ Ul~+m b e z e i c h n e t  d ie  M e n g e  de r  R a n d p u n k t e  y o n  U~+ m. 
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(t.2) sind klar. Bedingung 3) folgt so: Es seien a, b zwei verschiedene Zellen 
aus ~ ,  deren Durchschnitt  nichtleer ist. Dann ist eine der Zellen, etwa a, 

- - t  
aus ~ k - 1 - - 3  und die andere, b, aus ~,'. Aus a ~ b ~  folgt a~U~4=O, also 
nach Induktionsvoraussetzung ~ gU~. Das bedeutet aber a~3,  Widerspruch. 

Zur Behauptung (1)" Es sei A ~ I  und FA~W~4:0. Falls die Menge FA~I/Vk_ 1 
nicht leer ist, wird sie nach Induktionsvoraussetzung durch Zetlen a aus ~i~-1 
mit g _(A iiberdeckt. Da jede Zelle aus ~k 1 entweder in ~ vorkommt oder 

Vereinigung yon Zellen aus ~k ist, gentigt es zu zeigen, dab FA~ U' k, falls 

nichtleer, durch Zellen a aus ~k mit ~_(A iiberdeckt wird. Nun wird ~ U ~  
durch die in A enthaltenen Komplexe (MA,~, ~J~'A,~), i =1  . . . . .  m A, t~berdeekt. 

Ffir jedes x ~ F # ~  gibt es eine x enthaltende Zelle a aus g'_(~k, die also 
ein MA, i schneidet, woraus ~ ( A  folgt. 

- - t  Zur Behauptung (2): Es sei a eine Zelle aus ~ und a~U~+m4=O, m > l .  
Ist a E ( ~ - 1 - - 3 ) w ~ ,  so folgt nach Induktionsvoraussetzung und der Deft- 
nition yon ,~1, dab ~_Uz+~ gilt. Es sei dann a~E' . Wird zun~chst ~ + , ~ @ 0  
vorausgesetzt, so ist der Durchmesser von a kleiner als der Abstand von 

~7~+,, und 0Uk+ ~. Aus ~ U k +  ~ wiirde wegen des Zusammenhanges yon 
folgen, dab ;~0Uz+~ nichtleer w~ire, was einen Widerspruch erg~ibe. Ist  
0U~+ m leer, so ist Uk+,~ often und abgeschlossen und mug deshalb die zusam- 
menh~ingende Punktmenge g enthalten. 

Die Behauptungen (3) und (4) sind klar. Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

Zum Beweis yon Satz 4. Es sei ~ die Menge der Zellen a, Itir die es ein 
k gibt, so dab a ~ z + ~ ,  ftir re=O, t, 2 . . . .  gilt. Sei b eine Zelle aus ~i. g i s t  
kompakt  und (Ui) lokalendlich; also gibt es ein k>=], so dab ftir aIle m =  
0, t, 2 . . . .  ~7~ U~+~ gilt. Wegen Behauptung (3) yon Hilfssatz 2 ist b entweder 
in ~ enthalten oder Vereinigung yon ZelIen c aus ~ ,  fiir die dann g~ U~+,~ 
gilt. Also ist b entweder in ~ enthalten oder endliehe Vereinigung yon Zellen 
aus ~. Daraus folgt 1. Jeder Punkt  yon X ist in einer Zelle aus .~ enthalten. 
2. Ist  a~,~, so gibt es ein ]" mit  a ~ ] ;  ~a ist Vereinigung von Zellen aus ~], 
also auch von Zellen aus ~. 3. Sind a, b zwei verschiedene Zellen aus ~, so 
gibt es ein ]' mit a, b ~ ] ,  woraus a~b=O folgt. 4. Ist  M eine kompakte Teil- 
menge yon X, so gibt es ein ~" mit  M_(Wj; M wird also durch endlich viele 
Zellen aus ~ ,  also auch durch endlich viele Zellen aus ~ fiberdeckt; wegen 
3. schneidet M nur endlich viele Zellen aus ~. (X, ~') ist also ein Kom- 
plex. 

Da jedes ~'~ aus analytischen A-Zellen besteht, gilt dies auch far ~. Ftir 
jedes a aus ~ gibt es wegen Behauptung (4) yon Hilfssatz 2 eine Karte  (V, Z) 
aus Ltmit g_(V. Um zu zeigen, dab es ffir jedes A aus 9A einen Unterkomplex 
(A', ~A) yon (X, ~) mit F A (_A' ~A gibt, gentigt es zu zeigen, dab F A durch 
Zellen a aus ~ fiberdeckt wird, ftir die ~ ( A  gilt. Das ist aber wegen FA= 

(F~c~l~) und Behauptung (t) von Hilfssatz 2 richtig. 
k = l  

Damit ist, Satz 4 bewiesen. 
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w 6. Anwendungen auf komplexe R~iume 
Unter einem komplexen Raum wird im folgenden stets ein Serrescher 

komplexer Raum verstanden (vgt. [6], w Da reell-analytische Mengen nicht 
mehr vorkommen, bedeutet eine analytische Menge wie iiblich eine komplex- 
analvtische Menge. Mit der Dimension eines komplexen Raumes ist die kom- 
plexe Dimension gemeint. 

16.t~ Nach Satz4,  Folgerung 1, kann ein abz~ihlbarer komplexer Raum 
so in Zellen (bzw. Simplexe) zerlegt werden, dab vorgegebene analytische 
Mengen, die emem lokal-endlichen System angeh6ren, Tr~ger yon Unter- 
komplexen werden. Es werde nun eine 2 k-dimensionale Zelle a in dem kom- 
plexen Raum X holomorph genannt, wenn a in X often ist und wenn eine 
2k-Zelle a* im C k und eine topologische Abbildung ~% yon ~ auf g existiert, 
so dab a* durch % biholomorph a u f a  abgebildet wird. Dann l~13t sich zeigen" 
Es gibt einen Zellenkomplex (X, ~), so dab jede Zelle aus ~, die nicht im 
Rand einer h6herdimensionalen Zelle aus .~ enthalten ist, holomorph ist. 

Beweisskizze. Zun~ichst genfigt es, den Fall eines reindimensionalen Raumes 
zu betrachten. Denn kann man jede irreduzible Komponente yon X auf die 
geforderte Art in A-Zellen zerlegen, so braucht  man nur noch zu einer ge- 
meinsamen Verfeinerung fiberzugehen, was wegen Folgerung 2 yon Satz 4 
m6glich ist. Sei also X rein k-dimensional. Man kann sieh weiterhin darauf 
beschr~inken, nut  Umgebungen yon Punkten aus X in A-Zellen zu zerlegen, 
derart dab die 2 k-Zellen holomorph sind. Denn dann braucht man X nut 
durcb ein lokal-endliches System solcher Komplexe zu tiberdecken mad eine 
gemeinsame Verfeinerung zu bilden. Is t  schlieBlich X eine rein k-dimensionale 
analvtische Menge in G (_C '~ (z~ . . . . .  z~), so wird nun ein Einbettungssatz yon 
REMMERT-STEI~ ([7], Satz 1, Zus~itze I, I I)  herangezogen. Dann kann man 
X lokal so in A-Zellen zerlegen, dab jede 2k-Zelle a schlicht tiber einer 2k- 
Zelle a* (Ck(zl . . . . .  zh) liegt nnd die Umkehrung der Projektionsabbildung 
von a auf a* dutch die holomorphe Aufl6sung eines Pseudopolynoms gegeben 
wird. 

(6.2) Eine kompakte Teilmenge P eines komplexen Raumes X heiBt ein 
analytisches Polyeder, wenn es in einer offenen Umgebung U yon P holo- 
morphe Funktionen ]~ . . . .  , fk gibt, so dab ein Punkt  Q aus U genau dann 
zu P geh6rt, w e n n  t / l (Q) l  < t ,  . . . ,  I[~(~)>[ < 1  gilt. 

Satz 5. X sei ein komplexer Raum mit abziihlbarer Topologie. Dash gibt 
es einen Zellenkomplex (X, ~) und Unterkomplexe (Pi, ~ ) ,  i = t, 2 . . . . .  deren 
Tr~ger Pi analytische Polyeder sind, X i~berdecken, und von denen je zwei keine 
inneren Punkte gemeinsam haben. 

Beweis. Nach Satz 4 gentigt es zu zeigen, dab X auf lokal-endliche Weise 
durch analytisehe Polyeder P1, P2 . . . .  tiberdeckt werden kann, ,,;on denen je 
zwei h6chstens Randpunkte  gemeinsam haben. Das kann man wie folgt 
einsehen: 

Zun~iehst werde ein analytisehes Polyeder P in X quader/6rmig genannt, 
wenn folgendes gilt" I. P ist in einer offenen Menge V enthalten, die zu 
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einer Karte (V, ~0) aus dem kompIexen Strukturatlas von X geh6rt; dabei 
sei ~0 (V) eine in G (C" (Zl . . . . .  z~) analytische Menge. 2. ~o (P) ist Durchschnitt 
von ~0(V) mit einem abgeschlossenen, in G enthaltenen 2n-dimensionalen 
Quader Q, der zu den reellen Koordinatenachsen x~, Yk (xk +iYk=Zk)  par- 
allel ist 10). 

N 

X kann durch ein lokal-endliches System P1, P2 . . . .  yon quaderf6rmigen 
analytischen Polyedern tiberdeckt werden. Die zugeh6rigen offenen Mengen 

seien ~ ,  V~ . . . . .  H wird nun durch Parallelteilung des zugeh6rigen Quaders 

in kleinere quaderf6rmige Polyeder P~' . . . . .  P~' zerlegt, so dab P~" in ~ (1"> 1, 

z = 1 . . . . .  k) enthalten ist, wenn P~ ~Pj @ 0 gilt. Entsprechende Zerlegungen 

werden ffir P2, P~ usw. vorgenommen. Man erh~tlt eine lokal-endliche UTber- 
deckung von X durch quaderf6rmige analytische Polyeder P~, P~ . . . .  mit den 

i i - , , ~  t ~  r i zugeh6rigen offenen Mengen V1, V2, so dab aus Pi ~ 4=0 folgt P~ (Vj'. 
Hat  nun PI' mit einem der Polyeder P.2, P3', . . . .  o.B.d.A, mit P,~', einen 

inneren Punkt gemeinsam, so ersetze man P~' auf die Iolgende Weise durcla 
kleinere Polyeder: Es ist P~'(_V2'. Man fasse V~' als analytische Menge in 
G(C~(z~ . . . . .  z,~) auf; Pz' ist Durchschnitt eines in G enthaltenen 2n-dimen- 
sionalen koordinatenparallelen Quaders Q~ mit V~'. Man w~hle weitere 2n- 
dimensionale koordinatenparallele Quader O~l . . . . .  O'~, in G, derart dab die 
Quader Q'2, Q'21 . . . . .  O~ paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben 
und P{~P~' fiberdecken. Dann ersetze man PI' dutch die Polyeder P~'I"= 

~ Q ~ ,  . ,  ' ' ' E s  ~ 1 ~ .  . . . .  ~ P I ~ P 2  =PI'  Wie sich aus ' ' PI,: =P1 ~ O2,. gilt ' ' ' ~Pz'. 
dem welter unten angeftihrten Hilfssatz ergibt, ist es keine Einschr~inkung 
der Allgemeinheit, wenn man sich alle Quader so gew~ihlt denkt, dab je zwei 

t / t 

der Polyeder Pll . . . . .  P~, P2 h6chstens Randpunkte gemeinsam haben. 

Haben nun auch P~' und Pa' innere Punkte gemeinsam, so verfahre man 
genau so, ersetze also P1'1, .-., PI'~ durch neue Polyeder, die untereinander und 
mit P3' paarweise h6chstens Randpunkte gemeinsam haben. Nach endlich 

t t  t t  

vielen Schritten hat man P~' durch Polyeder Pll . . . . .  P~,, ersetzL derart dab 
r e o  

U P~'~' ~ y  P / = X  ist und sowohl die PI'; untereinander als aucla ein P~'~' und 

ein P~' (i =>2) h6chstens Randpunkte gemeinsam haben. 

Entsprechend wird mit P~' verfahren, wenn P~' mit einem ~ '  (k> 2) innere 
Punkte gemeinsam hat, danach mit P~', P~' usw. So erh~tlt man analytische 
Polyeder P~, P~ . . . . .  die eine lokal-endliche Uberdeckung yon X bilden und 
paarweise h6chstens Randpunkte gemeinsam haben. 

Es mug noch der folgende Hilfssatz bewiesen werden: 

Hilfssatz. A sei eine in G(C'~(z~ . . . . .  z,~) ana~ytische Menge und R e i n  

Punkt  yon A. Dann gibt es eine Umgebung G ( G  yon R und eine beliebig /eine 
Zerlegung des 2n-dimensionalen reellen Zahlenraumes clef xt, y~ . . . . .  x~, y~ 
(x~+iy~=z~)  in achsenparallele Quader, so daft /olgendes gilt." Sind Q~, Q2 

~0) Q wird durch Ungleichungen der Form ieaz~+b I <~ ~ gegeben, ist also ein analyti- 
sches Polyeder. 
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zwei in G enthaltene Quader dieser Zerlegung, so ha~ben QI~A ur~d Q2~A keme 
inneren Punkte im Unterraum A gemeinsam. 

Beweis. Haben QI~A und Q2~A einen inneren Punkt  gemeinsam, so 
bedeutet das, dab A lokal in einer reellen Hyperebene enthalten ist. Es 

geniigt daher zu zeigen: Es gibt eine Umgebung G (G  yon R mit folgender 
Eigenschaft: Hat  R die xl-Koordinate c11), so enth~lt der Durchsclmitt von 

A ~ G  mit einer Hyperebene xl-=c' (c'~=c) keine inneren Punkte in A~G. 
Es seien A 1 . . . . .  A~ diejenigen irreduziblen Komponenten yon A in G, die R 

enthalten. G wird so gew~hlt, dab G zu den tibrigen Komponenten yon A 
fremd ist. Dann sei H: xl=c '  irgendeine Hyperebene, deren Durchschnitt 

mit A ~G einen inneren Punkt S in A ~G enth~ilt. Man kann annehmen, 
dab S gew6hnlicher Punkt von A und daher auch gew6hnlicher Punkt einer 
gewissen Komponente A 0 ist. In einer Umgebung U yon S, die so gew~hlt 
werden kann, dab U~A o ( H  gil l  gestattet A~ eine Darstellung 

z%~ -/~k+~.(zi~' . . . .  z~), ~ --  k + ~ . . . . .  %, 

mit holomorphen Funktionen /~k+~' wobei k die Dimension von Ao ist und 

die z~, . . . .  zi~ eine gewisse Umgebung im C ~ (zi~, . . . .  z~k ) durchlaufen, z~ kann 
nicht unter den zi~, . . . .  zik vorkommen, und es ist der Realteil yon [~ konstant 
gleich c', woraus folgt, dal3 ]1 konstant ist. Also ist A ~  U in einer komplexen 
Hyperebene Zl--const enthalten. Aus der Irreduzibilit~t yon A e folgt dann, 
daf3 A o ganz darin enthalten ist, was wegen R~A o nur ftir c'--c mSg]ich ist. 

(6.3) Das Tripel (X,/ ,  Y) heil3t eine analytische ~:berlagerung, wenn 1. X 
und Y normale komplexe R~iume sind und Y zusammenMngend ist und 
2. /: X - + Y  eine eigentliche, nirgends entartete holomorphe Abbildung ist, 
derart dab das Bitd jeder Zusammenhangskomponente yon X verm6ge / 
gleich Y ist. 

Nach RE.~IMERT-STEIN ([10~, Satz 3, P. 164) gilt: [st (X,/ ,  Y/ eine ana- 
lytische Uberlagerung, so gibt es eine in Y nirgends dichte analytische Menge B, 
die Verzweigungsmenge, so daf3 ]-~ ( B ) -  :A den Raum X nirgends zerleg~ und 
die Abbildung/I X A : X A --> Y - -  B lokal-topologisch ist. Als eine nirgends 
dichte Menge zerlegt B den normalen Raum Y nirgends. Daraus fotgt, dab 
Y B zusammenh~ingend ist. Da / eigentlich und auf X A lokal-topo- 
logisch ist, gibt es zu jedem y~ Y B eine offene zusammenh~ngende Um- 
gebung U ( Y  B yon y, so dag f die Zusammenhangskomponenten von 
/ I ( U )  topologisch auf U abbildet. Die Anzahl der Urbilder ist daher f"dr 
alle z ~ U dieselbe. Aus dem Zusammenhang yon Y B folgt, da[3 sie ~ r  alle 
z~ Y B tibereinstimmt. Sie heil3t die Bliitterzahl der lJberlagerung. 

Satz 6. (X, / ,  YI se~ eine analytische Cberlagerung mit der Bliitterzahl 8 
und der Verzweigungsmenge B. Y (und ~lamit auch X)  habe abz~htbare T@o- 
logie. Dann gibt es simflliziale Komplexe (X, .~], (Y, ~). so daft/olgendes gilt: 

11) x~ stehtc fiir i r g e n d e i n  x~ oder  yk 
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t .  / ist eine nicht entartete 1~) simpliziale Abbildung in bezug au/ diese 
Komplexe. 

2. B ist Tr~ger eines Unterkomplexes (B, T/t) yon (Y,  ~). 

3. Jedem Simplex ~ aus ~ kann eine ganze Zahl v(~), 1 <=v (~)<=fi, zuge- 
ordnet werden, so daft gilt." (a) Sind el . . . . .  "d~ die Urbildsimplexe eines Simplexes 

k 

e aus ~, so gi l tY,  v(~)=f l .  (b) I s t / ( ~ ) r  so ist v (~ )=1 .  Ist  / ( ~ ) c ~  und 
~=~ 

ist /(~) Seite des Simplexes d ~ - - ~ I R ,  so ist v(~) gleich tier Anzahl der Urbild- 
simplexe yon d, die ~ zur Seite haben. 

Dem Beweis yon Satz 6 wird der folgende Hilfssatz vorausgeschiekt: 

Hilfssatz. A, B seien m-dimensionale komplexe R~ume. /: A - + B  sei eine 
surj'ektive, nirgends entartete, eigentliche holomorphe Abbildung. Dann gibt es eine 
h6chstens (m --  1)-dimensionale analytische Menge B~ in B, so daft /]A --/-1 (B~) : 
A --  [-1 (B1) -+B --  B 1 lokal-t@ologisch ist. 

Beweis. (I) Zuriiekfiihrung auf den Fall rein m-dimensionaler R~iume 
A, B: A' sei die Vereinigung der m-dimensionalen irreduziblen Komponenten 
yon A, A "  die Vereinigung der Komponenten geringerer Dimension, ent- 
sprechend B' und t3". Dann i s t / ' = / ] A ' :  A ' - + B '  eine surjektive, eigentliche, 
nirgends entartete holomorphe Abbildung. Es sei nun vorausgesetzt, dab es 
eine h6chstens (m--t)-dimensionale analytisehe Menge B~ in B' gibt, so 
dab /'t A'  - - / '  -~ (B~)" A '  - - / '  -i (B~) --> B'  --  B'I lokal-topologisch ist. Dann ist 
BI : = B; ~ B " ~  / (A") eine h6chstens (m-- l)-dimensionale analytisehe Menge 
in B, ftir die offensichtlich die Behauptung des Hilfssatzes gilt. 

(II) Zuriiekffihrung auf den Fall normaler R~iume A, B: Nach (I) kann 
angenommen werden, dab A und B rein m-dimensional sind. Daraus folgt, 
dab / jede irreduzible Komponente von A auf eine irreduzible Komponente 
von B abbildet. Bezeichnen A*, B* die Normalisierungen yon A, B und a , ,  
die zugeh6rigen Projektionsabbildungen, so kann [ nach REMMERT-STEIN 
(ilOl, Satz2, p. 162) geliftet werden: Es gibt eine surjektive, eigentliche, 
nirgends entartete holomorphe Abbildung /*' A * - + B * ,  derart dal3 das Dia- 
gramm 

A* > B *  

,,a /* lr 
A - -  > B / 

kommutativ ist. Es sei nun vorausgesetzt, dab der Hilfssatz ffir norma!e 
R~iume richtig ist. Es gibt also eine h6chstens (m--t)-dimensionale analyti- 
sehe Menge B* in B*, so dab /*[A*-- /*-I (B~)"  A * --  /* -I ( B*) --~ B* --  B * 
lokal-topologisch ist. N (bzw. M) sei die Menge der nichtgew6hnlichen Punkte 
yon A (bzw. B). Dann ist B I : = M ~ / ( N ) ~ / o a ( / * - I ( B * ) )  eine h6chstens 

1~) Eine simpliziale Abbildung heit3t nicht  entartet ,  wenn sie kein Simplex auf ein 
Simplex geringerer Dimension abbildet. 
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(m I -dimensionale analytische Menge in B, und man sieht leicht, daf3 sie 
die Behauptung des Hilfssatzes erftillt. 

(III) Sind A und B normale R~iume, so folgt die Behaup[ung aus dem 
bereits oben zitierten Satz yon REM~IERT-STEIX ([10~. Satz 3, P. 164). 

Beweis yon Satz 6. Die Dimension von Y seJ gleich n, die Dimension der 
Verzeigungsmenge B sei gleich m, ~n<n. Auf die Abbildung / A ' - - F I ( B )  
A - + B  kann der Hilfssatz angewendet werden: Es gibt eine m B analytische 
Menge B 1, deren Dimension m I ldeiner als m i s t .  so dab / A--/-i(B1)" 
A [-~(B~)--->B B~ lokal-topologisch ist. Sei F~(B~)--:A1 und / AI--:/~. 
Dann erffillt die Abbildung/1:A1-+ B 1 wiederum die Voraussetzung des Hilfs- 
satzes, und es gibt eine in B~ analytisehe Menge B 2 mit einer Dimension 
m2<m ~, so dal3 /1 A~ /-~(B2) A~- . / -~ (B2)~B~- -B ,  lokal-topologisch ist. 
So fortfahrend gewinnt man eine Folge B ~ ) B 2 ) . . .  )B~ (r<_n--~) yon in B 
analytisehen Mengen, deren Dimensionen m~, m2 . . . . .  m, absteigend sind, so 
dab die Abbildungen / /~(B~) / - l (Bi=l)  /-~(B~)--/-~(B~ ~)-+B~--B~.~ 
(i--  t . . . . .  r - -  1 lokal-topologisch sind. 

Nach Satz 4, Folgerung 1, gibt es einen Zellenkomplex (Y, ~)) mit Unter- 
komplexen (B, ~), (B i, ~3~), i -  1 . . . . .  r. Die Zellen aus ~) sollen nun hoch- 
gedrfickt werden S sei die Menge der 2n-dimensionaten Zellen aus !2). Die 
Zellen aus ~ sind offene Mengen in Y und deshalb in Y B enthalten. Jede 
Zelle aus ~ -  ~ ist im Rand einer Zelle aus 3 enthalten. 

Es sei a eine Zelle aus ~. Wegen des einfachen Zusammenhanges yon a 
zerf~llt F*(a) in Zusammenhangskomponenten M 1 . . . . .  M#, von denen jede 

durch / topologisch a u f a  abgebildet wird Dartiber hinaus ist/IM~: M~-~ g, 
6 3 

i - - l ,  . . . ,  fl, topologiseh, und es gilt /~(~)=,U1M i . =  Beweis: Es isti=~U Me 

in /-1(~) enthalten. Sei x~/-~(g) und U eine Umgebung yon x. Da / eine 
offene Abbildung ist (vgl. [6 l, p. 252, Lemma), i s t / (U)  eine Umgebung yon 

/(x), enth~lt also Punkte yon a. Daraus folgt x~/-~(a)--UM~...= Damit ist 

/-z (g) -- U M~ gezeigt. Wegen M~/-~(g) und der Eigentliehkeit yon ]~ ist Mi 

kompakt. Also ist [(M~) abgeschlossen und enth~lt deshalb g. Andererseits 

gilt /(M~)(_ g, also zusammen / (M~)-  ~. Es braueht nut noch gezeigt zu 

werden, dab / auf M~ injektiv ist. Angenommen, es gibt zwei Punkte x~, xe 

aus M~ mit /(x~)--/(x.~)=y. Dabei kann man x~, x2~SM ~ und y ~ a  an- 
nehmen. Da /-~(y) diskret ist, gibt es eine offene Umgebung U yon xl mit 
kompaktem U, so dab x, der einzige Urbildpunkt von y in U ist. Es seien 

X n (x~) bzw. (2)  Folgen von Punkten aus Mi, die gegen x~ bzw. x2 konvergieren. 
Dabei sei far alle ,,: xr~ u, x ~  . Die Sildfolgen (/(x~)) und (f(x~)) konver- 
gieren gegen y. Da ~ topologisches Bild einer abgeschlossenen Kugel ist, 

X n kann man /(x[) und [ ( z )  durch eine solehe Kurve k,r in a verbinden, dag 
jede Folge (z'*), z~k~ ,  gegen y konvergiert. Die Abbildung (/IMp) -~ bildet 

k, auf eine x~ mit x~ in M~ verbindende Kurve ~,~ ab. Jedes k,, trifft den 
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Rand aU yon U. W/ihlt man s ' * c k ~ U ,  so hat (s ~) einen H~iufungspunkt 
in ~U, der fiber y liegt. Das ist ein Widerspruch zur Wahl von U. 

Es sei nun c eine Zelle aus ~ -  ~3. Es gibt eine Zelle a aus ~ mit c_(g. 
/-l(a) zerfalle in die Zusammenhangskomponenten M 1 . . . . .  Ma. Dann sei 

(/IM~)-l(c) = '2~ .  Es gilt / -~(c)=~1 (/-~(c)~MO =iU1 N~" Daraus folgt, dal3 

die N i disjunkt sein mfissen, da anderenfalls ein Punkt  von c weniger als/5 

Urbildpunkte Mtte .  Weiterhin ist/-1 (g) ~ M i =  Ni, woraus/-1 (g) = U 1 (/-1 (g)~Mi) 

= U N~ folgt. Damit  ist gezeigt" 
i = I  _ 
/-1 (c) zer/~llt in Zusammenhangskomponenten N . . . . .  N~ ; es ist / ~ (~) =iU1 N ,  

und die Abbildung / I N  i: Ni-+-d ist topologisch. 

Es sei b eine Zelle aus ~. | sei die Menge der Zellen cC~ mit b_(g. Zwei 
Zellen c~, c2 aus ~ - - ~ 3  m6gen verbindbar heigen, wenn es weitere Zellen 

! r ! _ _ al . . . . .  % ,  al . . . . .  a,~_l aus ~ - -  ~3 gibt, so dab a 1 - q,  % = c 2 und % ( a a  ~al~+l 
fiir/z = 1 . . . . .  m -- t gilt. Dann wird behauptet" 

Je zwei Zdlen q ,  c 2 aus ~ -  ~ sind verbindbar. 

Bezveis. | sei die Menge der Zellen aus |  ~3, die mit q verbindbar 
sind, und | die Menge der Zellen aus | - -  ~3, ftir die das nicht gilt. Es werde 
c2~ | angenommen. S bzw. S 1 bzw. S 2 seien die abgeschlossenen Htillen 
der Tr~igermengen yon | bzw. | bzw. | SchlieBlich sei y ein Punkt  yon b. 
S ist eine Umgebung yon y. Es ist S~ ~ $ 2 =  S, denn jede Zelle aus | ist in 
der abgeschlossenen Hfille einer Zelle aus |  ~3 enthalten. Es gibt eine Um- 
gebung U von y, so dab U ~ S I ~ S 2  in B enthalten ist. (U best immt man so, 
dab ffir je zwei Zellen C'l<| c'~| folgendes gilt: Is t  eine Zelle d aus ~ in 
c ~ c ~  enthalten und ist ycd,  so ist d ~ U ~ 0 .  Sei dann x ~ S ~ S ~ U .  Es 
gibt also ein c[~'~1 und ein c'~| mit  x~c[~c~ und deshalb ein d ~  mit 
x~d<c[~c~. Daraus folgt U~-~d#:O, also y~d, also b_(d. Dann mug d ~  
sein, well sonst c~ und c~ verbindbar w/~ren, mithin x~B.) Da B nirgends 
zerlegt, gibt es eine Umgebung V ( U ~  S yon y, so dab V - - B  zusammen- 
Mngend ist. Andererseits hat man V - -  B =  (SI~(V - B ) ) ~ ( S 2 ~ ( V - -  B)), 

w a s  be-  

deutet, dal3 V - - B  nicht zusammenh~ingend ist. Die Annahme c2~| ist 
also falsch. 

Es sei nun c eine Zelle aus ~. Es gibt eine Zelle a ~ - - ~ 3  mit c ( ~ .  Nach 
dem Vorangegangenen zer f~tllt/~ (a) in Zusammenhangskomponenten N~ . . . .  , N~; 

es is t / -1  ( ~ ) = U N  d die Abbi ldung/ IN~:N~-+ ~is t  topologisch. Daraus folgt, 

dab die Mengen ( / INi)- l (c)=:  ~ Zellen sind, und dab / ] ~ :  3i-+g topologisch 
ist. Darfiber hinaus gilt, dab die Zellen g~ nur yon c und nicht yon der Hilfs- 
zelle a abhSngen. Denn sei a' eine weitere Zelle aus ~ - -~3  mit c ( ~ .  Der 
Fall c~ ~3 ist klar, denn dann kann man c selbst als Hilfszelle benutzen. Ist 
c ~ ,  so kann man sieh wegen der oben bewiesenen Verbindbarkeit auf den 

M a t h e m a t i s c h e  Z e i t s c h r l f t .  B d .  8 3  2t 
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Fall beschr~nken, dab eine weitere Zelle a"~ ~J) ~3 mit c ( a  '--~ und a " (  ~ra ~' 
existiert, die man dann als Hilfszelle nehmen kann. Damit ist gezeigt  Jeder 
Zelle c E~ harm auf eindeu~ige Weise ei,ne Menge yon Zellen cl . . . .  , ~ in X 
zugeordnet werden; die Vielfachheit v(~), mit tier eine Zelle ~, dabei au/tritt, 
kann /olgenderma/3en charakterisiert werden." Im Fall cr ist v(3i)--,1" ist 
c ~  und ist c im Rand einer Zelle ac~J ~3 enthalten, so ist v(~i) die Anzahl 
der a z~geordneten Zellen ~ . . . . .  ~ ,  in deren Rang c i enthalten ist. Weilerhin 

isr U gi--/-l(c), und die Abbildung /lgi: Fi-+c ist r 
i = l  

Bedeutet nun ~ die Menge der hochgedrfickten Zellen, so braucht man, 
um nachzuweisen, dab (X, 3/) ein Komplex ist, nur noch zu zeigen, dab zwei 
verschiedene Zellen aus ~ punktfremd sind Dabei mfissen neben dem Unter- 
komplex (B, ~3) auch die am Anfang des Beweises fixierten weiteren Ver- 
zweigungskomplexe (B~, ~ ) ,  i - - I  . . . . .  r, herangezogen werden. Es geniigt, 
den Fall von zwei fiber derselben Zelle c~ ~) gelegenen Zellen gl, ~ zu betrachten. 
Es sei ~'i~g2 nichtleer. Im Fall c r  folgt sofort g i = ~ .  Sei dann c ~  ~l.  
Da [':--/]/-~(B) / - I ( B i ) ' / I ( B  ) /-I(B~)---~B B~ !okal-topologisch, sur- 
jektiv und eigentlich ist, zerf~illt ['-i (c) in Zusammenhangskomponenten, die 
du rch / '  topologisch auf c abgebildet werden. Daraus folgt aber g i :  ce Ent- 
sprechend schliel3t man in den weiteren F/illen c ~ - - ~ ,  c~N~ ~a usw. 

Aus dem Zellenkomplex (Y, 9) kann man in der in (t.3) beschriebenen 
Weise einen simplizialen Komplex (Y, g) gewinnen, derart dab der Unter- 
k0mplex (B, ~) in einen simplizialen Unterkomplex (B, g2] tibergeht. Die 
simpliziale Unterteilung yon 9 kann auf ~ fibertragen werden, da ja Iiir 
jedes [ ~  die Abbildung/t~': ~-+/(~) topologisch ist (X, 3~) geht so in einen 
simplizialen Komplex (X, ~) tiber, der dutch ] simplizial auf (Y, o~) abgebildet 
wird. 

Fiir Simplexe Z aus ~ wird nun noch v (~):= v (~) gese~z~, wobei ~ die- 
jenige Zelle aus ~ ist, aus der [ bei der simplizialen Unterteilung entstanden 
ist, d.h. die h6chstdimensionate Zelle aus ~, deren Durchschnitt mit ~ nicht- 
leer ist. Dann folgt aus dem Vorangegangenen, dab auch die letzte Behaup- 
tung yon Satz 6 erfiillt ist. 

Mit Hilfe yon Satz 6 kann der folgende, yon REMMERT-STEIN in [_10] 
(Satz 5, p. ~70) formulierte Satz bewiesen werden: 

Satz 7. (X, /, Y) sei eine analytische Uberlagerung mit der Bldtterzahl ~q. 
Y (und damit auct~ X)  habe abziihtbare Topologie. ~," H(X)-+H(Y)  bezeichne 
den von / induzierten Homomorphismus zwischen den ganzzahligen Ho~ologie- 
gruppen yon X bzw. Y. Dann gibt es einen dimensionstreuen Umkehrhomo- 
mor~bhismus g.:  H(Y)-+H(X),  so daft /r ~edes h6H(Y) gilt: /.og,(h) =fl.h. 
Der d~rch g, erzeugte Homomorphismus zwischen den Divisionshomologiegruppen 
ist in~ektiv. 

Beweis. Mit den Bezeichnungen yon Satz 6 sei C(X) bzw. C(Y) die Gruppe 
der endlictten Linearkombinationen mit ganzzahligen Koeffizienten yon orien- 
tierten Simplexen aus ~ bzw. ~. e sei ein Simplex aus ~, fib- das eine Often- 
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tierung festgelegt ist. Die Orientierung von e wird auf die Urbildsimplexe 
yon e vermSge der topologischen Abbildung/[~: g-+e tibertragen. Die Summe 
Z v (~)g, erstreckt fiber alle Urbildsimplexe yon e, ist dann ein Element aus 
C(X), das mit g (e) bezeichnet sei. Durch lineare Fortsetzung wird g zu einem 
dimensionstreuen Homomorphismus yon C(Y) in C(X)o Die Vertauschbar- 
keit mit dem Randoperator folgt aus der Behauptung 3 b yon Satz 6. Also 
induziert g einen dimensionstreuen Homomorphismus g,:H(Y)-->H(X) zwi- 
schen den Homologiegruppen, fiir d e n / , o g ,  gleich dem fl-fachen der Identit~t 

r ist. Daraus ergibt sich, dab der von g, induzierte Homomorphismus g , :  
D (Y)-~D (X) zwischen den Divisionshomologiegruppen injektiv ist, denn gilt 

! 

g~(d) = 0  ftir ein Element d aus D(Y), so muB fl-d-=0, also d = 0  sein. 

A~merkung. Wird Y nicht als abz~ihlbar vorausgesetzt, so kann man 
folgendermaBen schlieBen: z sei ein singul~irer Zyklus in Y, Es gibt dann 
einen offenen, zusammenh/ingenden normalen komplexen Unterraum Y' yon 
Y, der z enth~tlt und abz~ihlbare Topologie hat. (/-l(y,),/[/-~(y,), y,) ist 
eine analytische {Jberlagerung mit der B1/itterzahl ft. Daher gibt es einen 
singul/iren Zyklus 5 in X, den man wie oben mit Hilfe einer simplizialen 
Zerlegung yon Y' und einem zu z homologen simplizialen Zyklus bestimmt, 
so dab /(5) zu fl.z homolog ist. Daraus folgt bereits, dab der Rang der 
Homologiegruppe yon X nicht kleiner als der Rang der Homologiegruppe 
yon Y sein kann. Doch gilt auch die volle Aussage yon Satz 7. Dazu muB 
man feststellen, dab die von ~ erzeugte Homologieklasse nut  yon der yon z 
erzeugten Homologieklasse abh~ingt, d.h. yon der Einbettung und der Zer- 
legung unabh~ingig ist. Das wiederum kann man durch Benutzung von Zellen- 
ketten, die zu einer Zerlegung in A-Zellen geh6ren, und der Tatsache, dab 
es nach Satz 4, Folgerung 2, zu je zwei Zerlegungen in A-Zellen eine gemein- 
same Verfeinerung gibt, beweisen. 

(6.4) Ein simplizialer Komplex (K, ~) heil3t eine m-dimensionale orien- 
tierbare Pseudomannig/altigkeit (vgl. [8], w 24), wenn folgendes gilt: 

f. Jedes Simplex aus ~ hat entweder die Dimension m oder ist Seite eines 
m-Simplexes aus ~. 

2. Jedes (m--Q-Simplex ist Seite von genau zwei m-Simplexen. 

3. Far  je zwei m-Simplexe gibt es eine endliche Folge weiterer m-Simplexe, 
deren erstes bzw. letztes Glied die vorgegebenen sind, so dab je zwei auf- 
einanderfolgende Simplexe eine gemeinsame ( m -  t)-dimensionale Seite haben. 

4. Die m-Simplexe k6nnen so orientiert werden, dab auf ein (m- - l ) -  
Simplex von den zwei m-Simplexen, deren Seite es ist, entgegengesetzte 
Orientierungen induziert werden. 

Ist (K, ~) eine m-dimensionale orientierbare Pseudomannigfaltigkeit, so 
ist die m-te Homotogiegruppe H~ (K) frei zyklisch, falls K kompakt ist, und 
enth~lt nur das NulMement, falls K nicht kompakt ist. 

Satz 8. X sei ei~ irreduzibler komplexer Raum der Dimension ~. Dann 
ist die 2~4e Homologiegruppe H~(X)  [rei zyklisch oder enth~ilt nur das 

15" 
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Nullelement, /e nachdem ob X kompakt oder nicht kompakt ist. Hat X abziihtbare 
Fopologie, so gibt es einen simplizialen Komplex  (X, ~), tier eine 2 n-dimensionale 
orientierbare Pseudomannig/altigkeit ist. 

Beweis. N sei die Menge der nichtgew6hnlichen Punkte yon X. Die 
Irreduzibilit~t yon X ist mit dem Zusammenhang yon X N gleichbedeutend. 
Zun~tchst werde X als abz~hlbar vorausgesetz~. Dann gibt es nach Satz 4, 
Folgerung 1, und der Bemerkung (t.3) einen simplizialen Komplex (X, ~), 
der einen Unterkomplex (N, 92) enth~lt. Die Dimension yon N ist h6chstens 
gleich n 1. Daher geh6ren die (2n l)-Simplexe yon ~ night zu 92. X N 
ist eine n-dimensionale orientierbare Mannigfaltigkeit. Die Bedingungcn l., 2. 
und 4. der obigen Definition sind also erftillt, und es bleibt nur noch 3. zu 
zeigen. Sei a'C92 gemeinsame Seite der 2n-Simplexe a 1, a2. Da a ' - -  ~a' au~ 
gew6hnlichen Punkten besteht, k6nnen a~ und a2 durch eine Folge der ver- 
langten Art verbunden werden. Es m6gen nun zwm Simptexe b 1, b~ aus 

t 92 verbindbar genannt werden, wenn es Simplexe c 1 . . . . .  %, c~, . . . ,  c,,_1 
p 

aus ~ 92 gibt, so dab q--b~. %- -b  2 gilt und c~ eine gemeinsame Seite von 
% und % ~ ist (# -- t . . . . .  m -- t I. Dann gentigt es zu zeigen : Je zwei Simplexe 
b~, b~ aus ~ 92 sind verbindbar. Es sei ~ die Menge der mit b~ verbindbaren 
Simplexe aus S~--92 und es werde b2c-~2:=(~ 92~ ~ angenommen. St 
bzw. S 2 seien die Tr~igermengen yon | bzw. | $1 und S 2 sind abgeschlossen 
und es gilt S ~ S ~ - - X  (weil jedes Simplex aus 92 Seite eines Simplexes aus 
,~ 92 ist/ nnd $1~$2 ( N  (weil sonst zwei Simplexe a u s  ~1 bzvv' ~2 eine 
gemeinsame Seite aus ~ 92 h~ttten~. Ferner sind F~: S I ~ ( X  N) und 
F2:----S2~(X N~ nicht leer. Aus F I ~ F ~ = X  N, F l u F f - - 0  folgt dann ein 
Widerspruch zum Zusammenhang von X N. 

Wenn die Topologie yon X nicht abz~ihlbar ist, so ist X notwendig nicht 
kompakt. Es sei z ein 2n-dimensionaler singuKirer Zvklus in X. 321 sei eine 
z enthaltende offene Teilmenge von X mit abz~ihtbarer Topologie. X~ N 

kann als abz~hlbare Vereinigung ~ Y~ von zusammenh~ingenden Mengen dar- 

gestellt werden. Ftir jedes m kann Y~ mit Y~ ~ dutch eine in X N gelegene 
Kurve verbunden werden, die dutch eine zusammenh~ingende offene Menge 
Y" ( X  N mit abzS.hlbarer Topologie iiberdeckt werden kann. Der offene 

Unterraum X2: -- X~ ~ ~ Y~ bleibt also bei Herausnahme der nichtgew6hn- 
~n=l 

lichen Punkte zusammenh~ngend, hat abz~ihlbare Topologie, enth~lt z und 
kann wegen des Zusammenhanges von X nicht kompakt sein Naeh dem 
Vorangegangenen ist z dann nullhomolog. 

Anmerkung. Satz 8 wird falseh, wenn X nicht als irreduzibel vorausgesetzt 
wird. Verheftet man z.B. eine kompakte und eine nicht kompakte Riemann- 
sche Fl~che in emem Punkt, so kann man leicht eine komplexe Struktur 
linden, dig diese Verheftung zu einem l-dimensionalen, nicht kompakten, 
reduziblen komplexen Raum macht, dessen 2-re Homologiegruppe nicht 
verschwindet. 
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