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analytischer Riume

Von

BURGHART GIESECKE

Einleitung

In der komplexen Funktionentheorie, besonders in der mehrdimensionalen,
spielen topologische Begriffe eine grofle Rolle. Es ist daher wichtig, Aussagen
iiber die topologische Struktur der Definitionsbereiche holomorpher Funk-
tionen, also der komplexen Raume zu machen. In dieser Arbeit soll die Frage
behandelt werden, ob komplexe Riume eine simpliziale Zerlegung gestatten.
Zunichst wird man analytische Mengen auf ihre Triangulierbarkeit hin unter-
suchen. Das haben sowohl B. O. Koopman und A. B. Brown [4] als auch
S. Lerscaerz und J. H. C. WHITEHEAD [9] getan. Die Ergebnisse von
Kooruan-BrowN seien kurz formuliert: G sei eine offene Teilmenge eines
veellen Zahlenraumes und Iy, ..., [, reell-analytische Funktionen in G. Ist
P ein Punkt von G, so gibt es eine kompakte Umgebung M CG von P, die
so simplizial zerlegt werden kann, daB fiir jedes ¢ =1, ..., m die Menge der
in M gelegenen Nullstellen von F; Triger eines Unterkomplexes ist (Theorem
4.II, p. 242). Ein spéterer Satz (Theorem 6.1, p. 245) besagt bei gleicher
Voraussetzung: Ist K eine kompakte Teilmenge von G, so kann eine zweite
kompakte Teilmenge M mit KM so simplizial zerlegt werden, dall die
Menge der in M gelegenen Nullstellen jeder der Funktionen F, Triger eines
Unterkomplexes ist.

Von dem ersten Resultat, aus dem bereits die lokale Triangulierbarkeit
der komplexen Raume folgt, wird in der vorliegenden Arbeit ausgegangen.
Der Beweis wird noch einmal dargestellt, einmal der Vollstindigkeit halber,
zum anderen weil gewisse Einzelheiten, die in [4] nicht notiert sind, spiter
bendtigt werden. Es erweist sich als zweckmiBig, anstelle der komplexen
Riume die allgemeineren reell-analytischen Raume (kurz: ,reelle Rdume")
zu betrachten und zuerst Zerlegungen in Zellen vorzunehmen, die man dann,
falls erforderlich, simplizial unterteilen kann.

Um zu einer Zellenzerlegung eines reellen Raumes zu kominen, ist es
naheliegend, den Raum durch zerlegbare Teilmengen zu tiberdecken und die
Komplexe dann zu verschmelzen. Die bei der lokalen Zerlegung nach Koop-
MAN-BrROWN auftretenden Zellen haben eine Eigenschaft, die einen entspre-
chenden Verschmelzungssatz ermoglicht: Sie sind ,,4-Zellen** (Def. (1.7)). Der
Verschmelzungssatz (Satz 3) lautet dann: Sind endlich viele endliche Komplexe
von A-Zellen in einem reellen Zahlenraum gegeben, so gibt es einen alle
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Komplexe umfassenden Komplex, in dem gewisse Unterteilungen der gege-
benen Komplexe Unterkomplexe sind. Mit diesem Satz, zu dessen Beweis
ein weiterer Satz von KoopMax-Brown ([4], Theorem 5.1, p. 242; hier Satz 2)
herangezogen wird, ist es dann mdoglich, reelle Rdume mit abzihlbarer Topo-
logie in Zellen zu zerlegen (Satz 4). Die Zerlegung kann man dariiber hinaus
so vornehmen, daf vorgegebene analytische Mengen, die einem lokal-endlichen
System Y angehéren, Triger von Unterkomplexen werden. Die Mengen aus
U diirfen sogar ,,pseudoanalytische’ Mengen sein, das sind Mengen, die lokal
durch Ungleichungen definiert sind (Def. (4.4); Beispiele sind analytische
Polyeder).

Zum Schlufl (§6) werden einige Anwendungen des Zerlegungssatzes auf
komplexe Raume gebracht. Satz 5 besagt, dafi ein abzdhlbarer komplexer
Raum so in Zellen zerlegt werden kann, dafl die Zellen dieser Zerlegung sich
zu analytischen Polyedern zusammenfassen lassen, von demen je zwei héch-
stens Randpunkte gemeinsamn haben. Die Sitze 6 und 7 behandeln Uber-
lagerungsabbildungen. Sind X und Y abzdhlbare normale komplexe Riume
und ist f: X —Y eine Uberlagerungsabbildung, so kénnen X und Y so trian-
guliert werden, daB f eine simpliziale Abbildung wird. Als Folgerung ergibt
sich, daB die Divisionshomologiegruppe von Y zu einer Untergruppe der
Divisionshomologiegruppe von X isomorph ist (vgl. REMMERT-STEIN [10],
Satz 5, p.170). Zum Schiufl wird gezeigt (Satz 8): Ist X ein irreduzibler
komplexer Raum der komplexen Dimension 7, so ist die 2z-te Homologie-
gruppe frei zyklisch, falls X kompakt ist, und enthédlt nur das Nullelement,
falls X nicht kompakt ist. Diese Aussage wurde von A. BoreL und A. HArF-
LIGER ([Z1], p. 476) ohne simpliziale Zerlegung bewiesen.

§ 1. Definitionen und Hilfssédtze
(1.1) Definition (Zelle). X sei ein Hausdorffscher Raum und b die k-dimen-
stonale offene Einheitsvollkugel im R (k> 0)Y). Eine Teilmenge a von X heifpt
eine k-dimensionale Zelle (k-Zelle), wenn es eine topologische Abbildung ¢ won
b auj @ gibt, so daf @(b)=a gilt. Eine nulldimensionale Zelle ist ein Punkt
von X. d—a heifit dev Rand von a; er wird mit da bezeichnet.

(1.2) Definition (Zellenkomplex). ® sei eine Menge von Zellen im Hausdorff-
schen Raum X. Es gelte:

1) Jeder Punkt von X ist in einer Zelle aus § enthalten.

2) Fiir fedes ac® ist da Vereinigung von Zellen aus {3).

3) Je zwei verschiedene Zellen aus § sind punktfremd.

4) Jeder Pumkt von X besitzt eine Umgebung, die nur endlich viele Zellen
aus & trifft.

1) R* bezeichnet den A-dimensionalen reellen Zahlenraum; falls die Variablen besonders
gekennzeichnet werden sollen, wird z. B. R¥(x,, ..., 3) geschrieben. Analog ist unter C*k
bzw. CF(z, ..., z3) der k-dimensionale komplexe Zahlenraum zu verstehen.

2) Die Dimensionen der it ¢a enthaltenen Zellen sind nach dem Satz von der Invarianz
der Dimension (vgl. z.B. [1], p. 325) kleiner als die von a.
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Dann heift das Paar (X, §) ewn Zellenkomplex mit dem Triger X. Ist ferner
X' ein Unierraum von X und Q' eine Teilmenge von & und ist fiir jede Zelle
a aus Q' dic abgeschlossene Hiille @ von a in X' enthalten, so heifit (X', ') ein
Unterkomplex von (X, §), wenn (X', Q) ein Komplex ist.

(X, &) sei ein Zellenkomplex. Ist & eine Teilmenge von & und ist die
Vereinigungsmenge X' der Zellen aus & abgeschlossen, so ist (X', ) ein
Unterkomplex von (X, &). Insbesondere ist (@, &) ein Unterkomplex, wobei
a eine Zelle aus ® und §’ die Menge der in Z enthaltenen Zellen aus & ist.
Sind (X,, ®,), 7€, Unterkomplexe von (X, &), so auch (UX,,UR,) und
NX, NK,).

{(1.3) Man kann aus einem Zellenkomplex (X, &) folgendermallen einen
simplizialen Komplex gewinnen: Die nulldimensionalen Zellen kénnen als null-
dimensionale Simplexe aufgefaBt werden. & sei die Menge der Zellen aus 8,
deren Dimension nicht gréBer als p ist und K? ihre Vereinigungsmenge. Nach
Induktionsvoraussetzung sei K? so simplizial zerlegt, daB fiir jedes a aus &
die abgeschlossene Hiille @ Triger eines simplizialen Unterkomplexes ist. Es
sei ¢ eine (p-+-1)-Zelle aus & DBezeichnet b die (p 4 1)-dimensionale offene
Einheitsvollkugel im R?*', so gibt es nach Definition (1.1) eine topologische
Abbhildung von & auf ¢, die b auf ¢ abbildet. Da ¢ Vereinigung von Zellen
aus @7 ist, ist 8¢ und damit auch 06 simplizial zerlegt. Vom Mittelpunkt
von b aus wird nun auf den zerlegten Rand projiziert und & dadurch in Simplexe
zerlegt. Die Zerlegung wird auf ¢ tibertragen. Auf diese Weise kann K?™!
simplizial zerlegt werden, wobei fiir jedes ¢ aus &' die abgeschlossene Hiille
von ¢ Triger eines Unterkomplexes wird. Die Menge der Simplexe, die man
im Laufe dieses Verfahrens erhilt, bestimmt eine simpliziale Zerlegung von X.
Dabei gehen Zellenunterkomplexe in simpliziale Unterkomplexe tiber.

1.4) Hilfssatz. Es szi a ewne k-dimensionale Zelle im R*{x;, ..., x,). Z;
und Z, seien stetige Funktionen wn . In a gelle Z,<<Z,. Dann ist

b::{(xl)"'lxn’ y) (xl,...,xn)ea,Zl(xl, e xn)<y<22(xl)"')xn)}

eine (k--1)-dimensionale Zelle im R*™ ™ (x;, ..., %,, ¥).
Beweris. Es gentigt, den Beweis fiir den Fall zu fithren, dall #=% und a
die k-dimensionale Einheitskugel im R*(x, ..., %) ist. Es bezeichne |x| den

Abstand des Punktes x=(x,..., x,) vom Mittelpunkt von a (Nullpunkt).
Fiir x40 sei & der Projektionspunkt von x vom Nullpunkt aus auf da. g sei
eine reelle Zahl mit ¢>max{Z,(x) —Z,(x): x€a}. Dann sei Z(x):=(1—|%|)¢
+ x| (Zy (&) — Z, (%)) fiir xea, x==0, und Z(0):=¢. Z(x) ist in @ stetig, und
fir xea gilt Z(x)>0. Es sei b:={(x, y): xca, 0<y<Z(x)}. Durch die

Abbildung
s y) { (% ?:y_ﬂi, -Z(x)) filr  Z,(x) == Z (%)

(%,0) sonst

wird & topologisch auf &’ abgebildet, und es gilt ¢ (8)=0". &' hat die Eigen-
schaft, daB jede Halbgerade vom Punkt (0, 3¢4) aus den Rand von &’ in genau
13*
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einem Punkt trifft, denn jede Ebene, die von der y-Achse und der Halbgeraden
aufgespannt wird, schneidet 5’ in einer konvexen Figur. Daraus folgt leicht
(vel. [11, p. 601), daB b" und damit auch b eine (% - 1)-dimensionale Zelle ist.

(1.5) Der Term analytisch wird im folgenden (§§1—5) stets im Sinn von
veell-analytisch verwendet, Eine in der offenen Menge G (R"(x,, ..., x,) ana-
Iytische Funktion F heiBt im Punkt (x3, ..., xp) € G ausgezeichnet beziiglich x,,,
wenn F(«, ..., x_1, #,) als Funktion von x, in der Umgebung von J nicht
identisch verschwindet. Eine Abbildung einer offenen Menge GCR” in den
R™ wird analytisch genannt, wenn sie komponentenweise durch analytische
Funktionen gegeben wird.

(1.6) Definition (analytische Zelle). Es sei a eine k-Zelle im R". a heifit
eine analytische Zelle, wenn es eine k-Zelle a* im R* gibt und eine topologische
Abbildung @, von a* auf @, so daf folgendes gilt.

1. @, bildet a* analytisch auf a ab3).

2. Ist G eine offene Teilmenge eines R™ und @1 G—>R" eine analylische
Abbildung mit ¢ (G) Ca, so ist @, ‘op: G—>R* analytisch.

Der Sinn der zweiten Bedingung ergibt sich aus folgendem: (M, &), M CR",
sei ein Komplex, dessen Zellen analytisch sind. &, b seien zwei Zellen aus &
mit 5Cda. Zwischen den zugeordneten Zellen a*, b* und den Abbildungen
®q, 0, kKann man dann eine Beziehung finden. Es gibt namlich eine topo-
logische Abbildung 4 von 5% auf ¢, ' (8), die b* analytisch auf g, (b) abbildet
und fiir die @,=g,o9 gilt; man braucht nur yp=g; Yog, zu setzen.

(1.7) Definition (A-Zelle). Eine Zelle a im R* heift eine A-Zelle, wenn es
eine offene Umgebung U von & gibt und eine in U analyiische Menge A, so
daf gili: Fiir jeden Punkt aus a gibt es eine in U enthaltene Umgebung V mil
Vra=VnrA. A heift eine A-Menge von a. Kann man U und A speziell so
wiihlen, daff A die Nullstellenmenge einer in U analytischen Funkiion 4st, so
het a eine A-Zelle.

(1.8) Fur die spiteren Anwendungen wird nun ein Verfahren zur Kon-
struktion eines Komplexes angegeben. M sei eine kompakte Teilmenge des
R Y%, ..., x,_y) und (M, &) ein Zellenkomplex. Jedem a aus § sei eine
endliche (eventuell leere) Menge B(a) von in @ stetigen reellwertigen Funk-
tionen zugeordnet. Is gelte:

(x) Zwei Funktionen Z,, Z, aus §(a), die in einem Punkt ven a tberein-
stimmen, sind gleich.

(B) Ist a’ C@aund Z¢ 3(a), so ist die Einschrinkung Z|¢’ in 3 (a') enthalten.

Es sei g eine positive reelle Zahl mit ¢>max{|Z(x)|: xc@, Ze3(a), ack}

Dann kann M: =M x [—g, + ¢ <R" (%, ..., %,,_y, x,) aul die folgende Weise

in Zellen zerlegt werden. Es sei ¢ eine Zelle aus ®. Die Funktionen aus B(a)

kénnen wegen (¢) unter Hinzunahme von 4g¢ der GroéBe nach geordnet

3) @* ist nach dem Satz von der Invarianz des Gebietes (vgl. [17, p. 396) offen in RE,
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werden, so daB in 4

Zyi=—q<Zy < <Z<Zgi= 74
gilt. Es werden in I die folgenden Teilmengen 4 gebildet:
(%, oo )t (W, oo Xy y) €@, %, =2 (%, ..., %,_y)} fir ¢=0,1,...,s+1,
[, 2 (o 2y ) €8, Zy (B, oo Xy g) << 2, <Z (%0, o, Ft)}

fir 2=1,...,s+1.

Die ersten Mengen sind offensichtlich Zellen im R” (%, ..., #,) und heiBen
Zellen erster Avt diber a. Sie haben die gleiche Dimension wie 4. Die zweiten
Mengen sind nach Hilfssatz (1.4) ebenfalls Zellen im R"(x, ..., ,) mit einer

um 1 groBeren Dimension. Sie heilen Zellen zweiter Avt dibey 4. & sei die
Menge der so fiir jedes @ aus & gebildeten Zellen & Dann ist (]l}, é) ein Zellen-
komplex, denn die Bedingungen 1), 3}, 4) von Definition (1.2) sind offer-
sichtlich erfiillt, und 2) folgt aus (f).

(1.9) Mit den Bezeichnungen von {1.8) und Definition (1.6) gilt: Sind die
Zellen a aus ® analytisch und ist Zog, fiir jedes Z< 3 (a} eine in a* analytische

Funktion, so besteht § ebenfalls aus analytischen Zellen. Dabei werden die
den Zellen 4:Q gemdB Definition (1.6) zuzuordnenden Zellen 4* und Ab-
bildungen ¢; wie folgt festgelegt:

Ist & eine Zelle erster Art iiber ac®, die mit Ze3{a) bzw. mit Z=+4¢
gebildet sei, so soll 4* = a* sein und ¢; aus ¢, durch Hinzufiigen von x,=Zo¢,
entstehen.

Ist & eine Zelle zweiter Art fiber a, die mit Z,_,, Z, gebildet sei, und ist a*
im R¥(4, ..., t,) gelegen, wobei k& die Dimension von a ist, so wird iiber a*
mit den Funktionen Z,_,oq,, Z;0p, eine Zelle zweiter Artim R*** (4, ..., ¢,, %,)
gebildet und diese gleich 4* gesetzt. ¢; sei dann die Abbildung von @* auf a,
die entsteht, wenn man auf die ersten £ Koordinaten ¢, anwendet und die
letzte unverandert 14Bt.

(1.10) Mit den Bezeichnungen von (1.8) gilt: Besteht & aus A,-Zellen
(beziiglich B *(x,, ..., %, 1)) und gibt es eine in einer offenen Umgebung

von M analytische Funktion F(x,, ..., x,), so dal die iiber einer Zelle ac & ge-
legenen reellen Nullstellen von F genau die Punkte (%, ..., %, 1,Z(%;,...,%,_))
mit (%, ..., %,_4)€a, Z¢3(a) sind, dann besteht auch Q aus A;-Zellen. Es
gibt dann also fir jedes @ aus & eine in einer Umgebung von @ analytische
Funktion K(x,, ..., x,), deren Nullstellenmenge A-Menge von & ist. Fir

Zellen & erster Art aus & kann die zugehérige Funktion K dariiber hinaus
so gewihlt werden, daB K in jedem Punkt von 4 beziiglich x, ausgezeichnet
ist4).

Bewers. Fur (%, ..., x,_,) wird im folgenden x geschrieben; (¥, ..., %,_1,%,)
wird mit (x, »,) abgekiirzt. Es sei G(x, %,):=F(x, x,) - (x,—q) - (x,+7q).

2 Vgl (1.5).
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d sei eine tber a<® gelegene Zelle aus %% Nach Voraussetzung gibt es eine
offene Umgebung von 7 beziiglich R*~!(x) und eine darin analytische Funk-
tion H(x), so daB es fiir jeden Punkt #° aus « eine Umgebung V(%) im
R"~1(%) gibt, in der a und die Nullstellenmenge von H fibereinstimmen.

1. @ sei eine Zelle erster Art, gebildet mit Z¢ 3 (a) bzw. mit Z= +¢. Dann
ist K(x, x,,):=[G(, %,)]2+ [H(%)]? in einer Umgebung U von & analytisch
und in jedem Punkt von & beziiglich x, ausgezeichnet. Ist (x°, x3) ein Punkt
von &, so gibt es eine Umgebung W von (#°, x2) mit folgenden Eigenschaften:
Es ist WU, die Projektion von W ist in V(9% enthalten; aus (x, x,)eW,
x€a, G(x, %,)=0 folgt x,=Z2(x). Dann sei (x, »,) ein Punkt aus W. Aus
K(x, x,)=0 folgt G{x, x,)=0 und H(x)=0, also xca und x,=2(x), also
(%, %,) € & und umgekehrt.

2. Es sei & eine mit Z;_,, Z, gebildete Zelle zweiter Art. Die Funktion
K(x, x,):==H(x) ist in einer offenen Umgebung U von & analytisch. Es sei

{(#°, x%) ein Punkt von @ Dann gibt es eine Umgebung W von {9, %) mit

folgenden Eigenschaften: Es ist WCU; die Projektion von W ist in V{(z%
enthalten; aus (x, x,)eW, xca folgt Z, , (%)< x,<Z,(x). Fir einen Punkt
(%, x,) aus W folgt dann aus K(x, x,)=0, daB xca und Z,_, (%) < x,<Z;(),
also (x, x,)€ & gilt, und umgekehrt.

(1.11) Mit den Bezeichnungen von (1.8) gilt: Es bestehe & aus A4,-Zellen

(beziiglich R* %, ..., %,.4)). Jede Zelle G erster Art aus & sei in einer
AyZele b (beziglich R"(x, ..., %,)) enthalten, fiir die z|§ injektiv ist.
(mbezeichnet die Projektionsabbildung von R*(#y, ..., x,) auf R*(x, ..., %, ,).)

Dann besteht auch § aus Ay-Zellen,

Beweis. Fiir Zellen zweiter Art folgt die Behauptung wie in (1.10). Es
sel 4 eine iiber ac§ gelegene Zelle erster Art. Nach Voraussetzung gibt es
eine 4,-Zelle b, die @ enthilt und auf der 7 eineindeutig ist. Es seien F(x, x,)
bzw. G(x) in offenen Umgebungen U(B) CR"(x, x,) bzw. U@ CR* ™' (x) ana-
lytische Funktionen, deren Nullstellenmengen 4-Mengen von b bzw. # sind.
(x steht wieder fir (xy, ..., , ).} Dann ist H(x, x,):=[F(x, x,)]2+[G (x)]*
in einer offenen Umgebung von & analytisch. («°, x9) sei ein Punkt von 4.
Es gibt eine Umgebung V(x?, x5) CU(), so daBl b~V (x9, 42) gleich der Menge
derin V(x°, x3) gelegenen Nullstellen von F ist, und eine Umgebung V(#°) <U(@),
so daBl an V(s gleich der Menge der in V(a?) gelegenen Nullstellen von G
ist. Dann sei W eine in ¥(x?, x2) enthaltene Umgebung von (9, x,), deren
Projektion in V(x%) enthalten ist. Fiir einen Punkt (¥, x,) aus W folgt des-
halb aus Hlx, x,)=0, daB F(x, x,)=0 und G(x)=0, also (x, x,)¢b und x¢a,
also (w, x,)€ @ gilt.  Umgekehrt folgt aus (x, x,)€ @~ W, daB F(%, #,)=0 und
G(x)=0, also H(x, x,)==0 ist.

§ 2. Lokale Zerlegung
(2.1) Es sei ¢={(¢;, ..., ¢,) ein Punkt des n-dimensionalen komplexen

2 Tn

Zahlenraumes C*(z, ..., z,). Mit $"(c) wird der Integrititsring der in ¢
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konvergenten Potenzreihen
Z avl...vn (Zl - CI)VI cor (zn - cn>vn
Py tp
mit komplexen Koeffizienten a4, _,, bezeichnet. Eine in ¢ konvergente Potenz-
reihe stellt in einer Umgebung von ¢ eine holomorphe Funktion dar. Ein-
heiten in £"(c) sind die Potenzreihen, die in ¢ nicht verschwinden. Elemente
aus $"(¢), die in bezug auf (z,—c,) Polynome sind, heien Pseudopolynome.
Der Ring der Pseudopolynome wird mit $**(c, ..., ¢,_) [2,] bezeichnet.
Ein Pseudopolynom positiven Grades heiit in ¢ awusgezeichnet, wenn es die
Form o
(Zn - Cn>N + Al (Zl et zn*l) (Zn - CH)N—l + st AN (Zlf tees anl)

mit 4,€9" ey, ooy Cu1)y Ay(cy ooy 0yq)=0 (#=1, ..., N) hat.

Ist ¢ ein Punkt des R"(x, ..., %,), so bezeichnet ®"(c) den Ring der in

¢ konvergenten Potenzreihen

Z avl...vn(xl - Cl)v'l et (xn - Cn)vn
mit reellen Koeffizienten 4, , und R*~'(c, ..., ¢,_;)[x,] den Unterring der
Pseudopolynome. Ausgezeichnete Pseudopolynome sind analog zum kom-
plexen Fall definiert.

In allen 4 Ringen gilt der Satz von der bis auf Einheiten eindeutigen Zer-
legung in irreduzible Elemente. Das ist im wesentlichen eine Folge des Weier-
straBschen Vorbereitungssatzes (vgl. [2], Chap. IX, §1), der im reellen Fall
folgendermaBen lautet:

Jede Potenzreihe aus N (¢), die, betrachtet als eine in einer Umgebung von
¢ analytische Funktion, in ¢ beziiglich x, ausgezeichnet®) ist und in ¢ ver-
schwindet, ist Produkt einer Einheit aus R*(c) mit einem ausgezeichneten
Pseudopolynom aus R* (¢, ..., ¢,_1) [#,].

Fir einen Punkt ¢ des R* kénnen die Potenzreihen aus R*(c) auch als
Elemente von $"(c) aufgefalit werden, indem anstelle der reellen Verdnder-
lichen komplexe Variable eingesetzt werden. In diesem Sinn ist z.B. eine
Faktorzerlegung in §"(c) eines Elementes aus R"(c) zu verstehen.

Diskriminanten und Resultanten (vgl. z.B. [3]) von Pseudopolynomen
aus 9" eg, .., u1) [2,] bzw. W (ey, ..., ¢uq)[#,] sind Elemente aus
ey, v e, y) bzw. R e, .., ¢,y). Aus formalén Griinden wird die
Diskriminante eines ausgezeichneten Pseudopolynoms vom Grade 1 gleich 1
gesetzt. Diskriminanten und Resultanten irreduzibler Pseudopolynome aus
9 Mew, oo 0y y) [2,]) bzw. RPNy, .., ¢, o) [%,,] verschwinden nichtidentisch
(betrachtet als holomorphe bzw. analytische Funktionen). Sind F, G ausge-
zeichnete Pseudopolynome, so sind die Nullstellen der Diskriminante von F
bzw. der Resultante von F und & in einer hinreichend kleinen Umgebung
von (¢, ..., ¢,_;) genau die Punkte, iiber denen mehrfache komplexe Wurzeln
von F bzw. gemeinsame Wurzeln von F und G liegen.

5) Vgl. (1.5).
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(2.2) Hilfssatz. G sei etne offene Tevlmenge des R" (%, ..., x,}. Fir jeden
Randpunkt von G gebe es eine offene Umgebungsbasis (U, s=1, 2, ...}, so daf
UG zusammenhingend ist. Flx, ..., %,,y)=F(x, v)=y"+ A4, (x) "

G i

<4 A, (%) sei esn Polynom tn y mit in G stetigen Koeffizientens A (x). Gibt
es i G komplexwertige steivge Funktionen Z.(x), 7=1,...,m, wnd gilt fiir
jedes x aus G identisch in y
(2.21) Fla,y)=IT(y—Z;(x)).
j=1

so lassen sich die Z; stetig auf G fortseizen und (2.21) gilt fir alle x aus G.

Beweis. Es geniigt, die Stetigkeit von Z; in G zu zeigen. Es sei (x") eine
gegen einen Randpunkt #° von & konvergierende Folge von Punkten aus G.
Bliebe Z, (x") nicht beschrinkt, so hitte man (0.B.d.A. sei Z; (") ==0):

_ Pz (»)

e 4]\x) J R Am(xv)
= ; s

2 ()" Ziw)y T e

wobei die rechte Seite fiir eine geeignete Teilfolge gegen 1 konvergieren wirde.
Es sei nun angenommen, (Z;(x")) hitte zwei verschiedene Haufungs-
punkte 'z und "'z, die sich etwa im Realteil unterschieden. Es gibe Teil-
folgen (‘x") und (“x*) von (), so daB (Z,('4")) bzw. (Z,("x")) gegen 'z bzw.
"’z konvergierte. (U,) sei eine Umgebungsbasis von »* mit der vorausgesetzten
Eigenschaft. Dabei sei U; 20,2 ... . Sind die Punkte ‘%" und "4 in U, ent-
halten, so kann man sie durch eine Kurve in UG verbinden, auf der Re Z §
jeden Wert zwischen Re Z,('2") und Re Z,("x") annimmt. So finde man
eine gegen #° konvergierende Folge (#°) von Punkten aus G, fir die Re Z; (%)
gegen einen beliebig zwischen Re 'z und Re "z vorgegebenen Wert konver-
gierte. F(x° v) hat aber nur endlich viele Wurzeln.
(2.3) Hilfssatz. Essei Flxy, ..., x,, v, 8)=F(x, v, 2)=2"+ A1 (x, ) 7"+
+ A, (%, v) ein dyreduzibles Pseudopolynom vom Grade m=2 aus §* o,
., 0,0)z]. Die Diskyiminante von F verschwinde in genau den Punkten (x, 0).
Dann ist F(x, 0, 2)=(z—Z (x))" mil einer Funktion Z aus §"(0, ..., 0).
Bewers. Es wird gezeigt, daB alle Wurzeln von F(x, 0, 2) gleich sind.
Damit ist dann eine Funktion Z(x) mit F(x, 0, z) = (z—Z (x))” gegeben, die
wegen —mZ (x)=A;(x,0) aus $"(0,...,0) ist. U sei eine Polyzylinder-
umgebung von (0, ...,0,0) in C*"T'(x, y), in der die Koelfizienten 4,(x, y)
holomorphe Funktionen sind. (9, 0} sei ein Punkt aus U und V eine Poly-
zylinderumgebung von (x°, ¢}, die in U enthalten ist. Nach [2], Chap. IX, §3
lassen sich je zwei iiber Punkten von Vn{y==0} gelegene Wurzeln von F
langs einer in Un {yﬁo} enthaltenen Kurve analytisch ineinander fortsetzen.
Die Kurve kann in Un{y=0} so deformiert werden, daf sic nach der De-
formation ganz in V'~ {y==0} liegt, d.h. die analytische Fortsetzung kann in
Va{y=40} erfolgen. Nun erhdlt man nach Hilfssatz (2.2) die tiber (2%, 0)
gelegenen Wurzeln von F durch stetige Fortsetzung der iber Punkten aus
V{y=0} gelegenen Wurzeln. Die Annahme, F(x°, 0, z) =0 hitte zwei ver-
schiedene Lésungen, kann man dann genau wie in (2.2) zuom Widerspruch
fithren, indem man ¥ sich auf (x°, 0) zusammenzichen l453t.
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(2.4) Satz 1 (KooPMAN-BROWN [5], p. 242). G sei eine offene Teilmenge
des R"(xy, ..., %), %° set ein Punkt von G. Fiy 1=1,...,s se1 F, eine in G
analytische Funktion, die in x° beziiglich x, ausgezeichnet®) ist. B, sei die
Nullstellenmenge von F, in G. Dann gibt es fir jede Umgebung U von x* einen
Komplex (M, ) von analytischen Ay-Zellen, wobei M eine in U enthaltene
kompakte Umgebung von x° ist, und Unterkomplexe (M, &), fir die M =
M~ B, gilt.

Zusatz. a) Es bezeichne mt die Projektionsabbildung von R*(xy, ..., x,) auf

§
R"™ Y (wy, ..., %,_y). Dann gilt fiir jede Zelle a cmsiulﬁi: 7 st auf @ injekiiy,
und m(a)=":ay 15t eine analyiische A-Zelle. Fiiy die den Zellen a, a, gemif
Definition (1.6) zugeordneten Zellen a*, a; wnd Abbildungen @,, @, ist a5 =a*
und @, =m0,

b} Fiir jede Zelle a aus '91 R, gibt es eine in einey Umgebung von @ analytische

Funktion, deven Nullstellenmenge A-Menge von a ist, und die in jedem Punkt
von & bexiighich x, ausgezeichnet vst.

Anmerkung. Setzt man nur voraus, dafl die Funktionen £ in der #° ent-
haltenden Zusammenhangskomponente von G nicht identisch verschwinden,
so kann man durch Einfithren eines geeigneten Koordinatensystems stets er-
reichen, daB die Voraussetzung von Satz 1 erfiillt ist. Der Fall einer identisch
verschwindenden Funktion ist trivial

Beweis von Satz 1. Man kann annehmen, daf3 ¥° der Nullpunkt ist. §" sei
die Menge der Funktionen F; ({ =1, ..., s), die in #° verschwinden. Nach dem
WeierstraBschen Vorbereitungssatz und dem Satz von der Zerlegung in ir-
reduzible Faktoren gilt fiir jedes £ aus §" eine Darstellung

F=E.[[ B,
i

wobei E eine Einheit in 3" (0) ist und die F; irreduzible Pseudopolynome aus
R*~1(0)[x,] sind, die man als im Nullpunkt ausgezeichnet annehmen kann.
% sei die Menge dieser so fiir alle {7 aus " gebildeten Pseudopolynome F.
Zu jedem Element aus " wird die Diskriminante und zu je zwei Elementen
aus " die Resultante gebildet. Diejenigen unter diesen Diskriminanten und
Resultanten, die im Nullpunkt des R*™'(x, ..., x,_;) verschwinden, seien
zur Menge §"~* zusammengefaBt. Da die Funktionen aus "~ nicht identisch
verschwinden, kann eine Koordinatentransformation von der Art

n—1

7

K= D %y, x=1,...,n—1,
=1

?

Xy = %y

gefunden werden, so daf die transformierten Funktionen aus §*~! im Null-
punkt des R*~ (%, ..., %,_;) beziiglich x,_; ausgezeichnet sind. Da nur die

qun—1

ersten # —1 Variablen transformiert werden, sind die transformierten F e

) Vgl. (1.5).
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Resultanten bzw. Diskriminanten der transformierten Pc¢PR”, denn diese be-
stimmen sich aus den Koeffizienten der Polynome. Durch die Transformation
werden Voraussetzung und Behauptung von Satz 1 nicht bertihrt. Man kann
also von vornherein ein Koordinatensystem annehmen, in dem die Feg®~!

im Nullpunkt des R"*(x,, ..., %,_,) beziiglich ,_, ausgezeichnet sind. Dann
gibt es fiir jedes F¢¥" ! eine Einheit £ aus $#"7'(0) und irreduzible, im
Nullpunkt des R""'(x,..., %, ;) ausgezeichnete Pseudopolynome F aus

R*=2(0) [#,_), 50 daB F=E. J[ B, gilt. R"*sei dann die Menge der so fir

alle F aus §* " gebildeten B bas Verfahren wird allgemein wie folgt durch-
gefithrt: Ist R (1<#<n —1) eine endliche (eventuell leere) Menge irredu-
zibler, im Nullpunkt des R"™**(x,, ..., x,,,) ausgezeichneter Pseudopolynome
aus R’ (0)[#,4,], so bildet man die Diskriminanten der P¢®'* und zu je
zwei Elementen aus $'*' die Resultante. & sei dann die Menge derjenigen
Diskriminanten und Resultanten, die im Nullpunkt des R'(x, ..., %,) ver-
schwinden. Indem man notfalls eine Koordinatentransformation der Form

X, —

” (Z,Mxl, %:1,...,1’,
i

i

x=r—+1,...,n,

ausfithrt, die die Ergebnisse der vorangegangenen Schritte bestehen ldfit, kann

man erreichen, daB alle F aus " im Nullpunkt des R"(x,, ..., #,) beztiglich x,
ausgezeichnet sind. Also gilt fiir jedes F aus § eine Darstellung
(2.41) F=E.[]P,

i

wobei E eine Einheit in %(0) ist und die B irreduzible, im Nullpunkt des
R (%, ..., %,) ausgezeichnete Pseudopolynome aus ®'~'(0)[x,] sind. " sei
dann die Menge dieser so fiir alle I aus & gebildeten Pseudopolynome F.
Das Verfahren endet bei =1. P! ist entweder leer oder besteht aus dem
Polynom .

Es werden nun fiir » =1, ..., » positive reelle Zahlen ¢, und quaderidrmige
Mengen

Q i ={(xy, ..., %) |5, =g, 0=1,...,7}
im R"(%,, ..., x,) mit folgenden Eigenschaften bestimmt:

(a) Alle F<@', Pc® und die Einheiten E von (2.41) sind in einer offenen
Umgebung von Q" analytisch. Diejenigen der in Satz 1 vorgegebenen
Funktionen F,, ..., F,, die nicht zu §”* gehoren, die also im Nullpunkt
nicht verschwinden, sind in Q" von Null verschieden. Diejenigen Dis-
kriminanten und Resultanten von Pseudopolynomen aus $'** (r =1,
..., n—1), die nicht zu & gehoren, verschwinden in Q" nicht.

(b) Q" ist in der in Satz 1 vorgegebenen Umgebung U enthalten.

(c) Ist (%, ..., %,)€Q" (r=1, ..., n—1) und gilt P(x,, ..., %,, %,,,)=0 flir
ein P aus B, so ist [%,,4] <gpq.
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Um diese ¢, zu finden, wihle man zuerst positive Zahlen ¢, ..., ¢, so daB
(a) und (b) erfiillt sind und setze g,=g¢,. Dann kénnen Zahlen ¢, ..., g, 1
m1t 0<q, =g¢, (r=1,...,n—1) gefunden werden, so daB in bezug auf
Gls s Gy, g, die Bedmgung (c) fir r=n—1 erﬁiﬂt wird. (Das ist moglich,
da xn—O einzige Wurzel von P(0,...,0, %,)=0 (P<P") ist.) Es wird
§no1=0n_1 gesetzt und das Verfahren in dleser Weise fortgesetzt.

Der Beweis von Satz 1 ergibt sich nun aus der Behauptung (I") des fol-
genden Hilfssatzes.

Hilfssatz. Fiy v =1, ..., n gibt es Komplexe (O, &) mit folgenden Eigen-

schaften :

(I'y & besteht aus analytischen A 1Zellen.  Ist Br dw Menge der in
gelegenen Nullstellen einer Funktion F aus ', so gibt es etnen Unier-
komplex (Bg, Kp) von (QF, &). Fiir jede Zelle a aus R gilt die Aussage
dey Zusdtze a) und b) von Satz 1, worin n durch v zu ersetzen 1ist.

(IT) Ist der k-Zelle a aus §& gemdifi Definition (1.6) die k-Zelle a* im R*(t,,

-, by) zugeovdnet und ist die topologische Abbildung @, von a* auf @,
iy die @,(a*)=a gilt, durch

(2~42) xi:fi(tl,...,tk), 7::'1,...,7,

mil on a* analytischen, in a* stetigen Funktionen f; gegeben, so gibt es
fitr jedes P aus ' (wobei B die leere Menge sein soll) eine end-
liche Menge 3(P;a) von in a* komplex-analytischen Funktionen Z,
die je 1n gewissen Vielfachheilen aufiveten, so daf identisch fiir alle
Kppq und t={(f, ..., ) €a*
(2.43) P{f(0), - 1 (0), %ps —Fl(lp (%11 —Z ()

gilt. Die Funkitonen Z erfiillen dabei die folgende Eindeuntigheitsbedin-
gung: Ist B, Be W™ und Z,c3(B,; a), Z,c3(By; a) und stimmen Z,
und Zy in einem Punki aus a* dibevein, so giit Z,=27, in ganz a*.

Beweis des Hilfssatzes. Die Komplexe ((, &) werden durch Induktion
iiber v definiert. Wie oben festgestellt, ist B entweder leer oder enthilt
nur das Polynom %. Q'=[—¢q, +¢] wird in die 4;-Zellen {— ¢}, (—¢, 0),
{0}, (0, +q), {-+aq} zerlegt die offensichtlich einen Komplex (', §) mit
der Elgenschaft (I') bilden. DaB auch (IIY) gilt, folgt wie im Induktions-
schritt (r-+7-+1 bel r<n).

Es sei a eine Zelle aus &. Zunichst werden einige Eigenschaften der
Funktionen Ze3(P; a), die nach Induktionsvoraussetzung der Zelle @ und
einem Pseudopolynom P aus %'t zugeordnet sind, festgestellt. Die Bezie-
hung (2.43) stellt fiir jeden Punkt #=(#,...,#) aus a* eine irreduzible
Faktorzerlegung von P(f, (%), ..., [, (), %41) in 9 (%) [#,.,] dar. Da die Zer-
legung eindeutig ist und P eine reelle Funktion ist, folgt, daB die Z¢ 3(P; a)
in konjugiert komplexen Paaren auftreten. Ist also ein Z in einem Punkt
aus a* reell, so gilt Z=Z wegen der Eindeutigkeitsbedingung in ganz a*,
d.h. Z ist dann in ganz a* reell.
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Nach Hilfssatz (2.2) lassen sich die Funktionen Z stetig auf a* {ortsetzen,
und (2.43) gilt fiir alle # aus a*. Fiir jeden Punkt x= (%, ..., x,) aus 7 gilt
also identisch in ¥,

Play, oo % %)= I (x,,lﬂleoqpa‘l(x)),
z£3(Pia)
Diese Gleichung ist speziell auch fiir einen Punkt ‘x= ("%, ..., '%,} einer in
da enthaltenen Zelle ‘a richtig. Nach (IT) gilt aber fiir ‘x auch eine analoge
Gleichung
Py, %, % )= 1 (%, 0= "Zogy (%),
"ZEZ(P;a)
Es sei ein festes Z° aus 3(P; a) herausgegriffen. s gibt dann ein 'Z; aus
3(P; 'a), so dafl im Punkte 'x

(2.44) Zyogy t="Zoo g’

gilt. ‘a sei die Teilmenge der Punkte von ‘g, in denen (2.44) gilt. 2 ist
nicht leer und in ‘e abgeschlossen. Angenommen, 'a ist in 'a nicht offen.
Dann gibt es eine Folge von Punkten ‘2" (m =1, 2, ...) aus 'a, lir die (2.44)
nicht gilt, die gegen ein 'z aus a konvergiert. Fiir die "2 miissen zu (2.44)
analoge Gleichungen mit anderen 'Z aus 3(P;’a) gelten. Also gibt es ein
von 'Z, verschiedenes "7, so daB Zyo @, *('z) ="Zio@;" ('z) gilt. Da in 'z auch
(2.44) gilt, ist das ein Widerspruch zur Eindeutigkeitsbedingung. ‘a ist zu-
sammenhingend, also gilt (2.44) in ganz ‘a. Das bedeutet, dal die stetigen
Fortsetzungen der Funktionen Zog," (Ze3(P;a)) auf ‘o unter den Funk-
tionen 'Zogy, " ('Z¢3(P; ")) vorkommen,

Jetzt kann man in der in (1.8) beschriebenen Weise einen Komplex
(T, @Y bilden. Fir (M, &) ist dabei (Q", &") einzusetzen, g ist hier
gleich ¢,,,, und 3(a) ist die Menge der stetigen Fortsetzungen auf & der
recllen Funktionen unter den Zog,' (Ze8(P; a), Pe'*'). Die Voraus-
setzung (x) von (1.9) folgt aus der Eindeutigkeitsbedingung der Z, die Voraus-
setzung () wurde gerade nachgewiesen.

Es ist zu zeigen, dafB dieser Komplex (@', @’ *") die Eigenschaft (I"™")
hat. Zunichst folgt sofort aus (1.9), daB & ** aus analytischen Zellen besteht,
die wegen (1.10) auch A4,-Zellen sind, denn das Produkt aller Pey ™ hat
die in (1.10) vorausgesetzte Eigenschaft. Es sei nun ein F aus 7t gegeben.
Wegen (2.41) und (2.43) zerfallt F iiber einer Zelle @ aus " bis auf eine nicht
verschwindende Funktion in ein Produkt von Linearfaktoren x, ;— Zog; ' (x).
Die Menge der iiber a gelegenen reellen Nullstellen von F besteht also, soweit
sie nicht leer ist, aus Zellen erster Art iiber a. Jede dieser Zellen bildet zu-
sammen mit ihren Randzellen einen Unterkomplex. Vereinigt man die so
fiir alle 2 aus & gebildeten Unterkomplexe, so erhilt man einen Unterkomplex,
dessen Triiger die genaue Nullstellenmenge von F in 0"t ist. Da die Zellen
dieses Unterkomplexes Zellen erster Art sind, folgt aus (1.9) und. (4.10), daf
die Eigenschaften der Behauptung (I'*!), die den Zusitzen a) und b) von
Satz 1 entsprechen, erfiillt sind.
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Die Behauptung (II'"7) wird zundchst lokal gezeigt. Die Zelle ac & mit
der zugehdrigen Zelle a* und der Abbildung (2.42) set jetzt festgehalten.

1. Fall. 3e® 7" sei eine Zelle zweiter Art iiber a, die mit Zyoq; ", Zyo,t
gebildet sei, wobei Z;0¢, " und Z,0 ¢, ‘reelle Funktionen sind (Z,, Z,c U{3 (P;a):
Pe ™ bzw. Z;= — ¢, bzw. Zy=+g, ), die im Sinn von (1.8) aufeinander
folgen. Nach (4.9) ist @* die mit Z,, Z, tiber a* im R*"'(t,, ..., ¢,, ¢,.,) gebil-
dete Zelle zweiter Art. Die Abbildung g; wird durch

z,=fE, i=1,...,7,

%01 7 b

gegeben, wobel (4, ..., f;) durch £ abgekiirzt ist. Man hat also fiir die Pseudo-
polynome P aus $5""* die verlangte Zerlegung in Linearfaktoren von P(f, (1),

B0, by %,4) iber @*, doh. fiir (2 4,,,)€@*, zu zeigen. Die Diskrimi-
nante von P(x, ..., %,,1, %,.,) ist nun nach Wahl von ¢""%in Q"*' von Null
verschieden, oder sie ist eine Funktion F aus % Im letzten Fall ist die
Diskriminante von P(f,(#), ..., /,(£), .1, %) gleich F({ (), ..., [, (), ty1)-
Wegen (2.41) und (2.43) ist sie dann in 4% von Null verschieden, was auch
mm ersten Fall gilt, und man kann lokal auflgsen: Fir jeden Punkt 0= #, 8.1
von @* gibt es eine endliche Menge 3(P;#") von Funktionen Z (¢, £y aus
L), so daB

P(fl(t>> f() thh 7+2> f[ ( Xyptn f t/+1))

Zez(p;dy

in einer in a* enthaltenen Umgebung von 0 gilt. Dabei nehmen zwei Funk-
tionen aus 3 (P ;20) in keinem Punkt dieser Umgebung den gleichen Wert
an. Sind B, und F, zwei verschiedene Pseudopolynome aus "% so kann
die Resultante von B, (f (£), ..., /,(8), tyoq, %,,5) und By (£ (8), - f, ®), b1 %ys o)
in a* nicht verschwinden. Also nehmen zwei Funktionen Z bzw. Z, aus
3(5; 20) bzw. 3 (F,; 20) in keinem Punkt einer Umgebung von 20 den gleichen
Wert an. Damit ist (II'*') in diesem Fall lokal gezeigt.

2. Fall. & sei eine Zelle erster Art iiber a, die mit der reellen Funktion
Zoow, ' (Z,cU{B(P; a): PeR™'} bzw. Zy=+g,,,) gebildet sei. Nach (1.9)
ist @* gleich ¢*, und ¢; wird durch

w, =1, i=1,...7,

Ky =2y (0)
gegeben. Daher ist fiir jedes P aus {'*? das Zerfallen in Linearfaktoren von
Plf(®), ..., 1, (), Zo(t), %,,,) tiber a* d.h. fir fca*, zu zeigen. Fir PePrt?

wird ~
Pl lyy, %) = PRE, o (0 beras %rs)

gesetzt. Dabei ist f€a* und [4,.,] < ¢,.,+ ¢ mit einem geeigneten positiven 6.
Nun sei #° ein Punkt von a* und

(2.45) P=]Ip,
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eine irreduzible Faktorzerlegung von P in 9*71(8, Z, () [%,.,), die so nor-
miert ist, daB die hdchsten Koeffizienten der p, gleich 1 sind.

Fiir Resultanten und Diskriminanten gilt eine Produktformel, die man
leicht aus der Darstellung durch die Wurzeln der Polynome (vgl. z.B. [3])
ableitet. Bedeutet R(f, g) die Resultante von f und g und D(f) die Diskrimi-

nante von f, so hat man R IIfq,,Hgﬂ =g H IIR (t,, g) und D([] f,)=
g-T1 D, HR (ter 1), wobei o und i Faktoren smd die von der Anzahl,

den Graden und den hochsten Koeffizienten der Polynome abhingen.

Fiir Pseudopolynome P, B, B, aus F'F ist D(ZS) bzw. R (fi, }32) entweder
tiberhaupt von Null verschieden oder gleich F(f,(¢), ..., f,(#), £44) mit einem
F aus §F+%. Wegen (2.41) und (2.43) ist also D(P) baw. R(B, B) bis auf
eine nicht verschwindende Funktion gleich einem Produkt von Linearfaktoren
tyir—Z () mit Ze U{3(P; a): PeP '}, Das sind Einheiten in $*7(#, Z, (%)),
falls Z (%) == Z, (#*) ist, und irreduzible Faktoren im andern Fall. Aus Z (%) :Zo ()
folgt aber wegen der Eindeutigkeitsbedingung Z=Z2,. Also ist D(P) bzw.
R(Pl, P) bis auf eine Einheit eine Potenz von ¢, —Z,(f). Aus den ange-
fithrten Produktformeln und der Eindeutigkeit der Zerlegung in irreduzible
Faktoren folgt dann

D{pu)
(2.46) R (j;ul, ?Buz) = Einheit X Potenz von 1,.; — Z,(#},

R{pru: b20)
wobei ﬁu,%lu, %gv die Faktoren von D, f’lﬁg gemifB (2.45) sind. - Speziell
folgt hieraus, daB D(jgu) entweder in einer Umgebung von (%, Z, (%)) von
Null verschieden ist oder in genau den Punkten (¢, Z,(f)) verschwindet. Wird
die Substitution y=#,,,—Z,(f) gemacht, so ist ;Zu(t,y+ZO(i), Kyig) =1
q(t v, %,,.,) ein irreduzibles Pseudopolynom aus L0, 0) %, 5], dessen
Diskriminante entweder in einer Umgebung von (¢, 0) von Null verschieden
ist%2) oder in genau den Punkten (7, 0) verschwindet. Nach Hilfssatz (2.3) gibt
es eine Funktion Z aus £%(1%), so daB gt 0, %, 4)= j)u(t Zy(t), %,40) =
(x,‘_zﬁlZ\ (9))" mit ganzem positivem L gilt. Die so fir alle Faktoren bu
von P gebildeten Funktionen Z seien mit den entsprechenden Vielfach-
heiten L zur Menge 3(P; ) zusammengefaBBt. Es gilt also

ﬁ(t,Z( xrrz H (%,,+2 A )

Zeg(pim

in einer Umgebung von #°. Sind Pl, B, Pseudopolynome aus " und ist

Z €3 (B; 1%, Z €5 (L; ) und gilt ZI_Z in einem Punkt 2 emer hinreichend
kleinen Umgebung von %, so haben zwei Faktoren 75114 bzw. ﬁz,, von P bzw. P

6a) In diesem Fall hat ¢ den Grad 1.
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eine gemeinsame Wurzel iiber (1, Z, (). Wegen (2.46) miissen sie dann iiber
jedem Punkt (¢, Z,(#)) eine gemeinsame Wurzel haben, woraus Z (£)=Z, (¢)
folgt. Damit ist die Behauptung (II'*?) auch in diesem Fall fiir eine Um-
gebung eines beliebig gewdhlten Punktes % aus a* gezeigt.

Bildet man die lokalen Zerlegungen fiir jeden Punkt aus #* (im 1. Fall)
bzw. aus a* (im 2. Fall}, so folgt aus der Eindeutigkeit der irreduziblen Faktor-
zerlegung, daB die Zerlegungen im Durchschnitt ihrer Giiltigkeitshereiche
gleich sind. Die 4 gehen also durch analytische Fortsetzung auseinander
hervor. Da a* und ¢* einfach zusammenhingend sind, erhdlt man in ganz

@* bzw. a* analytische Funktionen Z. Stimmen zwei Z in einem Punkt
iiberein, so in einer Umgebung, also in ganz 4* bzw. a*.
Damit ist der Hilfssatz und mit ihm Satz 1 bewiesen.

§ 3. Gemeinsame Verfeinerung von Zellenkomplexen

(3.1) Satz 2 (KoOPMAN-BROWN [9], p. 242). G sei eine offene und zusam-
menhingende Teilmenge des R" (%, ..., x,) und M eine kompakte Teilmenge
von G. I set eine in G nicht identisch verschwindende analytische Funktion.
Dann ist die Menge der Punkte (v, ..., y,) des R*(yy, ..., v,), fir die es ein
(%1, ..., %,) aus M gibt, so daf F(xy +1tvy, ..., x,-+ty,) fir alle veellen t aus
etmer Umgebung von =0 identisch verschwindet, in R" (v, ..., y,) abgeschlossen
und nivgends dichi.

Folgerung. Fiiy i =1, ..., m sei G, eine offene und zusammenhingende Teil-
menge des R", M, eine kompakte Teilmenge von G, und F, eine in G, wicht
wdentisch verschwindende analytische Funkiion. Dann gibt es ein Koordinaten-
system {%, ..., %,}, so daf fir i=1, ..., m die Funktion F, in jedem Punkt
von M ; beziiglich x, ausgezeichmet ist.

Beweis der Folgerung. Eine endliche Vereinigung nirgends dichter Mengen
ist ebenfalls nirgends dicht. Daher gibt es eine Richtung, so daB F, auf den
Geraden durch Punkte aus M, parallel zu dieser Richtung, nicht identisch
verschwindet. Wird die x,-Achse parallel zu dieser Richtung gewihlt, so
folgt die Behauptung.

Bewers von Satz 2. In GXR"(y;, ..., v,) sei T die Teilmenge aller Punkte
(F1s s Xy V1o oos V)= (%, y), fiir die F(x,+2y,, ..., %, +1y,) fir alle ¢ aus
einer Umgebung von =0 verschwindet. Es mdgen =, bzw. 7, die Projek-
tionen auf R"(x) bzw. R"(y) bezeichnen. Zu zeigen ist, daBl S: :ny(Tr\(MX
R* (y))) abgeschlossen und nirgends dicht ist.

Die Abgeschlossenheit von S ist folgendermaBen einzusehen: Ist (v eine
gegen 3° konvergierende Folge von Punkten aus S, so gibt es Punkte x™
aus M, so daB (&, y")eT gilt. Da M kompakt ist, kann man annehmen,
dafl (x) gegen einen Punkt x° aus M konvergiert. Es gibt ein #,>0, so daB
fiir alle ¢ mit | #| < # und fir alle m=0,1, 2, ... die Punkte («7+£y7, ... 47ty
in G liegen. Fiir m =1, 2, ... und alle diese 7 ist dann F(# + 97, ..., 27 - v
gleich Null. Daraus folgt (%, y%)e T, also y°¢ S.
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Es wird nun gezeigt, dall T cine analytische Menge in & X K" (y} ist. Fir
jeden Punkt (x, y) aus G xR*(y) 1aBt F sich um x in eine Potenzreihe ent-
wickeln, so daB F(x, +ty,, ..., %, +1y,) inder Form >} a, , (fy,)" * -+ {ty,)m

Yy Py

dargestellt werden kann. Alsoist (x, y)€ 1 genau dann, wenn fiir =0, 1, 2, ...

2, Vi =1C (%, ) =0

vt =1
ist. Sei (x% y°)cG xR"(y). Die Entwicklungskoeffizienten a, , =a, (%)
fiir Punkte % aus einer geniigend kleinen Umgebung U von x° lassen sich
durch Potenzreihen in x — 3, ..., %, — %y darstellen, die alle in U konver-
gieren. Also sind die C,(x, v) analytische Funktionen in G X R"(y), und ihre
Potenzreihenentwicklungen um einen Punkt (x° 9°) konvergieren in einer
von ¢ unabhingigen Umgebung. LiafBt man fir %, v auch komplexe Werte
z1, so stellen die C,(x, y) holomorphe Funktionen in einer von ¢ unabhingigen
komplexen Umgebung von (2%, ¥°) dar. Ist V eine darin relativ kompakte
Umgebung und bezeichnet M; das Maximum von |C,|? in ¥/, so konvergiert
die Reihe S (ot )2
S Gl )
in V gleichmidfBig und stellt deshalb eine in ¥ holomorphe Funktion dar.
Mithin ist H in einer reellen Umgebung von (x° 4% analytisch, und die Nuall-
stellen von H sind genau die Punkte, in denen alle C, verschwinden. T ist
also eine analytische Menge in G X K" (y).
Es sei N CR"(y) die Menge der y mit 1=y} - --- - y2=<2. Dann geniigt
es zu zeigen, dal SAN =z, (T~ (M X N)) keine inneren Punkte hat. Nach Satz 1
kann T~ {M XN) duarch endlich viele Komplexe iiberdeckt werden, die zu-
sammen aus endlich vielen in 7 enthaltenen analytischen Zellen a4, ..., a,
bestehen. Aus der Annahme, S~N habe innere Punkte, folgt dann, da8

ny(igﬂi) und damit auchiglny (@;) innere Punkte hat. Da die Mengen =, (a,)

abgeschlossen sind, gibt es ein « unter den a; mit minimaler Dimension, so
daB (@) innere Punkte hat. z,(0a) hat keine inneren Punkte, ist daher
nirgends dicht. Es gibt also einen inneren Punkt y von ,(@) und eine in
7,(7@) enthaltene Umgebung V von y, die 7, (da) nicht trifft. z,(a) enthilt
daher V und hat deshalb innere Punkte. Die Dimension der analytischen
Zelle a sei k. Dann gibt es eine k-Zelle b im R*(¢, ..., #,) und eine topologische

Abbildung

w=filh, 8, =1 0m

' { V=gt b)), T=1..,n
von b auf @ mit in b analytischen Funktionen f;, g;. m,0q(b) =, (a) hat innere
Punkte, also ist k=#, und der Rang der Funktionalmatrix J=: 72%1-’ S Até’i),
ist gleich » (vgl. [4] oder [12])7). O sei ein Punkt aus 6, in dem eine 41¢—rc1h;éc

7) Will man diesen Satz iiber Abhingigkeit von Funktionen vermeiden, so kann man
wie in [5] schlieBen.



Simpliziale Zerlegung abzédhlbarer analytischer Raume 193

Unterdeterminante von J nicht verschwindet. y*=m,0¢ () ist ein innerer
Punkt von s,oq(b), und man kann eine analytische Abbildung y einer Um-
gebung von 4° finden, fiir die wopoy(y) =1y gilt. Es gehéren also die Punkte
(mopop(y), mopop(y)) = (mopoy(v), ¥) zu T, d.h. es gibt eine Umgebung
W von 9° und in W analytische Funktionen A,(y, ..., y,), ¢=1,...,#, s0
daB F(hy(y) +tyy, ..., b, () +ty,1) identisch fiir alle y aus W und alle ¢ aus
einer Umgebung von ¢=0 verschwindet. Da nun aber die zugehdérige Funk-
tionalmatrix den Rang # hat, folgt, daf die Nullstellenmenge von F innere
Punkte hat, was wegen F30 und dem Zusammenhang von G ein Wider-
spruch ist.

(3.2) Um fiir das folgende eine bequeme Sprechweise zu haben, sei defi-
niert: Sind (K, &) und (K,, 8,), 1 =1, ..., m, endliche Zellenkomplexe tm R",
so heift (K, ®) ein Verfeinerungskomplex fiir die Komplexe (K, &), wenn jede

Zelle cmsAUIQ,- Vereinigung von Zellen aus R ist.
=

Ist (K, &) ein Verfeinerungskomplex fiir die Komplexe (K, &,),7 =1, ..., m,
und hat eine Zelle a aus & mit einer Zelle & aus _91 {; nichtleeren Durchschnitt,

so ist 2 Ch. Denn b ist Vereinigung von Zellen aus &, unter denen a vorkommen
mul.

Um nachzuweisen, da ein Komplex (X, &) ein Verfeinerungskomplex fiir
die Komplexe (K, &), i =1, ..., m, ist, geniigt es zu zeigen:

1. K}EJIKL-.
2. Ist ach, 65_915%} und gilt anb=6, so folgt a b

w
Denn dann wird jede Zelle b aus 'l:)l R, durch Zellen ay, ..., a, aus & iberdeckt,

wobei man a,nb==@, 0 =1, ..., 7, annehmen kann, so daB !1% (b, also EJlaQ:b
folgt. ) )
Satz 3. Es seien (K, ,), i =1, ..., m, endliche Komplexe von A-Zellen

mm R*. Dann existiert ein Verfeinerungskomplex (K, &) fiir sie, der dariiber
hinaus so gewdhit wevden kann, daff & aus analytischen A,-Zellen besteht und
W

daf die Duychmesser dey Zellen aus &, soweit sie ALﬁJlKi- treffen, kleiner als ein
vorgegebenes ¢>>0 sind. .

Beweis. Die Behauptung iiber die Durchmesser der Zellen wird dadurch

erledigt, daB3 .L_JlK ; durch endlich viele endliche Komplexe von A-Zellen iiber-
deckt wird, deren Durchmesser kleiner als ¢ sind, und daf3 dann diese Zusatz-
komplexe mit unter die gegebenen aufgenommen werden.

Es wird nun Induktion iiber die Dimension # des Raumes K" angewandt.
Der Fall » =1 ist klar. Der Induktionsschritt (# —1->#) wird in mehreren
Schritten durchgefiihrt.

Mathematische Zeitschrift. Bd. 83 14
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(A) Es bezeichne & die Menge der Zellen aus §;, deren Dimensionen
kleiner als # sind und K; ihre Vereinigungsmenge. (Kj, &) ist ein Unter-
komplex von (K, &;). Ist dann (K, &) ein Verfeinerungskomplex fir die

w
Komplexe (K;, &) und gilt K Qﬁ:’l]{i, so st (K, &) auch ein Verfeinerungs-
komplex fiir die. Komplexe (K,, ®,).

Beweis. Nach dem Satz von der Gebietsinvarianz (vg [1], p. 396) sind
die Dimensionen von Zellen im R" héchstens gleich #, und fiir #-dimensionale
Zellen a ist da der topologische Rand von 4. Es sei also 4 eine n-Zelle aus
,L_Jpl R, und x ein Punkt von 4. x ist in einer Zelle b aus § enthalten. Wenn

b nicht in a enthalten wire, miiite 6n9a wegen des Zusammenhanges von b

W

nichtleer sein. b hitte mchtleeren Durchschnitt mit einer Zelle aus U £,

die in da enthalten wire, also zu U {; gehorte. Man hitte daher b(@az, im

Widerspruch zu x€b. Es ist also xeb Ca, woraus die Behauptung folgt.
(B) Die Zellen a aus 'L—Jl ®; sind nach Voraussetzung A-Zellen. Es bezeichne

4, eine A-Menge von 4. Fiir jeden Punkt von Z gibt es eine offene, zusammen-
hingende Umgebung V und eine in ¥ analytische Funktion F, die, da die
Dimension von « kleiner als » ist, nicht identisch verschwindet, so dal
Vnd —{x xeV, F(x)=0} gilt. Es gibt endlich viele solcher Umgebungen
| A8 0—1 o Sg, zugehorlge Funktionen F7 und kompakte Mengen M7V

mit U M7 2a. Nach der Folgerung von Satz 2 kann ein Koordinatensystem

o=1 m

{#,, ..., x,} des R" gefunden werden, so daf fiir alle a aus ‘91 @und o =1,...,s,

gilt: F7 ist in jedem Punkt von M} beziiglich x, ausgezeichnet. Daraus folgt:
m

Ist %, ein Punkt aus @ (a{ .Ul @;), so gibt es ein ¢, so daBl x* ¢ Mj (V7 gilt und
i

E7 in 2° beziiglich x,, ausgezeichnet ist. Daher gibt es nach Satz 1 eine Um-
gebung U CV; von %, und einen endlichen Komplex (L, &) mit L= Un{F’=0}
=UnA,>2Un~a. Dabei besteht € aus analytischen 4;-Zellen, fir die die in
den Zusitzen a) und b) von Satz 1 genannten Eigenschaften gelten. @ wird
durch endlich viele derartiger Komplexe (L, &) iiberdeckt. Die so fiir alle

aeﬁ)l & gebildeten Komplexe seien (L;, &), 7 =1, ..., p.

Ist mun (K, &) ein Verfeinerungskomplex fiir die Komplexe (L;, &;), so
auch fiiv die Komplexe (K;, &).

Bewers. Fur jede Zelle & aus U K ist a( U L;CK. Es geniigt daher zu
zeigen: Ist ac U R, ce® und 1st amc:\\:Q SO 1st cCa. Wegen amc#ﬁ hat

¢ nichtleeren Durchschmtt mit einer in A, enthaltenen Zelle aus U %,
o1
also in A4, enthalten. Es sei P ein Punkt von anc. Es gibt eine Umgebung

V von Pmit VAA4,=Vnra, woraus VeV A, =Vna und damit Vnelanc
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folgt. Das bedeutet, daBl anc in ¢ offen ist. Es ist aber auch z~c in ¢ abge-
schlossen. Denn sel Pccramc. Aus der Annahme Pcda folgt, daB Pea’

fiir eine in da enthaltene Zelle 4’ aus ‘91 &; gilt, woraus sich ¢na’ =0 und
deshalb wie oben ¢CA, ergibt. Dann gibt es eine Umgebung ¥ von P mit
Vrd,=Vna', woraus VrcC(Vna' und damit Vrena=¢ folgt. Das ist
aber ein Widerspruch zu Pccra. Well ¢ zusammenhingend ist, ergibt sich
cha=rc¢, also ¢Ca.

(C) Es wird jetzt ein Verfeinerungskomplex (K, &) von analytischen A4;-
Zellen fiir die Komplexe (L;, ;) konstruiert, der die Bedingung K 2 _91 K,

erfiillt. Wegen (A) und (B) ist (K, &) dann auch ein Verfeinerungskomplex
fiir die Komplexe (K, &;), und Satz 3 ist bewiesen.

?
Fir jede Zelle b aus _Ul &, gilt die in Zusatz b) von Satz 1 genannte Eigen-
-

schaft. Es gibt also eine in einer Umgebung von b analytische Funktion G,,
deren Nullstellenmenge 4, eine A-Menge von b ist, und die in jedem Punkt

- 4
von b beziiglich x, ausgezeichnet ist. Es seien &;, b, zwei Zellen auSAU1 &

mit nichtleerem Durchschnitt. Fiir jeden Punkt x<b,n5, gibt es nach Syatz 1
eine Umgebung U und einen endlichen Komplex (M, M), so dal M=
Undyn Ay, 2Unbynb, gilt. Dabei soll fiir die Zellen aus I wieder die Aus-
sage von Zusatz a) des Satzes 1 gelten. 5,nb, wird durch endlich viele solcher

P
Komplexe (M, M) tiberdeckt. Die so fiir je zwei Zellen by, b, aus.U1 & mit
=

nichtleerem Durchschnitt gebildeten Komplexe seien (M,, M), k=1, ..., q.
Bezeichnet nun z die Projektionsabbildung von R* (%, ..., %,) auf R"~(x,

? q
., %, _q), S0 gilt wegen Zusatz a) von Satz 1 fiir alle Zellen & aus .L_Jl BjukUl M-
7 ist auf b injektiv und 7 (b) ist eine A-Zelle. Fiir jedes b bildet § zusammen
mit den in & enthaltenen Zellen des Komplexes, dem b angehért, einen Unter-
4 q
komplex. Deshalb lassen sich auch die A-Zellen n{b) mit b¢ U1537~ukU n,
= 21
zu Komplexen zusammenfassen. Die Induktionsvoraussetzung ist also an-
wendbar: Is gibt einen Komplex (IV, %) von analytischen A;-Zellen im
» g
R (%, ..., x,_4), so daB jede Zelle s(b) mit be_Ulﬁj ukU1 M, Vereinigung
= =
von Zellen aus M ist.

Der Verfeinerungskomplex (K, &) soll nun in der in (1.8) beschriebenen
Weise konstruiert werden. Hierzu muf firr jede Zelle 4 aus R eine Menge
B(d) von in d stetigen reellwertigen Funktionen angegeben werden. B, sei

4
die Menge derjenigen Zellen & aus '91 &;, tir die 2 (D) gilt. Sei be®B,. Die

- - I
Umkehrung von x|b: b—m (D) Ist eine stetige Abbildung in z(b). Jedem

Punkt (%, ..., x,_4) =5 aus z(b) ist also stetig eine reelle Zahl &(x) zuge-
14*
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ordnet, derart daB (x, &(x)jeb ist. Die Einschrankung von & auf 4 sei mit
7, bezeichnet. Dann sei 3(d) die Menge der Funktionen Z,, be®,.

Ist be®,, so ist jede Randzelle 4’ von 4 in n(b) enthalten. Dann ist ent-
weder d'Cz(b) oder es gibt eine Randzelle &’ von b, so dal d'nm(b') <=0
ist, woraus 4’ Cse(d') folgt. Daraus ergibt sich, dal die Einschrinkungen der
Funktionen Z aus 3(d) auf @ in 3(d') enthalten sind. Die Voraussetzung
(B) von (1.8) ist also erfullt. Um auch Voraussetzung () nachzuweisen, sei
deM, by, b,£B,, und es sei Z, (x%) =2, (x%) fiir einen Punkt x0= (7, ..., ;)
aus d angenommen. Zu zeigen ist Z, =7, . Es sei dl::{(x, %) wéd, x,==

(x)}. Es geniigt d:(bz zu zeigen, denn daraus folgt, dafl fiir jedes x aus
d der Punkt (x Z, (%)) ein Punkt aus b, ist, d.h. gleich dem Punkt (x, Z, (x))
ist. Es ist dlmb =#=0. Ist P ein Punkt von dlm bzﬂdl, SO folgt 7w (P)ed, also
Peb,. d nby ist daher in dl abgeschlossen. Angenommen, d, by 1t in d;
nicht offen. Dann gibt es ein P aus dAlf\ by und eine gegen P konvergierende
Folge (B,) von Punkten aus aglﬁbz. Es sei U eine Umgebung von P, fiir
die Un A4, =Unbyund Un A, = Unb, gilt. Fir fast alle B, ist daher F, 54,

q
Es gibt eine Zelle ¢ aus U SJEk, die P enthélt und in 4, ~4, enthalten ist.

Wegen z(c)nd==0 ist n( ) 2d. Also gibt es zu jedem m einen Punkt Q,
aus ¢ mit 7w (Q,)=mn(L,). Da m auf ¢ topologisch ist und die Folge (n(£,))
gegen m(P) konvergiert, konvergiert auch (Q, gegen P, woraus folgt, daf3
fast alle Q,,in Un 4, und damit in 4, enthalten sind. Es muf3 deshalb B,=0,,

fiir fast alle m sein, was aber wegen QnccCA,, J P44, ein Wlderspruch ist.
Aus dem Zusammenhang von d folgt dann 4, f\bz—dl, also d1 Chy.

Wie in (1.8) angegeben, wird nun iiber dem Komplex (N, %) mit den fiir
jedes d aus M gegebenen Funktionenmengen 3(4) ein Komplex (K, &) kon-
struiert. Dabei ist K=N X[-—g¢, +¢] mit einem hinreichend gro8 zu wihlen-

den ¢. Offensichtlich ist jede Zelle b aus U ¢, Vereinigung von Zellen aus §.

Nach (1.11) besteht & aus A,-Zellen. Hmsmhthch der Bedingung K 2 U K;

sei festgestellt, daB} ¢ beliebig groB gewihlt werden kann und daf N eben-
falls als hinreichend umfassend angenornmen werden kann; man braucht nur
unter die Komplexe, fiir die (N, %) als' Verfeinerungskomplex gebildet wurde,
Zusatzkomplexe mit geeigneten Trigermengen aufzunehmen.

Es muB also nur noch gezeigt werden, daf die Zellen ans & analytische
Zellen sind. Nach (1.9) geniigt es zu zeigen, daB fiir ¢ und e B, die Funk-
tion Zyoq, in 4* analytisch ist. Nun hat & die in Zusatz a} von Satz 1 ange-
gebene Eigenschaft. m(h)=:5, ist also eine analytische Zelle, und es gilt
bg =0b* sowie @, =mog,. @,|d* ist eine analytische Abbildung von 4* in b;.
Daher ist g, op,|d* eine analytische Abbildung von 4* in b*. Wird darauf
noch ¢, angewendet und die n-te Komponente dieser analytischen Abbildung
von d4* in b genommen, so erhilt man gerade Zyog,. Satz 3 ist damit
bewiesen.
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Man kann mit Hilfe der Sitze 1 und 3 leicht den Satz von Koopman-
Brown ([4], Theorem 6.1, p. 245) folgern: Sind F,, =1, ..., m, analytische
Funktionen in der offenen Teilmenge G des R” und ist M eine in G enthaltene
kompakte Menge, so gibt es einen Zellenkomplex (K, &) mit M CK G, so
daB fiir =1, ..., m die Menge der in K gelegenen Nullstellen von F; Trager
eines Unterkomplexes ist.

§ 4. Reelle Rdume

(4.1) Es bedeute im folgenden G stets eine offene Teilmenge eines reellen
Zahlenraumes. Ist A sine analytische Menge in G, so heift eine in 4 definierte
reellwertige Funktion f analytisch, wenn es zu jedem xcA eine Umgebung
U <G von x und eine in U analytische Funktion g gibt, derart dall f|A~U=
glA~U gilt. Ist 4; (1=1, 2) eine in G;CR™ analytische Menge und ¢ eine
stetige Abbildung von 4, in 4,, so wird ¢ analytisch genannt, wenn ¢ kom-
ponentenweise durch analytische Funktionen dargestelit werden kann. Ist ¢
eine topologische Abbildung von A4; auf 4,, so heiit ¢ bianalytisch, wenn
sowohl @ als auch ¢ analytisch sind.

(4.2} Definition (veeller Rawm). X sei ein Hausdorffscher Rawwm. Ein
Paar (U, ) hetBt eine Karte, wenn U eine offene Teilmenge von X wund v eine
topologische Abbildung von U auf eine in einer offenen Teilmenge eines veellen
Zahlenvauwmes analytische Menge isi. Zwei Karten (U, w) und (V, y) heiflen
vertriglich, wenn entweder UV leer ist odey die Abbildung woy t: x(UnV)—
p(UnV) bianalytisch ist. Ein System W von paarweise vertriglichen Karten
heifit vollstindig, wenn jede zu allen Karten aus 1 vertragliche Karte zu W gehdrt.
Ist W={(U;, w,;), i€} ein vollstindiges System von Karten wnd gilt X :@'Lcjz U,

so heift (X, W) ein reeller Rawm wmit dem Strukturatlas .

Es sei (X, 1) ein reeller Raum. Dann ist X ein lokal-kompakter, lokal-
wegzusammenhingender, reguldrer topologischer Raum. (Den lokalen Weg-
zusammenhang folgert man sofort aus Satz 1.) Die zu Karten (U, y) aus U
gehdrenden offenen Mengen U bilden eine Basis der Topologie von X. Ist
Y eine offene Teilmenge von X und B das Teilsystem aller Karten (U, o)
aus U mit UCY, so ist (Y, L) ein reeller Raum. Beispiele sind analytische
Mannigfaltigkeiten, analytische Mengen, komplexe (Serresche) Riume.

{(4.3) (X, 1) sei ein reeller Raum, Y eine offene Teilmenge von X und f
eine reellwertige Funktion in Y. f heilit analytisch in Y, wenn fiir jede Karte
(U, w) aus 1l mit UCY die Funktion foyp™ in 9 (U) analytisch ist. (Wie man
leicht sieht, geniigt es zu fordern: Fiir jedes y aus Y gibt es eine Karte (U, v)
aus Ul mit ye UCY, so daB fop™ in ¢(U) analytisch ist.)

(4.4) Definition (analytische und pseudoanalytische Menge). Es sei Y eine
offene Teilmenge des reellen Raumes X und A eine Teilmenge von Y. A heift
eine analytische Menge in Y, wenn es zu jedem xc¥Y eine offene Umgebung
UCY von x gibt, so daff ArU die Nullstellenmenge einer in U analytischen
Funktion ist. A heift eine pseudoanalytische Menge in Y, wenn es zu jedem
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x¢Y eine offene Umgebung U CY von x gibt, so daff AU endliche Vereinigung
von endlichen Durchschwitten von Mengen dey Form {y: yeU, f(y)=0} mit
einer in U analytischen Funktion [ ist.

§ 5. Zerlegung abzidhlbarer reeller Riume

(5.4) (X, 1) sei ein reeller Raum und & eine offene Teilmenge des R”.
Eine stetige Abbildung ¢ von G in X heiBt analytisch, wenn fiir jede Karte
(U, y) aus U entweder ¢ (U) leer ist oder yog| @1 (U) als Abbildung in einen
reellen Zahlraum analytisch ist. (Es genfigt zu fordern, dafBl es zu jedem
Punkt x aus X eine Karte (U, ) aus Ul mit xeU gibt, so dall entweder
@ t(U) leer ist oder die Abbildung yog|e™(U) analytisch ist.)

(5.2) Definition (analytische Zelle). X sei ein veeller Rawm. Eine k-dimen-
sionale Zelle a in X heifit eine analytische Zelle, wenn thy eine k-Zelle a* im R*
und etme topologische Abbildung @, von a* auf & zugeordnet ist, so daf folgendes gilt:

1) @, bildet a* analytisch auf a ab.

2) Ist G eine offene Teilmenge eines R” und @: G—>X eine analyiische
Abbildung mit (G) Ca, so ist @3 op: G—R* analylisch8).

(5.3) Definition (A-Zelle). Eine Zelle a in einem veellen Rawm heifit esne
A-Zelle, wenn es eine in einer offemen Umgebung von @ analytische Menge A
gibt, so dafi fir jeden Punki x aus a eine Umgebung existiert, in der A und a
dbereinstimmen. A heift eine A-Menge von a.

(5.4) (X, 1) sei ein reeller Raum und « eine Zelle in X. (U, y) sei eine
Karte aus U; o (U) sei analytische Menge in GCR". Es gelte ZCU. Ist dann
a eine A-Zelle in X, so ist p(a) eine A-Zelle in R".

Beweis. Zunichst sei festgestellt, daBl y(a) tiberhaupt eine Zelle in R”
ist; die Eigenschaft einer Menge, Zelle zu sein, hdngt ja auch von ihrer abge-
schlossenen Hiille ab. Es ist aber 9 (@)= (@), denn wegen (@) =y (a)~y(U)
ist (@) C p(a); andererseits ist @, also auch (@) kompakt und daher abge-
schlossen, woraus y(a) Cyp (@) folgt.

Nun gilt allgemein fiir eine analytische Menge 4 in einer offenen Teil-
menge G des R*: Ist B eine analytische Menge im reellen Raum 4, so ist B
auch in G analytisch. Denn sei x ein Punkt aus G. Im Falle x¢4 gibt es
eine zu B fremde Umgebung von x. Ist x£4, so gibt es eine Umgebung V
von x und zwei in V analytische Funktionen f, g, so daB A~U={y: yeU,
f(y)=0}und BnAdnU={y: ycAnU, g(y)=0} gilt, woraus BnU={y: yeU,
f(y)=g(y)=0} folgt.

Von der A-Menge B der A-Zelle @ kann man nun o.B.d.A. annehmen,
daB sie in U analytisch ist. Dann ist also (B} in G analytisch und offensicht-
lich eine A-Menge von (a).

(5.5) (X, 1) sei ein reeller Raum und (U, y) eine Karte aus U; (V) sei
analytische Menge in G CR". Ist dann b eine A-Zelle in R* und gilt 6 Cy (U},
so ist 1 (b) =14 eine A-Zelle in X.

8) Vgl. die Bemerkung im Anschluf an Definition (1.6).
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Beweis. Wie in (5.4) folgt v 1(b)=a; a ist mithin eine Zelle in X. Es

gibt eine offene, 0.B.d.A. in G enthaltene Umgebung G’ von 4 und eine in

G’ analytische Menge B, die A-Menge von b ist. Dann ist auch die in G’

analytische Menge Bry(U) eine A-Menge von b. Daraus folgt, daB die in
pH{p(U)nG’) analytische Menge p*(p(U)~B) eine 4-Menge von a ist.

(5.6) Hilfssatz. Y set eine offene Teilmenge des reellen Raumes X und A
eine pseudoanalytische Menge in Y. Zu jedem Punkt x aus Y und jeder Um-
gebung V wvon x gibt es dann einen Komplex (M, M) von A-Zellen und cinen
Unterkomplex (M', W), wobei M eine in V enthaltene kompakte Umgebung
von % 15t und MnA=M" gilt.

Beweis. Es gibt eine Karte (U, y) aus dem Strukturatias von X mit
¥eUCVnY; p(U) sei analytische Menge in G CR*. Dann gibt es eine offene
Umgebung G'<G von p(x) und in G’ analytische Funktionen f, f,, (0=
1, ...8 7=1,...,¢), so dal}

P(U)nG ={y:yeG, f(y) =0},

pAnU)nG@=U N {y: yep(U)nG, fo.(y) 20}

gilt. Nach Satz 1 gibt es einen Komplex (L, ) von A-Zellen und Unter-
komplexe (L., %), wobei L eine in g (U)nG’ enthaltene kompakte Um-
gebung von y (x) beztiglich y(U) ist und L,,=L~{f,,=0} gilt. Sei dann <,
die Menge der in L;,:=Ln{f,,=0} enthaltenen Zellen aus . Die Vereini-
gung der Zellen aus &, ist gleich L;,; denn jeder Punkt aus L, liegt in einer
Zelle @ aus &, welche in L, enthalten sein muB, weil aus an{f,,<0}==0
folgen wiirde: an{f,,=0}==0 und damit a<L,,<L;,. (L.,, %) und daher

s 12

H 4
auch (L', @):=(U NI, U N&,|ist also ein Unterkomplex von (L, Q).
1 1 o=1 z=1 P

Die y~*-Bilder von (Z, ) und (L', &), die wegen (5.5) aus 4-Zellen in X
bestehen, leisten dann das Verlangte.

(5.7) Satz 4. X sei ein reeller Raum mit dem Strukturatlas W. Die Topo-
logie von X sei abzihibar. W sei ein System von Mengen A, die in offenen Teil-
mengen von X pseudoanalytisch sind. Fiir jedes A aus U sei etne in A enthaltene
abgeschlossene Menge Fy gegeben. Das System {F;: AeWU} sei lokal-endlich.
Dann gibt es einen Komplex (X, ®) von analytischen A-Zellen, so dap fiir jedes
A aus W ein Unterkomplex (A', §) mit F;CA' CA existiert. Zu jeder Zelle a
aus § gibt es eine Karte (V, y) aus 0 mit a7V,

Folgerung 1. X sei ein reellev Raum wmil abzihlbarer Topologie. U sei ein
lokal-endliches System von in X analytischen oder pseudoanalytischen Mengen.
Dann gibt es einen Komplex (X, R) von analytischen A-Zellen, so daf Jir jedes
A aus W ein Unterkomplex mit dem Triger A existiert.

Folgerung 2. X sei ein veeller Rawm wit abzihlbaver Topologie. (X, &)
und (X, &) seien Komplexe von A-Zellen. Dann gibt es einen Komplex (X, &)
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von analytischen A-Zellen, so daf jede Zelle von S0 $ty Vereinigung von Zellen
aus & ist.

Allgemeiner gilt: Es sei 8, ein lokal-endiiches System von A-Zellen in X,
Fiiy jedes a aus K, set ¢a Veveintgung von Zellen aus K,. Dann gibt es cinen
Komplex (X, R) von analybischen A-Zellen, so daff jede Zelle aus &, Vereimi-
gung von Zellen aus & ist.

Beweis von Folgerung I. Man kann in Satz 4 F;=4 setzen.

Beweis von Folgerung 2. TFiir jede Zelle a aus &, existiert eine in einer
offenen Umgebung von # analytische Menge 4, die A-Menge von 4 ist. Das
System {a@: a€§,} ist lokal-endlich, denn fiir jede in X kompakte Menge M
gibt es eine kompakte Umgebung N von M, und aus M~ a==0 folgt Nrna =0,
was nur fiir endlich viele a aus & gelten kann. Daher gibt es einen Komplex
(X, &) von analytischen A-Zellen, so dafi fiir jedes a aus &, ein Unterkomplex
(4,, ®,) mit 2CA, CA4, existiert. Um nachzuweisen, daf3 jedes a aus &, Ver-
einigung von Zellen aus & ist, geniigt es zu zeigen, daB jede Zelle ¢ aus &
mit ¢crha=0@ in a enthalten ist. Das ist aber wie beim Beweis von Satz 3
(Ende von (B)) einzusehen.

Beweis von Satz 4. Es sei (U, y) eine Karte aus 1l und U’ eine nichtleere
offene Teilmenge von U. Die Beziehung U'C(U, p) soll folgendes bedeuten:
Es gibt eine offene Menge G eines veellen Zahlenraumes R und evne n-dimensio-
nale offene Kugel G' mit G CG, so dap ¢(U) eine in G analytische Menge ist
und U =9 (p(U)nG') gilt. Aus U'CC(U, y) folgt U'CU. Ist (U,y) eine
Karte aus U, so gibt es zu jedem Punkt x aus U ein U’ mit xc U’ und
U'C(U, ). Daher bildet das System der U’, fiir die es eine Karte (U, o)
aus U mit U'C(U, v} gibt, eine Basis der Topologie von X.

Da X lokal-kompakt ist und eine abzidhlbare Basis besitzt, kann X durch
abzihlbar viele offene Mengen V,, ¢ =1, 2, ..., mit kompakten abgeschlossenen
Hiillen V, iberdeckt werden. Dann gibt es auch eine offene Uberdeckung

(Y;, 7=1,2,...) mit der Eigenschaft, dafl l_f] kompakt und in ¥, enthalten

ist. Denn man nehme etwa Y;:=W, Y, =V, U‘UlVi mit so grofem m, daf
i

Y, <Y erfilllt ist. Es sei noch Y,=Y.,=0 gesetzt. Dann gilt fiir alle
J=1,2,...: Y, —Y,_, ist eine Umgebung der kompakten Menge z—Yj_,l.
Fiir jedes x aus ¥; — Y,_; gibt es daher eine Karte (U, y) aus Ul mit kompaktem
U und ein U’ mit U'C{U, 9), so daB xc U’ und UCY,, -V, ,gilt. ¥, Y, 4
kann also mit endlich vielen U’ iiberdeckt werden, fiir die es ein (U, y) aus
1 mit kompaktem U gibt, so daBl U'CC(U, y) und UCY,,,— Y-, gilt. Weil
Dol(z —Y,_,)=X ist und jede kompakte Menge von einem gewissen Index s
}a% in Y, , enthalten ist, ist damit gezeigt:

Es gibt Folgen (U, v,)), (U/), i=1,2, ... mit den Eigenschaften

1) (U, p) ell, U U i)

2) (U;) diberdeckt X.
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3) (U,) ist lokal-endlich.

4) (74; ist kompakt.

Als reguldrer Raum mit abzdhlbarer Topologie ist X nach URYSOHN
metrisierbar. Es sei fiir das Folgende eine feste Metrik gewdhlt.

Hilfssatz 1. (U, v) sei eine Karte aus W und es sei U'C{U, ). Fir
i=1, ..., m seten (M, M,) endliche Komplexe von in U enthaltenen A-Zellen.
Dann gibt es einen endlichen Komplex (L, Q) von analytischen A-Zellen wmit
folgenden Eigenschaften:

L=Uv U M,

7=1

a

(
M

k4

Jede Zelle aus _UIEUEi 15t Vereinigung von Zellen aus L.

)

)
(c) U ist Triger eines Unierkomplexes.
(d) Zu jedem £>0 kann man & so wihlen, daf die Durchmesser dey Zellen
von & Rleiner als & sind.

Beweis. Wegen (5.4) und (5.5) geniigt es, den Fall zu behandeln, daf3
U eine in einer offenen Teilmenge G des R" analytische Menge ist und U’'=
UnG' gilt, wobei G’ eine n-dimensionale offene Kugel ist, deren abgeschlossene
Hiille in G enthalten ist. U’ wird nach Satz1 durch endliche Komplexe
(N, %), =1, ..., {, von in U enthaltenen A-Zellen iiberdeckt. G’ kann in
A-Zellen zerlegt werden, die einen Komplex (G', &) bilden; dabei soll G’
selbst zu &’ gehoren. Nach Satz 3 gibt es dann einen endlichen Komplex

(L 53) von analytischen 4-Zellen, so daB L) U N, o U M, oG gilt und jede

! m

Zelle aus Ulﬁ v U M, w® Veremlgung von Zellen aus @ ist. Die Durch-

m

messer der Zellen aus Q dle U N; o UM, oG’ treffen, koénnen dabel als hin-
=1

i=1
reichend klein angenommen werden Die Menge der in U’ enthaltenen Zellen

von € sei @', Fir jedes x aus U’ gibt es eine Zelle a aus Q mit xea. Daraus
folgt aCG'nU="U", also ac®’. Die Zellen aus &’ iiberdecken daher U’. Da

mit jeder in [l enthaltenen Zelle a auch alle in da enthaltenen Zellen in U’
liegen, ist die Vereinigungsmenge der Zellen von &’ abgeschlossen und deshalb

glelch U'. (U, @) ist also ein Komplex. Ist nun £ die Menge der in
U v, U M ;=:L enthaltenen Zellen aus L so ist. (L, &) ein Komplex, der das
Verlangte leistet.

Hilfssatz 2. Mit der oben angegebemen Folge (U]) sei szzg1 U/. Dann

gibt es filr jedes k =1, 2, ... einen endlichen Komplex (W,v, K,) von analytischen
A-Zellen, so daff folgendes gilt:

(1) Fiir jedes A aus W ist die Menge FAmVVk entweder leer oder sie wivd durch
Zellen a aus &, mit a CA dberdeckt.
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(2) Aus ac®,, am(J_’g+m:i:Q, m =1, folgt alU,. .

(3) Es sei j<k und acQ;. Gidt a{U, ., fir m=1,..., k—j, so ist ac§,
andernfalls ist a Veyeinigung von Zellen aus &,.

(4) Fiir jedes a aus &, gibt es eine Karte (V, y) aus U mit alV.

Beweis. Die Komplexe (VVk, R®;) werden durch Induktion tiber % definiert.
Der Anfangsschritt (£ =1) ist Spezialfall des Induktionsschrittes. Die Kom-
plexe (W}, &) mogen fiir /=1, ..., #—1 bereits definiert sein und die Be-
hauptungen erfiillen.

Fir m =1, 2, ... sei g, im Fall U, ==0° gleich dem Abstand von ﬁk’+m
und 0U,.,, und andernfalls gleich 1. Da der Abstand zwischen kompakten
Mengen angenommen wird, ist jedes g, positiv. Das System (U)) ist lokal-

endlich; daher ist nur fiir endlich viele m der Durchschnitt (7,;m U, ,, nicht-
leer. Bezeichnet ¢ das Minimum der ¢, erstreckt iiber diese s, so ist ¢ also
positiv.

Es sei A¢W und F;nUy,==9. Nach Hilfssatz (5.6) gibt es zu jedem x aus

F,~ Uy einen Komplex (M, ) von A-Zellen und einen Unterkomplex (M’, '),
wobei M eine in U, und in derjenigen offenen Teilmenge von X, in der 4
pseudoanalytisch ist, enthaltene kompakte Umgebung von x ist und M'=A4~M
gilt. F;nU; ist kompakt und wird daher durch endlich viele derartiger Kom-
plexe (M, M) diberdeckt, die mit (M, ;, My ), 4 =1, ..., my, bezeichnet seien.
Schon die zugehdrigen Unterkomplexe (M ;, M ;) iiberdecken F;n U,, wie
— — ma 4
aus FnUp=EnU;n4 g(.UlMAJ)mA:'L_JlM;u folgt. Da das System {F,:
A€} als lokal-endlich vorausgesetzt wurde, ist £~ Uy nur fiir endlich viele

A aus 9 nichtleer. Man erhilt also nur endliche viel Komplexe (M ;, My ;)
von in U, enthaltenen 4-Zellen.

Es sei § die Menge der Zellen aus ®,_; mit 2CU, und Z deren Vereini-
gungsmenge. (Z, 3) ist ein Unterkomplex von (W,_;, |, ;). Nach Hilfssatz 1
gibt es nun einen Komplex (L, &) von analytischen A-Zellen, fiir den fol-
gendes gilt:

(@) L=UpuZ U M) ;0 Acl, FnU =0, i=1,...,m4}.

(b) Jede Zelle aus SUU{%&,@* Aed, P};“@z}zﬁ, T=1, ..., my} ist Ver-
einigung von Zellen aus <.

(c) Es gibt einen Unterkomplex (5,;, n.
(d) Die Durchmesser der Zellen aus € sind kleiner als e.

3, sel die Menge der in Z enthaltenen Zellen aus &. (Z, 8,) ist ein Unter-
komplex von (L, 8). Es wird §,:=(8, {— 3)v 3, gesetzt und behauptet,
daB (W;, ®,) ein Komplex ist. Die Bedingungen 1), 2) und 4) von Definition

%) 89Uy, bezeichnet die Menge der Randpunkte von U, .
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(1.2) sind klar. Bedingung 3) folgt so: Es seien 4, & zwei verschiedene Zellen
aus ®,, deren Durchschnitt nichtleer ist. Dann ist eine der Zellen, etwa a,
aus &, _,— 3 und die andere, b, aus . Aus anb=£0 folgt anU, =0, also
nach Induktionsvoraussetzung 2CU,. Das bedeutet aber ac3, Widerspruch.

Zur Behauptung (1): Es sei 4% und F, r\W ==0. Falls die Menge F, r\Wk,1
nicht leer ist, wird sie nach Induktionsvoraussetzung durch Zellen a aus &,
mit 2 CA tiberdeckt. Da jede Zelle aus &,_; entweder in ®, vorkommt oder

Vereinigung von Zellen aus ®, ist, geniigt es zu zeigen, daB E;n (7,;, falls

nichtleer, durch Zellen a aus §, mit <4 iiberdeckt wird. Nun wird F~U,
durch die in 4 enthaltenen Komplexe (M ;, M ), i =1, ..., my, iiberdeckt.

Fir ]ed€b xcEpUk gibt es eine x enthaltende Zelle a aus Q’(S‘?k, die also
ein M, 4,¢ Schneidet, woraus 2 (4 folgt.

Zur Behauptung (2): Es sei a eine Zelle aus &, und anU;,,, =0, m =1.
Ist a€(R_; —3)v By, so folgt nach Induktionsvoraussetzung und der Defi-
nition von B;, daB <U,,,, gilt. Es sei dann a¢®’ . Wird zunichst 8U, ., =0
vorausgesetzt, so ist der Durchmesser von a kleiner als der Abstand von

(—J;er und oU,.,,. Aus adU, ,, wiirde wegen des Zusammenhanges von @
folgen, daB @~ oU,,,, nichtleer wire, was einen Widerspruch ergibe. Ist
Uy, leer, so ist U, ,, offen und abgeschlossen und muf deshalb die zusam-
menhéngende Punktmenge # enthalten.

Die Behauptungen (3) und (4) sind klar. Damit ist Hilfssatz 2 bewiesen.

Zum Beweis von Satz 4. Es sei ® die Menge der Zellen a, fiir die es ein
k gibt, so daB ac®;., fiir m=0,1,2, ... gilt. Sei b eine Zelle aus §;. & ist
kompakt und (U) lokalendlich; also gibt es ein k=7, so daB fiir alle m=
0,1,2,...540, +m Bilt. Wegen Behauptung (3) ven Hilfssatz 2 ist b entweder
in &, enthalten oder Vereinigung von Zellen ¢ aus &, fiir die dann t{U.,,
gilt. Also ist b entweder in  enthalten oder endliche Vereinigung von Zellen
aus & Daraus folgt: 1. Jeder Punkt von X ist in einer Zelle aus & enthalten.
2. Ist ac®, so gibt es ein § mit acQ®;; da ist Vereinigung von Zellen aus §;,
also auch von Zellen aus ®. 3. Sind @, b zwei verschiedene Zellen aus R, so
gibt es ein 7 mit @, beR;, woraus anb=0 folgt. 4. Ist M eine kompakte Teil-
menge von X, so gibt es ein j mit M CW;; M wird also durch endlich viele
Zellen aus @7-, also auch durch endlich viele Zellen aus & iiberdeckt; wegen
3. schneidet M nur endlich viele Zellen aus §. (X, §) ist also ein Kom-
plex.

Da jedes &, aus analytischen 4-Zellen besteht, gilt dies auch fir ®. Far
jedes a aus @ gibt es wegen Behauptung (4) von Hilfssatz 2 eine Karte (V.
aus Umit zCV. Um zu zeigen, daB es fiir jedes 4 aus 9 einen Unterkomplex
(4', &) von (X, &) mit F,CA’CA gibt, geniigt es zu zeigen, daB F, durch
Zellen @ aus & iiberdeckt wird, fiir die #CA gilt. Das ist aber wegen F,=

[e )

k!1 (E;~W,) und Behauptung (1) von Hilfssatz 2 richtig.

Damit ist Satz 4 bewiesen.
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§ 6. Anwendungen auf komplexe Riume

Unter einem komplexen Raum wird im folgenden stets ein Serrescher
komplexer Raum verstanden (vgl. [6], §6). Da reell-analytische Mengen nicht
mehr vorkommen, bedeutet eine analytische Menge wie iiblich eine komplex-
analytische Menge. Mit der Dimension eines komplexen Raumes ist die kom-
plexe Dimension gemeint.

(6.1) Nach Satz4, Folgerung 1, kann ein abzdhlbarer komplexer Raum
so in Zellen (bzw. Simplexe) zerlegt werden, daBl vorgegebene analytische
Mengen, die einem lokal-endlichen System angehdren, Triger von Unter-
komplexen werden. Es werde nun eine 2 k-dimensionale Zelle @ in dem kom-
plexen Raum X holomorph genannt, wenn a in X offen ist und wenn eine
2k-Zelle a* im C* und eine topologische Abbildung ¢, von a* auf @ existiert,
so daB a* durch ¢, biholomorph auf 4 abgebildet wird. Dann 148t sich zeigen:
Es gibt einen Zellenkomplex (X, &), so daBl jede Zelle aus &, die nicht im
Rand einer héherdimensionalen Zelle aus & enthalten ist, holomorph ist.

Beweisskizze. Zundchst geniigt es, den Fall eines reindimensionalen Raumes
zu betrachten. Denn kann man jede irreduzible Komponente von X auf die
geforderte Art in A-Zellen zerlegen, so braucht man nur noch zu einer ge-
meinsamen Verfeinerung tberzugehen, was wegen Folgerung 2 von Satz 4
moglich ist. Sei also X rein A-dimensional. Man kann sich weiterhin darauf
beschrdnken, nur Umgebungen von Punkten aus X in A-Zellen zu zerlegen,
derart daB die 2%-Zellen holomorph sind. Denn dann braucht man X nur
durch ein lokal-endliches System solcher Komplexe zu iiberdecken und eine
gemeinsame Verfeinerung zu bilden. Ist schliefilich X eine rein &-dimensionale
analytische Menge in GCC"(z, ..., %,), so wird nun ein Einbettungssatz von
REMMERT-STEIN ([7], Satz 1, Zusdtze I, II) herangezogen. Dann kann man
X lokal so in A-Zellen zerlegen, dalb jede 2%-Zelle a schlicht iiber einer 24-
Zelle a*<CC*(z, ..., z,) liegt und die Umkehrung der Projektionsabbildung
von a auf ¥ durch die holomorphe Auflésung eines Pseudopolynoms gegeben
wird.

(6.2) Eine kompakte Teilmenge P eines komplexen Raumes X heilit ein
analytisches Polyeder, wenn es in einer offenen Umgebung U von P holo-
morphe. Funktionen f,, ..., f, gibt, so daB ein Punkt @ aus U genau dann
zu P gehort, wenn |f,(Q)] =1, ..., |[(Q)] =1 gilt.

Satz 5. X sei ewn komplexer Rawm mit abzdhlbarer Topologie. Dann gibt
es einen Zellenkomplex (X, &) und Unterkomplexe (P, B,), i =1, 2, ..., deven
Triger P, analytische Polyeder sind, X tiberdecken, und von denen je swei keine
inneren Punkie gemeinsam haben.

Beweis. Nach Satz 4 geniigt es zu zeigen, daB X auf lokal-endliche Weise
durch analytische Polyeder B, B, ... tiberdeckt werden kann, von denen je
zwel hochstens - Randpunkte gemeinsam haben. Das kann man wie folgt
einsehen:

Zunichst werde ein analytisches Polyeder P in X quaderférmig genannt,
wenn folgendes gilt: 1. P ist in einer offenen Menge V enthalten, die zu
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einer Karte (V,y) aus dem komplexen Strukturatlas von X gehort; dabei
sei w(V) eine in GCC"(zy, ..., 2,) analytische Menge. 2.y (P) ist Durchschnitt
von y(V) mit einem abgeschlossenen, in G enthaltenen 2x-dimensionalen
Quader @, der zu den reellen Koordinatenachsen x,, y, (%, +¢v,=2,) par-
allel st 19).

X kann durch ein lokal-endliches System EN’l, ﬁ;, ... von quaderférmigen
analytischen Polyedern iiberdeckt werden. Die zugehorigen offenen Mengen

seien ¥, V,, .... B wird nun durch Parallelteilung des zugehdrigen Quaders
in kleinere quaderférmige Polyeder P/, ..., B, zerlegt, so daf} P, in V. (1>1,
%=1, ..., k) enthalten ist, wenn E'GE#Q gilt. Entsprechende Zerlegungen

werden fir 132, 133 usw. vorgenommen. Man erhilt eine lokal-endliche Uber-
deckung von X durch quaderférmige analytische Polyeder P/, P;, ... mit den
zugehdrigen offenen Mengen 17/, 1/, ..., so dall aus F'~E' <=0 folgt B’ T/}’
Hat nun B mit einem der Polyeder B, B/, ..., 0.B.d.A. mit B, einen
inneren Punkt gemeinsam, so ersetze man B auf die folgende Weise durch
kleinere Polyeder: Es ist B’ C(V,. Man fasse 7}’ als analytische Menge in
G<C"(z, ..., z,) auf; B ist Durchschnitt eines in G enthaltenen 2#-dimen-
sionalen koordinatenparallelen Quaders Q mit ¥,’. Man wihle weitere 2#-
dimensionale koordinatenparallele Quader Qyq, ..., Qs in G, derart daB die
Quader Qy, Qs1, ..., Qs, paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben
und P uF iiberdecken. Dann ersetze man B duarch die Polyeder B;:—
P'nQsy, ..., B:=B'nQ;. Esgilt Biu.. . oB 0B =B uB . Wie sich aus
dem weiter unten angefiihrten Hilfssatz ergibt, ist es keine Einschrinkung
der Aligemeinheit, wenn man sich alle Quader so gewdhlt denkt, daB je zwei
der Polyeder By, ..., B;, B héchstens Randpunkte gemeinsam haben.
Haben nun auch B’ und B innere Punkte gemeinsam, so verfahre man
genau so, ersetze also B, ..., B durch neue Polyeder, die untereinander und
mit B paarweise héchstens Randpunkte gemeinsam haben. Nach endlich
vielen Schritten hat man B durch Polyeder B, ..., B/, ersetzt, derart daB

b4 oo

UIPI'; u_UZP;':X ist und sowohl die P, untereinander als auch ein B und
T= =
ein B’ (¢ =2) héchstens Randpunkte gemeinsam haben.

Entsprechend wird mit B verfahren, wenn B mit einem B, (k> 2) innere
Punkte gemeinsam hat, danach mit B, B usw. So erhilt man analytische
Polyeder B, B, ..., die eine lokal-endliche Uberdeckung von X bilden und
paarweise hochstens Randpunkte gemeinsam haben.

Es muB noch der folgende Hilfssatz bewiesen werden:

Hilfssatz. 4 sei eine in GCC"(z, ..., 5,) analytische Menge und R ein
Punkt von A. Dann gibt es eine Umgebung G CG von R und eine beliebig feine
Zeylegung des 2n-dimensionalen veellen Zahlenrawmes der x, ¥y, ..., %4, Y,

(% +1y,=2,) in achsenparallele Quader, so daf folgendes gilt: Sind Q,, Q,

19 Q wird durch Ungleichungen der Form |e?% 6| <1 gegeben, ist also ein analyti-
sches Polyeder.



206 BURGHART GIESECKE:

awei in G enthalfene Quader dieser Zerlegung, so haben QA wnd QA4 heine
inneven Punkte tm Untervaum A gemeinsam.

Beweis. Haben Q;nA4 und Q,nA einen inneren Punkt gemeinsam, so
bedeutet das, daB A4 lokal in einer reellen Hyperebene enthalten ist. Es

geniigt daher zu zeigen: Es gibt eine Umgebung 5§G von R mit folgender
Eigenschaft: Hat R die x-Koordinate ¢1), so enthilt der Durchschnitt von
AnG mit einer Hyperebene x;=¢' (¢"==¢) keine inneren Punkte in AnG.
Es seien 4,, ..., 4, diejenigen irreduziblen Komponenten von 4 in G, die R

enthalten. G wird so gewidhlt, dal G zu den iibrigen Komponenten von A
fremd ist. Dann sei H: x,=¢" irgendeine vaerebene deren Durchschnitt

mit AnG einen inneren Punkt S in A~G enthilt. Man kann annehmen,
daB S gewdhnlicher Punkt von 4 und daher auch gewdshnlicher Punkt einer
gewissen Komponente 4, ist. In einer Umgebung U von S, die so gewéhit
werden kann, dafi UnA4,CH gilt, gestattet 4, eine Darstellung

2, w=k-+1,...,%

Iy E TR

mit holomorphen Funktionen f¢k+ wobei % die Dimension von 4, ist und

die z; , ..., z; eine gewisse Umgebung im CH(z s - 4 durchlaufen. z kann
nicht unter den z, , ..., z;, vorkommen, und es ist der Realtel von f, konstant
gleich ¢', woraus folgt, daB f; konstant ist, Alsoist 4,~U in einer komplexen
Hyperebene z =const enthalten. Aus der Irreduzibilitdt von 4, folgt dann,
daBl 4, ganz darin enthalten ist, was wegen Rc A, nur fir ¢’=c méglich ist.

(6.3) Das Tripel (X, f, Y) heiBt eine analytische Uberlagerung, wenn 1. X
und Y normale komplexe Riume sind und Y zusammenhéngend ist und
2. }: XY eine eigentliche, nirgends entartete holomorphe Abbildung ist,
derart dafBl das Bild jeder Zusammenhangskomponente von X Vermoge /
gleich Y ist.

Nach REMMERT-STEIN ([10], Satz 3, p.164) gilt: Ist (X, f, V) eine ana-
Iytische Uberlagerung, so gibt es eine in Y nirgends dichte analytische Menge B,
die Verzweigungsmenge, so dal f1(B)=:4 den Raum X nirgends zerlegt und
die Abbildung f| X — 4: X — A —Y — Blokal-topologisch ist. Als eine nirgends
dichte Menge zerlegt B den normalen Raum Y nirgends. Daraus folgt, daB
Y — B zusammenhiingend ist. Da [ eigentlich und auf X — 4 lokal-topo-
logisch ist, gibt es zu jedem ycY — B eine offene zusammenhingende Um-
gebung UCY —B von y, so daBl f die Zusammenhangskomponeriten von
72(U) topologisch auf U abbildet. Die Anzahl der Urbilder ist daher fiir
alle ze U dieselbe. Aus dem Zusammenhang von Y — B folgt, daB sie fiir alle
z€ Y — B iibereinstimmt. Sie heiBt die Bléitterzahl der Uberlagerung.

Satz 6. (X, {, Y) sei eine analytische Uberlagerung mit der Blitterzahl
und der Verzweigungsmenge B. Y (und damit auch X ) habe abzihlbare Topo-
logie. Dann gibt es simpliziale Komplexe (X, &), (Y, &), so daf folgendes gilt:

1) x, steht fir irgendein x, oder y,.
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1. | ist eine nicht entariele?) simpliziale Abbildung in bexug auf diese
Komplexe.

2. B ist Triger eines Unterkomplexes (B, M) von (Y, Q).

3. Jedem Simplex & aus & kann eine ganze Zahl v{E), 1=v(€)<p, zuge-
ordnet werden, so daf gilt: (a) Sind &, ..., &, die Urbildsimplexe eines Simplexes

k
e aus &, so gilt 2 v(E,)=p4. (b) Ist f(€)eM, so ist v(&) =1. Ist [(€)eIM und
%=1

ist f(&) Seite des Simplexes deQ— M, so ist v(E) gleich der Anzahi dey Urbild-
stmplexe von d, die € zur Seite haben.

Dem Beweis von Satz 6 wird der folgende Hilfssatz vorausgeschickt:

Hilfssatz. A, B seien m-dimensionale komplexe Riaume. f: A—B sei eine
surjektive, nirgends entariete, eigentliche holomorphe Abbildung. Dann gibt es eine
hochstens (m —1)-dimensionale analytische Menge By in B, so daf f|A—]f7 (By):
A —f3(By) — B — By lokal-topologisch ist.

Bewess. (I) Zurtickfithrung auf den Fall rein m-dimensionaler Riume
A, B: A’ sei die Vereinigung der m-dimensionalen irreduziblen Komponenten
von A, 4" die Vereinigung der Komponenten geringerer Dimension, ent-
sprechend B’ und B”. Dann ist f'=f[4': A’ B’ eine surjektive, eigentliche,
nirgends entartete holomorphe Abbildung. Es sei nun vorausgesetzt, daB es
eine hochstens (m — 1)-dimensionale analytische Menge By in B’ gibt, so
daB f'|A'—f (By): A" —[ 7(B;)~> B’ — By lokal-topologisch ist. Dann ist
By:=B;{ UB"Uf(A") eine hochstens (m — 1)-dimensionale analytische Menge
in B, fur die offensichtlich die Behauptung des Hilfssatzes gilt.

(IT) Zurtickfihrung auf den Fall normaler Rdume 4, B: Nach (I) kann
angenommen werden, daB A und B rein m-dimensional sind. Daraus folgt,
daB f jede irreduzible Komponente von A auf eine irreduzible Komponente
von B abbildet. Bezeichnen 4*, B* die Normalisierungen von 4, B und o, 7
die zugehorigen Projektionsabbildungen, so kann f nach REMMERT-STEIN
([10], Satz 2, p.162) geliftet werden: Es gibt eine surjektive, eigentliche,
nirgends entartete holomorphe Abbildung f*: A*— B*, derart daB das Dia-
gramm

A* __—>* B*

[} \[‘L’
Y

A——f—~>B

kommutativ ist. Es sei nun vorausgesetzt, daBl der Hilfssatz fiir normale
Raume richtig ist. Es gibt also eine hichstens (m — 1)-dimensionale analyti-
sche Menge Bf in B*, so daB} f*|A* —/*Y(Bf): A*—f*1(Bf)—>B*— Bf
lokal-topologisch ist. N (bzw. M) sei die Menge der nichtgewthnlichen Punkte
von 4 (bzw. B). Dann ist BlzzMuf(N)ufoa(f*"l(B{")) eine héchstens

12} Eine simpliziale Abbildung heilt nicht entartet, wenn sie kein Simplex auf ein
Simplex geringerer Dimension abbildet.
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(m — 1)-dimensionale analytische Menge in B, und man sieht leicht, daf} sie
die Behauptung des Hilfssatzes erfillt.

(IIT) Sind 4 und B normale Riume, so folgt die Behauptung aus dem
bereits oben zitierten Satz von REMMERT-STEIN ([10], Satz 3, p. 164).

Beweis von Satz 6. Die Dimension von Y sei gleich #, die Dimension der
Verzeigungsmenge B sei gleich m, m<n. Auf die Abbildung f|4:=/"(B):
A —> B kann der Hilfssatz angewendet werden: Es gibt eine in B analytische
Menge B, deren Dimension =, kleiner als m ist, so daB f|4 —f*(B,):
A —f71(B)) — B — B, lokal-topologisch ist. Sei f(B;)=:4; und f|4;=:f.
Dann erfiillt die Abbildung f;: 4, — B; wiederum die Voraussetzung des Hilfs-
satzes, und es gibt eine in B, analytische Menge B, mit einer Dimension
my<<my, so daB f| 4, —f1(By): 4, — 7 (By) — B, — B, lokal-topologisch ist.
So fortfahrend gewinnt man eine Folge B, 2B,> ... 2B, <% —1) von in B
analytischen Mengen, deren Dimensionen sy, m,, ..., m, absteigend sind, so
daB die Abbildungen f|f*(B)—/"(Bi.q): f1(B) [ (B >Bi— Biyy
(i =1, ...,»—1) lokal-topologisch sind.

Nach Satz 4, Folgerung 1, gibt es einen Zellenkomplex (Y, 9)) mit Unter-
komplexen (B, B), (B,, B,), ¢ =1, ..., 7. Die Zellen aus %) sollen nun hoch-
gedriickt werden. 3 sei die Menge der 2n-dimensionalen Zellen aus ). Die
Zellen aus 3§ sind offene Mengen in Y und deshalb in Y — B enthalten. Jede
Zelle aus ¥ — 8 ist-im Rand einer Zelle aus 3 enthalten.

Es sei a eine Zelle aus 8. Wegen des einfachen Zusammenhanges von a
zerfdllt f(a) in Zusammenhangskomponenten M,, ..., M;, von denen jede

durch f topologisch auf a abgebildet wird Daruber hlnaus ist f[M M ~—>oz
i=1, ..., B, topologisch, und es gilt /(@) = UM Beweis: Es 1std M,

g=1
in f(a@) enthalten. Sei x¢f*(@ und U eine Umgebung von x. Da f eine

offene Abbildung ist (vgl [6], p. 252, Lemma), ist f(U) eine Umgebung von
— B
/(x), enthalt also Punkte von 4. Daraus folgt x¢f™ (a)_—-'UlM{. Damit .ist
[ —_ = —
1@ = U M, gezeigt. Wegen M,Cf*(@) und der Eigentlichkeit von fist M,
i=1 =

kompakt. Also ist f(M;) abgeschlossen und enthilt deshalb @ Andererseits
gilt f(M;)<a, also zusammen f(M,)=a. Es braucht nur noch gezeigt zu
werden, daB f auf M; injektiv ist. Angenommen, es gibt zwei Punkte x,, x,
aus M, mit f{x)=f(x,)=v. Dabei kann man x;, x,€¢0M; und y¢da an-
nehmen. Da f7(y) diskret ist, gibt es eine offene Umgebung U von x; mit
kompaktem U, so daB x, der einzige Urbildpunkt von y in U ist. Es seien
(#3) bzw. (x5) Folgen von Punkten aus M, die gegen x; bzw. %, konvergieren.
Dabei sei fiir alle #: 27c U, x3¢U. Die Bildfolgen (f(x)) und (f(x3)) konver-
gieren gegen y. Da @ topologisches Bild einer abgeschlossenen Kugel ist,
kann man f{x}) und f(»3) durch eine solche Kurve %, in & verbinden, daf
jede Folge (2"), 2"<k,, gegen y konvergiert. Die Abbﬂdung (f[ )7t bildet
k, auf eine x§ mit 7 in M; verbindende Kurve k ab. Jedes /'e trifft den
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Rand &U von U. Wihlt man s"¢k,~8U, so hat (s") einen Haufungspunkt
in U, der iiber y liegt. Das ist ein Widerspruch zur Wahl von U.

Es sei nun ¢ eine Zelle aus ¥ —B. Es gibt eine Zelle ¢ aus 3 mit ¢{a.
f*(a) zerfalle in die Zusammenhangskomponenten M, ..., M;. Dann sei

— 8 — 8
(| M) (c)=:N;. Es gilt }‘“-‘L(c):.U1 (f‘l(c)mMi):'EJl N;. Daraus folgt, daB
die IV; disjunkt sein miissen, da anderenfalls ein Punkt von ¢ weniger als
—_ - B —
Urbildpunkte hitte. Weiterhinist /7 (¢) "M, = N, woraus /7 (¢) = U (/1 (¢)~f)

[ —
= .Ul N, folgt. Damit ist gezeigt:

;-
[(c) zerfdlit in Zusammenhangskomponenten Ny, ..., Ny; esist f1(¢) = _L_Jl N;,
und die Abbildung f|N;: N;— ¢ ist topologisch. -

Es sei b eine Zelle aus B. & sei die Menge der Zellen ¢€9) mit 6Cc. Zwel
Zellen ¢, ¢, aus ©— B mogen verbindbar heilen, wenn es weitere Zellen
Ayyooos By, Oy, ., Gy aus € — B gibt, so dab ay=c¢,, a,=¢, und a,<a, ~d,
fiir g =1, ..., m—1 gilt. Dann wird behauptet:

Je zwet Zellen ¢y, cy aus © — B sind verbindbar.

&

Beweis. ©; sei die Menge der Zellen aus & — 9, die mit ¢ verbindbar
sind, und &, die Menge der Zellen aus & — B, fiir die das nicht gilt. Es werde
¢,€ ©, angenommen. S bzw. S; bzw. S, seien die abgeschlossenen Hiillen
der Tragermengen von & bzw. &, bzw. &,. Schliellich sei y ein Punkt von b.
S ist eine Umgebung von y. Es ist S, uS,=2S, denn jede Zelle aus & ist in
der abgeschlossenen Hiille einer Zelle aus © — % enthalten. Es gibt eine Um-
gebung U von y, so daBB Un5;n S, in B enthalten ist. (U bestimmt man so,
daB fiir je zwel Zellen ¢;¢&,, c;¢&, folgendes gilt: Ist eine Zelle 4 aus 9) in
¢;nch enthalten und ist yqd, so ist dnU=@. Sei dann x¢S;~S,nU. Es
gibt also ein ¢;¢&; und ein ¢;¢©, mit xecjnc, und deshalb ein d<®) mit
xed Ccyney. Daraus folgt Und==0, also ycd, also 5Cd. Dann muB d¢®B
sein, weil sonst ¢; und ¢y verbindbar wiren, mithin x¢B.) Da B nirgends
zerlegt, gibt es eine Umgebung VCUNS von y, so dafl V — B zusammen-
hingend ist. Andererseits hat man V— B=(S$;n(V — B))u(S,~(V — B)),
(Sin(V—=B)) (S0 (V — B))=8, 5,;~(V — B)==0, S,n(V — B)==8, was be-
deutet, daBB V' — B nicht zusammenhingend ist. Die Annahme ¢,¢8, ist
also falsch.

Es sei nun ¢ eine Zelle aus ). Es gibt cine Zelle a<y) — B mit ¢ (4. Nach
dem Vorangegangenen zerféllt /() in Zusammenhangskomponenten IV, ..., Ny;

B
es ist (@)= U N;; die Abbildung f|N,: N,— Z ist topologisch. Daraus folgt,
i=1

daB die Mengen (f|N;)(c)=":¢,; Zellen sind, und daB f[,: &, topologisch
ist. Dariiber hinaus gilt, daf3 die Zellen &, nur von ¢ und nicht von der Hilfs-
zelle 4 abhdngen. Denn sei 4’ eine weitere Zelle aus ) — B mit ¢Ca’. Der
Fall ¢¢® ist klar, denn dann kann man ¢ selbst als Hilfszelle benutzen. Ist
c<®B, so kann man sich wegen der oben bewiesenen Verbindbarkeit auf den
Mathematische Zeitschrift. Bd, 83 15
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Fall beschriinken, da eine weitere Zelle a”¢9)— B mit ¢Ca” und o Cand
existiert, die man dann als Hilfszelle nehmen kann. Damit ist gezeigt: Jeder
Zelle ce) kann auf eindeutige Weise eine Menge von Zellen ¢y, ...,85 n X
zugeovdmet weyden; die Vielfachheit v (2,), mit der eine Zelle T, daber auftritt,
kann folgendeymafen chavakterisiert werden: Im Fall c¢®B st v{f)=1; ist
c€B und ist ¢ im Rand einer Zelle ac) — B enthallen, so ist v(C,) die Anzali
der a zugeordmeten Zellen @, ..., Gy, in deven Rand &; enthalten ist. Weilerhin

8 I
15t 'U1Ei: 172(0), und die Abbildung f|C;:C,—c ist topologisch.
f==

Bedeutet nun ¥ die Menge der hochgedriickten Zellen, so braucht man,
um nachzuweisen, daB (X, ¥) ein Komplex ist, nur noch zu zeigen, daB zwei
verschiedene Zellen aus ¥ punktiremd sind. Dabei miissen neben dem Unter-
komplex (B, B) auch die am Anfang des Beweises fixierten weiteren Ver-
zweignngskomplexe (B, 8,), i =1, ..., 7, herangezogen werden. Es geniigt,
den Fall von zwei iiber derselben Zelle ce 9) gelegenen Zellen &, ¢, zu betrachten.
Es sei §;n &, nichtleer. Im Fall ¢¢® folgt sofort &;=¢,. Sei dann ccB—B,.
Da f:=f|{(B)—/*(By): *(B)—{?*(By) B~ B; lokal-topologisch, sur-
jektiv und eigentlich ist, zerfdllt /' *(c) in Zusammenhangskompcnenten, die
durch /' topologisch auf ¢ abgebildet werden. Daraus folgt aber &,=2¢,. Ent-
sprechend schlieBt man in den weiteren Fallen c€®B, —B,, c<cBy— By usw.

Aus dem Zellenkomplex (Y, §)) kann man in der in (1.3) beschriebenen
Weise einen simplizialen Komplex (Y, 8) gewinnen, derart daB der Unter-
komplex (B, B) in einen simplizialen Unterkomplex (B, IN) tbergeht. Die
simpliziale Unterteilung von 9 kann auf £ iibertragen werden, da ja fiir
jedes Z¢X die Abbildung f|Z: &>/ (¢) topologisch ist. (X, X) geht so in einen
simplizialen Komplex (X, &) tiber, der durch f simplizial auf (Y, &) abgebildet
wird. '

Fir Simplexe & aus ® wird nun noch v(&):=v(¢) gesetzt, wobei & die-
jenige Zelle aus ¥ ist, aus der & bei der simplizialen Unterteilung entstanden
ist, d.h. die héchstdimensionale Zelle aus ¥, deren Durchschnitt mit & nicht-
leer ist. Dann folgt aus dem Vorangegangenen, daf auch die letzte Behaup-
tung von Satz 6 erfiillt ist.

Mit Hilfe von Satz 6 kann der folgende, von REMMERT-STEIN .in [10]
(Satz 5, p. 170) formulierte Satz bewiesen werden:

Satz 7. (X, }, Y) sei eine analytische Uberlagerung mit dev Blitterzahl .
Y (und demit auch X ) habe abzihlbare Topologie. fy: H(X)—H(Y) bezeichne
den von | induzierten Homomorphismus zwischen den gamzzahligen Homologic-
gruppen von X bzw. Y. Dann gibt es einen dimensionstrenen Umbehrhomo-
morphismus gy H(Y)—H(X), so daf fir jedes he H(Y) gilt: fyogs(h)=8-h.
Dey durch gy evzengte Homomorphismus zwischen den Divisionshomologiegruppen
ist injekiv.

Beweis. Mit den Bezeichnungen von Satz 6 sei C(X) bzw. C(Y) die Gruppe
der endlichen Linearkombinationen mit ganzzahligen Koeffizienten von orien-
tierten Simplexen aus & bzw. Q. e sei ein Simplex aus €, fiir das eine Orien-
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tierung festgelegt ist. Die Orientierung von e wird auf die Urbildsimplexe &
von ¢ vermdge der topologischen Abbildung /|&: & —e iibertragen. Die Summe
2'v(€) &, erstreckt iber alle Urbildsimplexe von ¢, ist dann ein Element aus
C(X), das mit g(e) bezeichnet sei. Durch lineare Fortsetzung wird g zu einem
dimensionstreuen Homomorphismus von C(Y) in C(X). Die Vertauschbar-
keit mit dem Randoperator folgt aus der Behauptung 3b von Satz 6. Also
induziert g einen dimensionstreuen Homomorphismus g, : H(Y)—+H(X) zwi-
schen den Homologiegruppen, fiir den f,og, gleich dem f-fachen der Identitét
ist. Daraus ergibt sich, daB der von g, induzierte Homomorphismus g :
D(Y)—D(X) zwischen den Divisionshomologiegruppen injektiv ist, denn gilt
g..(d)=0 fiir ein Element 4 aus D(Y), so muB g-d=0, also d=0 sein.

Anmerkung. Wird Y nicht als abzahlbar vorausgesetzt, so kann man
folgendermaBen schliefen: # sel ein singuldrer Zyklus in Y. Es gibt dann
einen offenen, zusammenhingenden normalen komplexen Unterraum Y’ von
Y, der z enthilt und abzdhlbare Topologie hat. (f(Y"),f|f*(Y"), Y') ist
eine analytische Uberlagerung mit der Bldtterzahl f. Daher gibt es einen
singuldren Zyklus Z in X, den man wie oben mit Hilfe einer simplizialen
Zerlegung von Y’ und einem zu z homologen simplizialen Zyklus bestimmt,
so daBl /(&) zu f-z homolog ist. Daraus folgt bereits, dall der Rang der
Homologiegruppe von X nicht kleiner als der Rang der Homologiegruppe
von Y sein kann. Doch gilt auch die volle Aussage von Satz 7. Dazu muB
man feststellen, daBl die von Z erzeugte Homologieklasse nur von der von 2
erzeugten Homologieklasse abhédngt, d.h. von der Einbettung und der Zer-
legung unabhingig ist. Das wiederum kann man durch Benutzung von Zellen-
ketten, die zu einer Zerlegung in 4-Zellen gehéren, und der Tatsache, daf3
es nach Satz 4, Folgerung 2, zu je zwel Zerlegungen in A-Zellen eine gemein-
same Verfeinerung gibt, beweisen.

(6.4) Ein simplizialer Komplex (K, &) heit eine m-dimensionale orien-
tierbare Pseudomanmnigfaltigkeit (vgl. [8], § 24), wenn folgendes gilt:

1. Jedes Simplex aus & hat entweder die Dimension # oder ist Seite eines
m-Simplexes aus §.

2. Jedes (m—1)-Simplex ist Seite von genau zwei m-Simplexen.

3. Fiir je zwei m-Simplexe gibt es eine endliche Folge weiterer m-Simplexe,
deren erstes bzw. letztes Glied die vorgegebenen sind, so daB je zwei auf-
einanderfolgende Simplexe eine gemeinsame (m — 1)-dimensionale Seite haben.

4. Die m-Simplexe kénnen so orientiert werden, daB auf ein (m—1)-
Simplex von den zwei m-Simplexen, deren Seite es ist, entgegengesetzte
Orientierungen induziert werden.

Ist (K, &) eine m-dimensionale orientierbare Pseudomannigfaltigkeit, so
ist die m-te Homologiegruppe H,,(K) frei zyklisch, falls K kompakt ist, und
enthdlt nur das Nullelement, falls X nicht kompakt ist.

Satz 8, X sei ein irveduzibler komplexer Raum der Dimension n. Dann
ist die 2wn-te Homologiegruppe H,,(X) frei zyklisch oder emthilt nuv das
15%
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Nullelement, je nachdem ob X kompakt oder nicht kompaks ist. Hat X abzihibare
Topologie, so gibt es etnen simplizialen Komplex (X, &), der eine 2 n-dimensionale
ovientierbare Pseudomannigfaltigheit ist.

Bewess. N sei die Menge der nichtgewdhnlichen Punkte von X. Die
Irreduzibilitit von X ist mit dem Zusammenhang von X — N gleichbedeutend.
Zunichst werde X als abzdhlbar vorausgesetzt. Darnn gibt es nach Satz 4,
Folgerung 1, und der Bemerkung (1.3) einen simplizialen Komplex (X, §),
der einen Unterkomplex (N, 9t) enthélt. Die Dimension von N ist hchstens
gleich #—1. Daher gehoren die (2# —1)-Simplexe von & nicht zu M. X — N
ist eine n-dimensionale orientierbare Mannigfaltigkeit. Die Bedingungen 1., 2.
und 4. der obigen Definition sind also erfiillt, und es bleibt nur noch 3. zu
zeigen. Sei a’¢ N gemeinsame Seite der 2#-Simplexe ay, a,. Da a'— 04’ aus
gewdhnlichen Punkten besteht, kénnen a4, und a, durch eine Folge der ver-
langten Art verbunden werden. Es mégen nun zwei Simplexe b, b, aus

f — N verbindbar genannt werden, wenn es Slmplexe s vvs Cogy Chy vves Copy
aus § — N gibt, so daB clﬂbl, ¢,,=b, gilt und c, eine gemeinsame Seite von
¢, und ¢, g ist (u =1, —1). Dann geniigt es zu zeigen: Je zwei Simplexe

by, by aus § — N sind Verbindbar. Es sei &, die Menge der mit &, verbindbaren
Simplexe aus & — M und es werde 5,68,: = (@ ~N) —&, angenommen. 5,
bzw. S, seien die Trigermengen von &, bzw. &,. S, und S, sind abgeschlossen
und es gilt S;uS,=X (weil jedes Simplex aus N Seite eines Simplexes aus
K—N ist) und S;»S; N (weil sonst zwel Simplexe aus &, bzw. &, eine
gemeinsame Seite aus § —9 hiatten). Ferner sind F:=S5~(X —N) und
F:=S,n (X —N) nicht leer. Aus Ful=X—N, FnFE=§folgt dann ein
Widerspruch zum Zusammenhang von X — N.

Wenn die Topologie von X nicht abzdhlbar ist, so ist X notwendig nicht
kompakt. Es sei z ein 2n-dimensionaler singulérer Zyklus in X. X, sei eine
z enthaltende offene Teilmenge von X mit abzdhlbarer Topologie. X;— N

kann als abzdhlbare Vereinigung U1Y”" von zusammenhingenden Mengen dar-

gestellt werden. Fiir jedes m kann Y, mit Y, ; durch eine in X — N gelegene
Kurve verbunden werden, die durch eine zusammenhingende offenc Menge
Y,, CX — N mit abzihlbarer Topologie {iberdeckt werden kann. Der offene

Unterraum X,: =X, U Y, bleibt also bei Herausnahme der nichtgewdhn-
m=1

lichen Punkte zusammenhingend; hat abzihlbare Topologie, enthilt z und
kann wegen des Zusammenhanges von X nicht kompakt sein. Nach dem
Vorangegangenen ist z dann nullhomolog.

Anmerkung. Satz 8 wird falsch, wenn X nicht als irreduzibel vorausgesetzt
wird. Verheftet man z.B. eine kompakte und eine nicht kompakte Riemann-
sche Fliche in einem Punkt, so kann man leicht eine komplexe Struktur
finden, die diese Verheftung zu einem 1-dimensionalen, nicht kompakten,
reduziblen komplexen Raum macht, dessen 2-te Homologiegruppe nicht
verschwindet.
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