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1. Einleitung und Formulierung des Ergebnisses 

CALA~I [7] ~ hat bewiesen, dab jede elliptisch gekrfimmte, affin-vollstfindige 2 
uneigentliche Affinsphfire im (n + 1)-dimensionalen affinen Raum d,, + 1 (n => 2) 
ein ellipfisches Paraboloid ist. Dieser Satz folgt bei CALABI aus einer sch/irferen, 
quantitativen Aussage, n/imlich einer Absch/itzung der Pickschen Invariante 
auf nicht notwendig affin-vollstiindigen uneigentlichen Affinsph/iren (genaue 
Formulierung s. unten). In I, Satz 7.1, wurde in Verallgemeinerung des Satzes 
yon BLASCHKE und DEICKE gezeigt, dab eine elliptisch gekrfimmte, affin-voll- 
st~indige eigenfliche Affinsphfire erster Art im d , +  1 notwendig ein Ellipsoid 
ist. Auch zu diesem Satz lfiBt sich nach der Methode von CALABI in gewissem 
Sinne ein quantitatives Gegenstfick angeben; dies soll im folgenden geschehen. 

dg bezeichne stets eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit 
einer Metrik der Klasse C a. Ist yon einer Affinsphfire (/d,  x) im tin+ 1 die 
Rede, so wird mit ~ l  stets auch der Riemannsche Raum bezeichnet, der aus der 
Parametermannigfaltigkeit zusammen mit der durch den/iquiaffinen metrischen 
Tensor der F1/iche gegebenen Riemannschen Metrik besteht. 

Der Riemannsche Raum dg sei zun/ichst nicht vollst/indig (ira Sinne yon 
HoPF und RINOW). Erkl/irt man in fiblicher Weise ffir p, q~ ~ die Abstands- 
funktion d(p, q) durch das Infimum der Riemannschen L/ingen aller rektifi- 
zierbaren Kurven, die p und q verbinden, so wird ~ (d. h. die zugrunde liegende 
Menge zusammen mit der Abstandsfunktion) ein metrischer Raum. dg ent- 
stehe aus ~" durch Vervollst/indigung. Nach Voraussetzung ist die Menge 

- Jd' nicht leer. Ffir p ~ d/l sei 

?(p) = d(p, ~ 2 -  ~ ) ,  

das ist der Abstand des Punktes p v o n d e r  Menge ~ -  J/l. ? (P) kann auch er- 
kl/irt werden (vgl. CALAm [6], Theorem 2) als die eindeutig bestimmte reelle 
Zahl mit folgender Eigenschaft: Auf jedem yon p ausgehenden geod/itischen 
Strahl der Riemannschen Mannigfaltigkeit J/l kann man jede Lgnge < ,v(p) 

* Diese Arbeit schlieBt sich an die im folgenden mit I zitierte Arbeit ,,Zur affinen Dif- 
ferentialgeometrie im Groflen. I '~ diese Math. Z., an, aus der Begriffe, Bezeichnungen und einige 
Formeln fibernommen werden. 

1 Literaturhinweise beziehen sich auf das Literaturverzeichnis in L 
2 Definition im 7. Abschnitt yon I. 
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abtragen, aber es gibt ein von p ausgehendes geodfitisches Segment der L~inge 
7(P) ohne Endpunkt in Jg. - Ist der Riemannsche Raum d[  vollst~indig, 
so wird 7(P)= oo gesetzt far alle pc  Jg. 7(P) wird auch bezeichnet als geodiiti- 
scher Abstand des Punktes p vom idealen Rand der Riemannschen Mannig- 
faltigkeit. 

Satz 1.1. Sei (JCd, x) eine elliptisch gekri~mmte uneigentliche Affinsphdre 
im ~r 1. Dann gilt in jedem Punkt pc ~r fi~r die Picksehe Invariante J 

(1.1) J (p) <= - ~  -~ (~ - .  

Dieser Satz stammt von CALABI [7] (mit einer far n = 2, 3 etwas unganstigeren 
Schranke). Ist die Affinsph/ire affin-vollst/indig, so ist also J(p)=0 f/Jr alle 
pEJr  daher ist die F1/iche eine Quadrik. Diese Aussage wird dutch die Un- 
gleichung (1.1) quantitativ versch/irft: Je gr6Ber der geod/itische Abstand eines 
Punktes vom idealen Rand der Riemannschen Mannigfaltigkeit dg ist, um so 
weniger weicht die F1/iche in diesem Punkt yon einer Quadrik ab (die mit dem 
Darbouxschen Tensor gebildete kubische Fundamentalform und damit die 
Picksche Invariante miBt ja in gewissem Sinne die Abweichung der Flfiche yon 
einer Quadrik 3). 

Satz 1.2. Sei (Jg, x) eine elliptisch gekrfimmte eigentliehe Affinsphiire erster 
Art im ~,+1. Dann gilt fi~r alle p s  d/{ 

n H 1 Min {~r, ] /H  7 (P)} (1.2) d(P)< 2(n+1)  c~ mit 0=3 

Far eine nicht geschlossene eigentliche Affinsphfire erster Art mit der (posi- 
tiven, konstanten) mittleren Affinkrfimmung H folgt aus der Ungleichung 
I(7.1) (mit 6 = H )  in Verbindung mit einem Lemma von MYERS [19], dab far 
alle p e./k{ tiberhaupt schon, unabhfingig vonde r  Gr6Be der Pickschen Inva- 
riante, y(p)<rt/V-H sein muB. Ist also ]//H 7(p)>n,  so ist die Affinsph~ire 
geschlossen und nach dem Satz yon BLaSCIqKE und DEICK~ ein Ellipsoid. Die 
Ungleichung (1.2) drfickt aus, dab 7(P) der Schranke =/I/H nur nahe kommen 
kann, wenn J(p) klein ist, die Fliiche also in p nur wenig yon einer Quadrik 
abweicht. Und andererseits mtissen Punkte mit groBem d ,,nahe am Rand" 
liegen. 

Die S~itze 1.1 und 1.2 werden im 4. Abschnitt bewiesen; der Beweis f/Jr 
Satz 1.1 ist gegenfiber dem yon CALABI etwas vereinfacht und liefert far n =2, 3 
eine etwas sch~irfere Schranke. Die n/ichsten beiden Abschnitte enthalten die 
erforderlichen Vorbereitungen. 

2. Eine Differentialungleichung fiir die Pieksche Invariante auf Affinsphiiren 

Die Picksche Invariante J genagt auf Affinsphfiren einer sp~iter wichtigen 
Differentialungleichung (far n = 2  vgl. BLASCHKE [3], S. 211, P.A. und A.P. 

s Ftir eine Pr[izisierung dieser Aussage vgl. LAUGWITZ [15], S. 39. 
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SCHIROKOW [22], S. 180), die ffir uneigentliche Affinsph/iren yon CALABI 
aufgestellt worden ist und sich analog ffir beliebige Affinsphfiren herleiten l~Bt: 

Zun/ichst bemerken wir, dab sich der durch I(2.18) gegebene Krfimmungs- 
tensor der Affinmetfik ffir Affinsph/iren wegen I(5.4) und I (5.1) vereinfacht zu 

Ri j k l = A i trA,..i t~ - A i krAr.i z + H (G i k G i z - Gi l Gj k); 

der Ricci-Tensor lautet 

n (n - 1) A J  = 2(G" SAi j ktlrlt~Ai i k + Ai j kllrA ~i kll~) 
mit 

GrsAijkllrlls=a"SArjklllrls wegen I (5.4) 

=GrS(ArJklliils--Arjkilslli) wegen I (5.5) 

= G r S ( A h j k R h r l s +  A r h k R h j l s +  A r j h R h k l s )  

=AabC(A,~biA~jk  + Aab. iA~ki+ A,~bt, Ac i j )  

-- 2AOl b Abj c A~k, + (n + 1) H A  i.i k o 

Uberschieben mit A ijk liefert 

G r SAi j kl[rlls A i j  k = 3AiJ kNa b ~A,, b i A c j  k 

-- 2Ai i kA"i b Abj c ACk a ~- rl (n 2 -- 1) H J.  

Mit (2.2) und (2.3) erh/ilt man also 

(2.4) � 8 9  

Da auf jeder n-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit die Ungleichun- 
gen (CALABI [7], S. 110) 

�9 . 2 R i j R i j > _  2 _ _ R  2 
Ri'il'lR~Jkt>>- n - I  n ( n -  1) 

gelten, folgt wegen I(2.23) aus (2.4) die Differentialungleichung 

(2.5) AJ>_2(n  + 1) J (J  + H ) +  Ai  jkIIt A ~ jkI[l. 

Aus dieser Ungleichung 1/iBt sich fibrigens mit Benutzung des Maximum- 
prinzips ein neuer Beweis (ffir n =2  siehe BLASC~KE [3], w 77) des Satzes yon 

I* 

(2.3) 

Nun ist 

(2.1) Ri j = Ai r SAj r ~ + (n - 1) H Gij. 

Ffir die Quadrate der Betrfige dieser Tensoren erhfilt man 

(2.2) R i j k l R i j k t = 2 [ A i J k A a b C A a b i A c j k  

- Ai J kA"i b Abj c ACk, + n (n -- 1) H (2 J + H)] ,  

R i j R i J = A i J k A a b C A a b i A c j k + n ( n - 1 ) 2  H ( 2 J  + H ) .  
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BLASCHKE und DEICK~ gewinnen; auch I, Satz 6.2, l~il3t sich ftir eigenttiche 
Affinsph/iren erster Art und analog f/Jr uneigentliche Affinsphfiren folgern. 

Sei J 4 0 .  Wegen der allgemein gtiltigen Ungleichung (CALAm [7], S. 113, 
mit anderen Bezeichnungen) 

jA~jklltAijkLit> n ( n -  1)__ Gi j Ji J~ 
= 4 

ergibt sich ffir die Funktion 
u = l o g J  

aus (2.5) ftir n > 3 die Differentialungleichung 

(2.6) Au> 2(n+ l ) (e" + H).  

Fiir n =2 gilt (2.6) mit dem Gleichheitszeichen (s. P.A. und A.P. SCHIRO~:OW 
[221, S. 180). 

3. Hilfsmittel der Methode yon Calabi 

Wir stellen nun die wichtigsten Hilfsmittel der Beweismethode yon CALABI 
[6, 7] zusammen. Sie beruht im wesentlichen auf der Differentialungleichung 
(2.5) und einer Anwendung des Maximumprinzips. Hierzu ist es efforderlich, 
der Aussage, eine Funktion u genfige auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit 
der Differentialungleichung A u > v, auch ffir nicht notwendig differenzierbare 
Funktionen einen Sinn zu geben: 

Definition 3.1 (CALABI). Sei U eine offene Teilmenge yon ~ .  Seien u und v 
reelle Funktionen auf U; u sei nach oben halbstetig. Wit sehreiben 

Au>_v in U 

genau dann, wenn Cblgendes gilt: Zu jedem Punkt p e  U und jeder Konstanten 
e>0  existieren eine Umgebung Vp,, c U yon p und eine reelle Funktion up,~ der 
Klasse C 2 in Vp,~ mit den Eigenschaften 

(a) die Funktion u-up,~ nimmt in p ihr Minimum (fiber Vp,~) an; 

(b) im Punkt p gilt 
Aup, ~>= v -  t?, 

im gew6hnfichen Sinne. 

Ist u eine naeh unten halbstetige Funktion auf U, so schreibt man A u<v,  
wenn A ( -  u) > - v gilt. 

Die Definition ist sinnvoll insofern, als ftir eine Funktion u aus der Klasse 
C 2 die angegebene definierende Bedingung genau dann erftillt ist, wenn A u > v 
im gew6hnlichen Sinne gilt. Die Bedeutung der Definition liegt darin, dab sie 
folgende Verallgemeinerung des Maximumprinzips gestattet: 

Lemma 3.1 (CALABI). Gilt fi~r die in dem offenen zusammenhiingenden Gebiet 
U ~ / {  nach oben halbstetige Funktion u 

Au_~O in U 

und nimmt u in einem Punkt yon U ein relatives Maximum an, so ist u konstant 
inU.  
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Die Methode von CALABI erfordert, auf bestimmten Teilmengen der Rie- 
mannschen Mannigfaltigkeit J f  Funktionen zu konstruieren, die gewissen vor- 
geschriebenen Differentialungleichungen genfigen. Solche Funktionen werden 
erhalten als geeignete Funktionen des Abstandes yon einem festen Punkt 
p o a ~ ' .  Diese Konstruktion wird erm6glicht durch das folgende Lemma. 
Darin ist mit einer positiven reellen Zahl a 

Z(p o , a )=  {peJ#. [ d(p o , p )<a}  

gesetzt. Ferner setzen wir ffir 0 < r < co und konstantes 6 

[V3co tg ( ] /6  r) fiir c~>0 

f o ( r ) = / 1  fiir 6 = 0  

] / ~ C o t g ( V ~ 6  r) ftir 6 < 0 .  

Lemma 3.2. Vor.: Fi~r den Ricci-Tensor Rig der Riemannschen Mannig- 
faltigkeit ~ gelte in jedem Punkt fi2r jeden Vektor 2 i 

Rib 2 ~ 2J>(n- -  1) c~Gii 2 i 2 ~ 

mit 6 = const 4. Sei Po ~ d/{. Sei go (t) fi~r 

O<t<T<y(po)  

eine reelle Funktion der Klasse C 2 mit rb'(0)=0 und (b'(t)>O. Fi~r p~Z(po,  T) 
sei 

=  (d(po, p)). 
Beh. : Es gilt (ira Sinne yon Definition 3. I) 

(3.1) Av<~b"(r)+(n-1)f~(r)~b'(r) in 2;(po, T ) 

mit r=d(po,p) .  (Fi~r P=Po ist dabei fi2r den in der Ungleichung (3.1) reehts 
stehenden Ausdruek der (wegen 4 ' (0)=0 vorhandene) Grenzwert fi2r p-+Po zu 
setzen.) 

Das Lemma 3.2 findet sich ffir 6 = 0  bei CALABI [6, 7]. Ffir 6 > 0  verl/iuft 
der Beweis analog; dabei hat man zu benutzen, dab eine ffir r > 0  erkl/~rte 
Funktion h(r) der Klasse C a, die 

und 

dh >h2+c2 
dr = 

erffillt, der Ungleichung 

far r > 0 mit 0 < c = const 

lim h ( r )=  - oo 
r--+O 

h ( r ) > - e c o t g c r  fiir r > 0  

genfigt. Entsprechendes gilt im Fall 6 < 0. 

4 Das Lemma wird nur ffir ~> 0 benutzt, ist jedoch der Vollst~indigkeit hatber allgemein 
formuliert. 
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4. Beweis  der S/itze 1.1 and 1.2 

Beim Beweis der S~itze 1.1 und 1.2 k6nnen wir 7(p)<oo, im zweiten Fall 
also 7 (P) < 7c/]/H annehmen. 

Angenommen, Satz 1.1 wfire falsch. Dann gibt es einen Punkt poeS[  und 
eine reelle Zahl a mit 

J(po)>a> ~ ~ .  (4.1) 

Setze 
a r 4 

(t) =log ~ ) 2  , 

wobei T noch geeignet zu bestimmen ist. Es ist 

Man berechnet 

Damit 

n - 1  
t 

4)(0) =log a ,  4;(0) = 0 ,  

qs'(t) => 0 fiir 0 =< t < T. 

O<t<T, 

�9 ' ( t ) - 2 ( n  + 1) e ~(t) 

=2(TZ-tZ)-Z[2(2-n) t2+2n T Z - ( n +  !) a T4]. 

n - 1  
(4.2) eb'(t) + - - -  

t 
und zugleich 

(4.3) 

ist, wghlen wir 

'(t) < 2 (n + 1) e ~(~ 

T<7(po) 

Tz - 2n 
a ( n + l )  " 

(4.3) ist dann wegen (4.1) erffillt. Da die betrachtete F1/iche eine uneigentliche 
Affinsph/ire ist, ist H - 0 ,  also nach (2.1) 

Ris 2~2i__>0 

in jedem Punkt aus d /  und ffir jeden Vektor 2 ~. Die ffir p~X(po, T) durch 

=  (d(eo, p)) 

definierte Funktion gentigt daher nach Lemma 3.2 und (4.2) der Ungleichung 

(4.4) Av<2(n+ l)e v in X(po,T) 

(ira Sinne von Definition 3.1). 
Wegen ~(0)=log a und (4.1) ist J(Po)e-V(P~ 1. Da die abgeschlossene 

Hfille X(Po, T) der Menge X(po, T) bezfiglieh ~ wegen T<y(po  ) kompakt 
ist (vgl. CALABI [6], Theorem 2) und dav (p) bei Annfiherung von p an den Rand 
von s T) gegen oe geht, nimmt die Funktion Je -~ in einem Punkt yon 
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S(po, T) ihr Maximum an, dessen Weft > 1 ist. In einer Umgebung U (die 
Menge s T) ist often) der Maximalstelle gilt d>eV>0, also gilt ffir die 
Funktion u =log J in U nach (2.6) und (4.4) 

und daher s 

(4.5) 

Setze 

Au _->2(n + 1) e"> 2(n + 1) eV__> Av 

A(u-v)>=O in U 

im Sinne yon Definition 3.1. Nach Lemma 3.1 ist u - v = c o n s t  in U, also 
A u=Av, was nicht sein kann. Aus dem Widerspruch folgt die behauptete 
Ungleichung (1.1). 

Beweis yon Satz 1.2. Die mittlere Affinkrtimmung H ist auf der eigentlichen 
Affinsph~ire erster Art konstant und positiv. 

Angenommen, Satz 1.2 w/ire falsch. Dann gibt es einen Punkt po~Jg  und 
eine reelle Zahl a mit 

n H c~ 2(�89 ~/,~ ~(Po)). 
J(po)>a> 2 ( n + l )  

a (1 - z ) z  , O<t<T<n/]/-H, 
�9 ( t)=log (cos ]//H t - z )  z 

mit z =cos ]/-HT, wo T noch geeignet bestimmt wird. Es ist 

(0) = log a ,  #'(0) = 0, 

~0'(t) >0  filL" O<t<T.  
Man berechnet 

~b"(t) + (n - 1) ]//H ~b'(t) cotg ] /H  t - 2 (n + 1) (e ~(~ + H) 

(4.6) =2(cosV-Ht-r ) -2{H[1- (n+l) .cZ+(n+Z)TcosV-Ht  

- 2 cos 2 ]//H t] - (n + 1) a (1 - v)z}. 

Wegen (4.5) k6nnen wir T so w/ihlen, dab 

T< 7 (Po) 
und 

nH cotg2(�89 V ~ T  ) 
a >  2(n+ 1) 

gilt. Aus der letzten Ungleichung folgt unter Beachtung von 

cotg 2 (�89 ~/H T) -- 1 + z 
1--c 

s Wie man sofort bestfitigt, lgBt sich mit Differentialungleichungen im Sinne yon Defini- 
tion 3.1 wie fiblich rechnen; z.B. gilt mit Av>= w, A~>=-~ auch A(v-[-?;)>= wq--~ (jeweils im 
Sinne von Definition 3.1). 
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die Ungleichung 

(4.7) - ( n +  1) a (1-~)2  < _ 2 H ( t _ z ~ ) .  

Die Bestimmung des Maximums der Funktion 

~'(0 = (n + 2) ~ cos 1 / ~  t -  2 cos 2 j / ~  

im Interva!l [0, T/]/-H ] ergibt, dab ffir 0 < t < T gilt 

nz  2, wenn - l < z < 0  

O(t)< }~(n+2)zz  z, wenn 0N-c_< 4 

1 - - n + 2  
4 

t (n+2)  ~ - 2 ,  wenn n+2-=<v< 1. 

Damit und mit (4.7) best/itigt man unschwer, dal3 die rechte Seite der G1. (4.6) 
nicht positivist. Es gilt also 

(4.8) q)"(t)+(n-1)]/H~b'(t)cotg]/-Ht<2(n+l)(e~(t)+H) 

ffir O< t < T. 
Da die F1/iche eine eigentliche Affinsph/ire erster Art ist, gilt nach (2. t) 

Ri j ]t i 2J ?> (n - 1) H Gi j ,~ ~t, j 

in jedem Punkt von J / f f i r  jeden Vektor 2 i. Die ffir peS(po, T) durch 

~(p) = ~(d(eo,  p)) 

definierte Funktion genfigt also nach Lemma 3.2 und (4.8) der Ungleichung 

Av<=2(n+I)(C+H) in S(po,r). 

Der Rest des Beweises erfolgt unter Verwendung von (2.6) analog wie bei Satz 1.1. 

Mathematisches Seminar tier Universitiit, 6 Frankfurt/M. 


