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1. Einleitung und Formulierung des Ergebnisses

CaLasI [7]! hat bewiesen, daB jede elliptisch gekriimmte, affin-vollstindige 2
uneigentliche Affinsphire im (n2+ 1)-dimensionalen affinen Raum 7, ,, (n=2)
ein elliptisches Paraboloid ist. Dieser Satz folgt bei CALABI aus einer schirferen,
quantitativen Aussage, ndmlich einer Abschitzung der Pickschen Invariante
auf nicht notwendig affin-vollstdndigen uneigentlichen Affinsphiren (genaue
Formulierung s. unten). In I, Satz 7.1, wurde in Verallgemeinerung des Satzes
von BLASCHKE und DEICKE gezeigt, daB eine elliptisch gekriimmte, affin-voll-
stindige eigentliche Affinsphire erster Art im &/, notwendig ein Ellipsoid
ist. Auch zu diesem Satz 148t sich nach der Methode von CALABI in gewissem
Sinne ein quantitatives Gegenstiick angeben; dies soll im folgenden geschehen.

# bezeichne stets eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit
einer Metrik der Klasse C3. Ist von einer Affinsphire (/#, x) im &7, die
Rede, so wird mit .# stets auch der Riemannsche Raum bezeichnet, der aus der
Parametermannigfaltigkeit zusammen mit der durch den &quiaffinen metrischen
Tensor der Fliche gegebenen Riemannschen Metrik besteht.

Der Riemannsche Raum .# sei zundchst nicht vollstindig (im Sinne von
Hopr und Rinow). Erkldrt man in tiblicher Weise fiir p, ge .# die Abstands-
funktion d(p, g) durch das Infimum der Riemannschen Langen aller rektifi-
zierbaren Kurven, die p und ¢ verbinden, so wird .# (d.h. die zugrunde liegende
Menge zusammen mit der Abstandsfunktion) ein metrischer Raum. .4 ent-
stehe aus .# durch Vervollstindigung. Nach Voraussetzung ist die Menge
M — A nicht leer. Fir pe .M sei

y(p)=d(p, M — M),

das ist der Abstand des Punktes p von der Menge M= 7(p) kann auch er-
klart werden (vgl. CALABI [6], Theorem 2) als die eindeutig bestimmte reelle
Zahl mit folgender Figenschaft: Auf jedem von p ausgehenden geoditischen
Strahl der Riemannschen Mannigfaltigkeit .# kann man jede Linge <v(p)

* Diese Arbeit schlieBt sich an die im folgenden mit I zitierte Arbeit ,,Zur affinen Dif-
Jerentialgeometrie im Grofien. I, diese Math, Z., an, aus der Begriffe, Bezeichnungen und einige
Formeln tibernommen werden.

1 Literaturhinweise bezichen sich auf das Literaturverzeichnis in 1.
2 Definition im 7. Abschnitt von I
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abtragen, aber es gibt ein von p ausgehendes geoditisches Segment der Linge
y{p) ohne Endpunkt in .#. — Ist der Riemannsche Raum .# volistindig,
so wird y(p)=o0 gesetzt fiir alle pe #. y(p) wird auch bezeichnet als geoditi-
scher Abstand des Punktes p vom idealen Rand der Riemannschen Mannig-
faltigkeit.

Satz 1.1. Sei (#,x) eine elliptisch gekriimmte uneigentliche Affinsphire
im o, . Dann gilt in jedem Punkt pe # fiir die Picksche Invariante J

2n 1
(11) I05(537) 507
Dieser Satz stammt von CALABI [7] (mit einer fiir # =2, 3etwas ungiinstigeren
Schranke). Ist die Affinsphdre affin-vollstindig, so ist also J(p)=0 {iir alle
pe, daher ist die Flache eine Quadrik. Diese Aussage wird durch die Un-
gleichung (1.1) quantitativ verschérft: Je groBer der geoditische Abstand eines
Punktes vom idealen Rand der Riemannschen Mannigfaltigkeit .# ist, um so
weniger weicht die Fliache in diesem Punkt von einer Quadrik ab (die mit dem
Darbouxschen Tensor gebildete kubische Fundamentalform und damit die
Picksche Invariante mifit ja in gewissem Sinne die Abweichung der Fliche von
einer Quadrik ®).

Satz 1.2, Sei (4, x) eine elliptisch gekriimmte eigentliche Affinsphdre erster
Art im o, . Dann gilt fiir alle pe A4

{1.2) J(p)g—z‘(%f—ﬁcotgztp mit ¢=%Min{7r,]/ﬁy(p)}.

Fiir eine nicht geschlossene eigentliche Affinsphére erster Art mit der (posi-
tiven, konstanten) mittleren Affinkrimmung H folgt aus der Ungleichung
1(7.1) (mit §=H) in Verbindung mit einem Lemma von MvYERs [79], daB fiir
alle pe .# iberhaupt schon, unabhéngig von der GriBe der Pickschen Inva-
riante, y(p)<n/}/H sein muB. Ist also |/H y(p)>n, so ist die Affinsphire
geschlossen und nach dem Satz von BLASCHKE und DEICKE ein Ellipsoid. Die
Ungleichung (1.2) driickt aus, daB y(p) der Schranke n/[/ﬁ nur nahe kommen
kann, wenn J{p) klein ist, die Fliche also in p nur wenig von einer Quadrik
abweicht. Und andererseits miissen Punkte mit groflem J ,,nahe am Rand“
liegen.

Die Sidtze 1.1 und 1.2 werden im 4, Abschnitt bewiesen; der Beweis fiir
Satz 1.1 ist gegeniiber dem von CALABI etwas vereinfacht und liefert fiir n=2, 3
gine etwas schirfere Schranke. Die nichsten beiden Abschnitte enthalten die
erforderlichen Vorbereitungen.

2. Eine Differentialungleichung fiir die Picksche Invariante auf Affinsphiren

Die Picksche Invariante J geniigt auf Affinsphiren einer spiter wichtigen
Differentialungleichung (fiir =2 vgl. BLascHKE {3], S. 211, P.A. und A.P.

3 Fiir eine Prizisierung dieser Aussage vgl. Laugwirz [75], S. 39.
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Schrokow [22], S.180), die fiir uneigentliche Affinsphiren von CALABI
aufgestellt worden ist und sich analog fiir beliebige Affinsphéren herleiten 148t:

Zunichst bemerken wir, daB sich der durch I(2.18) gegebene Kriimmungs-
tensor der Affinmetrik fiir Affinsphiren wegen 1(5.4) und 1(5.1) vereinfacht zu

Rijkl=Aierrjk_AikrArjl+H(GikGjl_Gilij);
der Ricci-Tensor lautet
(2.1) R;;=A4°4;, +(n—1)HG;.
Fir die Quadrate der Betriige dieser Tensoren erhdlt man
2.2) RijklRijklzz[AijkAabCAabichk
—ATRA A A A n(n—D)HQJI+H)],
(2.3) R, RYV=A*4""A,; A, ;+n(n—1> HQJ +H).
Nun ist
n(n—1) AT =2(G"*A; ;yrys AV + Ay j iy A7)
mit
G A; jiprns= G " Ar jrpiys wegen 1(5.4)
=G (A jpigs— Arjrgsyd wegen I(5.5)
=G (A Ry st A R oo+ A R 1)
= A" (AgpiAcjrt AupjAcrit Aavi Aci))
—24%, A% A% (1) HA,
Uberschieben mit A%/* Liefert
G A jryrys A F=3ATF 44, A,
—24MFA% AP A (P =) H .
Mit (2.2) und (2.3) erhdlt man also
(24) $n(m—1)AJ=R,; R"*"+ R, ;RI+ A;; oy AV N>~ ) H(J + H) .

Da auf jeder n-dimensionalen Riemannschen Mannigfaltigkeit die Ungleichun-
gen (Caragl [7], S. 110)

. 2 iy 2
. ikl = p RiJs__ =  p2
RtjklR =n—1 Rz_]R :n(n—l)R

gelten, folgt wegen 1(2.23) aus (2.4) die Differentialungleichung
2.5) ATZ2(n+1) J(J+H)+ Ay AV

Aus dieser Ungleichung 148t sich iibrigens mit Benutzung des Maximum-
prinzips ein neuer Beweis (fiir #=2 siche BLASCHKE [3], § 77) des Satzes von

i
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BrLascHKE und DEICKE gewinnen; auch I, Satz 6.2, 1aBt sich fiir eigentliche
Affinsphiren erster Art und analog fiir uneigentliche Affinsphéren folgern.

Sei J==0. Wegen der allgemein gliltigen Ungleichung (CaLasr [7], S. 113,
mit anderen Bezeichnungen)

JAijknlAijk“lgn—(n{—D" G J;

ergibt sich fiir die Funktion
u=logJ

aus (2.5) fir #= 3 die Differentialungleichung
(2.6) Auz2(n+1)(e"+H).

Fiir n=2 gilt (2.6) mit dem Gleichheitszeichen (s. P.A. und A.P. SCHIROKOW
[22], S. 180).
: 3. Hilfsmittel der Methode von Calabi

Wir stellen nun die wichtigsten Hilfsmittel der Beweismethode von CarLABI
[6, 7] zusammen. Sie beruht im wesentlichen auf der Differentialungleichung
(2.5) und einer Anwendung des Maximumprinzips. Hierzu ist es erforderlich,
der Aussage, eine Funktion u geniige auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit
der Differentialungleichung du=v, auch fiir nicht notwendig differenzierbare
Funktionen einen Sinn zu geben:

Definition 3.1 (CALABI). Sei U cine offene Teilmenge von M. Seien u und v
reelle Funktionen auf U; u sei nach oben halbstetig. Wir schreiben

duzv inU

genau dann, wenn folgendes gilt: Zu jedem Punkt peU und jeder Konstanten
£>0 existieren eine Umgebung V, .= U von p und eine reelle Funktion u, , der
Klasse C* in V, , mit den Eigenschaften
(a) die Funktion u—u, , nimmt in p ihr Minimum (ilber V, ) an;
(b) im Punkt p gilt
du, . Zv—8
im gewdhnlichen Sinne.

Ist u eine nach unten halbstetige Funktion auf U, so schreibt man Au<v,
wenn A(—u)= —v gilt.

Die Definition ist sinnvoll insofern, als fiir eine Funktion u aus der Klasse
C? die angegebene definierende Bedingung genau dann erfillt ist, wenn AuZv
im gewohnlichen Sinne gilt. Die Bedeutung der Definition liegt darin, daB sie
folgende Verallgemeinerung des Maximumprinzips gestattet:

Lemma 3.1 (CALABI). Gilt fiir die in dem offenen zusammenhdngenden Gebiet
Uc # nach oben halbstetige Funktion u

Auz=0 inU

und nimmt u in einem Punkt von U ein relatives Maximum an, so ist u konstant
in U.
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Die Methode von CaLraBr erfordert, auf bestimmten Teilmengen der Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit .# Funktionen zu konstruieren, die gewissen vor-
geschriebenen Differentialungleichungen gentigen. Solche Funktionen werden
crhalten als geeignete Funktionen des Abstandes von einem festen Punkt
poe M. Diese Konstruktion wird ermdglicht durch das folgende Lemma.
Darin ist mit einer positiven reellen Zahl a

Z(po,a)={pe.#|d(p,, p)<a}
gesetzt. Ferner setzen wir fiir 0 <r < oo und konstantes &
/5 cotg(}/3 r) fiir 6>0
fs(n)= —;— fiir 6=0
/=8 Cotg()/=ér)  fiir §<0.

Lemma 3.2. Vor.: Fiir den Ricci-Tensor R;; der Riemannschen Mannig-
faltigkeit M gelte in jedem Punkt fiir jeden Vektor A}

R ;A Nz(m—1)8G;; At )
mit § =const*. Sei p,e .. Sei $(t) fiir
0=t<T<y(po)

eine reelle Funktion der Klasse C* mit &' (0)=0 und &' (t)=0. Fiir peX(p,, T)
sel
v(p)=2(d(po, p)).
Beh.: Es gilt (im Sinne von Definition 3.1)

3.1 AL ®'(r)+(n—1) f5(r) D'(¥) in Z(py,T)

mit r=d(py, p). (Filr p=p, ist dabei fiir den in der Ungleichung (3.1) rechts
stehenden Ausdruck der (wegen ®'(0)=0 vorhandene) Grenzwert fiir p —p, zu
setzen.)

Das Lemma 3.2 findet sich fiir § =0 bei CALaBI [6, 7]. Fiir 6> 0 verlduft

der Beweis analog; dabei hat man zu benutzen, daB eine fiir r>0 erklirte
Funktion A(r) der Klasse C?!, die

%}righz—HZ fiir r>0 mit 0 <c=const
und
mh(r)=—ow
r—0

erfiillt, der Ungleichung
h(r)> —ccotgecr fir r>90
genligt. Entsprechendes gilt im Fall 6 <0.

4 Das Lemma wird nur fur §2 0 benutzt, ist jedoch der Vollstindigkeit halber aligemein
formuliert.
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4. Beweis der Sitze 1.1 und 1.2

Beim Beweis der Sétze 1.1 und 1.2 kOnnen wir y(p)< co, im zweiten Fall
also y(p)<n/}/H annehmen.

Angenommen, Satz 1.1 ware falsch. Dann gibt es einen Punkt pye.# und
ecine reelle Zahl a mit

2n 1
41 Jpo>a> () o
( ) (pO) n+1 ,y(po)z
Setze
aT*

wobei T noch geeignet zu bestimmen ist. Es ist
?(0)y=loga, &'(0)=0,

'(H=0 fur 0<t<T.
Man berechnet

(0 + n; 1 (1) —2(n+1) e
=2(T*~*)?[2Q-n)?+2n T*—(n+1)a T*].
Damit
4.2) qﬁ"(t)+-”"1 o' (1)<2(n+1) P

t
und zugleich

4.3 T<y(po)

ist, wahlen wir

2n

y I
afn-+1)

(4.3) ist dann wegen (4.1) erfiillt. Da die betrachtete Fliche eine uneigentiiche
Affinsphire ist, ist H=0, also nach (2.1)
Ri; ZAZ20
in jedem Punkt aus .# und fiir jeden Vektor A'. Die fiir peX(p,, T) durch
o(p)=2(d(po, P))
definierte Funktion gentigt daher nach Lemma 3.2 und (4.2) der Ungieichung
(4.4) AvZ2(n+1)e" m X(p,, 1)

(im Sinne von Definition 3.1).

Wegen @(0)=loga und (4.1) ist J(po) e °¥>1. Da die abgeschlossene
Hille £(p,, T) der Menge Z(p,, T) beziiglich .# wegen T<y(p,) kompakt
ist (vgl. CaLaBI [6], Theorem 2) und da v(p) bei Annéherung von p an den Rand
von Z(po, T) gegen oo geht, nimmt die Funktion Je™? in einem Punkt von
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Z(po, T) ihr Maximum an, dessen Wert >1 ist. In einer Umgebung U (die
Menge X (p,, T) ist offen) der Maximalstelle gilt J>e">0, also gilt fiir die
Funktion u=log J in U nach (2.6) und (4.4)

duz2(n+1)e">2(n+1)e" = Av
und daher?
Au—v)=0 in U

im Sinne von Definition 3.1. Nach Lemma 3.1 ist u—v=const in U, also
Au=Av, was nicht sein kann. Aus dem Widerspruch folgt die behauptete
Ungleichung (1.1).

Beweis von Satz 1.2. Die mittlere Affinkriimmung H ist auf der eigentlichen
Affinsphiire erster Art konstant und positiv.

Angenommen, Satz 1.2 wire falsch. Dann gibt es einen Punkt p,e.# und
eine reelle Zahl a mit

43) Tpo)>a>5 s cotg* (Vv (vo).

Setze
a(l—1)*

=] [ . —
2(1)=log (cos/Ht—1)* "

0<t<T<n/|/H,

mit T=cos ]/HT , wo T noch geeignet bestimmt wird. Es ist
P(0)=loga, &'(0)=0,

'(H)=0 fir 05t<T.
Man berechnet

() +(n—1)[/H &'() cotg |/ H t—2(n+1) (¢*® + H)
(4.6) =2(cos [/Hi—7)"* {H[1~(n+1)1*+(n+2)tcos |/ H
—2cos’[/Ht]~(n+1) a(1—1)*}.
Wegen (4.5) konnen wir T so wiihlen, dafl

T<y(po)
und

n H 2/1 T
a >2_(n;7)_ COtg (7 VH T)
gilt. Aus der letzten Ungleichung folgt unter Beachtung von

1+
1—1
5 Wie man sofort bestitigt, 148t sich mit Differentialungleichungen im Sinne von Defini-

tion 3.1 wie Uiblich rechnen; z.B. gilt mit 4v=w, Av=% auch 4(v+2)= w+ W (jeweils im
Sinne von Definition 3.1).

cotg®’ G/H T)=
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die Ungleichung

4.7y —(n+1)a(1—r)2<—§ﬁ(1wz).

Die Bestimmung des Maximums der Funktion
Y(t)=(n+2)vcos)/Ht~2cos’|/Hi

im Intervall [0, 7))/ H ] ergibt, daB fiir 0 < T gilt

[nrz, wenn —1<7<0
YO [E(m+2)%7%,  wenn 07 "
4
2)1—2 < .
(n+2)1—2, wenn ") st<1

Damit und mit {4.7) bestétigt man unschwer, dafl die rechte Seite der Gl. (4.6)
nicht positiv ist. Es gilt also

(4.8) () +(n—1)/H®'(f) cotg)/Ht=2(n+1) (" + H)

fiar 0<¢<T.
Da die Fliche eine eigentliche Affinsphire erster Art ist, gilt nach (2.1)

R X¥z(n—DHG ;A ¥
in jedem Punkt von .# fiir jeden Vektor A'. Die fiir peZ(p,, T) durch
v(py=2(d(py, p)
definierte Funktion geniigt also nach Lemma 3.2 und (4.8) der Ungleichung
Av=2(n+1)(e"+H) in Z(py,T).

Der Rest des Beweises erfolgt unter Verwendung von (2.6) analog wie bei Satz1.1.

Mathematisches Seminar der Universitit, 6 Frankfurt/ M.



