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Deux groupes finis distincts ayant la mame alg bre 

de groupe sur tout corps 

EVERETT C. DADE 

Nous construirons deux groupes finis Ga et G 2 ayant les propri6t6s sui- 
vantes: 

(1 a) Le  groupe Ga n'est pas isomorphe au groupe G 2. 

(lb) Pour tout corps k, ralgdbre de groupe k G 1 de G 1 sur k est isomorphe 
d l'algdbre de groupe k G 2 . 

Ces groupes forment un contre-exemple ~t une conjecture bien connue 
(voir le probl6me 2* ~t la p. 144 de [1]), qui niait justement la possibilit6 de 
l'existence de tels groupes. 

Les groupes G 1 et G 2 6tant metab61iens, on sait, d'apr6s un th60r6me non- 
publi6 de Whitcomb, que leurs alg6bres de groupe ZG~ et Z G  2 sur l 'anneau 
Z des entiers ne peuvent pas 6tre isomorphes. Donc la conjecture qu'un groupe 
fini G est d6termin6 par son alg6bre Z G  reste toujours ouverte. 

On commence avec deux entiers premiers p et q tels que: 

(2) q - 1 (rood p2). 

Evidemment l'entier premier q est impair. Donc les deux groupes non-com- 
mutatifs d 'ordre q3 ont les pr6sentations: 

(3  a )  Q 1  = < P I ,  ~ "el [J~ = 0-q = ~'q : 1, [Pl, ~ = "Cl, I t ~  T1]  = [0-1, T1]  : 1 >, 

q _ _  q__  
(3 b) Q2 = <P2,0-2, %102-  ~2 -1 ,  a~ = z2, [P2,0-2] = r2 [P2, %] = [0-2, z2] = 1), 

off, comme d'habitude, [e,/~] est le commutateur ~--1 fl--1 ~fl, pour tout 5,/3. 

Soient @1), (n2)  des groupes cycliques d'ordres p2 et p, respectivement. 
La condition (2) implique l'existence d'un entier w tel que: 

(4) w $1 ,  w p = 1 (mod q2). 

Pour tout i , j =  1, 2, on d6finit une op6ration du groupe (h i )  comme auto- 
morphismes du groupe Qj par: 

(5) p;'=pJ, 
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On obtient ainsi quatre produits semi-directs (hi) Qj. Les groupes G 1 et G 2 

sont les produits directs: 

(6) G1 = @1) Q1 x (nz)  Q2, G 2 = (rq)  Q2 x @2) Q1 

de ces produits semi-directs. 

I1 reste ~t d6montrer que G 1 et G z ont les propri6t6s (1). 

Ddmonstration de (la). De (3) et (5) on d6duit que le groupe d6riv6 G' iest 
6gal ~t (at ,  Za)x (0-2,  "L'2) , pour tout i=  1, 2. Mais @1, zl) est 616mentaire, 
tandis que (0-2, % ) =  (02) est cyclique d'ordre q2. Donc le sous-groupe (G'i) q 
des puissances q-i6mes des 616ments de G' ies t  toujours (a  q) = (z2). De par 
(5) et (6)le centralisateur Ca,((G'i) q) de (G'i)~=(z2) dans G i a (n l )  comme p- 
sous-groupe de Sylow, si i=1,  et ( nP)x  (re2), si i=2.  Ces deux p-groupes 
n'6tant pas isomorphes, les deux groupes G a et G 2 ne peuvent pas l'6tre. Donc 
(1 a) est vrai. 

La d6monstration de (1 b) varie suivant la caract6ristique du corps k. Pour 
la plupart des caract6ristiques, elle est donn6e par le 

(7) Lemme. Si R e s t  un anneau commutatif avec 1 dans lequel (l'image de) 
l'entier premier q est inversible, alors les deux R-alg~bres de groupe RG 1 et RG 2 
sont isomorphes. 

DOmonstration. De par (6) la R-alg6bre RG 1 est le produit tensoriel (sur R) 
de ses sous-alg6bres R(n l )QI  et R(n2)Q2,  tandis que RG 2 est le produit 
tensoriel de R( rq )Q2  et R ( n z ) Q r  Donc le lemme sera une cons6quence 
imm6diate des isomorphismes d'alg6bres: 

(8) R(ni)Qx~-R(ni)Q2,  pour i=1 ,2 .  

Pour 6tablir (8), on note que l'inversibilit6 de q dans R implique l'existence 

d'un idempotent: ej=~=l(Zj)h 

dans R(z j )~R( r@Q~,  pour j = l ,  2. Cet idempotent est clairement central 
darts R (hi)  Q j, et donc d6finit une d6composition de celle-ci en somme directe 
de sous-alg6bres: 

R ( n i ) Q j = e j R ( n l ) Q j O ( 1 - e ~ ) R ( n i ) Q j  , pour i , j =  1, 2. 

La sous-alg6bre ejR(ni)Qj  est naturellement isomorphe /~ l'alg6bre de 
groupe R [(nl)  Qj/(zj)] du groupe quotient (rcl) Q/(zj) .  Mais ce groupe quo- 
tient est ind6pendant de j (la seule diff6rencc entre (3a) et (3b) est que aq= 1 
tandis que a~ = %, une diff6rence qui disparalt darts les groupes quotients). 
Donc l'alg6bre e 1R (hi)Q1 est isomorphe/~ e 2 R (nl)Q2 et la d6monstration 
de l'isomorphisme (8) se ram6ne ~t celle de 

(9) ( 1 - e l ) R ( n i ) Q ~ - ( 1 - e 2 ) R ( n i ) Q 2  , pour i=  1,2. 
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Pour  tout j =  1, 2, le sous-groupe (p  j, z~) = (p j)  x (z j)  est 616mentaire 
d'ordre q2. Ses sous-groupes d'ordre q autres que (z j)  sont les (pjzk), pour 
k = 1 . . . . .  q. Les idempotents correspondants dans R (p j, z j)  sont les 

1 q 
f jk = "1~ h=-~,(Ps= z~)h' pour k = 1 .... , q. 

On calcule facilement que: 

(lOa) (1--e)f~k(1--e)f~t=(1--e)fjk'  si k = / = l  . . . .  ,q ,  

=0 ,  si k , l = l , . . . , q  et k+l,  
q 

(lOb) 1 - e~=  ~ (1--e)fjk.  
k = l  

De (3) on d6duit que: 

(H) afk[(1--e)fiq]a~-=(1--ej)fjk, pour k = l  . . . .  ,q.  

Donc (10b) est une d6composition de l'identit6 1 - e j  de ( l - e ) R ( n i ) Q ~  en 
somme orthogonale d'idempotents de cette alg6bre qui y sont tous conjugu6s. 
I1 s'ensuit que ( 1 - e  j ) R ( n i ) Q j  est i somorphe/ l  l'alg6bre de toutes les q x q 
matrices ~ 616ments dans sa sous-alg6bre ( 1 - e ) f j q R ( n i ) Q j ( 1 - e ) f j q ,  Donc 
la d6monstration de (9) se ram6ne/t  celle des isomorphismes: 

(12) 
(1 - el)f1 q R (h i )  Q1 (1 - el)f1 q 

( 1 -  e:) f2q R (hi) Q2(1-  e2) fzq, pour i= 1, 2. 

Le sous-groupe (p j )  6tant centralis6 par (n/) ,  l ' idempotent fjq est central 
dans la sous-alg6bre R(n i ,  pj, zj), pour j =  1, 2. Ceci et les identit6s (10a) et 
(11) impliquent que: 

( 1 -  e) fjq R @i, pj, zj) a~(1-e)  fjq= R (ni, pj, zi) a~.(1--e) fjk(1--e) fjq 

=0, pour k= l, ..., q - 1 .  

Comme l'algSbre R(r@Q~ est la somme directe de ses R-sous-modules 
R (hi,  pi, z j )  a~, pour k = O, 1, ..., q -  1, on d6duit que: 

(13) ( 1 - e j ) f j q R ( n l ) Q j ( 1 - e j ) f j q = ( 1 - e ) f j q R ( n i ,  p~,zj) ' pour i , j=l ,  2. 

Mais il y a un isomorphisme q~ du groupe (hi,  Pl, z l )  sur le groupe (hi, P2, "C2), 
pour i=  1, 2, envoyant nl sur n~, Pl sur P2, et z I sur z 2. Evidemment 9 induit 
un isomorphisme ~ de l'alg6bre R(Th, pl, z l)  sur l'alg~bre R(7"ci, p2,'c2) 
envoyant e~ sur e 2 et f~q sur f2q. Donc la restriction de ~k est un isornorphisme 
de la sous-alg6bre (1 - e  0 flqR(lzi, Pl, Zl) sur (1 --e2) f2qR(xi, P2, z2)" Ceci 
et (13) d6montrent les isomorphismes (12), ce qui comp16te la d6rnonstration 
du lemme. 
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Pour les corps de caract6ristique q on d4montrera (lb)/~ l'aide du 

(14) Lemme. Si R e s t  un anneau intOgre dans lequel (l'image de) l'entier 
premier pest  inversible, et si R contient une racine primitive pa-iOme de l'unit~ ~, 
alors les deux R-algObres de groupe RG 1 et RG 2 sont isomorphes. 

Odmonstration. A cause de (4) et (5), le sous-groupe (n f )  d'ordre p est 
central dans Gi, pour i=  1, 2. Donc l'identit6 1 est la somme orthogonale des 
idempotents centraux: 

1 P 
,,, pour  k = l  . . . . .  p ,  

dans RG i. I1 s'ensuit que RGi est la somme directe de ses sous-alg6bres: 

R G I = f l R G i O . . . O f e R G  i. 

I1 est clair que l'alg4bre RG~ a un R-automorphisme c~ fixant tous les 
416ments de (n2)  et de Q1 x Q2, et envoyant rq sur (rfi. Evidemment l'auto- 
morphisme a permute cycliquement les idempotents f l  . . . . .  fp. Donc les 
sous-alg4bres f l  R G~, ..., fp R Gi sont deux-fi-deux isomorphes, et l'alg4bre R G~ 
est isomorphe ~t la somme directe de p exemplaires de fp R G~. Mais fp R G~ est 
isomorphe ~ l'alg~bre de groupe R [GJfnf )]  du groupe quotient Gi/(nf) , et 
ce groupe quotient est ind6pendant du choix de i (la seule diff6rence entre 
n~ et n z 6tait que n f +  1 tandis que n~= 1, une diff6rence qui disparait dans 
les groupes quotients). Donc l'alg6bre RG~ est ind6pendante du choix de i/t un 
isomorphisme pr6s, ce qui est le lemme. 

DOmonstration de (lb). Si la caract6ristique du corps k est diff6rente de q, 
la propri6t6 (lb) est une cons6quence du lemme (7). Si q est la caract6ristique 
de k, la condition (2) garantit l'existence d'une racine primitive p2-i6me de 
l'unit6 ( d a n s  k. Donc (lb) est une cons6quence du lemme (14) dans ce cas. 
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