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Deux groupes finis distincts ayant la méme algebre
de groupe sur tout corps

EvEReTT C. DADE

Nous construirons deux groupes finis G, et G, ayant les propriétés sui-
vantes:
(1a) Le groupe G, nest pas isomorphe au groupe G,.
(1b) Pour tout corps k, lalgébre de groupe kG, de G, sur k est isomorphe
a Palgébre de groupe k G,.

Ces groupes forment un contre-exemple a4 une conjecture bien connue
(voir le probléme 2* a la p.144 de [1]), qui niait justement la possibilité de
lexistence de tels groupes.

Les groupes G, et G, étant metabéliens, on sait, d’aprés un théoréme non-
publié de Whitcomb, que leurs algebres de groupe ZG, et ZG, sur 'anneau
Z des entiers ne peuvent pas étre isomorphes. Donc la conjecture qu’un groupe
fini G est déterminé par son algébre ZG reste toujours ouverte.

On commence avec deux entiers premiers p et g tels que:
2 g=1(mod p?).

Evidemment l’entier premier g est impair. Donc les deux groupes non-com-
mutatifs d’ordre ¢ ont les présentations:

(Ba) Q,=<py, 0, ulpi=0i=1{=1L1{p,00=1,[p,, 1 ]=[0y, 7, 1=1),
(B3b) Q,=(p,,0,,T,pf=14=1,0)=1,, [Pz, 0,]=1,, [P, 1,]=[0,.7,]1=1),

ou, comme d’habitude, [a, 8] est le commutateur =B~ apf, pour tout o, S.
p

Soient {n,»,{m,» des groupes cycliques d’ordres p? et p, respectivement.
La condition (2) implique 'existence d’un entier w tel que:

) wl, wP=1(mod ¢?).

Pour tout i, j=1,2, on définit une opération du groupe {z,> comme auto-
morphismes du groupe Q; par:

i ___ i __ W Ti __ W
)] pii=p;, oj'=0}, 1;'=1}.
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On obtient ainsi quatre produits semi-directs {n;» Q;. Les groupes G, et G,
sont les produits directs:

(6) G=<n Qx> @y, Gy={m) Qy x<{mp» Oy

de ces produits semi-directs.
Il reste a démontrer que G, et G, ont les propriétés (1).

Démonstration de (1a). De (3) et (5) on déduit que le groupe dérivé G; est
égal a {o,,7,)» x<{0,,7,», pour tout i=1,2. Mais {o,,7,) est élémentaire,
tandis que {o,,1,> =<0, est cyclique d’ordre g*>. Donc le sous-groupe (G})?
des puissances g-iemes des éléments de Gj est toujours {¢%>={1,>. De par
(5) et (6) le centralisateur CG,.((G:')") de (G)*=<(1,) dans G, a {(n,;) comme p-
sous-groupe de Sylow, si i=1, et {nf) x {(n,), si i=2. Ces deux p-groupes
n’étant pas isomorphes, les deux groupes G, et G, ne peuvent pas I’étre. Donc
(1a) est vrai.

La démonstration de (1b) varie suivant la caractéristique du corps k. Pour
la plupart des caractéristiques, elle est donnée par le

(7) Lemme. Si R est un anneau commutatif avec 1 dans lequel (l'image de)
Pentier premier q est inversible, alors les deux R-algébres de groupe RG, et RG,
sont isomorphes.

Démonstration. De par (6) la R-algébre RG, est le produit tensoriel (sur R)
de ses sous-algébres R{n,> Q, et R{m,» Q,, tandis que RG, est le produit
tensoriel de R<{n,;> 0, et R{n,>Q,. Donc le lemme sera une conséquence
immeédiate des isomorphismes d’algébres:

®) R{m» Q;=R<{n>Q,, pour i=1,2.

Pour établir (8), on note que I'inversibilité de g dans R implique lexistence
d’un idempotent: a
1 h
€=— Z (Tj)
q p1

dans R{z;) SR {m;) Q;, pour j=1,2. Cet idempotent est clairement central
dans R{m;» Q;, et donc définit une décomposition de celle-ci en somme directe
de sous-algébres:

R{n;» Q;=¢;R<{n) Q;®(1—e) R<{m;» Q;, pour i,j=1, 2.

La sous-algebre ¢;R{x;> Q; est naturellement isomorphe & I'algébre de
groupe R[{n;> Q;/<t;>] du groupe quotient {r;» Q,/{t;>. Mais ce groupe quo-
tient est indépendant de j (la seule différence entre (3a) et (3b) est que o9=1
tandis que 0% =1,, une différence qui disparait dans les groupes quotients).
Donc lalgebre e, R{xn;,> Q, est isomorphe a e, R{xn;> Q, et la démonstration
de I'isomorphisme (8) se raméne a celle de

9) (1—e)R{m>Q~(1—e,) R{n>Q,, pour i=1,2.
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Pour tout j=1,2, le sous-groupe {p;,1;)={p;» x{1;> est élémentaire

d’ordre g¢%. Ses sous-groupes d’ordre g autres que {t;» sont les {p; T§>, pour
k=1, ..., q. Les idempotents correspondants dans R<{p;, ;> sont les

1 4
fu=—2(0;=",  pour k=1,...,q.
d h-1
On calcule facilement que:

(1~e) frll—e) fy=(1—e) fys  si k=I=1,...,q,

(10a) =0, si k,I=1,...,q et k=*l,
(10b) l—ejzki(l—ej)j}k.

De (3) on déduit que: _

(1H o *[(1—e)fof=(1—epfy, pour k=1,...,q.

Donc (10b) est une décomposition de lidentité 1—e; de (1—e) R<{m;> Q; en
somme orthogonale d’idempotents de cette algébre qui y sont tous conjugués.
Il s’ensuit que (1—e;) R{n;> Q; est isomorphe a I'algébre de toutes les g x g
matrices a éléments dans sa sous-algébre (I—e)f;,R<n;> Q;(1—e) f;,. Donc
la démonstration de (9) se raméne 2 celle des isomorphismes:

(1—e) fi1, R<m> O, (1 e) fiq

(12)
z(1_32)J{2(11R<7Ti>Qz(l“ez)fzqa pour i=1,2.
Le sous-groupe {p,» €tant centralis¢ par {r;», I'idempotent J;q est central
dans la sous-algebre R<{m;, p;, 7;), pour j=1,2. Ceci et les identités (10a) et
(11) impliquent que:

(1"ej)qu R{m;, Pj> Tj> G}((l'_ej)f}qu {n;, Pj» Tj> O'j“(l“ej)fjk(l"ej)];
=0, pour k=1,...,q—1.

Comme Tlalgebre R{m;>Q; est la somme directe de ses R-sous-modules
R{m;, p;, 7, 6F, pour k=0,1,...,g—1, on déduit que:

(13) (I—e) f;u R<n» Qi(1—e) £}, =(-e)f;,, R<n;, p;,7,>, pour i,j=1,2.

Mais il y a un isomorphisme ¢ du groupe {z,, p,, 7, sur le groupe {n;, p,, T,,
pour i=1, 2, envoyant =; sur z;, p, sur p,, et 7, sur t,. Evidemment ¢ induit
un isomorphisme  de Palgébre R{m,,p,,1,)> sur lalgébre R<m;, p,,1,>
envoyant e, sur e, et f;, sur f,,. Donc la restriction de ¥ est un isomorphisme
de la sous-algébre (1—e,) fi,R<m;, p;, 7y) sur (1—e,) f,, R{m;, p,,7,). Ceci
et (13) démontrent les isomorphismes (12), ce qui compléte la démonstration
du lemme.
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Pour les corps de caractéristique g on démontrera (1b) a 'aide du

(14) Lemme. Si R est un anneau intégre dans lequel (I'image de) lentier
premier p est inversible, et si R contient une racine primitive p>-iéme de lunité {,
alors les deux R-algébres de groupe RG, et RG, sont isomorphes.

Démonstration. A cause de (4) et (5), le sous-groupe {(nf) d’ordre p est
central dans G,, pour i=1,2. Donc l'identité 1 est la somme orthogonale des
idempotents centraux:

1 P
o= LUt pour k=1,..p,
h=1

dans RG,. Il s’ensuit que RG, est la somme directe de ses sous-algébres:
RG;=f,RG,®---® [, RG,.

Il est clair que l'algébre RG, a un R-automorphisme « fixant tous les
éléments de {n,» et de Q, x Q,, et envoyant «, sur { n;. Evidemment ['auto-
morphisme o permute cycliquement les idempotents fi, ..., f,. Donc les
sous-algébres f; RG,, ..., f, RG; sont deux-a-deux isomorphes, et 'algébre RG;
est isomorphe a la somme directe de p exemplaires de f, RG;. Mais f, RG; est
isomorphe a l'algébre de groupe R[G,/{n{>] du groupe quotient G,/{n}>, et
ce groupe quotient est indépendant du choix de i (la seule différence entre
7, et 7, était que n¥=+1 tandis que 7§ =1, une différence qui disparait dans
les groupes quotients). Donc I’algébre R G, est indépendante du choix de i & un
isomorphisme prés, ce qui est le lemme.

Démonstration de (1b). Si la caractéristique du corps k est différente de g,
la propriété (1b) est une conséquence du lemme (7). Si g est la caractéristique
de k, la condition (2) garantit ’existence d’une racine primitive p*-iéme de
I'unité { dans k. Donc (1b) est une conséquence du lemme (14) dans ce cas.
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