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Perturbation semi-lin6aire des r6solvantes et des 
semi-groupes* 
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Abstract. We are concerned with nonlinear resolvents and semi-groups. They are obtained by perturbing 
linear ones. Properties of these nonlinear operators are investigated, particularly supermedian and excessive 
functions. 

R~sur~. La perturbation semi-lin6aire des r6solvantes et des semi-groupes lin6aires, nous donne des 
r~solvantes et des semi-groupes non lin6aires. Nous 6tudions alors tes propri6t6s de ces op6rateurs non 
linAaires et en particulier les fonctions surm6dianes et excessives associ6es. 
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Introduction 

Le but de ce travail est l'6tude de la perturbation semi-lin6aire des r6solvantes et des 
semi-groupes lin6aires. 

Les r6sultats obtenus constituent une g6n6ralisation de ceux de [1] et [13] 
concernant la perturbation lin6aire des r6solvantes et de ceux de [-9] et [10] concernant 
la perturbation lin6aire des semi-groupes. 

D'autre part, ce travail fait suite aux travaux de Dellacherie [5] et [6], lequel a 
6tudi6 les r6solvantes non lin6aires e t a  6tabli une version non lin6aire du th6or6me 
de Hunt, et de Maeda [12], lequel a ~tudi6 la perturbation semi-lin6aire des espaces 
harmoniques, et De La Pradelle et Feyel [4], lesquels ont construit la solution du 
probl6me de Dirichlet correspondant  A l 'op6rateur elliptique non lin6aire 
Lu = 1/2Au + F(. ,  u)u' + G(., u), en utifisant des m6thodes probabilistes. 

Darts le premier paragraphe, on consid6re un espace (X,/3) mesurable sur lequel 
est d6finie une r6sotvante lin~aire V = (V~),> o sous-markovienne. On se donne une 
fonction ~b: X x N--~ R + mesurable telle que l'application r---,r~(x, r) soit croissante 
et loealement lipschitzienne uniform6ment par rapport  g x. On montre alors que 
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pour tous f mesurable born6e et ~ > O, il existe une fonction mesurable born6e ~'V,f 
unique v6rifiant: 

V , f  = ¢ ' V j  + V,(~( ' ,  ~ ' V j ) * v j ) .  

La fonction *V~f est alors une solution de l'6quation semi-lin6aire: 

Au - zu - u~( . ,  u) = - f ,  06 (~I - A ) -  I = [/r . 

On obtient ainsi une famille r6solvante ( ~ ) ~ > o  d'op6rateurs non lin6aires (i.e.: 
V o~,fl > O, ~V~ = *Va(I + ([3 - ~)~V~)), subordonn6e ~ (V~)~> 0. On 6tudie ensuite les 
propri&6s de cette rEsolvante. En particulier, on montre que 4'V~ est un opErateur 
croissant et que pour tous f, # mesurables bornEes et tout ~ > O: 

l~ 'V~f-  *~gl  <~ V ~ ( ] f -  g]). 

On en dOduit que si V01 est bornE, alors (*V~),> o est achevEe par un opOrateur ~V 
qui vOrifie le principe complet du maximum. On ach6ve ce paragraphe par l'6tude 
des fonctions surmEdianes et excessives de la rOsolvante perturbEe (*V~)~> o. En 
particulier, on donne une caractErisation des fonctions *V-surmEdianes (analogue h 
celle du cas linOaire) h savoir: Pour  qu'une fonction v soit *V-surmbdiane il faut et 
il suffit que pour toute fonction h mesurabte bornEe, la relation: 

*Vh(x) <~ v(x) pour tout x ~ [ h  > 13] 

entraine: ~Vh(x) <~ v(x) pour tout x ~ X. 
Dans le deuxi6me paragraphe, on consid6re un espace (X, B) mesurable sur lequel 

est dEfini un semi-groupe lin6aire (P~)t> o relativement bornE. On se donne une fonction 
~b: X x ~---~ ~ mesurable tell que ~b- soit bornEe et l'application r---, rob(x, r) soit 
localement lipschitzienne uniformEment par rapport fix. On montre alors qu'il existe 
un semi-groupe non linbaire (*P~)t > o unique vErifiant pour  tous f mesurable bornEe 

et t > O: 

P t f  = ¢~Ptf + f l  P t - s (~ ( ' ,  * P J ) ~ P s f )  ds. 

Si )~ = (~ ,X t ,  F . F t , O . P  ~) est un processus de Markov associ6 fi (Pt)t>o, alors le 
semi-groupe ( 4 ' P t )  t > O verifie pour tous f mesurable bornEe, x ~ X et t > O, l'6quation: 

*P, f (x)  = E ~ ( e-lo 4'~x*'**'-':¢x')~a" f(X.,)). 

On Etudie ensuite les propriEt6s de ce semi-groupe (*Pt)t>o- En particulier, on montre 
que *Pt est un opbrateur croissant et que pour  tous f et g mesurables bornEes et 
t > O, il existe une constante c > 0 telle que: 

t¢Pt f  - *etgl <~ c" P t ( l f  - gl). 
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On  ach6ve ce travail  par  l '6tude des fonctions surm6dianes et excessives par  r appor t  

au semi-groupe (oPt)t>o- En particulier,  si (Pt)t>o est sous-markovien  et si ~b est 

c o m m e  dans  le premier  paragraphe ,  on mon t re  alors que (OP t)t > o a les  m~mes fonctions 

excessives que la r6solvante ( ~ V,), > o off (V,), > o est la r6solvante du semi-groupe (Pt)t > o. 

N O T A T I O N S  ET R A P P E L S .  Soit (X,B) un espace mesurable.  Dans  la suite 
B(X)(resp. B~(X)) d6signe l 'ensemble des fonctions mesurables  (resp. mesurables  

born6es) sur X. L 'exposan t  + affects it ces espaces indique que seules les fonctions 
positives sont  consid6r6es. 

On  rappelle que si U est un noyau  sur X v6rifiant le principe complet  du m a x i m u m  

et U1 < + ~ et si O~B~(X) alors U o d6signe le noyau  perturb6 de U par  0 (cf. [1] 

ou [13]). De  plus on a la relation fondamenta le  suivante: 

[I - v0(0  ) ] U  + u(0  -)3 = U + u(o  ) ] U  - uo(o .) = I. 

De m~me si (Pt)t>o est un semi-groupe rela t ivement  born6, associ6 it un processus 

de M a r k o v  (Xt)t> o et si h eBb(X) alors (hPt)t> o d6signe le semi-groupe d6fini par  la 
formule de F e y m a n n - K a c :  

et v6rifie pour  tout  t > 0 (cf. [10]): 

hPtf(x) = P,f(x) - f l  Pt-s(hhpsf)(x)dx = P,f(x) - f l  hP'-~(hPJ)(x)ds" 

I. Perturbation semi-lin~aire des r~solvantes 

Dans  cette partie, on consid6re une r6solvante lin6aire V = (V~), > o sous-markovienne  
sur un espace mesurable  (X, B). On note par: 

* L l 'ensemble des fonctions q~: X × ~---~ R + mesurables  telles que l 'appl icat ion 
r ~ r(o(x, r) soit croissante sur ~ et localement lipschitzienne uniform6ment par  rappor t  it x. 

* J = { f  ~B(X):V~([fl)eB~ (X); Va > 0}. 

Remarquons  que Bb(X ) ~ J et que si V,o(Ifl ) est born6e pour  un certain a o > 0, 
alors V,(lf[)  est born6e pou r  tout  a > 0. 

D ' au t r e  par t  si ~ E L alors la fonction r--~ ~b(x, r) est localement  born6e uni form6ment  
par  r appor t  it x. 
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A. CONSTRUCTION DE LA RESOLVANTE NON LINEAIRE 

L E M M E  1. Soient eft ~ L et ~ > O. Alors l'opdrateur U: Bb(X)--* Bb(X), qui ~ u associe 
u + V~(~(', u)u), est injectif. 

Preuve. Soient  u et V6Bb(X ) tels que u + V~(~b(., u)u) = v + V~(c)(., v)v). On pose 

( u(x)¢(x, u(x)) - v(x)¢(x, v(x)) 
h(x) = { u(x) ~ v -~  si u(x) 4: v(x). 

( 0 si u(x) = v(x)' 

alors  h ~ Bb + (X) et u - v + V,(h(u - v)) = 0. Or  Id  + V,(h .) est bijectif, done  on a u = v. 

THI~ORI~ME 1. Soit dp 6 L. Alors pour tous f 6 J et ct > 0, il existe une fonction 
mesurable ¢V~f unique, vdrifiant: 

(i) V j =  ¢V~f + V~(O(', (~V~f)4'Vj). 

(ii) - V j -  <<, ¢°V~T <~ V j  +. 

Preuve. Soien t  ~b6L, f 6 j  et g > 0. O n  cons id~re  le convexe  C = 

{ U 6 B b ( X ) : - - V j - < < , u < ~ V ~ f + ) .  Soi t  2 6 R  + tel  que p o u r  tous  x 6 X ,  
u6C:O <<, O(x,u(x)) ~< 2, et soit  T l 'op6ra teur  d6fini sur  C par:  

Tu = V~+af+  V,+z((2 - ~b(', u))u). 

Alors  on a T(C) c C; de plus tous u, v 6 C on a: 

oil 

Tu - Tv = V,+~((2 - h)(v -- u)) 

v(x)4)(x, v(x)) - u(x)c~(x, u(x)) si v(x) 4: u(x) 
h(x) = ~ )  - u(x) 

0 si v(x) = u(x)' 

est une fonct ion darts B~-(X). 

Chois issons  alors  2 assez g rand  (2 i> ]]h]]o~); nous  ob tenons  

2 
IlTv - Tu[]~o <<. ~ - X  [Iv - ullo~. 

C ¢tant  ferm6 dans  Bb(X) ct T e s t  une con t rac t ion  stricte de C dans  C, il en r6sulte, 

d 'apres  le th6ordme du po in t  fixe de Banach,  qu' i l  existe un 616ment w de C unique 

v6rifiant: Tw = w. Cela donne:  

w = V~+~f+ 2V,+~w - V~+x(qb(', w)w). 
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D 'o6  

(I - 2V,+~)w = V~+z( f -  (a(., w)w). 

Donc  on a: 

w = (I + ZV~)V~+~(f-  (o(., w)w) = V ~ ( f -  (o(., w)w). 

Ainsi d'apr6s te Lemme 1, la fonct ion w ne d6pend que de f,  a et qk On la note  par  
*V~f qui v6rifie bien le r6sultat cherch6. 

R E M A R Q U E  1. (1) La  fonction *V~f est la limite de deux suites adjacentes (u,),>~o 

et (v,)n~ o d6finies par: u o = V~f+; u,+ I = Tu, et v o = - - V , f - ;  v,+ 1 = Tv,. De plus 
on a: - V ~ f -  <~ *V~f<~ V J  +. Ce qui prouve que si f e J  +, alors *V, f e B + ( X ) .  

(2) Soit ¢o(X,r) = lto,+~](r)¢(x,r), alors ¢ V j =  4 ' °V j  pour  f e J  + et * ° V , f =  V j  
si f est n6gative. 

(3) Si ~b ne d6pend pas de r (i.e. ~b(x, r) = h ( x ) e B ~ ( X ) )  alors * V , f  n'est autre que 
V,+hf d6finie par  Neveu darts [13]. 

E X E M P L E .  Soit X = R", V, = (~I - A) -1 pour  ~ > 0 et soit c~(x,r) = h(x)lrl p od 
h e B~ (~")  et p >~ 0. Alors pour  tout  f e Bb(X ), ¢'V~f est l 'unique solution born6e de 
l '6quation semi-lin6aire: Au - hulul p - o*u = - f  

P R O P O S I T I O N  1. Soit q~eL; la famille d'opOrateurs ('~V~),>o de J dans J vdrifie 
l'dquation "rOsolvante": ~'V, = ¢°Va(I + (fl - ct)~V~); V e, fl > 0. 

Preuve. Soient q5 E L, f e J e t  ~,/3 > 0. On a: 

V j =  oV~f+  V~(dp(', * V j ) * V j ) .  

Or, V , f  = Vof + (fl - ~)VaV, f donc on a: 

Va(f  - q~(', ~'V,f)~V,f)  = '~V,f + (cz -- f i ) V t ~ [ V ~ f  - V,(¢(-, e~V,f)'~V~f)]. 

D'od: 

° V J  + V~(¢(-, ¢ V J ) O V j )  = V~(f  + (fl - a )*VJ) .  

Mais pour  g = f + (fi - a)¢V,f,, on a: 

I1 en r6sulte alors d'apr6s le Lemme 1, que: *V J =  *Vag = * V a ( f +  (/3 - ~ )*V j ) .  

* (*V=),> o est dite r6solvante perturb6e de (V~)~> o par  ~b. 
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THI~ORI~ME 2. Soient c~, q? dans L. Alors pour tous f ~ j et ~ > 0 

OV, f = VV,(f  + (u/ _ r~)(., OVff)~Vj).  

Preuve. Soit v = VV~(f+ ( ~  - ~b)(., +V,f)oV~f) = V~(f + vp(., 4,V,f)4,V,f) _ 
V~(q~(., 4~VJ)'~Vj) - V~(~(., v)v). 

Alors on a: v + V~(~(., v)v) = oVf f+ V,(Ud( • , *Vff)*Vff). Ce qui donne  d'apr6s le 

Lemme 1: v = oV~f 

C O R O L L A I R E  1. Soit ~ L .  Alors pour tous f ~ f et ~ > 0: 

V j =  °V~(f+ c~(', V j ) V j )  = 4~V~f+ V,(c~(', o v j ) 4 ' v j ) .  

R E M A R Q U E  2. Soient ueBb(X), f e f  et ~ > 0. Alors on a: 

u = V~+e~..,)(f)~u + V~(~a(., u)u) = V~f,~u = ¢v~z 

En particulier si c~eL, heB~(X) ,  f s J  et e > 0; oVa+h f : =  *(Vh),(f) = *+hV~f 

P R O P O S I T I O N  2. Soient ~ L  et ~ > O. Alors pour tous f g e J  on a: 

(I) f~< g ~ 0  -%< +V~g - °V~f~< V~g - V~f 

(2) I¢'V~g - ~V~Tt <<. V~([g - - f ] ) .  

En particulier la r~solvante (*V~),> o est sous-markovienne. 
Preuve. Soient f g ~ f e t  a > 0. On  a: 

• V~g -- *V~f= V~g -- V~T+ V~(dp(', 4'V~f)OV~f- ~b(', *V~g)4~V~g). 

II existe alors une fonction h ~ B~-(X) telle que: 

°Kg  - *V~T= V~g - V j +  V,(h(4'VJ - *V~g)). 

D'ofi 

Ce qui donne: 

Done  

(t) 
(2) 

(I + V,(h " ) ) ( ° K g -  °V~f)= K g -  ~ f  

¢~V~g- *V,f  = V,+hg-  V~+hf= V~g-  V~f - V~+h(h(V~g- V~f)). 

Si f~< g alors V~+hf<~ V,+hg et par  suite: 0 ~< OV~g -- oV~f~< I/~, 9 - V~f 

]~V~g - ~V~f[ ~< V~+h([g - f [ )  ~< V~([g - f [ ) .  

Soient f g ~ Bb(X), on a: ]aOV~g - a¢'V~f[ <<. aV,(]g - f [ )  ~< (aV~l)[[g - f][. Done  ~(V~), > o 
est sous-markovienne. 



PERTURBATION SEMI-LINEAIRE 67 

COROLLAIRE 2. Soit f e j +. Alors l'application ~ ~ ~V~f est d~croissante sur ]0, oo [ 
et 4)---~ ¢°V~f est ddcroissante sur L. 

Preuve. Soient f e J  + et 0 < ~ ~< ft. Alors on a: 0 <~f<~f+ (fl - c04'VJ. Ce qui 
donne d'apr6s les propositions (1) et (2): 0 ~< ~Vpf <<. ¢'Vp(f + (fl - ~)*V~f) = ~V~f. Ce 
qui prouve que a--,*V~f est d6croissante sur ]0, oo[. 

D'autre part, soient ~b et ~ e L tels que q5 ~< ~b. Alors on a d'apr6s le th6or6me 2 et 
la proposition (2): ~V~f = ~V~(f + (~ - 49)(', *V~f)*V~f) >i ~Vj .  Ce qui prouve que 
~b---~ ~V~f est d6croissante sur L. 

COROLLAIRE 3. Soient dpeL et f e f . Alors pour tous a, fl > 0: 

[*V~f - ogaf I <~ IV~(lfl) - Va(lfl)[. 

Prueve. Soient ~b e L, f e J et e, fl > 0. On a d'apr6s l'6quation r6solvante: 

OV, f - 4~V~f = *V j -  *V, ( f  + (ct - fl)*Vpf). 

Ce qui donne d'apr~s la Proposition (2): 

l 'V  J -  *Vafl <~ tc~ - fllV~(l*Va(f)l) <<, [fi - ~lV~ Va(Jft) = IV~(Ifl) - Va(Jf[)l. 

REMARQUE 3. I1 est clair d'apr~s le Corollaire 3, que a--~*VJ est continue sur 
]0, oe[. De plus si f e J  avec Vo(Ifl)< +0% ators lim~_~o*Vj existe, qu'on note 
dans la suite par *Vf On a alors ~+*Vf = *V j ,  en effet on a d'apr~s la Remarque 2: 

~+*Vf = lim ~+¢'Vaf = lim *V~+af = *V~f 
#~0 #-*0 

P R O P O S I T I O N  3. Soient c~eL et f e B ( X )  avec V0(Ifl) born~e. Alors on a: 

*Vf  = ¢'V~(f + a'~Vf) et 4'V~f = ¢°V(f - a * V j )  

ou encore (I - e4"V~)(I + cd'V) = (I + a*V)(I - a*V~) = I sur l'ensemble 

{ f e B ( X ) :  Vo(Ifl)~B~" (X)}. 

**V ach~ve la rdsolvante (*V~)~> o sur { f e B ( X ) ;  Vo(I f l )~B~ (X)}. 

Preuve. Soit f ~ B ( X )  tel que Vo(lft) soit born6e, alors fe~.¢  et l*Vfl <~ Vo(Ifl). 
I1 s'ensuit que V~(f+ a*Vf) est born6e pour tout ~ >~ 0. Soient a, fl > 0; on a: 

l*Vaf -- OVa(f+ ~ V f ) l  = t*V.(f  + (~ - fi)C'Vaf) -- *V~(f + oPVf)t. 

Ce qui donne d'apr~s la Proposition 2: 

IOVaf - *V~(f + a4'Vf) I <~ V,(l(a - fl)g'Vt~ f -  e*Vft).  

Maintenant lim¢_~o (~ - fi)*Vaf= a*Vf et pour fl < e, on a: 
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](~ - jS)C'Vpf - od'Vfl <~ 20~Vo(tfl). 

Cela donne d 'apr6s le th6or~me de Lebesgue: lima_~ o *Vaf = *Vf = *V=(f + &Vf) .  De 
m~me on mon t re  que: *V, f  = * V ( f  - c#V j ) .  

P R O P O S I T I O N  4. On suppose que Vol < +oo .  Alors pour route ~ e L  et toute 
f e B ( X )  tel que Vo([f[ ) soit born~e on a: 

Vof = ¢'Vf + Vo(~b(. , ¢'Vf)e'Vf) = 4'V(f + c~(., Vof)Vof  ). 

Preuve. Soient ~ > 0 et f e B ( X )  tel que Vo(lf[ ) soit born6e. On  a 

V~f = ¢'V~f + V~(~b(., 4'V~f)°Vj).  

Ce qui donne: 

Vof = (I + ~Vo)~Vj  + Vo(~b(., ¢ ' v j ) g ' v j )  --- ¢'v~f + o~VoOVJ + Vo(t~(. , 4 ' v j )g ' v j ) .  

Or, [ovj]  <~ v~(If[), done  ~[Vo*V~f [ ~< 0Wyo([f[  ) = Vo([f[ ) - V=(]fl), qui tend vers 0 
quand  0~ tend vers 0. 

De plus, lira,_, o q~(., *V, f )~V, f  = (~(., "~Vf)~'Vf avee kb(' ,  ~'V~f)c'V~f[ <~ cte et 
Vol < + o o .  II en r6sulte d ' apr6s  le th6or~me de Lebesgue,  que 

lim,_.o Vo(~b(', 4 'V~f )~Vj )= Vo(da(. , 4'Vf)*Vf). 

THt~ORI~ME 3. On suppose que Vol est born~e. Alors pour tout dp eL ,  l'op&ateur 

4~V: Bb(X ) ~ Bb(X ) 

f - - ,4 'V f  

v&ifie le principe complet du maximum. 
Preuve. Soient f g e B b ( X  ) e t a / >  0 tel que ~Vf  ~< ~Vg + a sur I f >  9]. Alors pour  

tout  p > 0 : f +  p*Vf  <<. g + p~Vg + pa + Hf - 9[[ sur I f >  #]. Soient u = f +  p~'Vf 
v = O + pOVg + pa + i J f -  0[[. On  a alors: 

f =  u - p~Vpu et v - p'~Vpv = g + pa + Hf - gill + p~Vp(o + pOV9) - pc~Vev. 

Ce qui donne d'apr~s le Propos i t ion  2: 

v - pC'Vev >>. g + pa + [ I f -  9[l - PVe(pa + I [ f -  9]l)/> g. 

I1 en r~sulte que u ~< v sur A = {u - p*Vpu > v - p4'Vpv}. Soit w = (u - v) +, alors 
w = 0 s u r A e t o n a s u r C A :  

u - v <~ p*V~u - p * V . v  <<. pV~((u - v)+). 

D o n e  O<~w<~pVew; ce qui donne:  ( I - p V ~ ) w < < . O ~ w < . O .  I1 s 'ensui t  que 
w = (u - v) + = 0, c'est fi dire u ~< v o u  encore 
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I f  g 1 + 4~Vf<~ - + 4'V O + a + - I I f -  gll. 
p p p 

Faisons tendre p vers + 0% on obtient  ¢'Vf <~ ¢'Vg + a. 

L E M M E  2. Soit f e B2 (X) et (f.),>~o ~ B~ (X) croissante vers f Alors on a pour tous 
(o~L et ~ > 0 : ~ V j =  sup.ePVj,.  

Preuve. Soient q~ ~ L e t  ~ > 0. On a pour  tout  n ~> 0: 

v:L = +V=L + v=(4~(', +v=L)+V=L). 

Posons u = sup.+V:f. .  Alors par  passage ~t la limite (n--+ + ~) ,  on obtient: 

V:T = u + V:((p(., u)u). 

Or, V:f  = °V: f  + V~(49(', 4'V:f)+V:f); il en r6sulte d'apr~s le Lemme 1, que u = +V=f 

L E M M E  3. Soit (f,),>~o c B~ (X) croissante vers f e B + (X). Alors on a pour tous ~ ~ L 
e t a  > 0:sup.6V, f .  = sup.OV~(f ^ n). 

Preuve. On a Vm, n e N : f , , A n < < , f  A n ,  done  4 'V , ( f , ,An)<<,OV,( fAn) .  Ce 
qui donne  en faisant  tendre  n v e r s + ~ : O V j m < ~ S u p , 4 ' V ~ ( f A n ) .  D'ofi  
sup,.*V, fm<<,sup,~'V,(f ^ n). D'autre  par t  on a pour  tous n . m e N :  f,, A n<<,f,. 
implique que 4'V,(f A n) <<, supm~V,f~ et sup, OV=(f ^ n) <~ SUPm4'Vjm . 

D t ~ F I N I T I O N  1. Soient q~eL, ~ > 0. On d6finit pour  f~B+(X), 4'V~,f par: 

4>V,f:= supOV=(f ^ n). 
n 

R E M A R Q U E  4. (a) Soient qSeL, 0~ > 0 et f ~ B + ( X )  tel que V j <  oo. Alors on a: 

V~,f = ¢°V~,f + V~(dp(., ~'V~,f)'PV~,f). 

(b) La Proposi t ion  2 reste valable pour  f et 9 dans B+(X). 
(c) Soit (f, ,), ,>~ocB+(X) croissante  vers f Alors pou r  tous ~b~L et 

> 0:OV, f = s u p . * V j . .  

P R O P O S I T I O N  5. Soit (aEL tel que r - - ~ ( - ,  r) soit croissante sur [0, + oo[. Alors 
pour tous f, g e B + ( X )  et ~ > O, on a: 

(i) % ( f +  g) ~< % f +  %0. 
(ii) *V~(tf) ~< t*V~f, si t >~ 1. 

Preuve. (i) Soient f , g ~ B [ ( X )  et u = ~V~f; v = ~V~g; w = *V~(f+ g). Alors d'apr6s 
la Proposi t ion  2, on a: 0 ~< sup(u, v) ~< w. De plus on a: 
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u + v - w = v~((w - u - 0 ¢ ( ' ,  w))  + V , ( u ( ¢ ( . ,  w )  - 4 ~ ( ,  u))) + v , ( v ( 4 ) ( ' ,  w )  - 4 ) ( ' ,  v))). 

Posons 0 = ~b(., w), h = u(q~(', w) - ~b(., u)) + v(~b(-, w) - q~(-, v)). Alors 0 et h sont 
darts B~(X) ear u,v, weB~(X)  et r--~q~(-, r) est croissante. Donc u + v - w  + 
V~(O((u + v - w)) = V,h, ce qui donne: u + v - w = V,+o(h ) >>. O. C'est fi dire pour tous  

> O, fgeB~(X) :4%~( f+  O) <- *V,(T) + ¢Kg. 
(ii) ConsOquence immOdiate de (i) et de P r o p o s i t i o n  2. 

PROPRII~TI~ 1. Soit 4)eL telle que la fonction r-~ c~(., r) est paire. Alors pour tous 
f g e  j il existe heB~(X)  telle que: 

*V~f + °V,g = V~+~(f + g). 

En particulier on a pour tout f e J :  

4'V~(--f) = - *V~f et I*VjI <. *V~(ifl). 

Preuve. Soient f et g e , ,¢  et soit e > O: 

¢V~f+ *V~g = V~(f+ g) - V~[(b(., ¢V, f )*V~f-  ¢(. ,  *V~g)(-¢V,g)]. 

I1 existe alors h e B ] ( X )  telle que 

~( ' ,  ¢~V,f)4'V~I - 4)(', -4'V~g)(-g'V,g) = h" ( * V j  + *V~g). 

Donc 

Ce qui donne 

En particulier 

[I + V~(h " ) ] (*Vj+  *V~g) = V~,(f+ g). 

*V j +  4'V=g = V~+h(f + g). 

*V j +  *V~(-f) = 0 et 4'V~f+ *g~(Ifl) >I 0. 

Ce qui donne - * V j  < *V~(lfl). Or, on sait que *V~f < ~ V~(Jfl). Donc I* g~fl ~ * V~(Ifl). 

R E M A R Q U E  5. 

En effet soit V~,f = f / a  et ~b(x, r) = sup(0,  r). Alors 

{ x/0~ 2 + 4f(x) -- ~z 

*VJ(x) = --2-- 

f(~) 

On obtient 

Sir ~ q~(., r) n'est pas paire, la propri6t6 pr6c6dente n'est pas v6rifi6e. 

si f (x)  >1 O, 

si f (x) < O. 



PERTURBATION SEMI-LINEAIRE 71 

2 1 
= < - = I ' v , ( -  1)1. *V~I xfa2 + 4  + a 

THI~ORI~ME 4. Soit (I~)~> o une rdsotvante (lindaire) sous-markovienne sur (X,B)  
teIle que pour tout ~ > 0, V~ <~ W~. Alors pour tous q~ ~ L, f 6 B + (X) e t a  > 0: e V J  <~ ~ ~ f  

Preuve. Soient qbsL, f e B 2 ( X )  e t ~  > 0. Posons  u = *V j ;  v = *W~f et 

{ uq~(-, u) - vq~(', v) si u -~ v 
h =  U - - V  

0 s i  u=v' 

alors + u, v, h s B b (X). Soit 2 s N + tel que 0 ~< sup [~b(x, u(x)); ~(x, v(x)); h(x)] ~< 2 p o u r  

tout  x e X et soit 0 = 2 - q~. Alors d 'apr6s le Th6or6me 1 on a: 

u = V,+af+ V,+;.(uO(., u)) et v = W~+af+ W,+x(vO(', v)). 

D o n c  

v -- u = W~+a(f+ vO(', v)) + V,+z(vO(', v)) - uO(', u)) - V~+z(f+ 0(', v)v). 

Posons  

4, = 2 - h e B[  (X); g = f +  vO(. , v) et s = W~+ zg - Vz +~g e B2 (X). 

On obtient  v - u = Vh+,+to(O(v - u)) + s; c'est ~i dire s = [ I  - Vh+t0+,(O ")](V -- U). 
D o n c  on a: 

v - u = s + V~+h(Os)  >i O. 

P R O P O S I T I O N  6. Soit qbeL tel que r--*(~(., r) soit croissante sur [0, + oc[. Alors 
pour tous ~ > O, f eB+(X) et x s X  tel que 0 < VJ(x )  < +Go: 

*Is H~c~- exn (V~(~b( ", v j ) v j ) ( x ! ~  
V j ( x )  <~ V j ( x )  <~ .~,., ,_, __~. \ VJ(x )  ]" 

Preuve. Soit f e  B [  (X), on  a: 

¢)V~f(x) = V~+,(. , v j ) ( f ) ( x ) ,  or  0 ~< * V ~ f ~  V~f donc  *V~f>~ V~+,(-.v~z)(f). 

Soit 00-) = V~+~(.v~s)(f)(x), 0 est compl6 tement  m o n o t o n e  sur [0, ov[. I1 en r6sulte 
que: 0(0) ~< 0(1) exp(-0 ' (0) /0(0)) ;  c'est ~ dire: 

V j ( x )  <~ 1/~+,(.. ns ) ( f ) (x )  exp (V~(~b(., 
V J )  V~f)(x)~ 

V j (X)  ,] 

o ~ f ( x ) - e x p  (V~(~b(-, V j ) V J ) ( x ) ' ]  
E f ( x )  ]" 
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C O R O L L A I R E  4. Soient a > 0, (a ~ L tel que r ~ ~b(., r) soit croissante sur [0, + 0o [. 
Alors les assertions suivantes sont dquivalentes: 
(1) °V~ ,,~ V, (i.e. 3c > 0 tel que V f  eB+(X), ~V, f  <<. ~ f  <<. c~Vj) .  
(2) 3k > 0 tel que V f EB+(X); V~(¢(., ~ f ) V ~ f )  <<. kV~f 
Preuve. (1)=~(2): ~(~b(', V j ) ~ f )  <<. V,(qS(., *~(cf))~'~(cf)) <~ V,(cf) = cV, f 
(2) =~ (1): D'apr6s la Proposi t ion 6, on a: ~f<~ *V,f .exp(k).  

E X E M P L E .  Soit $(x, r) = h(x)O(r) avec 0 e B~(R), croissante sur ]0, + ~ [ et h ~ B +(X) 
tel qu'il existe c > 0 v6rifiant V~(hV~) <~ cV~. Alors *V, ~ V~. 

B. FONCTIONS EXCESSIVES 

On suppose dans la suite que Vol est born6e. 

D t ~ F I N I T I O N  2. Soient ~b e L  et v ~ B+(X). v est dite *V-surrn6diane si pour  tout  
> 0:*V~(~v) ~< v. 

On note  S ,  l 'ensemble des fonctions *V-surm6dianes, qui contient  evidemment  
So = {fonctions V-surm6dianes}. 

P R O P O S I T I O N  7. Soit ~ e L .  On a: 
(1) V f  ~B+(X); *Vf  ES4,. 
(2) Vu, v ~ S, ;  inf(u, v) ~ S ,  et si (v.). est une suite monotone darts S, ,  alors l im.~ + ~ v. 

est dans S, .  
(3) S i v  ~ S, ,  aIors l'application c¢---~*V~(av) est croissante sur ]0, + ~ [ .  

Preuve. (1) Soit f eB+(X), on a: *Vf  = *V~(f + ~*Vf). D'ofi *V~(cz*Vf) <, *Vf. 
(2) evidente. 
(3) Soit v ~ S , ,  n e t~ et 0 < a ~< ft. On  pose v, = v An.  Alors on a: 

*v~(/~v.) = *v~(/~v. + (~ - B)*vp(/~v.)) 

= *v~(~v .  + (B - ~)(Vn - *va(l~v.) ) ) .  

Or, *Va(flv~) <<, v,, done  *V~(av.) < *Va(flv.). Ce qui donne  par  passage ~i la limite 
(n--~ +oo): *V,(ow) <~ *Va(flv ). 

R E M A R Q U E  6. Soit ~b ~ L telle que r ~ qS(., r) soit croissante sur [0, + ~ [. Alors 
S~ est stable par  somme. En effet si u, v E S~ et ct > 0, on a d'apr6s la Proposi t ion 5: 
*V~(a(u + v)) <~ 4'V~(au) + ¢'V~(av). I1 en r6sulte que u + veS¢,. 

THI~ORI~ME 5. Soit (9~L telle que r--*c~(., r) soit croissante sur [0, + ~ [ .  Soit v 
une fonction positive mesurable; pour que v soit *~/-surm~diane, it faut et il suffit que 
pour tout h ~ Bb(X), la relation: ¢'Vh <~ v sur [h > 0] entraine: ¢'Vh(x) <~ v(x) pour tout x e X. 



PERTURBATION SEMI-LINEAIRE 73 

Preuve. Supposons que ves t  surm6diane; la relation *Vh <<. v sur [h > 0] entraine 

pour  tout  p > 0:h + p4'Vh <<. pv + ]]h[] sur [h > 0]. Posons f = h + p~Vh et9 = pv + []h[]. 

On  obtient alors: h = f - p~'Vpf et pOVp9 <<. 9, car la fonction r---~ ~b(., r) est croissante. 

D ' o 6  f~< g sur [h > 0] = I f >  p~'VJ] = A. 
Par  sui tes iu = ( f -  9) + a l o r s u ~ O s u r  A et o n a s u r g A :  f - 9 <<. P ° V J  - 9 <~ P ° V j  - 
pOVp9 <~ pVp((f  - 9) + ), d'apr6s la Propos i t ion  2. 

I1 en r6sulte que: 0 <<. u <<. pVpu. 

Cela donne:  u = 0, c'est ~t dire f ~< 9 ou encore 

h Ilhll 
- + *Vh <~ v + - - .  
P P 

Faisons tendre p vers + o% on obtient: *Vh <~ v. 
R6ciproquement,  supposons que v v6rifie la propri6t6 de l'6nonc6. 

Soit v. = v ^ n e t  h. = p(v, - *Vp(pv.)) pour  n~M et p > 0. 
La  suite (h,), c Bb(X ) et °Vh ,  = °Vp(pv,). Or on a: 

OVh, = *Vp(pv,) <~ v sur Iv - ~'Vp(pv,) > 03 

et a fo r t io r i  sur [v. - ~Vp(pv,) > 0] = [h, > 0]. 

On  a doric par tout  *Vh. = 4'Vp(pv,) <~ v. Faisons tendre n v e r s  + ~ ,  on obtient: 

°Vp(pv) <~ v, ce qui montre  que ves t  surm6diane. 

D I ~ F I N I T I O N  3. Une  fonc t ion  v ¢ B + ( X )  est dite 

lim,~ + ~o °V,(~v) = sup,>o ~V,(av) = v. 

* On  note E~ l 'ensemble des fonctions *V-excessives. 

°V-excessive si y e S  o et 

P R O P O S I T I O N  8. (a) V f  ~ B+(X); 4'Vf appartient d E o. 
(b) Si (v.). est une suite eroissante dans E o, alors sup,  v. ¢ Eo. 

(c) V v ¢ E  o, il existe une suite ( f , ) .  c B~(X)  telle que v = sup,*Vf, .  

Preuve. (a) Soient f ~B+(X),  ~ > 0 et f ,  = f ^ n pour n¢  N . O n  salt que °V f ,~S~ ,  
de plus on a d'apr6s la Proposi t ion  2: 

4~V~(a¢Vf,) ~ 4'Vf, = °V~(f. + a°Vf .)  ~ °V,(~°Vf,)  + VJ , .  

En passant ~t la limite (~---~ + ~ )  puis (n---~ + ~ ) ,  on obtient: 

~Vf  = sup°V,(~*Vf) ,  c'est ~t dire ~Vf  ¢E4,. 
a t>0  

(b) C'est  6vident. 

(c) Soit v e E o et v, = v ^ n. On  a v, ¢ S o et pour  tout  p ¢ ~d 

~ v . ( p v . )  = * V ( p ( v .  - p~V~(pv.))) .  
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Ce qui donne: supg ~W(Pv) = v = supv sup,  cVp(pv,) = supp suPn ¢V(p(v,. - pOVp(pv,,)). 
Posons  f .  = n(v,. - n~Vn(nV,,)), alors (f . ) ,  = B ~ ( X )  et v = sup,  OVf,. 

THI~ORI~ME 6. Soit e e L .  On a: 

(1) Si v~S,~; alors v + Vo(¢(.,  v)v) est darts S o et ~ + Vo(¢(' ,  v)v) est dans E o avec 

= sups> o ~V~(~v). 
(2) Pour tout v e S~, et tout 2 > 0:~V~(2v) = ~Vz(A.v'); en particulier ~ est la plus grande 

minorante 4'V-excessive de v. 

(3) Pour tout v e  B~ (X) tel que v + Vo(¢(.,  v)v)~ S o (resp. Eo) alors v~ S~, (resp. E~). 
Preuve. (1) Soit v e S ~  et u =  v +  Vo(¢(' ,  v)v). Alors pour  tout  2 > 0 ,  on a: 

2V~u = 2V~v + 2v~ Vo(¢(', v)v) = ~'v~(,~v) + v~(¢(., ~'v~(2v))~v~(2v)) + 2v~ Vo(¢(', v)v). 

Ce qui donne: 2Vzu <~ v + Vx(¢(',  v)v) + 2V~ Vo(¢(',  v)v) = v + Vo(¢(' ,  v)v) = u e'est 

h dire u ~ S o. 
Maintenant ,  soit v eSo  n B [  (X) et s~ = ~Vz(2v). D 'apr6s  ee qui pr6e6de, on a: 

2v~u = s~ + Vo(¢( ' ,  s~)s~) - ,~V~ Vo(¢( ' ,  s~)s~) + ,~V~ Vo(¢( ' ,  v)v). (*) 

Pour  0 < p ~< 4, on a: ~V, Vo(¢(' ,  s~)s~) <~ 2VYo(q~(', sa)s~) <~ 2VYo(V¢( ' ,  v)). 

Cela donne: #V~Vo(f¢(.,  v')) ~< sup~>o 2V~Vo(¢(., sx)sz) <~ Vo(f¢( . ,  v')). 
Donc:  supx> o 2V~Vo(¢(', s~)s,O = Vo(gCP(', v")). 
I1 s 'ensuit d 'apr~s (*) que: u = supx>o 2Vxu = f + Vo(¢(-, v)v). 
Main tenan t  si veS~, alors v, = v ^ ne s t ,  et ~. + Vo(¢(' ,  v . )v , )eEo.  
Puisque ~. croit  vers ~ (d'apr6s la d6monst ra t ion  de la Propos i t ion  8), on dbduit  que 

+ Vo(¢(', v)v )~Eo.  
(2) Soit v e S¢ alors ~ + Vo(¢(',  v)v)e E o et par  suite pour  tout  2 ~> O: 

v~(v + Vo(¢(', v)v)) = v~(u) = V~(u) = v~(~ + Vo(¢(', v)v)). 

D o n e  pour  tout  2 ~> 0: Vzv = V~7. Or  d 'apr6s la Propos i t ion  2, on a: 

o <.< ~'v~(2v.) - ~'v~(2v.) < v~(,~(v. - ~.)) = o. 

Done,  pour  tout  2 ~> 0:~Vz(,~v,) = ~Vz(2~.) et par  pasage  ~i la limite (n---* + oo), on 

ob t ien t  ~Vx(2v)=OVa(2~) p o u r  tou t  2 , ,>0.  Ce qui donne  supz>o~Vz(2~)=  
supz>o ¢V~(2v) = ~. D ' au t r e  par t  on a: ~ ~< v irnplique que ~Vz(2v') <~ *V~(2v) ~< ~. D o n e  
~eE~ ,  de plus si w e E ¢  tel que w ~< v alors pour  tout  2 > 0, *Vz(2w) ~< ~Vx(2v). D o n e  
w ~< ~. C'est  ~i dire que ~ est la plus grande minoran te  ~V-exeessive de v. 

(3) Soit v e B [  (X) et u = v + Vo(v¢(',  v)eSo.  On a: 

s~ = *v~(2v) = 2V~v - v~(4~(', s~)s~) = 2V~u - 2VYo(¢(', v)v) - vA¢(.,s~)s~). 

P a r  suite: v - sx + V~(v¢(., v) - sxc~(., s,O) = u - 2V~u. I1 existe alors h e B ~ ( X )  telle 

que: v - sx = u - 2V~u - V~+h(h(u - 2Vau)). Or  u e S o  done u - 2VxueSx  et par  suite 

il existe (f.).>_-o ~ B + ( X )  telle que: v- -s~=l im, .__ ,+~o[VJ, -V,~+h(hV,~f . ) ]  = 
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l im.~+~ V~+hf . >>. O, c'est /t dire v~S~.  Si de plus u ~ E  o, alors lim~_,+~o s ~ = v, c'est 
/~ dire v ~ Eo. 

I L  Perturbation semi-lin6aire des semi-groupes 

Dans cette partie, on consid6re un semi-groupe tin6aire P = ( P t ) t > o  relat ivement 
born6 (i.e.: suPo~.<t [[P~[[ = liP[It < + oo), d6fini sur un espace mesurable (X, B). Soit 
~- = (T,)t> o le semi-groupe du mouvement  uniforme ~i gauche sur ]0, + oo[. Alors le 
produi t  tensoriel P = P ® -0- est un semi-groupe relativement bom~ sur X x ]0, + oo [ 
d6fini par: 

Pth(x,a) = t]t,+o~t(a)Pth(., a - t)(x) off h ~ B + ( X  x ]0, +oo[ ) .  

La r6solvante de ff no t re  V = (17~)~o est donn6e par: 

t) = f l e - ~ P ~ h (  ., t - s)(x)ds. lT h(x, 

* On note I7 au lieu de 17o. 
* On  rappeUe que s i f  ~ B + (X), la fonction Pf  d6finie par  Pf(x,  t) = Ptf(x),  est excessive 
par  rappor t  fi (IZ~)~> o. 
* O n  no te  H l 'ensemble  des fonct ions  4):X x ~ - - ~  mesurables  telles que 
4)- = s u p ( -  4), 0) soit born6e et l 'application r - ~  r4) (x, r) soit localement lipschitzienne 
uniform6ment par  rappor t  fix. I1 s'ensuit que l 'application r--~ 4)+(x, r) est localement 
born6e uniform6ment par  rappor t  f ix.  

A. CONSTRUCTION DU SEMI-GROUPE PERTURBI~ 

THI~ORI~ME 7. Soit 4)~ H. Alors il existe un semi-groupe non lin6aire ¢'P = (¢'Pt)t>o 
relativement born6 unique v~rifiant pour tous f ~ Bb(X ), x ~ X et t > 0: 

*Ptf(x)  = Pt f (x)  - f l  P'-~(4)('' ~P~f)~P~f)(x) ds. 

Preuve. Soit / ~ +  tel que 0<~4)-  <~# et soient f ~ B b ( X  ) et a > 0 .  On  pose 
D = {u~Bb(X x [O,a]):lu(x,t)[ <. e~'P,([fl)(x); V x e X ,  Vt~[0 ,a ]} .  

Soit 2 = sup { 4) ÷ (x, u(x, t)); x ~ X ,  u ~ D  et t e [ 0 , a ] }  et 0 --- 2 - 4). On  d6finit alors 
t 'op~rateur T sur D par: 

Tu(x, t) = e-~°tPJ(x) + e-X(r-~)Pt_~(O(', u(.,  s))u(-, s))(x)ds. 



76 HABIB MAAGLI 

On a: T(D) c D et il existe k > 0 tel que pour  tous u, v ~ D, x E X et t ~ [0, a]: 

I Tu(x, t) - Tv(x, t)l ~ k f l  P t -s ( lu("  s) - v(',  s)l)(x) ds. 

Ce qui donne par  r6currenee s u r n  ~> 1: 

t n 
[T"u(x , t ) -  T"v(x,t)l ~ (k[[Pl[,)"~. sup ]lu(', s ) -  v( ' ,  s)[[. 

O<~s<~a 

Done  pour  n assez grand, T" est une contract ion stricte de D dans D. Or, D est ferm6 

de Bb(X x [0 ,a]) ,  done  T" admet un unique point fixe wsD, qui est un point fixe 
unique de T dans D. Ainsi on construit une fonetion v~B(X x ]0, + ~ [ )  telle que 

pour  tous x e X et t > 0: 

Iv(x, t)l <~ eu'et([fl)(x). 

De plus pour  tout  a > 0, il existe 2 ~ ~ ÷ telle que pour  tous x s X et t s [0, a]: 

v(x, t) = e-   'Ptf(x) + e-  z(t-s)pt_~(O(., v( ", s))v(', s))(x) ds. 

Or cette 6quation s'6crit sur X × [0, a]: 

v = ~P f+  17~(0(., v)v) = a p f +  217v _ Va(¢(', v)v). 

D'o6:  

v = (I + x t T ) ( z p f -  ~ ( ~ ( . ,  v)v)) = P f -  ~(~( . ,  v)v). 

Done  la fonetion v v6rifie pour  tous x z X et t > O: 

v(x, t) = Pt f (x)  -- f l  P t - s ( ¢ ( ' ,  v(',  s))v(', s))(x) ds. 

Posons  alors ¢'Ptf(x) = v(x, t). Nous  obtenons une famille (*Pt)t>o d 'op6rateurs non 
lin6aires sur Bb(X ). Cette famille (*P~),>o est un semi-groupe. 

En effet, soient f e B b ( X  ), x e X ,  t et t' > 0: 

ul(x, t) = 4'Pt+rf(X ) 

= P , + J ( x )  - P , + c - d ¢ ( ' ,  ~Psf)~P~f)(x) ds 

- I' P,-~(¢(',  ePs+ r f )°Ps+ r f )(x) ds. 
do 
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u2(x, t) = ~Pt( *Pt, f ) ( x )  

= e ~ + , , f ( x )  - P,+,,_~(~(-, *Pf f )4 'PJ ) ( x )d s  

- ; i  e~-~(4)('' ePs(ePcf))*Ps(4~Pcf))(x) ds. 

On a: lui(x,t)[ <<. e"(~+~')P~+,.([fl)(x) pour  i = 1,2 et 

u~(x,t) - uz(x, t) --  ~7(~( . ,  u2)u2 - 4 ( ' ,  ul)uO(x, t). 

Done  pour  tout  a > 0, il existe k > 0 telte que pour  tous x ~ X ,  t ~ [ 0 , a ]  et n/> 1: 

a n 

lut(x, t) - u2(x, t)l ~< (kiiPl[.)'~. sup ]lul(', s) - u2(-,  s)lJ- 
• 0 ~ < s . < . a  

I1 en r6sulte que u 1 = u 2, c'est ~i dire: ¢~Pt+t,f= 4'Pr(4'Pt,f). 
Soit  m a i n t e n a n t  (Qt)t>o un aut re  semi-groupe  re la t ivement  born6  (i.e.: 

supo.<~tllO~fl[ ~< c, llftlo~ < + c~) tel que 

Qt f  = P t f  - f l  Pt-s(d/(" , Q j ) f 2 ~ f )  ds. 

Ce qui donne  pour  tout  a > O, il existe k > 0 tel que pour  tous x ¢ X, t E [0, a] et 

n >~ l:[4'Ptf(x) -- Qtf(x)l <~ (kllP[[,)na~/n! S U P o ~ .  ][4,n~f_ OJl[. 
Donc  ° P t f  = Q t f  pour  tout  t > 0. 

* (eePt)t> o est appel6 semi-groupe perturb6 de (Pt)t>o par  ~b, 

R E M A R Q U E  7. (a) Si f ~ B ~ ( X )  alors 4 ' e t f ~ B ~ ( X )  et si ~bo(x,r ) = lto,~l(r)dp(x,r ) 
alors 4,p,f = ~,op,f pour  f ~ B~ (X) et e)°PJ(x) = P,(X) sif est n6gative. 

(b) Si ~b ne d6pend pas de r (i.e.: q~(x,r) = ¢(x)) alors (¢'Pt)t>o n'est autre que le 
semi-groupe lin6aire d6fini dans [10]. 

L E M M E  4. Soit Z = (f~, Xt,  F, Ft, Or, px)  un processus de Markov associd d~ (P,)t>o et 
soit h ~ B ( X  + ]0, + 0 o [ )  telle que pour tout t > O, ~tosupx~xlh(x,s)lds < +oo.  Alors 
h P J ( x ,  t) = l t s"  + ~t(t)E*(f(Xs,  t - s)" exp (-- ~ h(Xr, t - r) dr)), est un semi-groupe sur 
X x ]0 ,0o [  de noyau V h f ( x , t ) =  rt hp ¢t  x t)ds, vdrifiant: JO s J r  

e =  Vh + !7h(hlT) = ~ + V(hVh). 

P R O P O S I T I O N  9. Si 2( = (f~, X, ,  F, F t, 0,, P:') est un processus de Markov associd d 
(P,)t> o, alors le semi-groupe (*Pt)t> o vdrifie pour f ~ Bb(X), x ~ X et t > 0: 
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Preuve. On a: Pf  = ePf + V(¢(' ,  '~Pf)~Pf). Ce qui donne d'apr6s le Lemme 4: 

4,pf = p f  _ lTh(hpf) off h = ~b(., ~Pf). 

Soit fn(x, t) = ne-ntPtf(x ), alors Pf = supn ITfn et on a: 

*P,f (x)= lim /7~f~(x,t) 

= lira ne P~ t-s ex - P t - r  r r ds 
n - *  q-  O0 

= l i m  e - ' E  ~ t e x  - P , - ,  , r s 
n ~  q" oO • 

= E X ( f ( X t ) e x p ( - f i ¢ ( X , ~ P , - f f ( X r ) ) d r ) ) .  

PROPOSITION 10. Soit C e l l  et soit h~Bb(X ). Alors dp+ h e H  et on a pour tout 
t > 0:~(*P), = ¢+hP r 

Preuve. Soit (Xt),> o un processus associ~ ~ ( P t ) t > o .  Posons Qt = * ( h P ) r  O n  a pour 
f eBb(X ), x e X  et t > 0: 

Qtf(x) = hPtf(x ) -- f l  hPt_~(¢( • , Qff)Qff)(x) ds. 

Soit O(x, t) = ¢(x, Q,f(x)). Alors on a: Qf = hp f_  lTh(0Qf) et d'apr6s le Lemme 4 
appliqu6 fi ( h P ) t > o  , o n  obtient: 

Qf = hpf _ ~+o(Ohpf). 

Ce qui donne pour x e X et  t > 0: 

Qtf (x) = hPJ(x) - Ex ( f i o(x,, t - s )hPNf  (X,) exp ( - f ~ [h(X,) + O(X, t - r)] dr) ds ).  

D'ofl 

[fo (fo Q,f(x) = hPtf(x ) - E ~ O(X~, t - s)EX'(e-~ ~h~x')a~ f(X,-~))exp -- h(Xr) 

+ O ( X , , t - r )  dr) d s ) ]  



PERTURBATION SEMI-LINEAIRE 79 

I1 en r6sulte que: 

C ' e s t / t  dire: 

°(hP)t = e+hP t, pour  tout  t > 0. 

THI~ORI~ME 8. Soit  d p e H  et soient f ,  g e B b ( X  ). Ators  on a: 

(t) Si f ~ g ~ V t  > O, ~ P t f  <~ °PRO. 
(2) Vt > 0, il existe une constante c = c(t, dp,f,g) > 0 tell que: 

I~'P~f - ~'P, gl <~ c P , ( l f  - gl), 

En particulier, si dp~L (cf. partie I), alors on a: 

I*P, f  - *P, gl <<. P , ( l f  - gl). 

Preuve. Soient f ,  g ~ Bb (X  ) et ~b ~ H. Posons  pour  y ¢ X et s >I 0: 

b(y, 4,p~g(y))4,e~g(y) _ q~(y, ~ p ~ f ( y ) ) ~ p j ( y )  
h(y, s) = 4,e~a(y ) _ ~p,f(y) si '~Psg(Y) # O p j ( y ) ,  

0 sinon. 

Alors pou r  tout  t > 0, il existe a >t 0 tel que: V y ~ X ,  Vs¢ [0 , t ] ,  lh(y, s)I ~< a. I1 s 'ensuit 

d 'apr6s le L e m m e  4 que: 

e P t f ( x )  - *Pig(x) = P t ( f  - g)(x) - Vh(hP(f  -- g))(x, t) 

= E X ( ( f - g ) ( X t ) e x p ( - f l h ( X ~ , t - s ) d s ) ) .  

Ce qui mon t re  que: 

(1) Si f ~  g alors pour  tout  t > 0; 4 ' P t f ~  4p,9.  
(2) Pou r  tous x e X et t > 0: 

I¢'Ptf(x) - ¢~Ptg(x)l <~ d ~ P , ( l f  - gl)(x). 

En part iculier  si ~b e L alors la fonct ion h est posit ive et pa r  suite: 

l ° e J  - eP,  gl <- P t ( I f  -- at). 

L E M M E  5. Soit  f eB2(X) et soit  (f,)n c B+ (X) telle que f =  s u p J , .  Alors 

4 ,p , f  = sup 4'P~f n . 
I I  
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Preuve. On a Pf. = 4,pf. + 17(¢(-, 4,pf.)Opf.). 
lira._. + oo ¢ ( ' ,  cPf.)¢Pf. = u¢( - ,  u) et 0 <~ u <~ 4~pf 
Lebesgue on a: P f  = u + 17(¢(-, u)u). Done  u = ¢Pf 

Posons  u = s u p . O P f .  alors,  
Donc  d'apr6s le th6or6me de 

L E M M E  6. Soient f eB+(X)  et (f .) .  ~ B [ ( X )  une suite croissante vers f Alors: 
sup. oP,f .  = sup. *Pt( f  ^ n). 

Preuve. On a pour  m, ne  N : f", ^ n <<.f~ implique que oPt(f~ ^ n) <~ ¢PJ~, Ce qui 
donne: OP~(f ^ n) <~ sup., cPtf., et par  suite sup. CPt(f ^ n) <~ sup,. ¢P~f.,. D'autre  part: 

f. ,  ^ n --.<f ^ n implique que ¢~P,(f,. ^ n) <~ ¢ P , ( f ^  n) et OPtf., <~ s u p ~ P , ( f  ^ n). 
n 

Done  sup., ~Ptf., <~ sup. +P~(f ^ n). D'o5 le r6sultat chereh& 

DI~FINITION 4. Soit f e B + ( X ) .  On d6finit ~P,f:= s u p . ¢ P t ( f  ^ n). 

R E M A R Q U E  7. Soit f e B + ( X )  et soit (f . ) .  = B+(X) telle que f =  sup.f~. Alors 

~Ptf = sup, ~P~f,. 

P R O P O S I T I O N  11. Soit ¢ e H tetle que I'application r--~ ¢(- ,  r) soit croissante sur 
[0, + ~ [ .  Alors pour tous f g E B + ( X )  et t > O, on a: 

(i) CPt(f + g) ~ C PJ  + ¢Ptg. 
(ii) CPt(~tf) <~ ~¢Ptf  ; si ~ >~ 1. 
Preuve. (i) Soient f g e B b ( X )  et ¢ ~ H  telle que r--*q~(', r) soit croissante sur 

[0, + ~ [ .  Posons  u = ¢Pt f  v = ¢P~9 et w = ¢ P ( f +  9). Alors d'apr6s le Th6or6me 8, 
on a: 0 ~< sup(u, v) ~< w. D'autre  part  on a: 

u + v - w = ~7((w - u - v ) ¢ ( . ,  w ) )  + ~ 7 ( u ( ¢ ( . ,  w )  - ¢ ( ' ,  u))  + Y ( v ( ¢ ( ' ,  w )  - ¢ ( ' ,  v))).  

Soient h = q~(., w)et 0 = u(¢( . ,  w) - ~b(-, u)) + v(¢(-, w) - ~b(-, v)). Alors 0 est positive 
et d'apr6s le Lemme 4, on a u + v -- w = 170 - ~(hVO) --- I~(0)), que est positive. 
C'est ~i dire pour  f g e B~(X): 

4,p,(f + g) < 4,p,f + *pig. 

Maintenant ,  en utilisant la D6finition 4, on obtient l'in6galit6 pour  f, g e B +(X). 
(ii) Ca se d6montre  de la m~me mani6re que (i). 

PROPRI t~TE 2. Soit ¢ e H telte que l'application r--~ ~b(-, r) est paire. Alors pour tous 
f g ~ B b (X) et tout a > O, il existe h e Bb(X x [0, a ] )  telle que pour tous x ~ X et t ~ [0, a]: 
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o1~ (X,)t> o est un processus de Markov associk d (Pt)t>o- En particulier pour tous 
f e Bb(X ) et t > O, on a: 

e p , ( _ f )  = 4,p,f  et [•P, f l  <~ 4,pt(lf[). 

Preuve. O n  a sur X x [0, a]: 

4,pf + 4~po = p ( f  + (I) - V(43(', 4,pf)~pf + 43(., ¢Pg)'~Pg). 

Or la fonction r---~ 43(-, r) est paire, donc  on a: 

~,pf + ¢pg = p ( f  + g) _ g(43(., ~,pf)Opf _ 43(., _ Opg)(_  CPo))- 

Soit heBb(X x [O,a]) telle que pour  tous x e X  et te[O,a]:  

43(x, 4JPtf(x))eePtf(x ) - 43(x, - ¢'P~g(x))(- 4'Pro(x)) = h(x, t)(4)Ptf(x) + CPtg(x)). 

Alors on a d'apr~s le Lemme 4 pour  x e X et t e [0, a]: 

e 'P, f (x)  + %o(x) = p , ( f  + g)(x) - f , ( h ( e ( f  + o)))(x, t). 

C'est fi dire 

En particulier si g = - f ,  on  obtient  pour  tout  t > 0: 

* e t ( - f )  = - * p t f  

D'aut re  part, on  a pour  tout  t > 0 : * P t f  + ~Pt(l f l)  >~ O. Or  on sait d'apr~s le Th6or~me 

8 que: ¢ P t f  <~ *Pt(lf])- D o n c  t*P,fI <~ *P,(lf]).  

R E M A R Q U E  8. Si r---~ 43(', r) n'est pas paire, ta Propri6t6 2 ne subsiste pas. En  effet 

soit 43(x, r) = sup(r, 0) et Pt = Id. 
Alors 

f ( x )  si f ( x )  >~ O, 
¢'P,f(x) = 1 + tf(x) 

f ( x )  si f ( x )  <~ O. 

On a: ¢ P t ( -  1) = - 1 et 4'Ptl = 1/(1 + t). Ce qui mont re  que: 

1 
¢Ptl  ¢ - O P t ( - 1 )  et I*P,(-1)I  = 1 > 1 + t - *Ptl; pour  tout  t > 0. 

THI~ORI~ME 9. Soient 43 et ql dans H tels que 43 <. ¢. Alors pour tous f e B + ( X )  et 
t > O:t~Ptf~ Optf  
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Preuve. Soit f • B [  (X). On a: c P f -  ~Pf = 17(~°Pf~O(., ~Pf) - o P f ¢ ( . ,  CPf)). Posons: 

{ W(',  * P f ) * P f - -  V(- ,  ~Pf)~Pf si ~Pf  # ~Pf. 
h = * P f -  ~Pf 

0 sinon; 

u = * P f -  VPf  et v = ¢'Pf(W(., CPf) - ¢( . ,  4,pf)). 
Alors on a: u = - I T ( h u )  + Vv. Ce qui donne  d'apr~s le Lemme  4: 

u = ~v - 17h(hVv) = 17,v. Or  la fonction ves t  positive, done u •st positive; e'est ~i dire 

V P t f  <~ 4~Ptf 

C O R O L L A I R E  3. Soit dp • H e t  soit q~,(x, r) = lto" + ~I(r)(¢(x, r) ^ n), pour n • ~.  Alors 
pour tout f e B ~  (X), on a: ¢Pt f (x)  = in f ,*"PJ .  

Preuve. On a: r ¢ , ( x , r ) =  l[o,+~[(r)inf(rdp(x,r),nr ). I1 s'ensuit que ¢ , e H .  De plus 
on a pour  f e B [ ( X ) :  

4~"Ptf(x ) = P t f (x )  -- V(O,( ' ,  4"Pf)4'"Pf)(x, t). 

D'apr6s le Th6or6me 9, la suite (~"Pf). est d6croissante, soit u ( x , t ) =  inf ,~"Ptf(x).  
D'autre  par t  si 0 ~< ¢ -  ~</~ e ~ + alors 0 ~< 4,.p,f  ~ eutp , f  Donc  pour  tout  a > 0, il 
exist• n o ~ t~* tel que pour  tous n i> n o, x e X et t ~ [0, a] :¢(x ,  "~"Ptf(x)) <~ n. 

It en r6sulte que pour  tous n >~ n o, x e X  e t t  e [ 0 , a ] :  

*"pt f (x)  = p t f ( x )  - 17(¢(., ¢"Pf)*"Pf)(x,  t). (*) 

Or  lim,_,+oo 4"Ptf(x)d2(x,q"Ptf(x))= u(x, t)¢(x,u(x,O) et il exist• k > 0 tell• que 
I¢(x, 4"Ptf(x))V"Ptf(x)] ~ k, pour  x • X  et t e [0, a]. 

Done  par  passage fi la limite dans (*) en utilisant le th6or6me de Lebesgue, on 
obtient  pour  tous x • X  et t > O : u ( x , t ) =  P t f ( x ) -  V(¢( . ,  u)u)(x,t). Ce qui donne  
d'apr6s le Th6or6me 7: u(x, t) = 4'PJ(x), c'est fi dire 

¢Ptf (x)  = inf~"P~f(x). 
n 

TH]~ORI~ME 10. Soit (Qt)t>o un semi-groupe lindaire relativement bornd sur (X,B) 
tel que pour tout t > 0: Pt <~ Qr Alors pour tous ¢ • H, f • B + (X) e t t  > O, on a: ~'Ptf <~ ~Qtf  

Preuve. On peut  supposer que ¢ e H + (quitte /l prendre # + ¢ au lieu de ¢ off 
0 ~< ¢ -  ~< t t • R  + et eutPt au lieu de Pt et e~tQt au lieu de Qt). De m~me d'apr6s le 
Corollaire 3, on peut  supposer que ¢ est born6•  sur X x [0, 0o[. Soit f e B ~ ( X )  et 
2/> 0 tel que pour  tous x e X et r ~> 0, 0 ~< ¢(x, r) ~< 2. Alors d'apr6s le Th6or6me 7, on a 

¢Pf  = ~'Pf + 17~((2 -- q~(-, ¢Vf))q~pf) 

¢PQf = XQf  + liVx((2 - dp(', * Q f ) ) e Q f )  
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Off 

f ~ = f ; Z P , f d t = f i e - ~ t p ,  f d t  
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et l,v~= f ; zQtf dt. 
On pose 0 = 2 - ~b; v = *Q f -  *Pf; u = ~ Q f -  xPf et g = ¢°QfO(., *Q f) .  Alors il 
existe une fonct ion mesurable  

telle que: 

*PfO(', *Pf) - *QfO(.,  *Off) 
h = ,Q f _  , p f  si *Pf # * Q f  

0 sinon; 

v = u - e (hv) + - e g. 

Ce qui donne d 'apr~s le L e m m e  4: 

v = [ I  - I7~+h(h ")](u + I~;.g - 17~g). 

Ixs fonctions u et V?~0 - ~Tza sont ~ - su rm6d ianes  doncla f o n c t i o n  s = u + W z v  - Vz0 
est Wz-surm6diane et pa r  suite s est V~-surmOdiane et on a: s - Vz + h ( hs) >1 ~ -- Vz + h (h~) 
off ~ =  r6gularis6e Vz-excesive de s. Or  il existe s , ~ B b ( X  x ] 0 ,  oo[) telle que 

g = sup,  17 zs., d onc v = s - Vz +h(hs) >~ g -- 17~ +h(h~) = l im,~ + o~ 17z +hS,, qui est positive. 
Pa r  suite v e s t  une fonction positive, c'est fi dire *Pf % *Qf  

P R O P O S I T I O N  12. Soit c~ ~ H + telle que l'application r---~ ~( . , r) soit croissante sur 
[0, + o o [ .  Alors pour tous f ~B+(X), x ~ X  et t > 0 tels que 0 < Ptf(x)  < +oo:  

epptf(x)<...pj(x)<<.,ptf(x) {fl P'-~(¢(''&f)Pj)(x)dst 
Preuve. Soient f ~ B ~ ( X ) ,  x ~ X  et t > 0 tels que 0 < PJ(x) .  Soit (Xt)t> o un 

processus associ~ g (Pt)t>o. Alors d 'apr~s la Propos i t ion  9, on a: 

*P~f(x)= E~([exp(- fi ~(X~,*P,-J(X~))ds)tf(X,) ). 
Or  la fonct ion r---* 4~(., r) est croissante sur [0, oo[ et *Ptf<... P~f D o n c  
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D'autre part la fonction 00~) = E * [f(Xt)  exp (-- 2 ~ ¢(X~, Pt- J(X~)) ds)] est compl6te- 
ment monotone sur ]0, ~ [ ,  donc on a: 

0(0) ~< 0(1) exp ( -  0'(0)'~ 
o(o)] 

Ce qui donne: 

(If: )/ E ~ ¢(x~, P,_ ~f(x~)) dsf(Xj 
Ptf(x) <<. ¢Ptf(x)exp ~ ] 

ou encore 

p t f ( x )<<¢pj (x )exp( f [P t -~ (¢ ("PJ)PJ) (x )ds l  

I 

COROLLAIRE 4. Soit dpeH + teIle que l'application r---~ qS(., r) soit croissante sur 
[0, + 0o[. Alors tes assertions suivantes sont ~quivalentes: 

(1) (¢Pt)t>o ~ (Pt)t>o (i.e.: qc > 0 tel que V f e B+(X), V t > 0; CPtf <<. e z f  <~ cCPtf). 
(2) I1 existe k > 0 tel que V f e B+(X), Yt > 0:S~et_~(¢(., PJ)P~f)ds <~ keJ.  
Preuve: (1) =~(2). Pour tous f eB+(X)  et t > 0 un a: 

f l  Pt_~(¢(', P J ) P J ) d s  <~ f l  Pt-~(¢( ' ,  ¢Ps(cf))*P~(cf))ds <. Pt(cf) = cPtf. 

(2) ~ (1): Ca d6coule de la Proposition 12. 

EXEMPLE. Soit Pt f ( x )= f (x  + t) sur R et soit q~eH + tel que r--*q~(., r) soit 
croissante sur [0, + ~ [ .  Alors (~Pt)t>o ~ (et)t>o si et seulement si x--~S~_® ¢(s,x)ds 
est bom6e sur [0, + ~ [ .  

B. FONCTIONS EXCESSIVES 

Dt~FINITION 5. Soient ¢ e H et v e B+(X). v est dite *P-surm6diane si pour tout 
t > O:~Ptv <~ v. 

* On note S(*P) l'ensemble des fonctions ~P-surm6dianes, qui contient evidemment 
S(-"P) o f i 0 ~ < ¢ -  ~<~te~ ÷. 

REMARQUES 9. (I) Si veS(~P) alors t'application t---~P,v est d6croissante sur 
]0, +oo[. 
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(2) Soit 4)e H telle que r--* 4)(-, r) soit croissante sur I-0, + oo [ alors S(*P) est stable 
per somme. 

(3) Vu, veS(*P) ,  inf(u, v)¢S(*P)  et si (Vn), est une suite mono tone  darts S(*P) alors 
l im,~ + ~ v, , s t  dans S(*P). 

D t ~ F I N I T I O N  6. Une fonction veB+(X) est dite *P-excessive si veS(*P)  et 

limt-~o *Pry = supt>o *Pt v = v. 

* On  note E(*P) l 'ensembte des fonctions *P-excessives. 

R E M A R Q U E S  10. (a) Si v e S(*P) alors u = supt> o*Pt  v est la plus grande minorante  
*P-excessive de v. 

(b) Soient a > 0 et v e E(*P). Alors *PaY est *P-excessive. 
(c) Si (vn),>~l ,s t  une suite croissante dans E(eP)  alors supn v, E E(*P). 

P R O P O S I T I O N  13. Soient 4) ~ H et v ¢ B~ (X). On considdre les assertions suivantes: 
(a) P~v <. v + I~ Ps(4)(., v)v)ds; (Vt > 0). 
(b) *P,v <~ v; OCt > 0). 

AIors (a) =~ (b). 
Preuve. Soient a > 0 et veB~(X).  I1 existe alors 2 e  R + tell ,  que pour  tous x s X  

et ts[O,a]:4)(x,v(x)) ~ 2 et 4)(x,*P,v(x)) ~< 2. De plus on a: 

*e,v(x) = XP, v(x) + 174 [ [2 -  4) ( . ,*Pv)]*Pv](x , t )  pour  x z X  et t e [ 0 , a ] .  

D ' au t r e  par t  l ' in6galit6 Ptv<.v+yoPs(4) ( . ,  v)v)ds est 6quivalente  /l XPv+ 
~((,~ - 4) ( . ,  v))v) <. v sur x x [0, a]. 

Donc  en posant  u = *Pv, on obtient  sur X x [0, a]: 

u - TT~((;. - 4 ) ( . ,  u))u) <~ v - ~ ( ( x  - 4 ) ( . ,  v))v). 

Soit h = 2 - 4)(-, u) et 0 = 4)(-, v): alors on a sur X x [0, a]: 

u - *h+o(hu)  <. v - ¢h+o(hv) .  

Ce qui donne: [ I  - 17h+o(h .)](u -- v) ~< 0 et par  suite u ~< v. 

C O R O L L A I R E  5. Soit 4)e l l  +telle que r---.r4)(-, r) soit croissante sur [0, + oo[ et 
soit v ~ B + (X). Alors les assertions suivantes sont dquivalentes: 

(a) P,v <~ v + .[;f~(4)(-, v)v)ds; (Vt > 0). 
(b) *Ptv <~ v; (Vt > 0). 

On suppose dans la suite que le semi-groupe (Pt)t>o est sous-markovien (i.e.: Vt > O, 
¢~o e-~tp dr, la rdsolvante de (Pt)t ,o et Ptl <~ 1) et on considdre 4)e L. On note V~ = jo t 

(*V~),> o sa perturbde par 4). On suppose que Vol est bornde. 
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L E M M E  7. Toute fonction ~P-surm~diane est ~'W-surmddiane. 
Preuve. Soit u ~ B ~ ( X ) n  S(*P). Alors d 'apr6s le Corollaire 5, on a: 

etu ~ u + f lP~(~( ' ,  u)u)ds. 

Ce qui donne: u + Vo(~b(-, u)u) est dans S(P) c S o. Pa r  suite d 'apr6s le Th6or6me 6, u e S~. 
Main tenan t  s iv  est une fonct ion quelconque ~P-surm6diane alors pour  tout  n ~ N, 

u~ = v ^ n ~ B~ (X) c~ S( ~P) car  ~'P~(n) <~ P~(n) <~ n. D o n c  d 'apr6s ce qui pr6c6de, u~ ~ S,~ 
et pa r  suite v = sup,  u~ est darts S~. 

R E M A R Q U E  11. Si S O = S(P) alors S(~P) = S~. En effet, soit u e B ~ ( X ) n  $4, alors 
d 'apr6s le Th6or6me 6, u + Vo(c~(., u)u)eS o = S(P). I1 en r6sulte que pour  tout  

t t > O:P~u <~ u + So P~(g?(', u)u)ds. Donc  d ' ap r&  le Corollaire 5, u e S(~P). Si v est une 
fonct ion quelconque dans S~, alors u~ = v A nes t  dans B~(X) c~ S¢, et donc  u~ ~ S(~P). 
Pa r  suite, v = sup~ u~ e S(~P). 

THI~ORI~ME 11. Soit v eBb(X) .  Alors les assertions suivantes sont ~quivalentes: 
(a) ves t  g'P-excessive. 
(b) (Vt > 0), Pry <~ v + S~Ps(q~(., v)v)ds et limt_~o Pry = v. 
(c) v + Vo(¢~(', v)v) est P-excessive. 
(d) ves t  ~W-excessive. 
Preuve: (a)<~-(b). D 'apr6s  le Corol laire  5, on a: v~E(¢'P) si et seulement si pou r  

t 
tout  t > 0, Pry <~ v + Soe~(¢~( • , v)v)ds et limt_.o~P~v = v. 

t e  t = Or,  Pry = ~Pt v + ~o ~(c~(., ~'Pt_~v)~'Pt_~v)ds et limt_~o~oP~(~b(-, v)v)ds O, car  
Vo(~(., v)v) < + ~ .  D o n e  v e s t  *P-excessive si pour  tout  t > O, 

Pry <<. v + flP~(c~(., v)v)ds et l imPtv = v. 
t "* O 

(b) ~ (c) 6vidente. 
(c) ¢~ (d) Ga  r6sulte d 'apr6s le Th6or6me 6 et la fait que E o = E(P). 

C O R O L L A I R E  6. La rdsolvante non tin~aire (~V~)~> o et le semi-groupe non lindaire 
(~'Pt)t>o possddent les m~mes fonctions excessives. 

Preuve. Soit v une fonct ion ~P-excessive alors pou r  tout  n ~ ~ ,  v n = sups> o ~Pt( v A n) 
est ~P-excessive born6e et v = supn vn. I1 s 'ensuit d 'apr6s  le Th6or6me 11 qui v, est 
~V-excessive et donc  v E E,~. 

R6ciproquement  si u est une fonction OV-excessive alors pour  tout  n ~ ,  

u, = sup,> o oV~(~(u ^ n)) est dans Eo c~ Bb(X) et u = sup,  u,. Or  d ' a p r &  le th6or6me 
pr6c6dent u, est *P-excessive et donc  u aussi. 



PERTURBATION SEMI-LINEAIRE 

Reconnaissance 

Je remercie le ref6r6e pour les suggestions qu'il m'a faites. 
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