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Abstract. We are concerned with nonlinear resolvents and semi-groups. They are obtained by perturbing
linear ones. Properties of these nonlinear operators are investigated, particularly supermedian and excessive
functions.

Résumé. La perturbation semi-linéaire des résolvantes et des semi-groupes linéaires, nous donne des
résolvantes et des semi-groupes non linéaires. Nous étudions alors les propriétés de ces opérateurs non
linéaires et en particulier les fonctions surmédianes et excessives associées.
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Introduction

Le but de ce travail est ’étude de la perturbation semi-linéaire des résolvantes et des
semi-groupes linéaires.

Les résultats obtenus constituent une généralisation de ceux de [1] et [13]
concernant la perturbation linéaire des résolvantes et de ceux de [9] et [10] concernant
la perturbation linéaire des semi-groupes.

Drautre part, ce travail fait suite aux travaux de Dellacherie [5] et [6], lequel a
étudié les résolvantes non linéaires et a établi une version non linéaire du théoréme
de Hunt, et de Maeda [12], lequel a étudié la perturbation semi-linéaire des espaces
harmoniques, ¢t De La Pradelle et Feyel [4], lesquels ont construit la solution du
probléme de Dirichlet correspondant a Vopérateur elliptique non linéaire
Lu = 1/2Au + F(-, up/ + G(-, u), en utilisant des méthodes probabilistes.

Dans le premier paragraphe, on considére un espace (X, B) mesurable sur lequel
est définie une résolvante linéaire V = (V,),.., sous-markovienne. On se donne une
fonction ¢: X x R— R* mesurable telle que Papplication - ré(x, ) soit croissante
et localement lipschitzienne uniformément par rapport 2 x. On montre alors que
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pour tous f mesurable bornée et « > 0, il existe une fonction mesurable bornée *V, f
unique vérifiant:

Vol = Vof + V(-5 PV 1)V, S).
La fonction *V, f est alors une solution de I'équation semi-linéaire:
Au —ou—ud(-,u)= —f, ol —A) =V,

On obtient ainsi une famille résolvante (*V,),,, d’opérateurs non linéaires (i.e.:
Va,B >0, ?V, = V(I + (B — 2)*V,)), subordonnée a (V,),.,. On étudie ensuite les
propriétés de cette résolvante. En particulier, on montre que ?V, est un opérateur
croissant et que pour tous f, g mesurables bornées et tout o« > O

[PV.f — Vgl < V(I — gl).

On en déduit que si ¥,1 est borné, alors (?V,),. , est achevée par un opérateur *V
qui vérifie le principe complet du maximum. On achéve ce paragraphe par I'étude
des fonctions surmédianes et excessives de la résolvante perturbée (?V,),.,. En
particulier, on donne une caractérisation des fonctions *V-surmédianes (analogue a
celle du cas linéaire) a savoir: Pour qu’une fonction v soit *V-surmédiane il faut et
il suffit que pour toute fonction h mesurable bornée, la relation:

*Vh{x) < v(x) pour tout xe[h > 0]

entraine: *Vh(x) < v(x) pour tout xe X.

Dans le deuxiéme paragraphe, on considére un espace (X, B) mesurable sur lequel
est défini un semi-groupe linéaire (P,), , relativement borné. On se donne une fonction
¢:X x R— R mesurable tell que ¢~ soit bornée et l‘application r—» ré(x,r) soit
localement lipschitzienne uniformément par rapport a x. On montre alors qu’il existe
un semi-groupe non linéaire (*P,),. , unique vérifiant pour tous f mesurable bornée
ett>0

t

sz= ¢Ptf+ j Pl—s((ﬁ(" ¢Psf)¢Psf)dS'

]
Siy=(QX,,F,F,0,P*) est un processus de Markov associé¢ a (P,),»,, alors le
semi-groupe (?P,), o vérifie pour tous f mesurable bornée, xe X et ¢t > 0, I'équation:

P f(x) = E*(e Jo?Xn Peocl XeDds £ ).

On étudie ensuite les propriétés de ce semi-groupe (*P,), o. En particulier, on montre
que ?P, est un opérateur croissant et que pour tous f et g mesurables bornées et
t > 0, il existe une constante ¢ > 0 telle que:

id’Ptf_ ¢Ptg' < C‘P,(If— gl)-
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On achéve ce travail par I'étude des fonctions surmédianes et excessives par rapport
au semi-groupe (°P,),» - En particulier, si (P,),,, est sous-markovien et si ¢ est
comme dans le premier paragraphe, on montre alors que (*P, ), , a les mémes fonctions
excessives que la résolvante (?V,), . , 00 (V,), > o est la résolvante du semi-groupe (P,), » -

NOTATIONS ET RAPPELS. Soit (X,B) un espace mesurable. Dans la suite
B(X)(resp. B,(X)) désigne l'ensemble des fonctions mesurables (resp. mesurables
bornées) sur X. L’exposant + affecté a ces espaces indique que seules les fonctions
positives sont considérées.

On rappelle que si U est un noyau sur X vérifiant le principe complet du maximum
et Ul < + oo et si e B, (X) alors U, désigne le noyau perturbé de U par 6 (cf. [1]
ou [13]). De plus on a la relation fondamentale suivante:

U-Ue0)U+UE )=+ U@ - Uy )=1

De méme si (P,),. o est un semi-groupe relativement borné, associé 4 un processus
de Markov (X,),s, et si he B,(X) alors (*P,),> , désigne le semi-groupe défini par la
formule de Feymann—Kac:

"P,f(x) = E* (f (X;)exp (— ft h(X,) dS>>

0

et vérifie pour tout ¢ > 0 (cf. [10]):

t

"P.f(x) = P.f(x) — f P,_ (WP, f)(x)dx = P, f(x) ~ f"P,-s(hPsf )(x)ds.
0

0

1. Perturbation semi-linéaire des résolvantes

Dans cette partie, on considére une résolvante linéaire V = (V,), . , sous-markovienne
sur un espace mesurable (X, B). On note par:

* L Tensemble des fonctions ¢:X x R— R* mesurables telles que Papplication
r— ro(x, r) soit croissante sur R et localement lipschitzienne uniformément par rapport a x.

* 7 ={feBX):V,(1f))eB, (X) Vo> 0}.

Remarquons que By(X) < # et que si V, (|f]) est bornée pour un certain «, > 0,
alors V,(1f1) est bornée pour tout o > 0.

D’autre part si ¢ € Lalors la fonction r — ¢(x, r) est localement bornée uniformément
par rapport a x.
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A. CONSTRUCTION DE LA RESOLVANTE NON LINEAIRE

LEMME 1. Soient ¢ €L et a > 0. Alors l'opérateur U: B,(X)— B,(X), qui a u associe
u+ V,(¢(:, wu), est injectif.
Preuve. Soient u et ve B,(X) tels que u + V,(¢(-, wpu) = v + V,(¢(-, v)v). On pose

u(X)P(x, u(x)) — v(x)p(x, v(x))
h(x) = u(x) — v(x) ,
0 si u(x) = v(x)’

st u(x) # v{x)

alorshe B, (X)etu — v + V,(hu — v)) = 0.0rId + V,(h -)est bijectif, donconau = .

THEOREME 1. Soit ¢peL. Alors pour tous fe ¢ et o> 0, il existe une fonction
mesurable *V, f unique, vérifiant:

@) Vof = VoS + V(¢(, *V.)*V.S).
@) —Vof " <VSSVST

Preuve. Soient ¢el, fe ¢ et a>0. On considére le convexe C =
{ueB,(X):—V,f~ <u<V,f") Soit AeR* tel que pour tous xelX,
ueC:0 < ¢(x, u(x)) < 4, et soit T I'opérateur défini sur C par:

Tu =V, if + Ve (2 — (-, W,
Alors on a T(C) c C; de plus tous u,veC on a:
Tu— To = Vyy (2 ~ H)o — 1)
ou

v(x)(x, v(x)) — u(x)(x, u(x))
h(x) = v(x) — u(x) .
0 si v(x) = u(x)’

si v(x) # u(x)

est une fonction dans B, (X).
Choisissons alors 4 assez grand (4 > ||k, ); nous obtenons

A
ITo — Tl < ———llo ~ ull.

+ 4

C étant fermé dans B, (X) et T est une contraction stricte de C dans C, il en résulte,
d’aprés le théoréme du point fixe de Banach, qu’il existe un élément w de C unique
vérifiant: Tw = w. Cela donne:

W=V, f + AV aw — V(@0 wiw).
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D’ou
I = AV dw = Vo s(f — (5 ww).
Donc on a:
w=(I + AV Vo, (f — ¢, wiw) = V(f — ¢(, wiw).
Ainsi d’aprés le Lemme 1, la fonction w ne dépend que de f, a et ¢. On la note par

*V,f, qui vérifie bien le résultat cherché.

REMARQUE 1. (1) La fonction ?V,f est la limite de deux suites adjacentes (u,),
et (v,),5o définies par: ug =V, f "5 4, = Tu, et v, = —V,f 7, v,,, = Tv,. De plus
ona: —~V,f~ <®V,f< V. f7. Ce qui prouve que si fe #7, alors ?V fe B, (X).

(2) Soit ¢o(x,7) = Lyg,+ ) (IPCx, 7), alors #V,f = %V, f pour fe £+ et ®V,f = V,f
si f est négative.

(3) Si ¢ ne dépend pas de 7 (ie. d(x,7) = h(x)e B, (X)) alors ?V,f n'est autre que
V,.,f définie par Neveu dans [13].

EXEMPLE. Soit X = R", V, = (I — A)~" pour a > 0 et soit ¢(x,r) = h(x)|r|” ou
heB, (R") et p > 0. Alors pour tout f e B,(X), *V,f est lunique solution bornée de
I’équation semi-lin¢aire: Au — hujul® — oy = —f.

PROPOSITION 1. Soit ¢p<cL; la famille d'opérateurs (*V,),., de # dans ¢ vérifie
Véquation “résolvante”: *V, = *Vy(I + (B — 2)?V,); Vo, f > 0.
Preuve. Soient ¢peL, fe Zeta,f>0.0na:

Vof = Vof + V@0, VNPV ).

Or, V,f = V,f + (B — %)V, V., donc on a:
Valf = 60, SV NPV S) = Vo f + (@ = BV, LV, S = Vilo (-, 2V NPV D
Dow:
Vo + V@, Vo)V = Vi(f + (B — )?V, 1)

Mais pour g = f+ (B — 0)*V,f, on a:

V39 = *Vag + Vy(@(-, *V,9)%V,9).
11 en résulte alors daprés le Lemme 1, que: *V,f = *V;g = *V,(f + (8 — ) V. /).

* (?V,),> o est dite résolvante perturbée de (V,),. , par ¢.
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THEOREME 2. Soient ¢, ¥ dans L. Alors pour tous fe # et a >0
Vo =TV + (¥ = ), V)V

Preuve. Soit v="V,(f+ (¥ — &), *V./)V.f) = Vo(f + ¥(-, *V.)*Vof) —

VAo(, V1)V, 1) — Vo (H(-, o).
Alors on a: v + V,(¥(-, v)v) = *V, f + V,(¥(-, *V,f)*V,f). Ce qui donne d’aprés le
Lemme 1: v = *V, f.

COROLLAIRE 1. Soit ¢ L. Alors pour tous fe ¢ et « > 0
VoS =V + ¢C, VW) = Vo f + V$(-s V)PV S).

REMARQUE 2. Soient ue B,(X), fe # et o > 0. Alors on a:

U=V, 4.0 u+V(o(, W) =V, feu="V]
En particulier si ¢ L, he By (X), fe £ et a > 0; *V, . f:= *V,),(f) = *T"Vf.

PROPOSITION 2. Soient ¢eL et o > 0. Alors pour tous f,ge ¢ on a:
(1) f<g=0<g -2V f<V,g-V.f
@ 1°V.g = *V.f1 <V, (lg — f1).

En particulier la résolvante (*V,), , est sous-markovienne.
Preuve. Soient f,ge # et > 0. On a:

e — Vo = Vog — Vof + Vo (9C, PV )V f — 8-, *V,9)*V,9).
1l existe alors une fonction he B, (X) telle que:

Vg = Vof = Vog — VoS + VoWV, f — *V,9)).

D’ou
I+ V(- )Vog —*V.f) = Vg — Vif.
Ce qui donne:
g — VoS = Vernd — VarrS = Vg — Vof = VosraltlVg — Vo).
Donc

(1) Si f< g alors V,,,f < V,.,g et par suite: 0 < *V,g — *V,f < V,g — V.f.
@) 1#V,g ~ *Vf1 < Varallg — 1) < Villg = f1)

Soient f,g € B,(X), ona:|a®V,g — a®V, f] < aV,(lg — f1) < (@V,1)llg — f]. Donc?(¥V,),> ¢
est sous-markovienne.
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COROLLAIRE?2. Soit fe #*. Alors lapplication a— ®V, f est décroissante sur 0, oo
et ¢—°V,f est décroissante sur L.

Preuve. Soient fe #* et 0 <o < f. Alors on a: 0 < f< f+ (B — 0)?V,f. Ce qui
donne d’aprés les propositions (1) et (2): 0 < *V, f < *V,(f + (B — 0)?V,f) = ¢V, Ce
qui prouve que a— *V, f est décroissante sur J0, cof.

D’autre part, soient ¢ et Y € L tels que ¢ < . Alors on a d’apreés le théoréme 2 et
la proposition (2): *¥,f = *V,(f +  — ¢)(-, ?V,1)?V.f) > ¥V, . Ce qui prouve que
¢—®V,f est décroissante sur L.

COROLLAIRE 3. Soient ¢eL et fe ¢. Alors pour tous o, ff > O
PV.f =V fl SIVA 1) — V(LD
Prueve. Soient ¢peL, fe # et a,f > 0. On a d’aprés I'équation résolvante:
Wof =V f = Vo f = *V(f + (2 — BY*V} ).
Ce qui donne d’aprés la Proposition (2):
VoS = *Vpfl < o = BIV(PV (D) < IB = adV, V(1 f1) = V(1)) = Va(If DI
REMARQUE 3. 1 est clair d’aprés le Corollaire 3, que «— ¢V, f est continue sur

10, o[. De plus si fe # avec V,(|f]) < + oo, alors lim,_,?V,f existe, qu'on note
dans la suite par *¥f. On a alors ***¥Vf = ¢V, f, en effet on a d’aprés la Remarque 2:

a+d>yf= ﬁma+¢‘[,:gf= Hm éVﬁ,gf: ¢1/;f
80 80

PROPOSITION 3. Soient ¢peL et feB(X) avec V(| f|) bornée. Alors on a:
W=V (f+aVf) et V. f=2V(f—o®V.f)

ou encore (I—a®VII+a®V)=(1+a®V)I —a?V,)=1 sur [ensemble
{fe€BX):¥,(If)eB, (X)}.

*®Y achéve la résolvante (*V,),. o sur { f € B(X); V,(f1)e By (X)}.

Preuve. Soit f e B(X) tel que V,(]f]) soit bornée, alors fe ¢ et [PVf] < V,(If1).
11 s’ensuit que V,(f + a?Vf) est bornée pour tout « > 0. Soient «, f > 0; on a:

PVef — 2V (f + 0®V)| = PV + (2 — BPVpS) — Vo (f + V).
Ce qui donne d’aprés la Proposition 2:
PVpf = Vo (f + VN < V(i — BYPVy f — a?VS)).

Maintenant lim, o (& — f)*V,f = «?Vf et pour f < o, on a:



68 HABIB MAAGLI

(o = BV, f — a®Vf| < 20, (1 f1).

Cela donne d’aprés le théoréme de Lebesgue: lim,_, o *V, f = *Vf = ¢V (f + «*Vf). De
méme on montre que: *V, f = *V(f — a®V,f).

PROPOSITION 4. On suppose que V,1 < +co. Alors pour toute ¢peL et toute
feB(X) tel que Vy(|f|) soit bornée on a:

Vof =2Vf+ Vo((:, V)PV = *V(f + ¢, VofIWVo )
Preuve. Soient o > 0 et f e B(X) tel que V(| f]) soit bornée. On a
Vol = 2V f + Vi@, PV 1)V ).
Ce qui donne:
Vof = I+ aVo)*V f + Vo(@(-, "V 1)V, f) = *Vof + aVo?V f + Vo(o(-, PV 1YV,1).

Or, [*V,f] < V,(I£1), done alVo?V, f1 < a¥,V(If1) = Vo(lf1) — V(1.£1), qui tend vers 0
quand o tend vers 0.

De plus, lim, o (-, V1)V, f = ¢(-, °V )PVS avec |¢(-, *V,/)*V, f| < cte et
Vol < 4+00. Il en résulte daprés le théoreme de Lebesgue, que

tim, .o Vo(@(-, V1 PVL1) = Volg(-, VY VS).
THEOREME 3. On suppose que V,1 est bornée. Alors pour tout ¢ € L, I'opérateur
?V:B,(X)— B,(X)
f=vf

vérifie le principe complet du maximum.

Preuve. Soient f,ge B,(X) et a > 0 tel que ?Vf < *Vg + a sur [/ > g]. Alors pour
tout p>0:f+ p?Vf< g+ p*Vg + pa + |f — gl sur [f>g]. Soient u = f + p*V},
v=g+ p*Vg + pa + |f — gll. On a alors:

f=u—p*Vu et v—p*Vo=g+pa+|f—gl+pV,ig+p*Vg) — p*V,0.
Ce qui donne d’aprés le Proposition 2:
pVoozg+pa+llf—gl—pV(pa+if—gl)=g

Il en résulte que u < v sur 4 = {u — p*V,u > v — p*¥,v}. Soit w = (u — v)*, alors
w=0sur A et on a sur CA:

u—o<p*Vu—p*V,o <pV,((u—0)").

Donc 0 <w < pV,w; ce qui donne: (I —pV,)w<O0=w<0. Il sensuit que
w=@u—v)"=0, cestad1reu<uouencore
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1 1

Sf+ovi<d v gt a+-lf— gl

p p p
Faisons tendre p vers + oo, on obtient ¢Vf < ¢Vg + a.

LEMME 2. Soit feB, (X) et ( o € B, (X) croissante vers f. Alors on a pour tous
¢eLet a>0:*V,f=sup,?V,f,.
Preuve. Soient ¢eL et « > 0. On a pour tout n = 0:
Vofo = Vol + Vo(&(, PV, )PV, 1),
Posons u = sup, ?V, f,. Alors par passage 4 la limite (n— + o), on obtient:
Vof = u+ V(o wu).
Or, V.f = *V.f + V(¢(-, *V.f)*V,f); il en résulte d’aprés le Lemme 1, que u = *V,_f.

LEMME 3. Soit (f,)pz0 © B, (X) croissante vers f € B* (X). Alors on a pour tous ¢ L
et a > 0:sup, ®V.f, = sup,*V.(f A n).

Preuve. On a Vm,neN:f, An<fan, donc ®V,(f, An) <?®V,(fArn). Ce
qui donne en faisant tendre n vers + c0:%V, f, <sup,®V,(f A n). D’ou
sup,, *V, f,, < sup,®V,(f A n). D’autre part on a pour tous n,meN: f, An<f,
implique que *V,(f A n) < sup,,®V, f,, et sup,?*V,(f A n) < sup,,*V, £,

DEFINITION 1. Soient ¢ €L, a > 0. On définit pour feB*(X), *V,f par:
*,f = sup *V,(f A n).

REMARQUE 4. (a) Soient ¢pe L, a > 0 et feB*(X) tel que V,f < oo. Alors on a:

VoS =V f + V@0, V)V S).

(b) La Proposition 2 reste valable pour f et g dans B*(X).
(¢) Soit (f,)uso = B(X) croissante vers f. Alors pour tous ¢eL et
a > 0:*V,f = sup,®V,f,.

PROPOSITION 5. Soit ¢peL tel que r— ¢(-, r) soit croissante sur [0, + oo[. Alors
pour tous f,ge B*(X) et o > 0, on a:

Q) *V.(f+9) <*Vof+ Vg

() *V,0f) <V, f, sit> 1,

Preuve. (i) Soient f,ge B, (X) et u =V, f;v=*V,g; w = *V,(f + g). Alors d’aprés
la Proposition 2, on a: 0 < sup(u,v) < w. De plus on a:
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uto—w=Vw—u—0)d(, w)+ V(. w) — ¢(-, W) + V((d(, w) — ¢, v))).

Posons 0 = ¢(-, w), h = u(¢p(-, w) — ¢(-, u) + v(¢(-, w) — ¢(-, v)). Alors 8 et h sont
dans B, (X) car u,v,weB; (X) et r—¢(-, ) est croissante. Donc u+ v —w +
V(0((u + v — w)) = Vh,ce quidonne:u + v — w =V, o(h) = 0. C’est 4 dire pour tous
a>0, f,ge By (X):2V,(f + g) <V, (f) + *V.g.

(ii) Conséquence immédiate de (i) et de Proposition 2.

PROPRIETE 1. Soit ¢ L telle que la fonction r— @(-, r) est paire. Alors pour tous
f.ge # il existe he B, (X) telle que:

WS + Vg = VoS + 9)
En particulier on a pour tout fe ¢

WSy = —*Vf et PV IV
Preuve. Soient f et ge ¢ et soit a > O
VoSt Vg =V +9) = ViLoC, Vo IPV.f ~ 60, V) (—*V,9)].
Il existe alors he B, (X) telle que
OC, Vo YVof — 0, —*V,0)(—*V,9) = h-CV.f + *V.9).
Donc
U+ V,(h)ICVS + *V,9) = Vo (f + g).

Ce qui donne

VoS + Vg = VoS + 9).
En particulier

WSV =0 et W +V(f])=0.

Ce quidonne —*¥, < #V,(|1). Or, onsait que *¥, f < *¥,(/]). Donc [*V, /| < *¥,(/))

REMARQUES. Sir— ¢(-, r)n’est pas paire, la propriété précédente n’est pas vérifiée.
En effet soit V, f = f/o et ¢(x,r) = sup(0,r). Alors

Vo2 A (x)—a
wpw-{ 2 00
@ si f(x)<0.

On obtient
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2 1
Wl = e < —= PV (- 1)l
Ve +dta @

THEOREME 4. Soit (W,),., une résolvante (linéaire) sous-markovienne sur (X, B)
telle que pour tout o > 0,V, < W,. Alorspourtouspe L, fe B* (X)eta > 0:°V, f < *W. f.
Preuve. Soient gL, feB, (X) et o> 0. Posons u =*V,f; v = *W.f et

ug(-, u) — ve (-, v)

siusp
h= U —

. 5
0 $1 U=y

alors u,v,he B, (X). Soit AeR™ tel que 0 < sup[d(x, u(x)); P(x, v(x)); h(x}] < 1 pour
tout xe X et soit 8 = 1 — ¢. Alors d’aprés le Théoréme 1 on a:

W= Vyrsf + Vers (L w) et 0= W f + Wop (00, 0)).
Donc
v—t= W (4000, 0) + Vo 3 (080, 0) — ub(-, ) — Vo 2(f + 6, 0)o).
Posons
Y=i—heB (X5 g=f+00(,0) et s=W,y,9—"V;,geB; (X).

On obtient v — u = V4, (Y(v — w)) + 5; cest a dire s = [1 — Vyu o )10 — u).
Donc on a:

v—u=s+V,, )20

PROPOSITION 6. Soit ¢eL tel que r— §f-, r) soit croissante sur [0, + oo[. dlors
pour tous & >0, fe B (X) et xe X tel que 0 < V,f(x) < +c0:

Ve, VOVS )(X))
VS '

VS S VSRSV Sf (x}‘exp<

Preuve. Soit feB, (X), on a:

W) = Vergeov,n(f)x) or 0 < VSV, f done ¥, f > Varoi vl )

Soit #{4) = V4 14y, 1 (/}x), § est complétement monotone sur [0, cof. II en résuite
que: H0) < 8(1) exp{—8(0)/B(0)); C'est a dire:

IV . :
V() < Ve pev f}{x}exp( AP *V ?"{3;; f}(x))

Volo(, VN)VeSf )(x})
Vo (x) ‘

<V f()- exp(



72 HABIB MAAGLI

COROLLAIRE 4. Soient o > 0, ¢ L tel que r— ¢(-, r) soit croissante sur [0, + oo[.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
(1) *V, ~ V, (i.e. 3¢ > O tel que Vf e B*(X), °V, f < V,f < ¢V, f).
(2) 3k > 0 tel que VfeB™(X); V,(¢(-, VNIV, /) <kV.f.
Preuve. (1)=(2): Vy@(-, VS Wof) < V(- *VNVileN) < Vilef) = cVof.
(2)=>(1): D’aprés la Proposition 6, on a: V,f < *V, f - exp(k).

EXEMPLE. Soit ¢(x,r) = h(x)0(r) avec 8 € B, (R), croissante sur 10, + o[ et he B¥(X)
tel qu’il existe ¢ > O vérifiant V,(hV,) < c¥,. Alors *V, ~ V.

B. FONCTIONS EXCESSIVES

On suppose dans la suite que V1 est bornée.

DEFINITION 2. Soient ¢ €L et ve B¥(X). v est dite *V-surmédiane si pour tout
a>0:%V, () < 0.

On note S, I'ensemble des fonctions ?V-surmédianes, qui contient evidemment
S, = {fonctions V-surmédianes}.

PROPOSITION 7. Soit L. On a:

(1) YfeB*(X); *VfeS,.

(2) Vu,veS,;inf(u,v)e S, et si(v,), est une suite monotone dans Sy, alors lim,,_, | v,
est dans S,.

(3) SiveS,, alors lapplication o— PV, (ow) est croissante sur 10, + oo[.

Preuve. (1) Soit feB*(X), on a: *Vf = *V,(f + «*Vf). D’ou *V, (V) < *VS.

(2) evidente.

(3) Soit ve Sy, neN et 0 < a < B. On pose v, =v A n. Alors on a:

PVy(B,) = *V, (B, + (@ — B’ V(Bv,)
= "V, (ow, + (B — (v, — *V3(Bv,))).

Or, *V,(pv,) < v,, donc *V,(av,) < *V(Bv,). Ce qui donne par passage 4 la limite
(n— + o0} *V,(ow) < *V,(fo).

REMARQUE 6. Soit ¢peL telle que r— (-, r) soit croissante sur [0, + co[. Alors
S, est stable par somme. En effet si u,ve S; et « > 0, on a d’apres la Proposition 5
V(o + v)) < ?V, () + ¢V (aw). Il en résulte que u + veS,,.

THEOREME 5. Soit ¢ L telle que r— (-, r) soit croissante sur [0, +oo[. Soit v
une fonction positive mesurable; pour que v soit *V-surmédiane, il faut et il suffit que
pour tout he B,(X), larelation:*Vh < v sur [h > 0] entraine: *Vh(x) < v(x) pour tout x€ X.
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Preuve. Supposons que v est surmédiane; la relation ®Vh < v sur [h > 0] entraine
pourtoutp > 0:h + p®Vh < pv + ||h| sur [h > 0). Posons f = h + p*Vhetg = pv + |h||.
On obtient alors: h = f — p"’Vp fet p“"Vpg < g, car la fonction r — ¢(-, r) est croissante.
Dou f<gsur [h>0]=[f>p’V,f]= A
Parsuitesiu = (f — g)* alorsu=0sur AetonasurCA:f — g < p*V,f — g < p*V,f —
p*V,9 < pV,((f — 9)*), d'aprés la Proposition 2.

Il en résulte que: 0 < u < pVu.
Cela donne: u = 0, c’est a dire f < g ou encore

h h
—+¢Vh<v+u.
4 D

Faisons tendre p vers 4+ oo, on obtient: *Vh < v.
Réciproquement, supposons que v vérifie la propriété de 'énoncé.
Soit v, = v A net h, = p(v, — *V,(pv,)) pour neN et p > 0.

La suite (h,), < B,(X) et *Vh, = *V,(pv,). Or on a:

¢th = ¢I/p(pvn) SU Ssur [U - ¢I/p(pvn) > 0]
et a fortiori sur [v, — *V,(pv,) > 0] = [h, > 01.

On a donc partout *Vh, = *V,(pv,) < v. Faisons tendre n vers + oo, on obtient:
“’VF( pv) < v, ce qui montre que v est surmédiane.

DEFINITION 3. Une fonction ve B*(X) est dite ¢V-excessive si veS, et
lim, . , ., *V,(a0) = sup,. o V(o) = v.

*On note E, 'ensemble des fonctions ?\V-excessives.

PROPOSITION 8. (a) Y feB*(X); *Vf appartient d E,.

(b) Si (v,), est une suite croissante dans E, alors sup,v,€E.

(¢) YveE,, il existe une suite (f,), = B, (X) telle que v = sup,*Vf,.

Preuve. (a) Soient fe B*(X), a > 0 et f, = f A n pour ne N.On sait que “’Vf,,eSd,,
de plus on a d’aprés la Proposition 2:

Y (0PVS) < VS, = V(S + «0VL) S PV (PVL) + V.o,
En passant 4 la limite (¢ — -+ 00) puis (n— + o0), on obtient:

*Vf = sup?V,(a’Vf), Ccesta dire *VfeE,.

a>0

(b) C’est évident.
(c) SoitveE,etv,=v An Onav,eS, et pour tout peN

*V,(pv,) = *V(p(v, — p*V,(pv,)-
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Ce qui donne: sup,, *V,(pv) = v = sup,, sup, *V,(pv,) = sup,sup, *V(p(v, — p*¥,(pv,)).
Posons f, = n(v, — n®V,(nv,)), alors (f,), < B, (X) et v = sup, *Vf,.

THEOREME 6. Soit ¢peL. On a:

(1) SiveS,; alors v+ Vo(¢(-, v)v) est dans S, et T + Vo(9(-, v)v) est dans E, avec
§ = sup, o V(o).

(2) Pour tout ve S, et tout 4 > 0:*V,(Av) = *V,(AD); en particulier ¥ est la plus grande
minorante *V-excessive de v.

(3) Pour tout ve By (X) tel que v + Vy(¢(-, v)v)€S,, (resp. E,) alors veS, (resp. E,).

Preuve. (1) Soit veS; et u=v+ Vy(¢(-, vjv). Alors pour tout A>0, on a:
V= AV + AV, Vo(@(-,00) = *V;(00) + V(- *Vo ()W (ho) + AV, Vo(d(, o).
Ce qui donne: AV,u < v+ Vy(¢(-, o)) + AV, Vo (d(-, v)v) = v + Vy(¢(-, v)v) = u cest
a dire ueS,.
Maintenant, soit ve S, N B; (X) et s, = *V,(Jv). D’aprés ce qui précéde, on a:

AViu= s, + Vo(9(, 53)5,) — AV, Vo(9(5 53)s;) + AV, Vo (&, o). *)

Pour 0 < pu < 4, on a: uV, V(B s;)5,) < AV Vo(@(-, 53)52) < AViVo (ve(-, v)).
Cela donne: uV, Vo (5¢(:, ) < sup,. o AV, Vo(@(, 53)5,) < Vo (@ (-, ).
Donc: sup,.» o AViVo(@(, 8,)5,) = Vo0 (-, D).
1l s’ensuit d’aprés (*) que: u = sup,. o AV,u = & + Vy(¢(-, v)v).
Maintenant si ve S, alors v, = v A neSy et d, + Vo(o(-, v,)v,) € E,.
Puisque 0, croit vers ¥ (d’aprés la démonstration de la Proposition 8), on déduit que
7+ Vy(o(-, vw)eE,.
(2) Soit veS§, alors & + Vo(o(-, v)v)€ E, et par suite pour tout 4 > O

Vio + Vo(@(-, o)) = Vi) = Vi) = V(0 + Vo(o(-, v))).
Donc pour tout A > 0:V,» = V,#. Or d’apres la Proposition 2, on a:
0 < *V,(Av,) — *V,(48,) < V3 (Alv, — 7,)) = 0.

Donc, pour tout 4 = 0:*V,(4v,) = #V,(45,) et par pasage a la limite (n— + o), on
obtient *V;(Av) = ?V,(id) pour tout A>0. Ce qui donne sup,.,®V,(1D) =
Sup; - o *V,(Av) = #. D’autre part on a: # < v implique que ?V,(49) < ?V,(Av) < © Donc
#eE,, de plus si we E, tel que w < v alors pour tout 1 > 0, ?¥,(Aw) < *¥,(4v). Donc
w < #. Clest a dire que 7 est la plus grande minorante *V-excessive de v.

(3) Soit ve B, (X) et u = v + Vy(vg(-, v)eS,. On a:

$3= V() = AV,0 — Vy(@(-, 5,)83) = AVu = AV Vo((-, ) — Vy($(-,5,)55).

Par suite: v — s, + V;(v¢(-, v) — 5,0(-, 5;)) = u — AV,u. Il existe alors he B, (X) telle
que:v — s, =u— AV,u — V, ,(h(u — AV,u)). Orue S, donc u — AV,ue S, ct par suite
il existe (f,)ps0 < By (X) telle que: v —s; =1lim,,, ,[Vif, — VisuBVaif,)] =
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lim,_, , o Vispf, =0, Cest & dire veS,. Si de plus ueEg, alors lim,_,, 5, = v, C’est
a dire veE,.

II. Perturbation semi-linéaire des semi-groupes

Dans cette partie, on considére un semi-groupe linéaire P = (P,),., relativement
borné (i.e. supy ;< 1Pl = [|Pll, < + o), défini sur un espace mesurable (X, B). Soit
T =(T,),>, le semi-groupe du mouvement uniforme a gauche sur 10, + oo[. Alors le
produit tensoriel P = P ® T est un semi-groupe relativement borné sur X x 10, + oo[
défini par:

P.hix,0) =1, , ,((@Ph(-, 0 — )(x) ou heB*(X x ]0, + ).

La résolvante de B notée V = (), , est donnée par:

H
V_h(x,t) = j e" " P.h(-, t — s)(x)ds.

0
*On note ¥ au lieu de V.
* On rappelle que si f e B*(X), la fonction Pf définie par Pf(x,1) = P, f(x), est excessive
par rapport & (V,),> -
*On note H lensemble des fonctions ¢:X x R— R mesurables telles que
¢~ = sup(— ¢, 0) soit bornée et I'application r— r¢p(x, r) soit localement lipschitzienne
uniformément par rapport a x. Il s’ensuit que lapplication r— ¢ *(x, ) est localement
bornée uniformément par rapport a x.

A. CONSTRUCTION DU SEMI-GROUPE PERTURBE

THEOREME 7. Soit ¢ € H. Alors il existe un semi-groupe non linéaire *P = (*P,),,
relativement borné unique vérifiant pour tous fe B (X), xeX et t > O:

t

®Pf(x) = P.f(x) - J P, (-, *PfYP f)(x)ds.
0
Preuve. Soit peR™ tel que 0 < ¢~ < u et soient feB,(X) et a> 0. On pose
D = {ueB,(X x [0,a]):ju(x, )] < e"P,(|f)x);, YxeX, Vte[0,a]}.
Soit 4 = sup{¢*(x,u(x,1)); xe X, ueD et te[0,a]} et = A — ¢. On définit alors
Popérateur T sur D par:

Tu(x,t) = e “P,f(x) + jte”'{(t_s)P;_s(g(', u(-, s)ul-, s))(x)ds.

0
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On a: T(D) < D et il existe k > 0 tel que pour tous u,veD, xe X et te[0,a]:
t

| Tu(x, t) — To(x, t)] < kf P,_(ju(-, s) — v(-, s))(x)ds.

[}

Ce qui donne par récurrence sur n > 1:
n

I T"u(x, ) — T"v(x, t)] < (kHPIIa)"t—, sup flu(-, s) — o, Sl

c 0<s<a

Donc pour n assez grand, T est une contraction stricte de D dans D. Or, D est fermé
de B,(X x [0,a]), donc T" admet un unique point fixe we D, qui est un point fixe
unique de T dans D. Ainsi on construit une fonction ve B(X x ]0, + oo[) telle que
pour tous xe X et t > O

[o(x, 1)) < e P,(1f)(x).

De plus pour tout a > 0, il existe AeR* telle que pour tous xe X et te[0,a]:

t

v(x, 1) = e” P, f(x) + f e MTIP_ (60, o, (-, sH(x)ds.

0
Or cette équation s'écrit sur X x [0, a]:

v="Pf+ V,(0(-, v)v) = *Pf + AV,0 — V,(¢(", v)v).
Dot

v=(I + AV)(*Pf — V,($(-, vJv)) = Pf — V((-, v}v).

Donc la fonction v vérifie pour tous xe X et t > 0:

t

vx,t) = P f(x) - J P,_((-, o(-, )+, s))(x)ds.
0
Posons alors ?P, f(x) = v(x,t). Nous obtenons une famille (*P,), , d’opérateurs non
linéaires sur B,(X). Cette famille (*P,),, , est un semi-groupe.
En effet, soient fe B, (X), xeX, tett > O

ul(xa t) = ¢Pt+t’f(x)

=P f(x) - J Prip-o(@(, ?Pof)*P f)(x)ds

0

- j P,_(e(-, ¢Ps+t’f)¢Ps+t’f)(x) ds.

0
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“2()@ t) = ¢Pt(¢Pz'f)(x)

= Pt+t’f(x) - J‘ Pt+t’-s(¢('s ¢Psf)"’Psf)(x)ds

- J Pe_(¢(-, ®P(*P, )P P(*P, f))(x) ds.

0
On a: fu;(x, 1)) < e*“7 P, .(If)(x) pour i = 1,2 et

uy(x,0) — uy(x, 1) = Vie(-, Uy iy — O(-, uyJuy)(x, 2).
Donc pour tout a > 0, il existe k > 0 telle que pour tous xe X, te[0,al et n = L

"

luy(x, 1) — uy (6, 0] < (kllplla)"% sup fluy (-, 8) = u, (-, s)ll

* 0<s<a
Il en résulte que u, = u,, Cest a dire: *P, ., f = *P(*P,,[).
Soit maintenant {(Q,),., un autre semi-groupe relativement borné (ie.
SUPg <5< 1Q: S < ¢l fll, < + 00) tel que

sz= P:f”" J‘tpt—-s(q&('a st)st)dS
0

Ce qui donne pour tout a > 0, il existe k > 0 tel que pour tous xeX, te[0,a] et
n 2 LIPPf(x) — Q. f() < (KIPI,Y a"/n!supg s, IPPof — QI
Donc *P,f = Q,f pour tout ¢t > 0.

*(?P,),., est appelé semi-groupe perturbé de (P,),., par ¢.

REMARQUE 7. (a) Si feB, (X) alors *P,fe By (X) et si ¢o(x,7) = Lo, o) (NP(x,7)
alors *P,f = ®P,f pour fe B, (X) et *°P,f(x) = P,(X) si f est négative.

(b) Si ¢ ne dépend pas de r (i.e.: ¢(x,7) = Y(x)) alors (*P,),., nest autre que le
semi-groupe linéaire défini dans [10].

LEMME 4. Soit y = (Q,X,,F,F,, 8, P*) un processus de Markov associé d (P,),., et
soit he B(X + 10, + oo[) telle que pour tout t > 0, {gsup, _x|h(x,s)ds < + co. Alors
"Pofix,t) = Ly 4 oE*(f(X (ot — 5)-exp(— g H(X,,t — r)dr)), est un semi-groupe sur
X x 10, oo[ de noyau V,f(x,t) = [§"B,f(x, ) ds, vérifiant:

V="V, + V,(V) =V, + V7)),

PROPOSITION 9. Si y =(Q,X,,F,F,,8,, P*) est un processus de Markov associé a
(P,),> 0, alors le semi-groupe (®P,),. o vérifie pour feBy(X), xeX et t > O:

*P.f(x) = E"(f (X, )exp (- L: X, *P,_ f(X,) dS))-
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Preuve. On a: Pf = *Pf + V(¢(-, *Pf)*Pf). Ce qui donne d’aprés le Lemme 4:
*Pf = Pf— V,(hPf) o h=¢(:, *Pf).

Soit f,(x,t) = ne ™P, f(x), alors Pf = sup, Vf, et on a:

P f()= lim V,fi(x1)

n++w

lim frE’(ne_“Psf(Xt-s)eXp(— fusﬁi’(Xw“’me(X,))d?D ds
n++w JO 0

I

= lim re-sgx( f(X,)exp(- f r~S'r“qs(x,,,<f>1>,_, f(X,))dr))ds
0

n>+ow JO

= E"(f (X)exp (— f ; $X,,*P,_ f(X,)) dr)).

PROPOSITION 10. Soit ¢ e H et soit he B,{X). Alors ¢ + he H et on a pour tout
t > 0:#("P), = $*p,.

Preuve. Soit (X,),,, un processus associé a (P,),» o. Posons Q, = ?("P),. On a pour
feBy(X), xeXett>0

0.f(x) ="P,f(x) - L P (¢, Q)0 )(x) ds.

Soit 6(x,t) = ¢(x,0,f(x)). Alors on a: Qf = "Pf — V,(0Qf) et d’aprés le Lemme 4
appliqué a (*P), ,, on obtient:

Of ="Pf — Vy14(0"PY).

Ce qui donne pour xe X et ¢t > O:
0.f(x) ="P,f(x)— E( Lt 0X,,t —s)'P,_.f(X,)exp ( -JO [h(X,) + 0X,, t — )] dr) ds>.
Dot
0.f(x)="Pf(x) — E [ L (X, t — S)EX(e7 I MV f(X,_ Jexp ( - f 0 h(X.)
+ 0(X,,t — r)dr) ds)]
="P f(x)— E"[e"fé"(x*’d’ f(X,) ﬁ (Xt — s)exp< - j :B(X,,t - r}dr)ds}

="P,f(x)— ”Prf(x) + E"[f(Xt)eXp(— J‘(k(X,) +6(X,,t — r))dr)}.
0



PERTURBATION SEMI-LINEAIRE 79

11 en résulte que:

t
0. f(x) = E* [f(X,)eXp ( - J ((X,) + (X, Q.. /(X)) dr)]-
0
Cest a dire;
#(*P), = ¢**P,, pour tout ¢t > 0.
THEOREME 8. Soit ¢ H et soient fgeB(X). Alors on a:

(1) Si f<g=Vt>0,%P,f<?Pg.
(2) Vt >0, il existe une constante ¢ = c(t, ¢,f,g) > 0 tell que:

1*P.f — *P.gl < cP(If — g]).

En particulier, si ¢ € L (cf. partie I), alors on a:

|¢Ptf_ ¢Pzg| < P!(if— g')
Preuve. Soient f,ge B,(X) et ¢ € H. Posons pour yeX et s 2 0

8, *Pgy)*Pg(y) — (. *PSOGWPS(Y) ., ,
h(y,s) = “P.g(y) — *P,f(») st *P.g(y) # °PS (),

0 sinon.

Alors pour toutt > 0, il existe o« = 0 tel que: Vye X, Vse[0, 1], Iy, s)) < a. Il s'ensuit
d’apres le Lemme 4 que:

*P.f(x) — *P,g(x) = Pf — g)(x) — Vi(hP(f — g))(x, 1)
= Ex((f_ g)(X,)exp<~ Jth(Xs,t — s)ds>>.
0
Ce qui montre que:

(1) Si f'< g alors pour tout t > 0; *P,f < *P,g.
(2) Pour tous xe X et t > O

PP, f(x) — *P,g(x)] < €“P,(If — gl)().

En particulier si ¢ € L alors la fonction k est positive et par suite:

Ythf— ¢Prgl < P:Uf_ gg)

LEMME 5. Soit feB; (X) et soit (f,), = By (X) telle que f = sup,f,. Alors
*P,.f = sup®P,f,.
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Preuve. On a Pf, = *Pf, + V(é(-, *Pf,)*Pf,). Posons u = sup,?Pf, alors,
lim,_ ., &(, *Pf,)°Pf,=ud(-, w) et 0 <u<?Pf Donc daprés le théoréme de
Lebesgue on a: Pf = u + V(¢(-, wu). Donc u = *Pf.

LEMME 6. Soient feB*(X) et (f,), < By (X) une suite croissante vers f. Alors:
sup, *P,f, = sup, *P,(f A )

Preuve. On a pour m,ne N:f, A n < f,, implique que *P,(f,, A n) < *P,f,,. Ce qui
donne: *P,(f A n) < sup,, *P,f,, et par suite sup, *P,(f A n) < sup,, *P, f,,. D’autre part:

fn A n<f A nimplique que *P,(f,, A n) < *P(f A n) et *P,f,, < sup®P,(f A n).
Donc sup,,*P, f,, < sup, *P,(f A n). D’ou le résultat cherché.
DEFINITION 4. Soit feB*(X). On définit P, f:= sup, *P,(f A n).

REMARQUE 7. Soit feB*(X) et soit (f,), = B*(X) telle que f= sup,f,. Alors
¢pP.f = sup,*P,f,.

PROPOSITION 11. Soit ¢ H telle que Papplication r— ¢(-, r) soit croissante sur
[0, + oo[. Alors pour tous f,ge B*(X) et t > 0, on a:

() *P.f+9) <*P.f+*P,g.

(ii) *P(of) < «®P,f; si @ > 1.

Preuve. (i) Soient f,geB; (X) et ¢pcH telle que r— ¢(-, r) soit croissante sur
[0, + oo[. Posons u = *P,f,v = ?P,g et w = *P(f + g). Alors d’aprés le Théoréme 8,
on a: 0 < sup(y, v) < w. D’autre part on a:

u+v—w=V{w—u—0)¢(-, w) + Vue(-, )~ (-, u) + V(o(@(-, w) — ¢(-, v)))

Soienth = ¢(-, wyet 8 = u(P({-, w) — (-, u)) + v(d(-, w) — ¢(-, v)). Alors f est positive
et d’aprés le Lemme 4, on a u + v —w = V8§ — V,(hV0) = V,(8)), que est positive.
C’est a dire pour f,ge B, (X):

¢Pt(f+ g)<¢sz+¢Ptg'

Maintenant, en utilisant la Définition 4, on obtient I'inégalité pour f,ge B*(X).
(ii) Ca se démontre de la méme maniére que (i),

PROPRIETE 2. Soit ¢ € H telle que Uapplication r— ¢(-, v} est paire. Alors pour tous
fgeB,(X)et tout a > 0, il existe he By (X x [0,a]) telle que pour tous xe X et t€[0,a]:

*P.f(x) + *Pg(x) = E* (exp<- J rh(Xs,t —$) dS) (f+g9X ,))-
0
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ot {X,),, est un processus de Markov associé d (P,),.,. En particulier pour tous
feB(X)ett>0,0na:
*P(~f)= —*P.f et PPfI<?PUIf)
Preuve. On a sur X x [0,a]:
°Pf + *Pg = P(f + g) — V((-, *PfYPf + ¢(-, *Pg)*Pg).
Or 1a fonction r— ¢(-, r) est paire, donc on a:
*Pf + *Pg = P(f + g) — V(¢(-, *P)°Pf — &(:, —?Pg)(—*Pyg)).
Soit he B,(X x [0,a]) telle que pour tous xe X et te[0,a]:
¢(x,*P, f(X))* P, f(x) — d(x, —*P,g(x))(—*P,g(x)) = h(x,)(*P f(x) + *P,g(x)). -
Alors on a d’aprés le Lemme 4 pour xe X et te[0,a]:
P, f(x) + ?P,g(x) = P(f + g)(x) — Vy(h(P(f + g))) (x, 1)

Clest a dire
*P,f(x) + *P,g(x) = E* ((/ + g)(X,)eXP(— ft hX,,t—s) dS))
[¢]

En particulier si g = —f, on obtient pour tout ¢ > O
*P(~f) = —*P.f

D’autre part, on a pour tout ¢ > 0:*P,f + ?P,(|f1) = 0. Or on sait d’aprés le Théoréme
8 que: P, f < ?P,(|f]). Donc [P, f| < *P,(|f1).

REMARQUE 8. Sir-—» (-, r) n'est pas paire, la Propri¢té 2 ne subsiste pas. En effet
soit ¢{x,r) = sup(r,0j et P, =Id.
Alors
Sx)
PP f(x) = {1+ t(x)
f(x) si f(x)<0.

On a: °P(—1)= —1 et ?P,1 = 1/(1 + 1). Ce qui montre que:

si f(x) =0,

1
*P1# —?P(—~1) et [PP(—1)=1> wrie ¢p.1; pour tout t > 0.

THEOREME 9. Soient ¢ et y dans H tels que ¢ < . Alors pour tous feB*(X) et
t>0:YP,f < *P,f.
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Preuve. Soit f € B, (X). Ona:#Pf — YPf = V(YPfy(-, YPf) — *Pf¢(-, *Pf)). Posons:
P(-, *PA)YPf —P(-, YPf)'Pf

19 14
h= 7pf — vPf si °Pf # °Ff.
0 sinon;
u=*Pf—¥Pf et v =*Pf(¥(-, *Pf) — ¢(-, *Pf)).
Alors on a: u= —V(hu)+ Vv. Ce qui donne d’aprés le Lemme 4:

u = Vv — V,(hVv) = V,v. Or la fonction v est positive, donc u est positive; Cest 4 dire
*P,f<Pf.

COROLLAIRE 3. Soit ¢ € H et soit ¢,(x,1) = 1i5 4 (()/(P(x,7) A 1), pour ne N. Alors
pour tout f € B, (X), on a: *P,f(x) = inf, P, f.

Preuve. On a: r¢,(x,7) = Lo 4 o((r)inf(ré(x, r),nr). Il sensuit que ¢, H. De plus
on a pour feB; (X):

#Pf(x) = P.f(x) — V(¢,(-, *Pfy*Pf)(x, 1).

D’aprés le Théoréme 9, la suite (*"Pf), est décroissante, soit u(x, ) = inf, *"P, f(x).
D’autre part si 0 < ¢~ < peR* alors 0 < P, f < ¢*P,f. Donc pour tout a > 0, il
existe n, e N* tel que pour tous n > ny, xe X et te[0,a]:¢(x, *"P,f(x)) < n.

1l en résulte que pour tous n 2 ny, xeX et te[0,a]:

#P.f(x) = P.f(x) = V(¢(-, *"Pf)*Pf)(x,1). *

Or lim,, ., *P,f(x)$(x, *"P f(x)) = u(x, )(x, u(x, 7)) et il existe k>0 telle que
|§(x, 2P, f(x))®"P,f(x)| < k, pour xe X et t&[0,a].

Donc par passage a la limite dans (*) en utilisant le théoréme de Lebesgue, on
obtient pour tous xe X et t > 0:u(x,t) = P,f(x) — V(¢(-, wu)(x,1). Ce qui donne
d’aprés le Théoréme 7: u(x,t) = *P,f(x), Cest 4 dire

*P,f(x) = inf *P, f(x).

THEOREME 10. Soit (0,)> o un semi-groupe linéaire relativement borné sur (X, B)
tel que pour toutt > 0:P, < Q,. Alors pourtous e H, f e B*(X)ett > 0,0na:*P,f < *Q,f.

Preuve. On peut supposer que ¢ H* (quitte a prendre u + ¢ au lieu de ¢ ou
0< ¢~ <peR™ et P, au lieu de P, et ', au lieu de Q,). De méme d’apres le
Corollaire 3, on peut supposer que ¢ est bornée sur X x [0, co[. Soit fe B, (X) et
A= Otelque pourtousxe X etr = 0,0 < ¢(x,r) < A Alors d’aprés le Théoréme 7, 0on a

*Pf = *Pf + V(2 — ¢(-, *PN)’Pf)
*f =201+ Wil(h — ¢(-, *QN)PQf)
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ol
E=JHVM=Jem&Ntﬂ %=fA&NL
i} 0 0

On pose 0 =4 —¢; v="Qf~*Pf; u=*Qf —*Pf et g=2Qf0(-,*Qf). Alors il
existe une fonction mesurable

¢P9-,"’P — O 9.,¢ .
h= {2 %)f_@%;( LN *Pf # %0,

0 sinon;

telle que:
v=u— V() + W,g — V,g.
Ce qui donne d’aprés le Lemme 4:
v=[I = Vyuulh ) + W,g — Vg)

Les fonctions uet W,g — V,gsont W,-surmédianes doncla fonctions = u + W,g — V,g
est W,-surmédiane et par suite sest V -surmédianeetona:s — V,, ,(hs) = § — V., #(h8)
ou § = régularisée V -excesive de s. Or il existe s,eB, (X x J0,0[) telle que
§ = sup, V;s,,donco =5 —V,, ,(hs) = § — V. nhd) =lim,_, , V,Hhs,,,qui est positive.
Par suite v est une fonction positive, c’est 4 dire ?Pf < ?Q .

PROPOSITION 12. Soit ¢ H* telle que I'application r— ¢( -, r) soit croissante sur
[0, + . Alors pour tous fe B*(X), xe X et t > O tels que 0 < P,f(x) < + o0:

t

P_(@(-, P )P f)(x)ds
P, f(x)

Preuve. Soient feB, (X), xeX et t >0 tels que 0 < P,f(x). Soit (X,),», un
processus associé a (P,), . Alors d’aprés la Proposition 9, on a:

P, f(x) < Pf(x) < *P.f (x)exp ‘L

*P,f(x) = E"([EXP(- jt $X,,*P,_ f(X,)) dS)} f(Xz))'
0

Or la fonction r— ¢(-, ) est croissante sur [0, oof et ?P,f < P,f Donc

*P.f(x) > E* [f(X,) exp ( - f X P f (X)) dS)]-
0
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D’autre part la fonction 8(4) = E*[ f(X,)exp(— A {o ¢(X,, P,_,f (X)) ds)] est compléte-
ment monotone sur [0, o[, donc on a:

A
0(0) < 0(1)exp <«- 5((6%)
Ce qui donne:
Ex( J‘t ¢(Xs’ Pt—sf(Xs)) de(Xt))
0
P.f(x)

P f(x) < *P.f(x)exp
ou encore

J Pt“s(qs(': Psf)Psf)(x)dS
0
P,f(x)

P,f(x) <P f(x)exp

COROLLAIRE 4. Soit e H™ telle que l'application r— ¢(-, r) soit croissante sur
[0, + o[. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:
(1) (*P)y»o ~ (P,)y> (e3> O tel que Vfe B*(X),Vt > 0, °P,f < P,f < c*P,f).
(2) Il existe k > 0 tel que Vfe B*(X), Vt > 0: {4 P,_(¢(-, P,f)P,f)ds < kP,f.
Preuve: (1)=(2). Pour tous feB*(X)ett > 0un a:

f ! P,_(¢(, PSP, f)ds < J Po_y(¢(-, *P(cf))*Py(cf))ds < P(cf) = cP,f.
0 0

(2)= (1) Ca découle de la Proposition 12.

EXEMPLE. Soit P,f(x)= f(x + 1) sur R et soit ¢cH™ tel que r—¢(-, r) soit
croissante sur [0, + oo[. Alors (*P,),, o ~ (P,),> 0 Si €t seulement si x— {2 Pls,x)ds
est bornée sur [0, + co[.

B. FONCTIONS EXCESSIVES

DEFINITION 5. Soient ¢ e H et ve B¥(X). v est dite *P-surmédiane si pour tout
t>0:Po <o

* On note S(?P) 'ensemble des fonctions ?P-surmédianes, qui contient evidemment

S(C*P)oi 0 < ¢~ < peR* .

REMARQUES 9. (1) Si veS(*P) alors I'application t— ¢P,v est décroissante sur
10, + oof.
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(2) Soit ¢ € H telle que r— (-, r) soit croissante sur [0, + oo[ alors S(?P) est stable
per somme.,

(3) Yu,ve S(*P), inf(u, v) € S(*P) et si (v,), est une suite monotone dans S(*P) alors
lim,_, , ., v, est dans S(?P).
DEFINITION 6. Une fonction veB*(X) est dite *P-excessive si ve S(’°P) et
lim,,?P,v = sup,, o *P,v = v.

* On note E(?P) 'ensemble des fonctions ¢P-excessives.

REMARQUES 10. (a) SiveS(*P)alorsu = sup,, , *P,v est la plus grande minorante
¢P-gxcessive de v.

(b) Soient a > 0 et ve E(*P). Alors *P,v est *P-excessive.

(c) Si(v,),>, est une suite croissante dans E(P) alors sup, v, € E(*P).

PROPOSITION 13. Soient ¢ € H et ve B, (X). On considére les assertions suivantes:
(@) Pv<v+ [oPy((-, vy)ds; (V> 0).
(b) *P,v < v; (Yt > 0).
Alors (a) => (D).
Preuve. Soient a > 0 et ve B, (X). 1l existe alors AeR™ telle que pour tous xe X
et te[0,al:d(x, v(x)) < A et ¢(x,°P,v(x)) < A De plus on a:

*P,v(x) = *P,u(x) + V,[[A — &(:, *Pv)]*Pv](x,t) pour xeX et te[0,d].

D’autre part Pinégalité P,v <v+ [ Py($(-, v)v)ds est équivalente a *Pv +
V(A — ¢(-, v)v) < v sur X x [0,a].
Donc en posant u = ?Pv, on obtient sur X x [0,a]:

u— V(2 — ¢, W) < v — V(A — ¢(-, o)),
Soit h =4 — ¢(-, u) et 8 = ¢(-, v): alors on a sur X x [0,a]:
U - Vhw(h“) Sv— I7h+e(hv)-

Ce qui donne: [I — V,,o(h -)](u — v) < 0 et par suite u < v.

COROLLAIRE 5. Soit ¢ H™ telle que r—rd(-, r) soit croissante sur [0, + o[ et
soit ve By (X). Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(@) Po<v+ [gP(¢(-, v)ds; (Vi > 0).

(b) °P,v < v; (Yt > 0).
On suppose dans la suite que le semi-groupe (P,),», est sous-markovien (i.e: ¥t > 0,
P1 < 1) et on considére ¢peL. On note V, = [’ e~ *P,dt, la résolvante de (P),., et
(*V,)a>0 Sa perturbée par ¢. On suppose que V,1 est bornée.
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LEMME 7. Toute fonction *P-surmédiane est *V-surmédiane.
Preuve. Soit ue B, (X) n S(*P). Alors d’aprés le Corollaire 5, on a:

Pu<u+ ftPs(¢(-, wu)ds.
0

Cequidonne:u + Vo (¢(-, wu)estdans S(P) < S,. Par suite d’aprés le Théoréme 6, u < S,;.

Maintenant si v est une fonction quelconque ?P-surmédiane alors pour tout neN,
u, = v A neB, (X)n S(°P) car *P,(n) < P,(n) < n. Donc d’aprés ce qui précéde, u, e S,
et par suite v = sup, u, est dans S,.

REMARQUE 11. Si S, = §(P) alors S(*P) = §,. En effet, soit ue B, (X) 1 S,, alors
d’aprés le Théoréme 6, u + Vy(¢(-, wu)e S, = S(P). 1l en résulte que pour tout
t>0:Pu < u+ [5Py((-, uu)ds. Donc d’aprés le Corollaire 5, u e S(°P). Si v est une
fonction quelconque dans S, alors u, = v A nest dans B/ (X)n S, et donc u, € S(*P).
Par suite, v = sup, u, € S(*P).

THEOREME 11. Soit ve B, (X). Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) v est *P-excessive.

(b) (Ve>0), Po<v+ [(P(¢(-, v)v)ds et lim, o Pv = v.

() v+ Vy{¢(-, v)v) est P-excessive.

(d) v est *V-excessive.

Preuve: (a)<>(b). D’aprés le Corollaire 5, on a: ve E(*P) si et seulement si pour
tout £ > 0, Po < v + fo Py(¢(, vv)ds et lim,, o *P,v = 1.
Or, P ="Pup+ [¢PJ¢(-, *°P,_,v)’P,_v)ds et lim,,{§P,(¢(:, v)v)ds=0, car
Vo(é(+, v)v) < + c0. Donc v est ?P-excessive si pour tout ¢ > 0,

t
Pv<o+ f P(é(-, vpp)ds et limP,pw=r.
[o] t—+0
(b)<>(c) évidente.
(c)<>(d) Ca résulte d’aprés le Théoréme 6 et la fait que E, = E(P).

COROLLAIRE 6. La résolvante non linéaire (°V,), , et le semi-groupe non linéaire
(®P,);» o possédent les mémes fonctions excessives.

Preuve. Soit v une fonction ?P-excessive alors pour tout ne N, v, = sup,. , *P,(v A n)
est *P-excessive bornée et v = sup, v,. Il sensuit d’aprés le Théoréme 11 qui v, est
#V-excessive et donc ve E.

Réciproquement si u est une fonction #V-excessive alors pour tout neN,
U, = SUP, o *V,(e(u A n)) est dans E, N B, (X) et u = sup, u,. Or d’aprés le théoréme
précédent u, est ?P-excessive et donc u aussi.
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