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Abstract. We prove that the densities of the semi-groups of order ct, 0 < ct < 1 associated with differential 
operators of second order and of divergence type, and the density of Riesz ~mi-groups of order ct are comparables. 

We give a necessary and sufficient condition such that the semi-group of order ct and its resolvent family 
and their perturbated with a nonnegative and regular Radon measure are comparables. 

When ct = 1, we prove that the semi-group of brownian motion and its perturbated with a radial and 
nonnegative measure are comparables if and only if the measure generates a bounded potential, but the 
result is not true if the measure is not radial. 
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1. I n t r o d u c t i o n  

Nous  consid6rons  la farniUe d 'op6ra teurs  diff6rentiels du second ordre  de type  

divergence fi coefficients mesurables  et uni form6ment  el l ipt iques sur A n (n ~> 1). 

P o u r  un op6ra teur  de cette famille nous  no tons  p a r  p ( t , x , y )  la densit6 du  

semi-groupe  associ6, G la fonct ion de G r e e n  et F l e  n o y a u  potent ie l  associ6s. Les 

let tres index6s pa r  0 d6signent  les 616ments co r r e spondan t s  ~t l ' op6ra teur  de Lap lace  

A. Les let tres qui  po r t en t  l ' exposan t  ~t d6signent les 61&nents co r r e spondan t s  fi 

l 'op6ra teur  ( - L) ~ ob tenu  ~i par t i r  de L au moyen  de la subord ina t ion  au  sens de Bfchner .  

Darts  [2],  [7]  et  [8]  les au teurs  on t  d6mont r6  qu ' i l  existe c = c(n, 2) telle que: 

1 
C "/2 + ~ " (Ct -C--g/24i p o ( t / c , x , y  ) <~ p ( t , x , y )  <<. eo~ , x , y )  

pour  tou t  t > 0, x, y ~ ~ n  

Les pr inc ipaux  r6sultats  de ce t rava i l  sont  les suivants.  

* Ce travail est soutenu par la Fondation Nationale pour la Recherche Scientifique. 
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Nous d6montrons qu'il existe c = c(n, 2, ~) telle que: 

- ~ p o ( t , x , y )  <<. p ' ( t , x , y )  ~ C p ; ( t , x , y )  

pour tout t > 0, x, y E ~". 
Nous d6montrons aussi que le semi-groupe associ6 fi ( - L ) "  et son perturb6 par  

une mesure de Radon positive r6guli6re exacte sont comparables si et seulement si 

G '#  est born6. 
Nous terminons ce travail par l'6tude du cas limite a = 1. 
Nous d6montrons que le semi-groupe du mouvement  brownien et son perturb6 

par une mesure de Radon positive r6guli6re exacte radiale sont comparables si et 

seulement si Go/t est born& 
Mais si # n'est pas radiale ce dernier r6sultat n'est pas en g6n6ral vrai. Pour  cela 

nous donnons un contre-exemple de fonction q5 dont le potentiel de Newton associ6 
est born6 mais le semi-groupe du mouvement  brownien et son perturb6 par rp ne 

sont pas comparables pour (n ~> 4). 
Je remercie Monsieur le Professeur W. Hansen pour les discussions tr6s fructueuses 

que j'ai eues avec lui et pour l'int6r& et le soin qu'il a port6s pour que ce travail 

puisse voir le jour. 

Nous nous donnons la famille ~ (~" ,  2) des op6rateurs diff6rentiels du second ordre 
de type divergence ~ coefficients mesurables sur ~" (n/> 1) d6finis par  L~ 5g(~", 2) 

L = aij(x ) . 
i , j =  l 

Nous supposons que la matrice associ6e a(x) = (aij(x)) 1 <~ij.<, est sym6trique (aij(x) = aji(x) 
pour tout 1 ~< i , j  <~ n e t  tout x~  R") et que L e s t  uniform6ment elliptique sur R": 

2[~12 ~< ~ alj(x)¢i~ j <<. 2-liar  2 pour tout x,~eff~". 
i , j  = 1 

Pour L ~ £,e(~", 2), nous notons par G la fonction de Green de L sur R" × R" et par 
V le noyau de densit6 G (quand les expressions existent). 

G o dbsigne la fonction de Green de A sur ~" × ~" et V o le noyau de densit6 G o 
(quand les expressions existent). 

DI~FINITION 1. Soit L x, L 2 c ~(~(~n, ,~). Soient G 1, G 2 les fonctions de Green de L 1 

resp. (L2). Nous dirons que G 1 et G 2 sont comparables s'il existe une constante c > 0 

telle que 
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1_ G 1 G 2 <% <~ cG ~. 
e 

DI~FINITION 2. [13]. Soit # une mesure de Radon positive sur~" .  On dit que/~ 
est L exacte s'il existe un unique noyau "V qui v6rifie V f =  ~ V f +  G(uVf#). 

REMARQUE 1. Soit # une mesure de Radon. Alors I~ est A exacte si et seulement si 
est L exacte pour tout L~  ~(N",2). 

Ddmonstration. L'6quivalence d6coule du fait que Get G O sont comparables sur R" x ~". 
Pour Le.~(N",2)  et # une mesure r6guli6re L exacte, on consid6re le noyau uV 

perturb6 de V par # et "G la fonction de Green assoei6e a "V qui n'est autre que la 
fonction de Green de L - /~ .  

DI~FINITION 3. Soient L e 5f(R", 2) et # une mesure de Radon positive sur ~". On 
dit que/~ est r+guli+re si/~ ne charge pas les semi-polaires de ~" associds fi la structure 
harmonique d6finie par L. 

THI~ORt~ME 1. Soient L e  ~cp(N,, 2) et # une mesure L rOgutiOre exacte sur ~". Alors 

les fonctions de Green G e t  "G sont comparables si et seuIement si G# est born& 

DOmonstration. Nous savons d'apr6s [2], [7] et [8] que les fonctions G e t  G o sont 
comparables. D'autre part nous savons d'apr6s [13] que les fonctions G et "G sont 
comparables si et seulement s'il existe une constante c > 0 telle que 

R" G(x, z)G(z, y) d#(z) ~< cG(x, y) pour tout x, y e lt~" 

ce qui est 6quivalent d'apr6s [13], [16] au fait que G# est born6e. 
Nous allons nous int6resser maintenant aux noyaux de Riesz d'ordre e 0 < e < 1 

associbs ~ la famille ~(~" ,  2). 

Nous savons d'apr6s [5], [18] qu'il existe un unique semi-groupe (th,~) t > o de mesures 
de convolution sur ]0, oe[ qui v6rifie 

o e-~adt/t,~(2) = e- t-"  

pour t o u t a > O , t > O , O < e < l .  

C'est un semi-groupe de mesures/l  densit6s par rappor t / t  la mesure de Lebesgue 
sur ]0, oe[. Si on note f.,O.) ta densit6 de ~h., nous avons d'apr6s [t8]:  

1 
I ~° exp(2r cos 0 - tr ~ cos cO) sin (2r sin 0 - tr ~ sin eO + O) dr 

J o  
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off 0 est compris entre re/2 et rc et 

f . , ( 2 ) > O  V t > O  V~ 0 < ~ < 1  ¥ 2 > 0 .  

Pour  L e  ~(~" ,  2) nous notons par P l e  semi-groupe associ~, par p(t, x, y) la densit6 
de P, par Po le semi-groupe associ6 ~ Ae t  par Po(t, x, y) la densit6 de Po. 

Nous savons aussi d'apr+s [2], [7] et [8] qu'il existe une constante c > 0 telle que: 

l ( t )  
c,~i--4spo c,X,y <~ p(t,x,y) < c"/2+lpo(Ct, x ,y  ) (*) 

pour tout t > O, x, y e ~n. 
Soient LeLa(~",2)  et 0~eR, 0 < ~ < 1. Nous pouvons d'apr+s [18] associer au 

semi-groupe P le semi-groupe d'ordre 0~ not6 P" au moyen de la subordination au 
sens de BSehner d6finie par: 

P~t g(x) = f : Psg(x)~lt,~(ds) = f : Psg(x)ft.,(s)ds 

pour g mesurable born6e. 
Si on note p'(t, x, y) la densit6 de P~ nous avons: 

p~(t, x, y) = f :  p(s, x, y)f,,(s) ds 

P" est un semi-groupe holomorphe dont le g6n6rateur infinitesimal est d'apr6s [18]: ( - L) ~. 
Pour  L e  5e(~",2), 0 < ~ < 1, on note par V" le noyau potentiel assoei6/t P= et par 

G" la fonction de Green assoei6e. 

L E M M E  1. Soit ~ e ]0, 1 [, il existe une constante c = c(n, 2, ~) telle que pour n >i I on ait 

1 G~ -G~ <~ <~ cG~ ¢ 

pour tout Le  ~e(~", 2). 
D~monstration. Nous avons d'apr6s (*): 

l ( s )  
:/~ + a Po c, X, Y <<- P(s, x, y) <~ cn/2 + I Po (cS, x, y ) pour tout s > 0, tout x, y e ~". 

On multiplie cette in6galit6 par f,~(s) et on int6gre sur ]0, oo[, nous obtenons en 
utilisant [11], [14]: 

1 f e-C%~,?=+i(x-Y,¢>d~ <~p~(t,x,y)~cn/2+l:R e-t/c~l~lZ=+i(x-y,~>d~ ' 
cn/2 + 1 n 
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On intrgre par rapport f i t  sur ]0, oo[ en utilisant le thrordme de Fubini et le 

changement de variables s = c'/t  dans l ' intrgrale/t gauche et s = t/c ~ dans l'intrgrale 
fi droite nous aurons alors: 

1 
c./2 + 1 - ~ G'o(X, y) <~ G ~(x, y) <<. c "/2 + i - ~ G~o (x, y) 

soit encore pour tout x, y e N": 

1 1 
c "/~+1-~ ix - yl "-2~ ~< G~(x'Y) ~ c"/a+l-~ Ix - yl "-2~" 

Remarquons enfin que c = c(n, 2, ~). 

Soit/1 une mesure ( - L )  ~ rrgulidre exacte, on drsigne par UG" la fonction de Green 
du noyau associ6 ~ ( - L ) "  + #. 

THI~ORt~ME 2. Soient L e  A°(N",2), 0 < ~ < 1 et # une mesure ( -  L) ~ r~gulidre exacte. 
Alors les fonctions de Green G ~ et "G ~ sont comparables si et seulement si G~# est bornd. 

D~monstration. Comme # est ( - L )  ~ rrgulirre et exacte, la fonction "G~ est bien 
drfinie et nous avons V~f = "V~f  + G~[("V~f)#] pour f mesurable positive bornre. 

Par  suite d'aprds [13], [16] les fonctions G ~ et ~G ~ sont comparables si et seulement 
s'il existe une constante k > 0 telle que 

f R G ~ ( x ,  z)G'(z, y) d#(z) ~< kG~(x, y) pour tout x, y e R" 
n 

or nous avons d'aprds [16]: 

n + 2 - 2 ~  ~ 2n-2~cn+2 G~(x,z)G~(z,y) <~ c Go(x,z)G~o(z,y) <~ -2~G~o(x,y)EG~o(X,Z ) + Go(y,z)] 

< 2"-2~cZ("+2-Z'IG~(x,y)[G~'(x,z) + G~'(y,z)]. 

Ce qui entraine: 

, G'tx,  z)G'(z ,y)d#(z)  <~ 2"-Z'cZt"+2-2")G'tx, y) ~ ,  [G'tx,  z) + G'(y,z)]d#tz) .  

IIen r~sulte d'aprds [13], [16] que si G~# est bornre alors G ~ et "G" sont comparables. 
La condition G'/l born6 est nrcessaire d'apr+s [13] car 1 est ( - L ' )  excessive. 

Soit L e  5?(N", 2), e e l0 ,  1[, on note par G; la densit6 de la rrsolvante V" = (V2)p> o. 

L E M M E  2. Soit ~ e ]0, 1[, il existe c = C(tl, 2, o~) tel que pour tout L e  ~q'(R", 2) et pour 
tout p >/0 on ait pour tout x, y, z e R ~ 

G;fx, z)G;(z, y) cG;(x, y)[G;fx, z) + G;fz, y)]. 
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Ddmonstration. Si on note par  p~(t, x, y) la densit6 du semi-groupe associ6 fi ( - L )  ~ 
nous avons l'in6galit6: 

c l ~ p  o cX, Y ~ p(t,x,y) <~ c"/2+lPo(CS, X,y) ¥s > 0 ¥x, yeN". 

O n  multiptie pa r  e-P~f,~ et on int~gre sur [0, oo[. Nous  ob tenons  en utilisant le 
th~or~me de Fubini:  

1 ) 
cn/2  + 1 n 

<~cl+n/2ffoei(x-Yl')-pt-t/c~'"2~dtd'..I R" 

Nous  utilisons les changements  de variables s = c~t dans  l 'expression ~i gauche et 

s = t/c" dans l ' express ion/ t  droite. Nous  obtenons:  

1 G~ <~ cl/2+1 C./2~"T-~_=( O)pc,(X,y) <~ G~(x,y) -~(G~),/,,(x,y) pour  tout  x ,y~ R". 

D'au t r e  par t  d 'aprbs [16] les fonctions de Green  (G~),~, et (G~)p/~o sont comparables :  

il existe c = c(n, ~) telle que 

G , (Go).~o <<- ( o)e/~ <~ c(n,~)(Go).~.. 

En effet: soient 0 < a < b alors les fonctions de Green  (G~).p et (G~)b. sont 

uniform6ment  comparab les  pa r  r appor t  fi p car nous  avons: 

(Go).. = (Go)b. + ap(V~).p - 1 (G0)b. (1) 

et d 'apr6s [16] nous avons: 

2" + 2t~ 
(Go)..(x,z)(Go)..(z,y) <~ ~ ( G o ) . . ( x , y ) [ ( G o ) . z , (  ,z) + (Go)..(z,y)] (2) 

ce qui entraine que: 

at ~t ~t 
ap(Vo~).p -- 1 (Go). .  ~< ap(Vo'). . - 1 (Go). .  ~< ~ - 1 (Go)a.. 

Par  suite si k = [2"+z'+~/s inZ(~lr) ] (b /a  - 1) < 1 nous obtenons  que: 

(1 -- k)(G~).p <. (G~)b. = (G~o)ap+tb/._ 1),,. 

" G" 2 n+2a+l soit encore (1 -- k)(Go).. <. ( O)ap+[k(sin ctg)/(2 )lap" 



COMPARAISON DES SEMI-GROUPES ET DES RESOLVANTES 21 

Soit v = l/k(1 + b/a)2 n÷2~+ 1/sin2(an) nous avons d'apr6s [12], [13] et [16]: 

(1 ~ ~ -< ~ sin2(°tn) 
-- k) (Go)~p -~. (Go)ap + k" v ~ a p  = (Go)bp 

ce qui d6montre que (G~)ap et (G~)bp sont uniform6ment comparabtes pour  tout p > 0. 

II existe alors une constante c = c(n, ~, c) telle que 

1 ~t fit -(G;)po~(x, y) < G,(x, y) <. c(Go)p~(x, y). 
c 

I1 suffit donc de d6montrer le Lemme 2 pour L = A. Or nous avons d'apr6s [16] 

2n+2~ 
(G;),~(x, z)(G~o)po(z, y) ~ ~ (G~o)~(x, y)[(G~o)pc,(x, z) + (G;),~,(z, y)] 

pour  tout x, y, z e ~ ,  ce qui d6montre le Lemme 2. 

THI~ORIEME 3. Soient LeLP(N",2), 0 < e < 1# une mesure ( - L )  ~ rdoulikre exacte. 
Alors pour tout p > 0 les fonctions de Green G~ et ("G~)p sont comparables si et 

Ct seulement si Gp# est borne. En particulier les rdsolvantes assoeides it ( - L) ~ et ( - L ~) + # 
sont comparables si et seulement si G'# est bornd. 

Ot D~monstration. Soit p > 0, d'apr6s [12], [13] et [16] les fonctions de Green Gp et 

("G~)p sont comparables si et seulement s'il existe une constante k > 0 telle que 

G;(x, z)G;(z, y)#(dz) ~< kGp(x, y) pour tout x, y e N ~. 
n 

Or d'apr~s le Lemme 2 qui precede nous avons: 

de 

par suite si Ie~ G~,(x, z) dNz) est born~e les noyaux de Green G~, et ("G~)p sont comparables. 
La condition G~,# born~e est nGcessaire d'apr~s [13] car 1 est ( -  L) ~ + p surmGdiane. 
En particulier si G~# est bornG, alors pour tout p > 0, G ~ # est born~ ce qui entraine 

que (G;)p> o et ("G;),> o sont comparables (i.e.: il existe cP> 0 telle que G; <<, c("G')p 
pour tout p > 0). Ce qui prouve que les r6solvantes associ6es/t ( - L )  ~ et ( - L )  ~ + # 
sont comparables. 

La condition G'~t born6 est 6videmment n6cessare d'apr6s la premi6re partie de la 
d6monstration de ce th6or6me pour p = 0. 

COMPORTEMENT DE LA DENSITI~ DU SEMI-GROUPE DE RIESZ D'ORDRE ~ ASSOCII~ 
A (--A) ~ SUR R" 

Nous savons que la densit6 du semi-groupe de Riesz d'ordre ~ associ6 ~ ( - A )  ~ sur 
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R" est donn6e d'apr~s [11], [14] par: 

e-'f¢:~+i(~-rI~)d~ pour tout t > 0, x, y e R "  p~(t,x, y) 
3~ 

= p;( t ,x  -- y,O). 

On note encore p~(t, x) = ~ ,  e-tJ¢:'+~J¢) de. 
C'est une fonction radiale, elle est strictement positive d6croissante: ceci est immMiat 

si on 6crit p~o(t, x) = ~ po(s, X)rha(S ) ds avec t/t a i> O. On pose ~ = t l /2~,  on obtient: 

1 fR e-Ig?'+i(x/W2"l°d~" p ; ( t , x ) =  ~ . 

On pose 

on a alors: 

a - x f e -g~2~+i(alO d~ 
t1:2 ~ et ~b~(a) = J~" 

p;(t, x) = ~ ~ kt-i77-d ] 

~b~ est positive, radiale, d~croissante et continue sur fie". 

L E M M E  3. Nous avons: 

(1) 

quand la] tend vers O. 

~=(a ) -  2 a F ( 2  + 1)  

1 2 ~ sin arc F F(a + 
(2) ~b~(a) -~ ~z.+2/2 1)la],+2 ~ 

quand lal tend vers + oe. 
Ddmonstration. (1) D'apr~s le th6or6me de convergence de Lebesgue nous avons: 

fo ° r" - 1 e-  "~ dr = F lim qS~(a) = lim e-J¢?~+i(al~)d~ = e-1~12"d~ = v, 
Jal~O la{~O " 

off v, est les volume de la boule unit6 de R"" v, = [rW2/F(n/2 + 1)]. Ce qui d6montre (1). 
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(2) Comportement de ~b,(a) au voisinage de + 0o. Nous allons nous servir de la 
formule donn6e dans [18] qui peut s'obtenir en faisant recours au changement de 
variables en coordonn6es polaires dans R" 

p~o(t,x) - 4 (4rc)n+2 f :  f:s"-"/2'-'e-'~'~me-'~'~°"~/Z)cos(su-tu~sin(~-~))dsdu 
2 

21x11-"/2 fo _ ul/Z~./2-1) JR6 (2zr)t. + 2 ) / 2  ei(~/4)(n/2 - t) e - tu~e - -  t(at~)/2 Kn/2 _ 1 (Ixl u ~/2 ei~/4 ) ] du 

ofa K,,/z_ ~ est la fonction de Macdonald. 
On fait le changement de variable v = [xlu ~/2, on obtient: 

R6 4 1 f oo vn/2ei(~/4)(n/2 _ a)e-t<~2"/l~l~') e-i(~n/2) Kn/2 _ ~ (ve~t~/4)) dv p~o ( t, x) 
(2zO n + 2 ]xt" Jo 

2 

ce qui permet d'6crire: 

R6 4 1 f oo v"12 d (=/4)~"/2- t) e-t~2"/l~l~')~-"~/2 K . / 2 -  ~ ( a )  l (veirq4 ) dv 
~ Jt2n~n+2 [a[" J0 

2 

On fait le d6veloppement de 

e-(V2~/lal2~)e"~/z) 

par rapport fiv et on int6gre terme ~ terme nous obtenons 

R6 - 4  1 e+i(n/4)(n/2_l)_ia(rq2 ) f ~ ljn/2+2aKn/2 l (ve.~/4))dv ~ , (a)  
n + 2 la[ "+2= a o  

(2tO 2 

22~ sin(~tn) F ( _ ~ )  1 
(~ + 1)F lal,+2 ~. 

Ce qui d6montre (2). 

THt~ORI~ME 4. Soit  ~t~]0, l [ ~ c  = c(n,2,~) telle que pour tout LeZ#(R",2) on ait: 

1-p~o(t,x,y ) <~ p~(t,x,y) <~ cp~(t,x,y) pour tout  t > 0 x ,y~R".  c 

D~monstration. Nous avons d'apr6s [2], [7], [8]: 
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1 t 
c-g;-~./z Po (c, X, y )  <~ p(t, x, y) <. ct +n/2 po(ct, x, y) 

ce qui nous donne d 'apr6s ce qui pr6c6de: 

1 , / ' t  "~ 
Po ~-~, x, y )  <~ p=(t, x, y) <~ c "t2 ÷' -=po ( c~ t, x, y). cnt  2---g-i'z--d_ ~ 

I1 suffit alors de mon t r e r  que p~o(t/c',x,y) et p~o(c't,x,y) sont comparab les  ce qui 
rev ient / t  mon t r e r  que 42~(c~a) et 42~(a/c ~) sont  comparables .  O r  d 'apr6s le L e m m e  3 

nous avons:  

42(a)_fi zct \ z a / v  n I n '  

quand  lal tend vers 0 

42 (a)~ ~ k c'~"+z'~ c *;z'-Sk lal "+2-~1 - ~ , 4 2 ~ ( c ~ a )  ~- avec k > 0 

quand  [al tend vers + oo, il s 'en suit qu'il  existe c = c(n, a, c) telle que 

c lp=o(t,x,y ) <<. po(e t,x,y) ~ cp~(t,x,y) pour  tout  x, ysN",  t > 0 

ce qui d6montre  le Th6or6me 4, 

L E M M E  4. Soit ~ e ] 0 , 1 [ ,  il existe c = c(n,2,a) telle que pour tout L e ~ ( ~ " , 2 )  la 
densitd p" du semi-groupe d'ordre ct associd d ( - L )  ~ v~rifie: 

p~(s,x,z)p~(t - s,z,y) <~ cp~(t,x,y)[p~(s,x,y) + p~(t - s,z,y)] 

pour tout 0 < s < t et x , y , z ~  ~. 
Ddmonstration. D'apr6s  le Th6or6me 4 pr6c6dent, il suffit de d6mont re r  le r6sultat 

pour  L = A. P o u r  des raisons de sym6trie, il suffiit de d6montrer  le r6sultat pour  

O < s <. t/2. 
En utilisant la propr i&6 p~o(t,x)= 1/t"/2~42~(x/tl/2=), il sutiit de d6monst rer  qu'il  

existe c > 0 telle que: 

( , z - y  

<~ e't.12=.r=\ tl/2 = ] 42(x-z)  __42 (_z- y 
s "/~= ~ \  s'/2---;} + (t - s) "/2" " \ ( t  - s)~t2~'] 

p o u r  tout  0 < s < t et x, y, z ~ ~". 
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Quit te / t  prendre  x/t, y/t, z/t  au lieu de x, y, z et en posan t  0 = sit il suffit de d6montrer:  

<<. c(a,(x - y) 

(1-O)'z~<4b (x-z'~<\ 0',2, ,] + O"'2~<O,(ilZ-___--ZO~i2d<) 
pour  tout  0 < 0 < 1/2 et x,  y, z e ~". 

O n  pose u = x - y, v = x - z on a alors z - y = u - v il suffit de d6montrer :  

(~ /) U - - / )  

<. c4~,(u) 
(l-O)"i2"~J, (vkO-r7-~)+'~ 0"2~<+<,(i 1 ~-~)~-i2<~) 

pour  tout  u, v e N", 0 < 0 < 1/2. 

(1) Si lul 1> 1 deux cas se pr6sentent: 
(a) Ivl/> 1/21ul, il existe d 'apr6s [14] une constante  c telle que 1/c. 1/lal" + 2= ~ 4~(a) ~< 

n 1 
c" 1/lal "+2" pour  tout  a e N  , lal/> ~. Ce qui nous  donne 

(1-0)"12"4b, ( vk~i~,] + "~ 0"12~<4~<,((lu;)v/2,) 

(b) Si lu - vl >/1/21ul nous  aurons  

~b, ( 0  ~ - ~ )  ~b, ( i l  u - O ) ; 2 , )  

(l-O)"i2"d~, fv\O~-~/#+~ O"S2"~b<<(i I Uo)Vl2~< ) 

~< Onf2~ 

f1"~.+2~0.i2:+, 0/" 1"~.+2, 

f 1 x~n+2~t 
~< 2 " + 2 " - 1 C [ - - |  <~ 2"+2"-- lC2" q~,(U). 

\ lul) 

(1 - O) "/2~ 

2"12~ch~(u/2(1 - 0)1/2~) 

<~ 2"/2~<~<(21/2"<- lu) << 2"12~c. (a ~(u) 

car q~ est radiale d6croissante et il existe c > 0 telle que ~b~(21/2~- lu) ~ cd?~(u). 
(2) Si lu[ ~< 1, c o m m e  q~ est cont inue str ictement positive et d 'apr6s le L e m m e  3: 

l im,~ o ~b~(a) = (v./2~)F(n/2~), il suffit de d6montrer  que l 'expression: 
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est major6e par  une constante.  
Or  cette expression est t r ivialement major6e par: 

(1 - -  O) n/2a 
~< 2"/2a~b~(O) ~< C~b~(u). 

R E M A R Q U E  2. Pou r  ~ = 1/2 le r6sultat est trivial d 'apr6s [12]. 

THISORI~ME 5. Soient ~ ~ ]0, 1 [, L e ~ (R", 2) et ~ une mesure ( - L )  ~ r~gulidre exacte. 
Alors le semi-groupe P~ et son perturbd par #, "P~ sont comparables si et seulement si 
G~# est bornd. 

D~monstration. D'apr6s  [13], les semi-groupes P~ et uP" sont comparab les  si et 

seulement s'il existe une constante  c > 0 telle que: 

f l fap~(s ,x , z )p~( t  <. tout  t > 0, x , y ~ R " .  s, z, y) dl~(z) ds ~" p~(t,x, y) I pour  

Supposons  que Gap est born6, nous  aurons  d 'apr6s le L e m m e  4: 

fl f j ts, x,z)p (t - s,z, y)d#(z)ds <~ cp~(t,x, y) 

<<. 2cllG~#llP~(t, x, y) 

il suffit alors de prendre  ~ = 2cHG~#II . 
La  condi t ion G~/t born6 est n6cessaire d 'apr6s [13] car  1 est P~ excessive. 
Nous  introduisons main tenan t  F ~ la fonction de Green  de l 'op6rateur  ( - L )  ~ + c~/dt 

sur R n + l ×  R "+1 oil L appar t ien t  ~ ~ga(R",2) et 0 <  ~ < 1. F ~ est donn6e par  

F~(t,x,s,y) = lj_~,tt(s)p~(t-  s,x,y) ofa p~ est la densit6 du semi-groupe associ6 ~t 
( - L )  ~ sur ~n, x ,y~Rn,  s , t~R .  

Pour  # une mesure  de Radon  ( - L )  ~ + t~/dt r6guli6re exacte nous no tons  pa r  UF ~ 
la fonct ion de Green  associ6e/t  ( - L )  ~ + a/t3t + # sur R ~+1 x R ~+1. 

Nous  avons  alors le th6or6me suivant: 
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THI~ORI~ME 6. Soient L e  LP(~q", ~), 0 < ~ < 1 et # une mesure ( -  L) ~ + 8/Ot r6guli~re 

exacte. Alors les fonctions de Green F ~ et UF ~ sont comparables si et seulement si 

F~# = ~R,,+~ F~ d# est  borne. 

DOmonstration. La condition est ntcessaire d'aprts [13] car 1 est ( -  L) ~ + O/Ot excessive. 
La condition est suffisante: En effet d 'aprts [13], [16] les fonctions de Green F ~ 

et "F" sont comparables si et seulement s'il existe une constante k > 0 telle que 

fR.+ ~ F~(t, x, r, z)F~(r, z, s, y) d#(r, z) <~ kF~(t, x, s, y) 

pour tout x, y e  ~", t, s e  R. 

En fait il suffit de considtrer le cas s < t vu que la propritt+ est triviale pour s >~ t. 

Or  nous avons pour s < t: 

F ' ( t ,  x,  r, z )F ' ( r ,  z, s, y) = 11 _ ~ , , t ( r ) e ' ( t  - r ,  x ,  z ) "  11 _ ~ , ~ t ( s ) e ' ( r  - s ,  z ,  y) 

= ll~at(r)e~(t -- r, x, z)P~(r - s, z, y). 

En utilisant le Lemme 4 nous obtenons: 

tl~,tt(r)im(t - r,x,z)P~(r - s ,z ,y)  <~ clj,,~t(r)P~(t - s ,x ,y)[P~(t  -- r ,x , z )  + l~(r  - s, z,y)] 

<<. cl  1_ ~ , t t ( s ) P ' ( t  - -  s, x,  y ) [ 1 1 _  ~, t t ( r )P~( t  - r, x ,  z) 

+ 11- o~,rt(s)/~( r - s, z, y)] 

= c P ( t , x , s , y ) [ F ~ ( t , x , r , z )  + F ' (r , z , s ,y )] .  

Ce qui donne: 

I~( t , x , r , z )F~(r , z , s , y )  <~ c" F ' ( t , x , s ,  y )[F~( t ,x , r , z )  + F ' (r , z , s ,  y)]. 

En inttgrant cette intgalit6 par rapport ~t # sur  R "+ 1 nous obtenons que: 

;~,  +~ F~(t, x, r, z)F~(r, z, s, y) d#(r, z) 

<~ c I~ ( t , x , s , y )  j~,+l [ F ' ( t , x , r , z )  + F ' ( r , z , s , y ) ]dp(r , z )  

par suite si F '#  = ~n-*l F~ d# est born6 nous prendrons k = 2c. 1IF'# II. Ce qui dtmontre  
le Th to r tme  6. 

Nous allons maintenant nous interesser au cas ~ --- 1 pour &udier la comparaison 
du semi-groupe du mouvement brownien avec son perturb6 par une mesure de Radon 
A rtgulitre exacte sur R". Nous allons donner les conditions ntcessaires et suffisantes 
pour que P o e t  UPo soient comparables sur R". 
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L E M M E  5. Soit ~ une mesure r~guli~re V o exacte. Alors les semi-groupes Poe t  aPo 
sont comparables sur ~" (n >1 3) si et seulement s'il existe c > 0 telle que: 

f o f  l - -~e-"-2 t"-x '~ /4 td l~(y)dt<<.c .  (4rct)n/2 pour tout u, xE~" .  

D~monstration. Nous  avons  d 'apr6s [12] que P o e t  ~Po sont comparab les  si et 
seulement s'il existe une constante  k > 0 telle que: 

,~t2 e -  (t/4~(~- s~)~ - (~/or- ~ - c~/o)~l 2 d#(z)  ds ~< k 

pour  tout  t > 0 tout  x, y e N  ~. 
Ceci est ~quivalent g dire que: 

fi'fo 1 -(~/°'~'2dl~(z)dz . (4~s),/~ e - i/4~iz - (s/or - (1 

1 e -  l/4(t-s)lz-o/ox-(l -(s/o)rl ~ d/~(z) ds ~< 2n/2 + 
/2 ~ (4~r(t s)) "/2 

pour  tout  t > 0 tout  x, y e R  ~. 
Ceci est encore 6quivalent ~i dire que: 

f l /2 ~ 1_ a- 1/4slz -(s/t)y - ( 1  - (s/0)xl 2 cl ~jtfZ) dS  Jo 
est born6e. 

En posan t  u = ( y -  x)/2t, nous obtenons  que les semi-groupes Po et UPo sont 
comparab les  s'il existe c > 0 telle que 

. (4r~s)./~ e - i t -  2~u- xj2/4~ d#(y )  ds  ~< c 

p o u r  tout  x,  u s t R  n, t > O. Ce qui se t radui t  par: 

f o  fR. (4n~),/2 e-lr- 2tu-xl2/4~ d#(y)dt <-. c 

pour  u, x e  ~n. Ce qui d6mont re  le L e m m e  5. 

P o u r  u e  ~"  nous d6finissons pou r  tout  t > 0 rop6ra teur  Q~ sur c~b(~  ) par: 
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u x 1 f _  Q~ f (  ) = ~ .J~" e -ty - 2 . , -  xl~/4t f ( y )  dy 

Q~ = Id.  

L E M M E  6. Pour tout ue  ~n (n >1 1), (Q")t~o est un semi-groupe de Feller markovien 

sur c~b(~" ) dont le 9dndrateur infinitdsimal est A = A + 2(u, grad}. 
D~monstration. N o u s  avons :  

Q71(x) f 1 e - l r - 2 , . - ~ , ~ / . , d y = f  1 24, = - e -~yt/ dy = 1 
. (4rot) "/z . (4z~t) "/2 

So i t  f ~ C~k(~" ) n o u s  avons :  

Qr f (x )  = ~ . e- ly-  2t,,- x?/4Z f (y) dy 

'fo - ~ . e -  Iv - xt~14t -,i.i 2 (e<.,, - ~>f(y)) dy.  

O n  pose  

e-Zl"t% -I~-yl2t4'+<"'y-x> = q.(t ,  x - y, 0) = q.(t ,  x - y). 
q.(t, x, y) = (4rot)./2 

u X C'es t  une  fonc t ion  r a d i a l e  et  Q , f (  ) = ~R.q.(t, x, y ) f ( y )dy .  

Q~ est  a lo r s  un  n o y a u / t  dens i t6  q.(t, x, • ) p a r  r a p p o r t  fi l a  m e s u r e  de  L e b e s g u e  sur  ~". 

So i t  x ~", n o u s  avons :  

e -  (t + s)lut2 f _  e -  Ix- yI2/4t + (u,x- y )  - lyI2/*S + (u,y 5 
q.(t, " )*%(S, " )(X) = (4rct)./2(4rcs)./z ~ "  dy 

= e_(t+s)lUl2e(U,X5 f 1 l e_iX_yt~/4t_iyl2/4Sd v 
Jta" (47zt) n/2 (4ns) "/2 

1 
- (4rc(t + s)) "/2 e -  (~ + ~)t"l~ e -i.~ ~14(t + ~) + <.,~> 

= qu(t + s, x) 

d ' a p r &  la  p rop r i6 t6  d u  s e m i - g r o u p e  d u  m o u v e m e n t  B r o w n i e n  sur  ~". Ce  qu i  d + m o n t r e  

que  Q~(Q~f) = Q~+, ( f )  p o u r  t o u t  f m e s u r a b l e  born6e .  C o m m e  le s e m i - g r o u p e  d u  

r n o u v e m e n t  b r o w n i e n  es t  p r o p r e ,  Q" est  d o n c  p r o p r e  et  Q~(Cgk(R")) = ego(N" ) vu  que  
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le semi-groupe du mouvement Brownien v6rifie la m~me propri6t6. On note W" le 

noyau du semi-groupe (Q~)t>~o. Nous avons pour f e C~k(R"): 

= at ( f ) ( )  dt = . (4rot)./------ 5 

fof:l = . (47rt)./z e-rY- 2t.-xl~/4tf(y) dt dy 

=for;. (4rot) "/21 e_lr_xj~/4t_tl~12+<.,r_x>f(y)dtdy 

= VI.I 2 (e<.,. -x>. f )  

off ~.l~ est le noyau d'indice lul 2 de la r6solvante du semi-groupe du mouvement 
Brownian sur ~". 

Nous allons d6terminer le g6n6rateur infinit6simal du semi-groupe (Q~)t>~o. Pour 
ce faire nous remarquons que (Q~)t>~o est un semi-groupe de convolution associ6 au 
serni-groupe de rnesures: 

#,  = p* 6_  2,. 

(off Pt est le semi-groupe de mesures de g6n6rateur A6). 
On en d6duit imm6diatement que #t admet pour g6n6rateur 

A6 + 2(u, grad6) ,  

ce qui d6montre que Q~' admet pour g6n6rateur Af + 2 (u, grad f ) .  

D]~FINITION 4. Soit # une mesure de Radon sur ~". On dit que # est radiale si 

~'n.f o R d# = Sa" f d# pour tout R ~ SO(n). 

L E M M E  7. Pour n >>. 3, il existe une constante c > 0 telle que pour tout u e ff~" et toute 

fonction ¢ sur ~ mesurable, positive, radiale et vdrifiant Vo(¢) bornd on air: 

w"¢(0) < cVo(¢)(0). 

Ddmonstration. Il suffit de d6montrer que W"¢(O)~ cp(O) pour tout u e  R" sous 
l'hypoth~se que p = Vo(¢) est born& 
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Nous avons: 

f ; f l  2,.24, W"q~(O) = ,, z-,,/2e -'r- J/ ¢(y)dydt 

f~ . ( ;  1 e-lr-2t~t2/*'q~(y)dtdy d'apr6s le th6or~me de Fubini (41rt) n/2 

: f ~ ; ; ~  (4Xt) "t21 e_irl2/4t_ti.t2e~,,y,¢{y)dtdy 

= (2njn)~ . \ -~J K~./z)-l([ul" [yl)e~U'r)~)(y)dy = Vi,12(qSe(""))(0 ) 

K~./2)-1 est la fonction de Macdonald. 
Quitte ~ faire une rotation, nous pouvons supposer que u est port6 par le dernier 

vecteur e, de la base canonique de ~" car nous avons 

W R"¢(0) = W"¢(0) pour tout R e SO(n). 

On utilise alors le changement de variables en coordonnres polaires dans R" donnres par: 

Yn = r cos 0 I 

Y.-1 = rsin01 cos02 

Y.- 2 = r sin 01 sin 02 cos 03 

Yk = r sin 01 sin 02.. .  sin O k_ 1 cos O k 

Y2 = r sin 01 sin 02.. .  sin 0,_ 2 cos 0,_ 1 

Yl = r sin 0 t sin 02.. .  sin 0._ 2 sin 0._ 1 

a v e c 0 < r < o o ,  0 < 0 i < T r p o u r  l ~ < i ~ < n - 2 e t  0 <  0 , _ 1 < 2 n .  L a j a c o b i e n e s t  
donn6 par: 

r " -  ~ sin 0~- 2 sin 0~- 3.. .  sin"- ~ -kOk... sin 0n_ 2. 

Pour les nouvelles coordonn6es nous aurons: 

(1) (u, y) = lul'Jyl cos 01 pour tout y e  Nn. 

(2) p(0)= . ~  y =  r¢(r) d r = M  



32 M O H A M E D  SELMI 

(2) est encore 6quivalent/t 

(2') 2" n./2 f o  )~2r¢(2r) dr = M pour tout 2 > O. 

(3) 

i f  f= ... WU~b(O) ----- ~ f2  f :  K(n/2)-l(lujr)elUlr¢°s~' 

• ¢(r)r"- 1 sin ~ -  e sin ~ -  3.. .  sin O n_ 2 dr dO, doz. . ,  d •_ ,  

1 
.},n...j~= sin 0~-a sin 0~-4 .. sin 0,_ 2 d02 d0a. . ,  dO,_ 1) 

1 2=(.  - 1)/2 
=(2=)./----~r(~_~_) fo f: (I-~) "/2'-' 

" K(n/2 ) _ ,(lulr)e aul'¢°s°* r"- 1¢(r) sin 0~- 2 d01 dr 

si u = 0 nous aurons W°¢(0) = Vo(¢)(0 ) = p(0). 
Si u # 0, on fait le changement de variable p = rut.r, l'intdgrale devient 

1 2 ~ ( n -  1)/2 
= 

__ 2 2" Jl: (n - 1)/2 pn/2 
7 (2=,./2F(~_~_) f:  ff K,./2)-,(P)¢(~) eP¢°'°*sin"-20, dO, dp 

1 2re{.- 1)/2 

-(2rO"/2F(n-l~fo~ePK('/2)-*(P)¢(~u~) ~e-p°-~o*)sinn-2t' 
\ 2 ]  

e -P(1  - cosOl) sin"- 2 01 dO, dp 

+ eOK(./2)_l(p)¢ ~ ]u12 e-O(*-°°s°*)sin"-201 d01 dp = 11 + I 2. 
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Pour 0 < p < 1 nous avons d'apr~s [15], [16] K~./2)_i(p) ~ ½F((n/2) - 1)(p/2) t-"/2 
Ce qui donne que: 

<~ {I'~ 2-"/2 ~ p 1 1 2-./2 n _  I, e~j F(2--t)f/ f l  P~h (t-~)~-dp <~ e'(~) F(~ 1)p(0). 
D'autre part nous avons: 

f ] e-P(l -c°s°') sin"- 201 dO1 = f ] e-PSin2(°'z2)/2 sin"-201 dO1. 

On fait le changement de variable 0 = 0~/2 et utilise (2/n)O ~ sin O ~< 0 pour 
0 <~ 0 ~ n/2 ce qui nous donne: 

ffe-OS'n~o,/2~/2sin.-ZO~dO~=2f]/2e-pS'~2O/2sin(20)dO<~2.-~f~/Zd-z/~2~po~O.-ZdO 

p(n - 1)12" 

Par suite nous avons: 

Iz<~(2rc2)("-')/2F(2-1)'f;ePK(,,/2)_,(p)q~(~u[)l~dp. 

Or nous savons d'apr~s [15], [16] que ePK(,,/2)_ I(P) <~ (rc/2P) 1/:. 
Ce qui nous donne en utilisant (2'): 

Ce qui d6montre que: 

Ainsi nous obtenons: 

W"gp(O) <<. (2n2)"/2F(2-1)p(0). 

W"~(O) <<. (2nz)"/2F(n/2 -- 1)/7(0) 

pour tout u ~ ~" il en r6sulte que 

f o fR"  1 - -z~ ~4~ (2rc2)"/2 F (2  1) p(0). (4nt)./2 e ~y .I / dp(y) dt ~< 
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I1 suffit de prendre  c = (2~r2)n/2F(n/2 - 1). 

Ce qui d6montre  le Lemme  7. 

THI~ORI~ME 7. Soit I z une mesure de Radon positive V o r~guli~re exacte et radiale 

alors P o e t  uP o sont comparables si et seulement si Go# est bornd. 
D~monstration. D'apr6s  le L e m m e  5 les semi-groupes P o e t  ~Po sont comparab les  

si et seulement s'il existe une constante  c > 0 telle que: W~b ~< c, Vu~ •". C'est-ei-dire 

encore  

fofo W U ~ ( x )  = ~ (4nt)n/2 e - i y - 2 t u - x l 2 / 4 ' c ~ ( y ) d y d t  <~ c 

pour  tout  x, u ~ •". 
I1 est facile fi mon t re r  que W~b(x) est toujours  finie, et d 'apr6s le L e m m e  7 il sutfit 

de consid6rer x ~ 0. 

Pou r  n = 3 c'est d6jfi fait dans [12]. 

Pou r  n t> 4, soit # une mesure  r6guli6re exacte et radiale sur R" telle que Go# soit 

born6 sur R", il existe une suite de fonctions (~bm),~ positives et radiales sur R" telle 

que Gop = supra Vo(~bm) off V o est le noyau  de Newton  associ6/~ A sur ~". Vo(~bm) est 
donc  born6e, ~m est r6guli6re V o exacte et radiale. II suffit alors de d6montrer  que Po 
et #Po sont  comparab les  pou r  ~b une fonction r6guli6re V o exacte radiale et Vo(~b ) 
born6e pa r  supR, Go#. Plus pr6cis6ment nous allons d6monst rer  qu'il  existe c > 0 
telle que pou r  tout  u ~ R" et tout  x ~ ~"  nous avons WUc#(x) <<. cVo(~b)(0 ) pou r  tout  ~b 

radiale v6rifiant: Vo(q~ ) ~< Go#. Posons  p = Vo(~b), nous  avons: supx~r .p(x ) = p(0). 

Si u = 0 nous avons W°(~)(x)  = Vo(~b)(x ) ~< Vo(~b)(0) = p(0). 
Si u ~ 0 nous avons:  

   ,x,=fofo (4~) . /ze  'y u I/ ~b(y) d y d t  

=fo.fo ( 4 ~ )  n/21 e_lr_~l~/a,_l.l~,+,.,r_x,q~(y)dtdy 

_ 1 fa  ( lu{ ~¢"/2)-lgt./2)_~([ul.ly_xl)et~.r_~)c#(y)dy" 
(2~Z) n/2 " k[Y -- X[// 

C o m m e  ~b est invariante par  rotation, on peut supposer  que: x = Ixle., u = ua e. + u 2 e n_ ~. 
En fait on choisit e. port6 par  x puis on consid6re le vecteur e._ ~ de fagon que 

(e n_ ~, e.) soit un rep6re o r thonorm6e  direct dans le p lan  d6fini par  les deux vecteurs 
x et u, puis on compl6te pou r  avoir  une base o r thonorm6e  directe de ff~". Si (x, u) est 
lib, on fait de la m~me mani6re, on compl6te e. pour  avoir  une base de ~". On  utilise 
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alors  le c h a n g e m e n t  de var iables  en coo rdonn6es  polaires  dans  R": 

Y = (Yl, Y2, . . . ,Y.) ,  avec y .  = r c o s 0 2  

Y.-  2 = r s in  02 cos 82 

Y.-  2 = r sin 02 sin 02 cos 03 

Yk = r sin 02 sin 02 . . .  sin 0,  _ k cos 8. _ ,  + 2 

Y2 = r sin 02 sin 02 . . .  sin 0 ,_  2 cos  0 ,_  1 

y~ = r sin 02 sin 82 . . .  sin 0 ,_  1- 

N o u s  au rons  alors: 

[ y - -  x[ 2 = r 2 + Ixl 2 - 2r[xicosO i 

(u,y  - x) = u l (rcosO 1 - Ix[) + u2r sin 01 cos02  

le J acob ien  est don6e par  r " - 2  s inn-2 02 s in"-3  82. .  . sin 0 ,_~.  

L ' in t6gra le  devient  a lors :  

1 f] lul 2 w"¢(x) ou f:"" f f  ((r2 + Ixl=- ZrlxlcosO2)'U 
"K(,/2)- i (lu[( r2 + Ixl 2 - 2rtxl cos  01) 2/2) x e "~(r¢°s°l-Ixl)+"2'si'° . . . .  02 

• ck(r)r,- 2 s in" -  2 01 s in"-  3 82. .  . sin 0 ,_  2 d r  d 0 2 . . ,  d 0 , _  2 d 0 , _  1- 

O n  6crit m a i n t e n a n t  t ' in tegrale  en deux  m o r c e a u x :  

I2: sur  la part ie  de r e space  g~" p o u r  laquelle 

lul(r 2 + Ixl 2 - 2rlx] cos 002/2 <<, 1. 

N o u s  avons  alors  d 'apr6s  [15]  et [16] :  

Kt. /z)_i( lul(r  2 + Ixl 2 - 2rlx icos01)  1/2) <~ -~F - 1 e -lul(r2+lxl2-2rlxle°s01)ll2 

(!ul(r2 + lxl2 - 2r lx lcosO02/2)  2-'"/2' 

× 2 

ce qui  n o u s  pe rmet  de con t ro te r  r in t6gra le  la 

fo 12 ~< 2tn/2)-2 (-~)~-2 "'" ( r2 + Ixl 2 -- 2rlxlc°sO2)~-(n/2)¢(r) r " - i  s i n 0 ]  - 2  

. . .  sin 0 ._  2 dr  d 0 2 . . ,  d0 ,_  2. 

O r  n o u s  avons  r 2 + Ixl 2 - 2rlxl cos 01 > / r  2 sin202 ce qui d o n n e  que: 
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F(n/2 --1)  f o  - f o  rJp(r)dr = clp(O) 11 ~< 2("/2}-2 ~ / 2 S _  ~ bn_2"~z" rq~(r)dr = Ten 

Off b ._  2 = v o l u m e  de la bou le  unit6 de ~ . - 2 ,  

7~(n12)- 1 

b " - 2 -  F(n/2)" 

r(n/2) 
Cl = 2n '  7~ (n/2)-  I" 

12: s u r  la par t ie  de l 'espace ~n p o u r  laquelle lul(r2 + Ix[ 2 - 2rlxl cos 01) 1/2 ~ 1. N o u s  

avons  alors  d 'apr6s  [15]  et [16] :  

K(. /2  )_ l(lUl(r 2 + Ix[ z - 2rlx[ cos 01) 1/2) 
( ~ ~/2 

e-lul(rZ + lxlE- 2rlxl c°sO')l/2 
~< 21ul(r 2 + Ixl 2 - 2rlxl cos 01) 1/2] 

Ce qui  nous  d o n n e  que: 

l ; f  12 ~< 2(2n)(n/z)-I "'" lu](n- 3)/2 ( 1 .~(n- 1)/4 e-I"1('= + Ixl=- 2,1xloo~01) 1̀ 2 
~1.2 ~_ [X[2 __ 2rlxt cos 01)  

× eU~(re°sO~-Ixt) +u2rsinO'e°s02 

x ~(r)r" - ' sin 0~- 2 sin 0~- 3 . . .  sin 0,  _ 2 d r  d 0 1 . . ,  d0 .  _ 2 d0.  _ 1 

1 b u " -  3,/2 1_ ~(n-,,/ ,  

• e -  }.l(r2 +lxi2 -2rlxleosOO t/2 +ul(r  cos01 -Ixl)+uzrsin01 eosO2 

• ~(r)r ~- 1 s in" -  2 01 sin n-  3 02. .  . sin 0 ,_  2 d r  d 0 a . . ,  d0 ._  2 d0n_ 1- 

D e u x  cas  se pr6sentent  

(i) lu21/> lull, n o u s  avons :  

e I . . . .  in0 . . . .  o~1 s in ) -  3 dO 2 = el.~i,~i.0 . . . .  02 s i n " - 3  02 dO 2 

+ e -I.~J~i~ 0 . . . .  o~ sin 0~- 3 dO2 
/2 

= 2 el.~l,~inO . . . .  ~ sin O~ -3  dO 2. 
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Ce qui entraine:  

fo e -[u2[rsin01 e u2rsinocos02 o,n°~ 02n- 3 dO 2 

<~ 2e-t"~l~i"°~ elU2frsinOt ~o~O2 sin 0~- 3 dO 2 

f f2 f~12 = 2 e - 21.~l.~i. o, ~ i ~ o ~ / 2 )  sin 0~- 3 dO 2 ~< 2 e - 2!~1~i~  o~ .(o~/,:) 0. 2 -,* dO 2 

( n2 ~(n- 3)/2 
<~ ,2 lu2 , r s in01  ] F ( ~  --~) 

puisque:  02/n  <~ sin 02/2 ~< ra in( l ,  02/2 ). 
N o u s  o b t e n o n s  a tors :  

fie"' .... o .... OzsinO.z-adO2 (2lu2l }inOtj 

et c o m m e  r z + Ixt 2 - 2rlx tcosO 1 >~ r2s in201 et lut ~< v/21u21 n o u s  avons :  

b._ 2 '~ n - 3  .-32 "~(~-'):2( I__.~_'~ '~-I)/2 
12 ~ 2(27r) ("/',-' f :  fo F ( - - ' ~ )  ( ~ [ u 2 l , t ) /  (2lu2l~:inOx] \rsin0~J 

• sin 0 ] -  2 x e - t.lt. ~ + Ixl' - 2.1~t ~o~ o, ::~ +.~(. ~o~ o~ -l~I) + I-~l, ~- o~ x r ~- 1 ~b(r) sin 0 ] -  2 dO ~ dr  

1 h , ~ ( , -  3 ) / 2 . 9 ( 3  - - ) / 2 .  F f n  - 3~ 
= (2 rc ) . / 2 - . -2 -  - 

eU~ (r cosOt - [xl) + luzl) + iu2lrsin O~ d O ~ dr 

Or 

- j u l ( r  2 + [xl 2 - 2r[xl cos 01) :/2 + ul(r  cos 01 - Ix[) + tuElrsin O: <~ 0 

ce qui  p rouve  que: 

12 ~ (2rift/z)- 1 b . - 2  2¢3-")/4F rq~(r)dr <~ c2P(0 ) avec 

(ii) lull >i lu2] nous  avons  en uti l isant  la quant i t6  con jugu6e :  

tuJ(r 2 + lxt 2 - 2rlx[ cos 01) 1/z - ul(r  cos  01 - lxl) - uzr sin 01 cos 02 

lul2(r z + txl z - 2rlxl cos 01) - I-(u~(r cos  01 - Jxl) + u2r sin 0~ cos  02) 2 

Ju[(r 2 + tx[ 2 - 2 r ] x l  cos 01) 1/2 + u l ( r c o s  01 - I x l )  + u2r sin 0t cos02  " 
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O n  m i n o r e  le n u m 6 r a t e u r  p a r  u~ r 2 sin 2 01 sin 2 02 , n o u s  o b t e n o n s  a lors  que  l ' express ion  
est  m i n o r 6  p a r :  

u~r 2 sin2 01 sin2 02 
>I 

[u[(r 2 + [xl 2 -- 2rlxl cos 01) 1/2 + ul(rcos0l -Ixl) + lu2lrsin01 

en uti l isant:  

ul(rcos01 -[xl) + lUelrsin01 <~ 1/21ul(r 2 + Ixl 2 - 2rlxtcosOJ 1/2 

n o u s  o b t e n o n s  que  l ' express ion  est  m i n o r 6 e  pa r :  

uZlr z sinZ01, sin 2 0 z 1/2tulZr 2 sin2 01 sin2 02 

/> 3[ul(r 2 + Ix[ 2 - 2rlxlcos01)l/2 >~ 3lul(r 2 + Ix[ 2 --  2rlxlcos01)l/2 
[ulr 2 sin201 sin2 02 

= 6(r 2 + Ix[ 2 --  2rlx[ cos  01) 1/2 

ce qui  n o u s  p e r m e t  d ' avo i r :  

f o ~ f : f : (  , ) n - e  I2 ~<(2 "/--""~b'-z[u[("-3)/2 + IxI 2 - 2rlxlcosO 1 4 
× e-lulr2sinZ°~ sin~02/6(re + lxl~- 2rlxleosoD~Zrn- I q~(t ' )  sin " -  2 . , -  a 01 s in02 d 0 2 d 0 1 d r  

1 (,_ _1_ ~(,-1)/4 
: 2 * ~ b n - 2  "`l'l{ 3'/2f0 ; :  ;:/2 Qr2_[_ ,x[2_2rlxlcos01/ 

x e -  lul'2 sin201 sin202/6(r2 + [xl2 - 2rlxp cos 01)1/2 Y n -  1 (D(r )  sin 0~- 2 sin 0~- a d0 z dO 1 dr. 

O n  util ise m a i n t e n a n t  que  (2/r002 .N< sin 02 ~< 02 n o u s  o b t e n o n s  que  l ' in t6grale  12 est  
ma jo r~e  pa r :  

1 1 "~(.- i)/4 
cosO;: 

• e-1"1(41"2)si" 0~ o~re/6Cr 2 + Ixl e - 2r[xl cos 01)1/2 X yn - 1 ~ b ( r )  sin 0~- 2 0~- 4 d0  2 d01 dr. 

Ainsi  n o u s  o b t e n o n s  en in t6gran t  p a r  r a p p o r t  fi 02: 

2 n --  3 ~ 1 ~(rt-- 1)/4 

I2 <~ ~ b , _ z F ( - - - - f - ) l u l (  -3)/2 f o  f ;  (r2 + ixi2--2rlxlcos01 j 
3 2 (r 2 + Ixf 2 - 2 r l x l  c o s 0 1 ) l / 2 ]  ~"-3~/2 

" " - ~ l ~  s-~n2 0"~ _] x r " -  ~¢(r)  sin 0~ - 2  d01 dr  

1 /n-3\ /3zr2V ~-3~/2 (.oo/,~ sin01 

Jo L 
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Mais  nous  avons:  

f ]  sin 01 1 
(r 2 + lxl 2 - 2rlxl cos 01} 1/2 d01 = ~ [(r2 + Ixl~ - 21xlr cos 0x)1/2]~ 

1 
= t ~ r  f i x  t + r - l l x l  - r l ] .  

O r  n o u s  avons  

1 

~ ( { x t  + r - llxI - rl) ~ 2. 

En  effet deux  cas se pr6sentent :  

- s i r  ~< Ix] n o u s  avons  r + Ixt - Jr - ]xll = r + Ixl - txt + r = 2r  

Ce qui  d o n n e  que  (Ixl + r - t l x t  - rl)/Ixt <~ 2. 

- s i r  t> Ixl nous  avons  r + lxl - Ir - Ixll = 21xl 

ce qui  d o n n e  (Ixl + r - I l x l  - rl)/Ixl = 2. 
I1 en r6sulte que: 

(2re) "/2-14 b / n  - 3'x/3n2"~ {"- 3}/2 ; o  ' 2  ~< . - 2 F ~ T ) ~ T )  rq~(r)dr = c3p(0 ) 

avec c 3 = OrtF(n - 3/2)F(n/2). 
Ce qui  p rouve  que  W"dp(x) <<. (c 1 + c 2 + c3)p(O ), p o u r  tou t  u ~ R  ~, x e N " .  

Ce qui  d 6 m o n t r e  le Th~or6me  7. 

R E M A R Q U E  3. P o u r  n > /4  et # n o n  radiale  le Th6or6me  7 n 'est  pas  vrai. P o u r  

cela n o u s  al lons 6tudier  le con t re  exemple su ivant :  

C O N T R E  E X E M P L E  dans  R"; n >~ 4. 

N o u s  f ixons u = e l ,  el = ( 1 , 0  . . . .  ,0). P o u r  t ou t  k e N * .  N o u s  d6finissons:  C k =  
B(k201, k)\B(k2el, k/2) et ~b k = ~k. lck avec la cond i t i on  S~-qSk(Y)dY = kn- 2. 

O n  pose  q5 = X ® k= 1 ~bk. Soient  Pk le potent ie l  de n e w t o n  engendr6  p a r  q~k et p le 

potent ie l  engendr6  pa r  ~b. O n  a p = Y.ff= 1 Pk" 

P R O P O S I T I O N  1. 

(1) P e s t  bornO sur ~" :P  ~ 2 n-2 1 + 2 
k=l  
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(2) 

D~monstration. 

(i) 

En effet 

MOHAMED SELMI 

f / f l e - ~ r - 2 t e l ~ 2 / ' t d p ( y ) d y d t  . (4nt)n/2 = + ~3. 

La  d6mons t r a t ion  se fait en plusieurs  6tapes. Nous  avons:  

Pk ~ 2~- 2 

fc ~bk(Y) fc C#k(Y) dy 2 ~-2 Pk(k2el) = ~,k2el_yjn-2dY<~ ~(~) n - 2 =  

il s 'en suit  pou r  des ra isons  de sym&rie  que Pk <~ 2"-2  sur R n. 

(ii) p(m2el) <~ 2 n-2 1 + = 

p o u r  tout  m s  N*. En effet nous  avons  

k = m + l  k = l  

et tmael -- Yl >~ d(m2el, Ck+m) = (rn + k) 2 - (k + m) - m 2 = k 2 -t- (2m - 1)k - m >~ 

½k(k + m) p o u r  tout  ys Ck+m, k, ms N* ce qui  pe rmet  d '6crire:  

~,  ( k + m )  n-2 = 2 n _  2 ~ 1 
Pk+m(m2el) <~ (k(k_t_ m!)n-2 k n-2" 

k = l  k = l  k = l  

2 

m - 1  m--1 k ~ - 2  m - 1  1 

(b) ~ Pk(mEe~)<" ~=1 ( 2 ) = 2 " - 2  ~ 2" 
k = 1 k = k ( m  k!  " -  2 k = l  ( m  - -  k ) " -  

car  nous avons  

Im2el -- Yl >~ d(m2el, Ck) = m2 -- k2 - k >/½k(m - k) 

pour  tout  l ~ k ~ m - l e t t o u t y e C  k. 

Ce qui  nous  donne :  

p(m2el) = Pk(m2e,) <~ 2 n-2 1 + ~ . 
k=l  = 

(iii) P(xel) ~< 2"-1 1 + 2 ~ /  pou r  tou t  x e N. 
k = I  
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En effet nous avons:  
(a) P o u r x  ~< l n o u s a v o n s : [ x e  1 - Yl >~ d(Xel, Ck)-= k 2 - k -  x >~ k 2 - k -  1 >t ½k 2 

pour  tout  k ~> 2 et tout  y E C  k. Ceci nous permet  d 'avoir :  

Pk(XeO = I ~k~(Y) dy ~< 2 " -2  12_ 
d Ixel  - yl " -2  k " -2  

et par  suite p(xe  0 <~ 2 " -2  Z~= t 1/k " -2 .  

(b) Pou r  x > 1, il existe m unique dans N* tel que m2~< x < (m + 1)2; soient 

l <<. k <. m -- l et  y e C k  on  a: 

]xel -- Yl >1 d (xe l ,  Ck) = x -- k 2 - k >~ m z - k 2 - -  k >~ ½k(m - k). 

Ce qui permet  d'6crire: 

m - 1  m - i  m - 1  1 

Z Pk(XeO <-N Z Pk(m2el)  <~ 2"-2  Z ( m -  k) " -2  
k = l  k = l  k = l  

d'apr~s (ii b). 

D ' au t r e  part ,  soient k > /2  et y e C , + , ,  on a ]xe i - y[ t> d(xe i ,  C,+m) = (k + m) 2 - 
(k + m) - x >~ (k + m) 2 - (k + m) - (m + 1) 2 >t ½k(k + m)cequ ipe rmet  d'Scrired'aprSs 
(ii a): 

P k ( X e l ) =  ~ Pk+m(xel )  < - 
k = m + 2  k = 2  

il en r6sulte que: 

ra--1 

pk+, . (mZei  ) ~ 2n_ 2 ~ 1 
k = 2  k = 2  kn-2 

P(xex) = ~ Pk(x e i )  = Z Pk(xei) + P, . ( xe i )  + Pm+l(xel)  + ~ ek(xel)  
k = l  k = l  k = m + 2  

~<2 "-2  1 + 2  ~ .  
k = l  

Ce qui donne  

( 1) 
P(xel)  4 2 " - 2  1 +  = ~ pour  t o u t x ~ .  

Enfin nous avons  

(iv) P (X)~<2  "-2  1 +  = ~ pour  tout  X e N". 

En effet: soit x la composan te  de X suivant  e 1. Soit X 2 l ' o r thogona l  de ex et 
X = x e l  + X 2 .  Nous  avons:  

d(X, Ck) = ((x -- k2)2 + 1X2[2)i/2 _ k ~> Ix - / 2 1 _  k 
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(a) s i x  ~< 1 on aura:  

d(X ,  Ck) >t Ix - k21 - k = k 2 - k - x = d (xe l ,  Ck). 

Ce qui donne  IX - y[ >~ d (X ,  Ck) >~ k 2 - k - x >~ k 2 - k - 1 >/½k 2 pour  tout  Y e C k ,  

k/> 2. Ce qui entraine d'apr6s (iii a) que 

P ( X )  <~ 2"-2  ~.. 
1 

k=l kn-2" 

(b) Si x > 1, il existe m e N *  unique tel que m 2 <~x<~(m + 1) 2 . Soient k e N ,  

l <~ k <~ m -  l on a: 

d(X ,  Ck) = ((x -- k2) 2 + IX212) a/2/> (x - k 2) - k = d(xe l ,  Ck) >~ 1/2k(m - k) 

d'apr6s (iii b). I1 s'en suit que Ix - Yl 1> d(x, Ck) >~ ½k(m - k) pour  tout  y • C k. 

Soit k i> 2 et Y • C k +  m on a aussi 

IX - Yl/> d(X, Ck+m) >~ IX --  (k + m)2[ - (k + m) = (k + m) 2 - -  (m + k) - x 

= d(xe l ,  Ck+m) >f 1/2k(k + m) d'apr6s (iii b), on obtient ainsi: 

e(x )  = e~(x) = ~ e~(x) + P,~(x) + P,~+,(x) + P(x)  
k=l k=l k=m+2 

Ce qui d6montre  le (1) de la proposit ion.  

N o u s  allons maintenant  mont re r  que: 

wet( )(x)=fofo 1 __2tel_x24 t (4~)n/2e iy t /  ¢ ( y ) d y d t  

n'est pas born6. 
Pour  x = 0 on a 

we' (¢) (O)  = - e -4y- P~ dt. . (4nt)n/2 ¢(y) dy 

En utilisant le th6or~me de Fubini on aura:  
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fR f o  1 e_lr_2,e,12/4tc~(y)dtdy w e ' ( d ) ) ( O )  ~- n (4nt) "/-----5 

;o;o' = . (4nt)n/ze-(N2/4°-t(e(y'el)~(Y))dtdy 

= f~ 1 ( ~ )  (1/2)'1-"/2) (, ~,, 
. (4n)./z K(./2)_l(lyl)e ' ~b(y)dy = Vl(f~e("el))(O) 

off K(./2 )_ 1 est la fonction de Macdonald et V 1 est le noyau d'indice 1 de la r6solvante 
du semi-groupe du mouvement brownien sur ~". Or nous savons d'apr6s [17] que 
1/1 a une densit6 g] par rapport fi la mesure de Lebesgue sur N" qui est radiale et v6rifie: 

(1) Pour n impair 

n avec ap > O, 

n n 1 ) e - ,  

\ p = ( n -  1)/2 

a".-2 - ~  - 1 , %-1)/2 - 2.(2n)(.-t)/2. 

(2) Pour n pair 

avec b~ > O, 

n - 3  

o](r) = E 
p=n/2  -- 1 

b : _  3 - 

b" 1 f ~  (cht)"- 2 -Pe-~Cht dt 
P r  p 30 

( n - 4 ) !  

2 "(4n)("/2)-2 ( 2 -  2 ) (  

1 
b ( " . m -  1 - ( 2 ~ ) . / 2 .  

Ce qui nous permet de remarquer: 

(i) gq(r) >1 1 
2" (2nr) ~"- 1)/2 e-r 

pour tout r > 0. 

(ii) g'~ (r) ~- 
1 

2" (2r~r) ("- 1)/2 e-r  

quand r tend vers + ~ .  
I1 s'en suit d'apr6s cette remarque que: 
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or s u r  C k on a: 

(1) 

(2) 

Ce qui donne: 
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1 fR  -n)/Ze-IYI+<e~'Y>~(y)dy W'~(q~)(O)/> 2(2rc)(.-,)/z . lYt (1 

- 2(2rc)(._ ,/2 tY t (1 - ' ) /Ze- lYI+r~(y)dy  

Y = Y le ,  + Y2 avec (el,  Y2) = 0. 

k 2 - k < y l < k 2 + k ,  ly2[ < k. 

[Y[ - Yl = (Y~ + [Y212) t/2 - Yl = Yl 1 + \ y~ /] j  - 1 

~<Yt(l+[y2--~[-1) = I y 2 - ~ I ~ < ~ < l y l  Yl 

pour tout k ~> 2cary  1 ~> k 2 - k > 1 /2kZpourk  >t 2nous obtenonsainsie  -Jrj+yl ~> e -1 
pour tout y e C  k, k ~> 2 et lY[ ~< Yl + [Y21 ~< k2 + 2k <~ 2k z pour tout k/> 2. 

I1 en r6sulte que: 

fo e i f o  wel(~9)(O) ~ 2(2n-~ :~)/2 ~ [YtO-")/2~k(y)dy >>" 2(2n) "-1)/2 k ~= 2 (2k2) ('~k(y)- 1)/2 dy k= 2 n n 

e - 1  k n - 2  e - 1  1 

k=2 k=2 ~ : + 00. 
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