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Abstract. We prove that the densities of the semi-groups of order a, 0 < a < 1 associated with differential
operators of second order and of divergence type, and the density of Riesz semi-groups of order « are comparables.
We give a necessary and sufficient condition such that the semi-group of order o and its resolvent family
and their perturbated with a nonnegative and regular Radon measure are comparables.
When « = 1, we prove that the semi-group of brownian motion and its perturbated with a radial and
nonnegative measure are comparables if and only if the measure generates a bounded potential, but the
result is not true if the measure is not radial.
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1. Introduction

Nous considérons la famille d’opérateurs différentiels du second ordre de type
divergence a coefficients mesurables et uniformément elliptiques sur R™ (n > 1).
Pour un opérateur de cette famille nous notons par p(t,x,y) la densité du
semi-groupe associé, G la fonction de Green et V le noyau potentiel associés. Les
lettres indexés par O désignent les éléments correspondants a Popérateur de Laplace
A. Les lettres qui portent I'exposant o désignent les éléments correspondants 3
I'opérateur { — L)* obtenu 4 partir de Lau moyen de la subordination au sens de Béchner.
Dans [2], [7] et [8] les auteurs ont démontré qu’il existe ¢ = c(n, 1) telle que:

1
E:‘,,Tz"ﬁpo(t/C, xsy) < p(ta X,y) < Cn!2+1p0(C£7 xay)

pour tout t > 0, x,yeR".
Les principaux résultats de ce travail sont les suivants.

*Ce travail est soutenu par la Fondation Nationale pour la Recherche Scientifique.
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Nous démontrons qu'il existe ¢ = ¢(n, 4, ) telle que:

1,
Epo(t»xa,V) < Pa(t,X,J’) < Cp?)(t: X,y)

pour tout ¢t > 0, x,yeR".

Nous démontrons aussi que le semi-groupe associé a (—L)* et son perturbé par
une mesure de Radon positive réguliére exacte sont comparables si et seulement si
G°u est borné.

Nous terminons ce travail par Iétude du cas limite a = 1.

Nous démontrons que le semi-groupe du mouvement brownien et son perturbé
par une mesure de Radon positive réguliére exacte radiale sont comparables si et
seulement si Gy u est borné.

Mais si u n’est pas radiale ce dernier résultat n’est pas en général vrai. Pour ccla
nous donnons un contre-exemple de fonction ¢ dont le potentiel de Newton associé
est borné mais le semi-groupe du mouvement brownien et son perturbé par ¢ ne
sont pas comparables pour (n = 4).

Je remercie Monsieur le Professeur W. Hansen pour les discussions trés fructueuses
que j’ai eues avec lui et pour lintérét et le soin quil a portés pour que ce travail
puisse voir le jour.

Nous nous donnons la famille #(R" 1) des opérateurs différentiels du second ordre
de type divergence a coefficients mesurables sur R” (n > 1) définis par Le Z(R" 1)

L0 0
L= — | a,.{x)— ).
i,jz=:1 axi( ol )5xj>
Nous supposons que la matrice associée a(x) = (a;;(X)); <; j<n €5t Symétrique (a;;(x) = a;;(x)
pour tout 1 < i,j < n et tout xe R") et que L est uniformément elliptique sur R":

AP < Y a;(0)EE, < AYEP? pour tout x, EeR”.
i,j=1
Pour Le #(R" 1), nous notons par G la fonction de Green de L sur R" x R" et par
V le noyau de densité G (quand les expressions existent).
G, désigne la fonction de Green de A sur R" x R” et ¥, le noyau de densité G,
(quand les expressions existent).

DEFINITION 1. Soit L,, L, e #(R" ). Soient G!, G? les fonctions de Green de L,
resp. (L,). Nous dirons que G' et G sont comparables §'il existe une constante ¢ > 0
telle que
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1 1 2 1
-G € G* <G
c

DEFINITION 2. [13]. Soit u une mesure de Radon positive sur R”. On dit que u
est L exacte §’il existe un unique noyau *V qui vérifie Vf = *Vf + G(*Vfw).

REMARQUE 1. Soit u une mesure de Radon. Alors p est A exacte si et seulement si
u est L exacte pour tout Le Z(R", A).
Démonstration. L’équivalence découle du fait que G et G, sont comparables sur R x R”",
Pour Le Z(R", 1) et u une mesure réguliere L exacte, on considére le noyau *V
perturbé de V par u et *G la fonction de Green associée a *V qui n’est autre que la
fonction de Green de L — p.

DEFINITION 3. Soient Le #(R", 1) et u une mesure de Radon positive sur R", On
dit que p est réguliére si u ne charge pas les semi-polaires de R™ associés 4 la structure
harmonique définie par L,

THEOREME 1. Soient Le #(R", 1) et yu une mesure L réguliere exacte sur R". Alors
les fonctions de Green G et “G sont comparables si et seulement si Gu est borné,

Démonstration. Nous savons d’apres [2], [7] et [8] que les fonctions G et G, sont
comparables. D’autre part nous savons d’aprés [13] que les fonctions G et “G sont
comparables si et seulement §’il existe une constante ¢ > 0 telle que

j Gix, 2)G(z, y)du(z) < ¢G(x,y) pour tout x,yeR"
Rﬂ

ce qui est équivalent d’apres [13], [16] au fait que Gu est bornée.

Nous allons nous intéresser maintenant aux noyaux de Riesz d’ordre a 0 < o < 1
associés a la famille Z(R", ).

Nous savons d’apreés [ 5], [ 18] qu’il existe un unique semi-groupe (1, ), o de mesures
de convolution sur J0, oo[ qui vérifie

f M dn, () = e
0
pourtout a>0,t>0,0 <a < 1.

Clest un semi-groupe de mesures & densités par rapport a la mesure de Lebesgue
sur J0, co[. Si on note f, (4) la densité de #,, nous avons d’aprés [18]:

I o]
frold) = - j exp(Arcos 8 — 1r* cos af) sin(Ar sin @ — tr*sin 6 + 6)dr
0
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ol £ est compris entre n/2 et 7 et
oA} >0 Vi>0 Va O<a<l Vix>0.

Pour Le #(R* A) nous notons par P le semi-groupe associé, par p(t, x, y) la densité
de P, par P, le semi-groupe associé & A et par py(t, x, y) la densité de P
Nous savons aussi d’aprés [2], [7] et [8] qu'’il existe une constante ¢ > 0 telle que:

1 t
ozsiPo (E,x, y) < plt, %, y) < ¢ pylet, x, y) *)

pour tout t > 0, x,yeR"

Soient Le (R, }) et aeR, 0 < a < 1. Nous pouvons d’aprés [18] associer au
semi-groupe P le semi-groupe d’ordre @ noté P* au moyen de la subordination au
sens de Bochner définie par:

oK

Prg(x) = f P,gx),.(ds) = f P,g(x),..(5)ds

0

pour g mesurable bornée.
Si on note p*(t, x, y) la densité de P* nous avons:

po(t, %, y) = J : s, %, ) ,o(8) ds

P* est un semi-groupe holomorphe dont le générateur infinitesimal est d’aprés [18]:(— Ly~
Pour Le Z(R", 1), 0 < o < 1, on note par V* le noyau potentiel associé 4 P* et par
G* la fonction de Green associée.

LEMME 1. Soitae]0,1[,il existe une constante ¢ = c(n, A, o) telle que pour n = 1 on ait
1 3 o
—C’ GO ~<\: Ga < CGO

pour tout Le L(R", A).

Démonstration. Nous avons d’aprés (¥):

i s
}72-4_—1}’0 (E,x, y) < P(s,x,y) < ¢?* 1 Py(cs,x,y) pour tout s > 0, tout x, ye R

On multiplie cette inégalité par f, ,(s) et on intégre sur JO, o[, nous obtenons en
utilisant {117, [14]:

1

Eﬁmjl o U Hi(x—3,8) dé < p“(t, X, y) < Mt f e—t/c“l€l2“+i<x~y,é> df,

R"
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On intégre par rapport a ¢t sur 10,00[ en utilisant le théoréme de Fubini et le
changement de variables s = ¢/t dans intégrale a gauche et s = t/c* dans P'intégrale
a droite nous aurons alors:

1 o ~aga
71=a 006 )) < G(x,)) < c"PHITEGG(x, y)

$oit encore pour tout x, ye R™:

1 1

1
JEERS W <Gy <c

n2+1-a
lx _ yln—Za

i

Remarquons enfin que ¢ = c(n, 4, %).
Soit u une mesure (— L)* réguliére exacte, on désigne par *G* la fonction de Green
du noyau associé a (— L)* + p.

THEOREME 2. Soient Le #(R",}),0 < o < 1 et y une mesure (— L) réguliére exacte.
Alors les fonctions de Green G* et *G* sont comparables si et seulement si G*u est borné.
Démonstration. Comme u est (—L)* réguliére et exacte, la fonction *G, est bien
définie et nous avons V*f = #¥2f + G*[(*V?*f)u] pour f mesurable positive bornée.
Par suite d’apres [13], [16] les fonctions G* et “G* sont comparables si et seulement
§'il existe une constante k > 0 telle que

J G*(x, 2)G*(z, y) dp(z) € kG*(x, ¥} pour tout x,yeR"
-

or nous avons d’aprés [16]:

G*(x, 2)G*(z, ) < "2 GA(x, )G (5, ) < 22 226 (x, Y)[Ga(x, 2) + G(y,2)]
< o= lec?.(n +2-2a) G“(x, y) [G“(x, Z) + Ga()’, Z)]

Ce qui entraine:

f G*(x,2)G*(z, y)dpl(z) < 27 25> 272 GX(x, y)f [G*(x,2) + G*(y, 2)] du(z).
Rr* R

Il en résulte d’aprés [13], [16] que si G*u est bornée alors G* et “G* sont comparables.
La condition G*u borné est nécessaire d’aprés [13] car 1 est {— L*) excessive.
Soit Le Z(R", A), «€]0, 1[, on note par G}, la densité de la résolvante V* = V)pso-

LEMME 2. Soit 210, 1[, il existe ¢ = c(n, A, o) tel que pour tout Le L(R", 1) et pour
tout p = 0 on ait pour tout x,y,zeR"

Gy(x, 2)Gy(2, ) < ¢Go(x, Y)[G(x, 2) + Gz, y)].
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Démonstration. Si on note par p*(t, x, y) la densité du semi-groupe associé a (— L)*
nous avons I'inégalité:

1
C1+n/2p0( X, y) <p(t X5 y) "/ZHPO(CS’XJ) Vs >0 Vx,yeR".

On multiplie par e ¥f,, et on intégre sur [0, co[. Nous obtenons en utilisant le
théoréme de Fubini:

1 ®
— — — C*lE2
—c“f_2+1j j; gy —p— g dzdst;(x,y)
R)’l

fre]
< etz J\ J S ING —pr O g d¢
R Jo

Nous utilisons les changements de variables s = ¢* dans I'expression 4 gauche et
s = t/c* dans P'expression a droite. Nous obtenons:

1 a I3 - a 7
7712 (00)pel,7) < G(%, ) < €127 174(Gh) (x,y) - pouI tout x, ye R,

D’autre part d’aprés [16] les fonctions de Green (Gj),.. et (G5)
il existe ¢ = c(n, o) telle que

(G )pc" (G )p/c” C’(n, OC)(G?) )pcﬂ'

En effet: soient 0 <a <b alors les fonctions de Green (Gg),, et (Gp),, sont
uniformément comparables par rapport 4 p car nous avons:

0)pjc« SONt cOomparables:

b
(G )ap (G )bp + ap(VO )ap [(a )(G )bp:| (1)
et d’apres [16] nous avons:
n+ 2o
(G8)ap(x: 2)(Go)oyp (2, ¥) <W(G 0)ap (s M(GR)ap(%, 2) + (Go)oplz )1 (2)

ce qui entraine que:

b b 2n+ 2x+1 b
ap(Vg)ap K“ )(G ),,p] < ap(V5)ap [( 2 1)(6‘8 ap} < sn?(an) ( )(G Jap-

Par suite si k = [2"* 2% sin®(an)](b/a — 1) < 1 nous obtenons que:

(I - k)(Ga )ap = (Go}bp (G((I))ap+(b/a-1)ap

soit encore (1 — k)(G5),, < (G )ap+ esinzany/2n 25+ 1ylap-
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Soit v = 1/k(1 + b/a)2"*2** ! /sin*(ow) nous avons d’aprés [12], [13] et [16]:

. . sin?(or .
(L = WP(Gh)ny < (GB)op + kv I M) (G5,

2n +2x—1
ce qui démontre que (G),, et (Gg),, sont uniformément comparables pour tout p > 0.
11 existe alors une constante ¢ = c(n, o, ¢) telle que

1 o o« a
2 (Go)per(X, ) < Gp(x, y) < (G, 1)

11 suffit donc de démontrer le Lemme 2 pour L = A. Or nous avons d’aprés [16]

n+2a

2
(G9)pesl%. 2)(G ) psl2, ¥) < sn’(ar) (Go)pesl2, VGO sl 2) + (GG pesz, ¥)]

our tout x,y,zeR®, ce qui démontre l¢ Lemme 2.
p y q

THEOREME 3. Soient Le Z(R", 4), 0 < a < 1y une mesure (— L) réguliére exacte.
Alors pour tout p >0 les fonctions de Green G, et (*G*), sont comparables si et
seulement si G,y est borné. En particulier les résolvantes associées a (— L) et (—L*) + p
sont comparables si et seulement si G*u est borné.

Démonstration. Soit p > 0, d’aprés [12], [13] et [16] les fonctions de Green Get
(“G"), sont comparables si et seulement s’il existe une constante k > 0 telle que

f G,(x,2)G,(z, y)u(dz) < kG, (x,y) pour tout x,yeR".
Rn

Or d’aprés le Lemme 2 qui précéde nous avons:

j G (x,2)G(z, y) du(z) < cGy(x, ) j [Gy(x.2) + Gy, 2)] du(z)
Rr" R

par suite si {p- G3(x, z) dp(z) est bornée les noyaux de Green G, et(“G*), sont comparables.
La condition G, i bornée est nécessaire d’aprés [13] car 1 est (— L)* + p surmédiane.
En particulier si G°u est borné, alors pour tout p > 0, G* u est borné ce qui entraine
que (G}),»o et (“G3),> o sont comparables (i.e.: il existe &> 0 telle que G, < ¢(*G%),
pour tout p > 0). Ce qui prouve que les résolvantes associées a (—L)* et (—L)* + u
sont comparables.
La condition G*u borné est évidemment nécessare d’aprés la premiére partie de la
démonstration de ce théoréme pour p = 0.

COMPORTEMENT DE LA DENSITE DU SEMI-GROUPE DE RIESZ ID’ORDRE « ASSOCIE
A (~AF SUR R"

Nous savons que la densité du semi-groupe de Riesz d’ordre « associé 4 (— A sur
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R" est donnée d’aprés [11], [14] par:

Pt x,y) = J e HWFHIG-YO 4 pour tout t >0, x,yeR"
Rﬂ

= p‘(’)(t,x B 0)-

On note encore py(t, x) = fpne W=D GE,
C’est une fonction radiale, elle est strictement positive décroissante: ceci est immédiat
si on écrit p§(t,x) = [§° Po(s, X), 4(s) ds avec 7, , = 0. On pose { = t'/?*Z, on obtient:

1 —[Z]2® 4§, 1/2a
P, x) = | e g+ et 2410)
IR"

On pose
s ~ e +ial0)
a= i et q&a(a) = e dc
t RH
on a alors:

a 1 X
po(t, x) = e P, (;ﬁﬁ)

n

¢, est positive, radiale, décroissante et continue sur R

n
n/2r -
()

)] o, (a) ~ -——;——
201 (5 + 1)

quand |a| tend vers 0.

LEMME 3. Nous avons:

2%sinan _ (n+ 2a 1
(2) ¢a(a) = 7l"+2/2 r( 2 )Iﬂ([x + 1) la,n+2u

quand |a| tend vers + co.
Démonstration. (1) D’aprés le théoréme de convergence de Lebesgue nous avons:

im (}5“(51) = lim J' e—léizux’(alé)dé - j e*titzﬂdé — U”J rn—le-—r”dr o ﬂ*.r(i)
n & 200 \2¢

la]=0 laj—=0 o

ol v, est les volume de la boule unité de R"- v, = [7"?/T'(n/2 + 1)]. Ce qui démontre (1).
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{2) Comportement de ¢,{a) au voisinage de + oco. Nous allons nous servir de la
formule donnée dans [18] qui peut s’obtenir en faisant recours au changement de
variables en coordonnées polaires dans R*

4 © e 2ae _ . fam
Polt,x) = ———= J J‘ st mr2) =1 o= Ixl?/ds o~ tutcostan/Z) ¢ g (su — tu*sin (-——)) dsdu
( 4,;)" +2 ) Jo 2
2

2}xil —n/2

o<
AU | 12m2- DR Qw2 1) e itam)2 1/2 gin/4
= 2n)on L u I U[RE I e TR E TR K -1 (Ilu " e™ ) ] du

ou K, ,_, est la fonction de Macdonald.
On fait le changement de variable v = |xju'/%, on obtient:

’ 4 1 © i 9 a e i
polt,x) = Ré SCEAN: P2l DB g e DK (peimi ) dy
n X
(2m) °

2

ce qui permet d’écrire:

, 4 1 © i o« Y, — ilan) ;.
¢, la) = Ré -—n-ﬁ . W 12 GHRIA) ]2 — 1)~ (v3%lai2e)e ~Hem2 K, (v ¢4y dp
0
@2r)—5—
2

On fait le développement de

e*(u“/lalzﬂ)e‘(“"/z)

par rapport a v et on intégre terme & terme nous obtenons

—4 1 . . ® .
¢a(a) ~ Ré _.____r_l_“*:_z_ W e+x(n/4) {n/2 —~ 1) —ia(n]/2}) jo vn/Z + ZaKa/Z 1 (vet(n/4)) dl)
@n)——
2
222 sin(am) n420\ 1
= 7.En—l-ZiZ F(CC + I)F 2 lain+21'

Ce qui démontre (2).

THEOREME 4. Soit ae]0,1[Ic = c(n, 4, a) telle que pour tout Le L(R", ) on ait:
1. o a "
"C'Po(t’ x5y) < Pa(t»x,)’) < Cl’o(t, X,,V) Pour tout t > 0 x’yER .

Démonstration. Nous avons d’aprés [2], [7], [8]:
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1

t
pret (E,x,y) < plt,x,y) < ¢ T2 polet, x,)

ce qui nous donne d‘aprés ce qui précéde:

1 t
2+1—
Cn/2+1—ap:) (z‘;’x,Y> < pa(ta-xa y) < cn,/ * apg(cat,x,y)_

11 suffit alors de montrer que pg(t/c% x,y) et pg(c*t, x,y) sont comparables ce qui
revient & montrer que ¢, {c%a) ¢t ¢, (a/c*) sont comparables. Or d’aprés le Lemme 3

nous avons:
6.(2) = ouca = or (%)

a ca(n + 20

k |
¢a<j—> >k a ‘n”a,(ﬁ {C*a) ~ T [T avec k>0

quand |a| tend vers 0

e
quand |a| tend vers + o0, il ’en suit qu’il existe ¢ = ¢(n, o, ¢) telle que

¢ ipg(t, x, y) < ph(c*t, x,y) < cpf(t,x,y) pour tout x,yeR" t >0
ce qui démontre le Théoréme 4.
LEMME 4. Soit a€]0,1[, il existe ¢ = c(n, A, o) telle que pour tout Le Z(R", 1) la
densité p* du semi-groupe d’ordre o associé d (— LY vérifie:

PH(s, %, 2)p*(t — 5,2, ) < cp*(t, X, Y) [ p*(5, %, y) + p*(t — 5,2, y)]

pour tout 0 < s <tetx,yzeR"
Démonstration. D’aprés le Théoréme 4 précédent, il suffit de démontrer le résultat
pour L = A. Pour des raisons de symétrie, il suffiit de démontrer le résultat pour

0<s<i2
En utilisant la propriété pj(t, x) = 1/t"?%¢, (x/t*/**), il suffit de démonstrer qu'il
existe ¢ > 0 telle que:

1 V2 (x—2z z~y
(s(t - s)) é)“( giize )¢“<(t - s)”z") 1 xX—y
1 S ¢ bl s
xX—z 1 z—y " t
@Eﬁi’a( siize ) + (t — s)ana by ((t _ S)lj2a)

pourtout 0 <s<tetx,yzeR"
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Quitte & prendre x/t, y/t, z/t aulieu de x, y, zet en posant & = s/t il suffit de démontrer:

X — —
¢a< 91/20[2) ¢a<(1 Z_ 9)-)1)/201)

z-y

1- 0)"/21(15 (01/2a> 9n/2a¢a(h’f‘g—)1/_22

pour tout 0 < 6 < 1/2 et x,y,zeR".
On pose u =x — y,v=x —z on a alors z — y = u — v il suffit de démontrer:

¢a< 1vla> ¢a< - IIJ 2 )
Y — §)L/2e

LN <ot
(1 —_ 0)n/21¢a(01/2a> + 9n/2¢¢a((1 _ 0)1/20()

pour tout u,peR", 0 < 0 < 1/2.

(1) Si|u| = 1 deux cas se présentent:

() |v| = 1/2[ul,il existe d’aprés [ 14] une constante c telle que 1/c- 1/]a]"*2* < ¢, (a) <
c-1/|a**?* pour tout aeR", |a| > 3. Ce qui nous donne

v u—2v v u—v v
¢1(01/21> ¢¢<(1 _ 0)1/2a> ¢a<01/2a> ¢a<(1 _ 0)1/21) ¢1<—9—1/74;>
< = 6n/2zz
u—v u—7v
( 9)'./2145 (91/2&) + 6n/2a¢ <(1 )1/2a> 0"/2'1<(T:?)1_/.2_a>
1 n+2a6n/2a+1 1 n+2a
<) = <ali)

1 n+2a
< 2n+2a-1c<]_17|) < 2n+2a-102,¢a(u)‘

) < c¢u(x - y)

{b) Si ju — v| = 1/2|u| nous aurons

v u—v u—v
¢a<91/2a>¢a<(1 _ 9)1/2a> ¢ <(1 )1/2«) -0
NS Taogm < <( 9)1‘/2“)
( 0)n/2a¢ < : )+ 0n/2¢¢ ( >
9 {2a (1 )1/21

< 222¢,(u/21 — 6)'1%%)
< 2n/2a 4)“(21/21—- lu) < 2n/2ac . d)a(“)
car ¢, est radiale décroissante et il existe ¢ > 0 telle que ¢,(2'/2* " u) < cd,(u).

(2) Si |4} <1, comme ¢, est continue strictement positive et d’aprés le Lemme 3:
lim,_ ¢,(a) = (v,/20)(n/2x), il suffit de démontrer que I'expression:
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v u—v
¢m<01/2¢) d’a((l _ 0)1/21)
2a nf2a —v
1- 0)"/ ¢a<0nl/)2¢) o2 ?, ((1 6)1/21)

est majorée par une constante.
Or cette expression est trivialement majorée par:

u—=v
P\a )
L <rr a0 < b

REMARQUE 2. Pour o = 1/2 le résultat est trivial d’aprés [12].

THEOREME 5. Soient a€10,1[, Le £ (R", A) et i une mesure (— L)* réguliére exacte.
Alors le semi-groupe P* et son perturbé par u, "P* sont comparables si et seulement si
Gy est borné.

Démonstration. D’aprés [13], les semi-groupes P* et “P* sont comparables si et
seulement s’il existe une constante ¢ > 0 telle que:

t
j f P(s, x, 2)p*(t — s,z,y)du(z)ds < &-p(t,x,y) pour tout t >0, x,yeR".
0 JR"

Supposons que G*u est borné, nous aurons d’aprés le Lemme 4:
1

f f p(s, %, 2)p*(t — 5,2, y)du(z)ds < cp®(t, %, y)
0 JR"

[ f ’ f p(5,%,2) + P — 5.7, z)] du(z) ds
0 RrR"

< 2|Goullp*(t, x, y)

il suffit alors de prendre ¢ = 2c||G*yj.

La condition G*u borné est nécessaire d’aprés [13] car 1 est P* excessive.

Nous introduisons maintenant I'* 1a fonction de Green de 'opérateur (— L)* + 0/0t
sur R**1 x R"*! ou L appartient a £(R" 1) et 0 <a < 1. I'* est donnée par
*(t,x,5,¥) = 1,_ 4 4(s)P*(t — 5,x,y) o p” est la densité du semi-groupe associ¢ a
(= L)y sur R”, x,yeR", s, teR.

Pour p une mesure de Radon (—L)* + &/0t réguliére exacte nous notons par “I"*
la fonction de Green associée 4 (—L)* + 8/0t + p sur R**1 x R**1,

Nous avons alors le théoréme suivant:
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THEOREME 6. Soient Le #(R", 1),0 < a < 1 et u une mesure (— L)* + /0t réguliére
exacte. Alors les fonctions de Green T* et *T"* sont comparables si et seulement si
Tp = [gns2 T*dy est borné.
Démonstration. La condition est nécessaire d’aprés [13] car 1 est(— L)* + /0t excessive.
La condition est suffisante: En effet d’aprés [13], [16] les fonctions de Green T
et *I™* sont comparables si et seulement §'il existe une constante k > 0 telle que

J ru(t’ xS r’ Z)ra(r’ Z’ s’ y) dl'l’(rﬂ Z) < kra(t, x’ s) y)
Rn+l

pour tout x,yeR", t,5eR.
En fait il suffit de considérer le cas s < ¢ vu que la propriété est triviale pour s > t.
Or nous avons pour s < t:

T, x, 1, 2)[*(r, 2,8, y) = 1j_ o 4P — 1, x,2) L _  ((S)P*(r — 5,2, ))
= 1]s,t[(r)Pa(t — T, X, Z)Pu(r — 5,2, y)

En utilisant le Lemme 4 nous obtenons:

L qNPHE — 1, %, 2)P*(r — 5,2,) < cly (Pt — 5, %, ) [Pt — r,x,2) + P*(r — 5,2, ¥)]
< el o (P — 8, %, W), o, 4Pt —1,X,2)
+ ll_w‘,[(s)P“(r — 5,2, )]
= cI"*(t, x, s, Y [T*(t, x, 7, 2) + T*(r, 2,5, Y)].

Ce qui donne:
e, x,r, 2)0*(r, 2,8, y) < ¢ T, x, s, YT, x,1,2) + T*(r, 2,5, )1

En intégrant cette inégalité par rapport & u sur R""! nous obtenons que:
f I*(t, x,r, )T *(r, z, 5, y) dir, 2)
Rn+l

< (. x,s, y)j (e x,r.z) + 1%, z,5,y)]dulr, 2)
R"+ 1

par suite si Iy = gn.: T du est borné nous prendrons k = 2¢- |*u||. Ce qui démontre
le Théoréme 6.

Nous allons maintenant nous interesser au cas o = 1 pour étudier la comparaison
du semi-groupe du mouvement brownien avec son perturbé par une mesure de Radon
A réguliere exacte sur R* Nous allons donner les conditions nécessaires et suffisantes
pour que P, et P, soient comparables sur R",
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LEMME 5. Soit u une mesure réguliére V,, exacte. Alors les semi-groupes P, et *P,
sont comparables sur R" (n = 3) si et seulement s'il existe ¢ > 0 telle que:

@ 1
j J We—ly—m'xlz/‘" du(y)de < ¢ pour tout u, xe R
o "

Démonstration. Nous avons d’aprés [12] que P, et P, sont comparables si et
seulement §’il existe une constante k > 0 telle que:

t n/2
t
=~ (t/4s(t — iz — (s/)y — (1 ~ (s/)x?
—1 e du(z)ds <k
jﬂ .L" (4”55(t - S)) #z)ds <

pour tout t > 0 tout x, yeR"
Ceci est équivalent 4 dire que:

/2 1
— 1/4sjz =~ {s{thy ~ (1 ~ (s/hx}?
— e dulz)dz
f o Ju Gny He)
+ Jl f 1 = 1/4@~s)lz = (s/)x ~ {1~ (s/)yl* 4 (z)ds < k
e g u(z)ds <
3 2

12 JR (@n(t — s)y 2"

pour tout ¢ > 0 tout x,yeR".
Ceci est encore équivalent & dire que:

t/2 1
e sl =60y~ (L= G dy(z) s
0 an (47s)

est bornée.

En posant u = (y — x)/2t, nous obtenons que les semi-groupes P, et *P, sont
comparables §’il existe ¢ > 0 telle que

t/2 1 )
j J (4ms)? e PTETFSs qu(y)ds < ¢
0 Jr

pour tout x,ueR” t > 0. Ce qui se traduit par:
® ! e-!y-zm—x!l,’zttdu(y)dt <c
o Jan @ut)"?

pour u,x€R". Ce qui démontre le Lemme 5.

Pour ue R" nous définissons pour tout ¢ > 0 l'opérateur Q; sur %,(R") par:
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1
u = -y = 2tu—x|2/4t
Qt f(x) (4ﬁ't)n/2 J‘Rﬂe f(y) dy
0 = Id.
LEMME 6. Pour tout ueR" (n = 1), (Q%),,, est un semi-groupe de Feller markovien

sur €,(R") dont le générateur infinitésimal est A = A + 2{u, grad ).
Démonstration. Nous avons:

1 1
®1(x) = ~ly = 2tu—x/dt §., =24t 4y e
Qt (X) J‘R" (47”);:/2 e y JR" (47”)'1/2 € dy 1

Soit fe €, (R") nous avons:

1 2ja1
0/ flx) = Gy Jwe_lyﬂ'“_x' " f(y)dy

1 2 2 _
— W j e PEFAr—dy (e<u,y x>f(}/’))dy.
Rﬁ

On pose

q,(t,%,) = e~ eTFTIAT W TH = g,(t,x ~ ,0) = q,(t,x — y).

(4me)"?

Clest une fonction radiale et Q; f(x) = [znq,(t x, ) f() dy.
Q} est alors un noyau a densité g, (t, x, -) par rapport 4 la mesure de Lebesgue sur R”.
Soit x R", nous avons:

~ (t+s)uj2

q.(t, Y5, )x) = W f ) g TR T YA Gox—y) P fds + (uy) dy

1 1

= @t s)u? L
an {Ant)"? (Amsy"'>

it et B dy

1
= @it + s)y2°
= ¢,(t + 5,X)

)l o~ 1H2A0+8) + (ux)

d’aprés la propriété du semi-groupe du mouvement Brownien sur R". Ce qui démontre
que Q7(Q:f) = Qf..(f) pour tout f mesurable bornée. Comme le¢ semi-groupe du
mouvement brownien est propre, Q" est donc propre et Q3 (%, (R")) = €,(R") vu que
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le semi-groupe du mouvement Brownien vérific la méme propriété. On note W* le
noyau du semi-groupe (Q}),,,. Nous avons pour fe%,(R"):

M M 1 Z
W)= L Q) de = L f . W@"“'“"" M f(y)dydt
B J;a" fo an_i)_"/_ze_ly_zm_xlsz(Y)dt dy

M
1 2 2 _
— J‘ J (47:1:)"/2 e~y x2jAr—tul?+<uy x>f(y) dt dy
R® JoO

= V€72 )

ou V. est le noyau d’indice |u* de la résolvante du semi-groupe du mouvement
Brownian sur R".

Nous allons déterminer le générateur infinitésimal du semi-groupe (Q;),, . Pour
ce faire nous remarquons que (@), , est un semi-groupe de convolution associ¢ au
semi-groupe de mesures:

H = pfa—Ztu

(ot p, est le semi-groupe de mesures de générateur AJ).
On en déduit immédiatement que 4, admet pour générateur

Ad + 2{u, grad 6>,

ce qui démontre que Q; admet pour générateur Af + 2{u, grad /).

DEFINITION 4. Soit u une mesure de Radon sur R". On dit que p est radiale si
fgnf * Rdp = fgn f du pour tout ReSO(n).

LEMME 7. Pour n = 3, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout ue R" et toute
Jfonction ¢ sur R" mesurable, positive, radiale et vérifiant Vy(¢) borné on ait:

W*$(0) < cVo(9)(0).

Démonstration. 11 suffit de démontrer que W*¢(0) < ¢p(0) pour tout ueR" sous
Phypothése que p = Vy(¢) est borne.
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Nous avons:

Il o 1
u - ~ly— 2tu|2/4t
w0 = | L» — $(3)dy de

" @ 1 N L
= f e e~Wm24 h(yydrdy  d’aprés le théoréme de Fubini
R" J O

o

r w0 1
_ .- 1912141 —tjul? ) d}( y) dt dy
- JO ( 4711.)14? 2

o

1 lu\"2 -1 - 5
Ty e\ K pyzy-1(lul - 1yDe* Y ¢(y)dy = Vp(Pe™)(0)

K(,/2)-1 est la fonction de Macdonald.
Quitte a faire une rotation, nous pouvons supposer que u est porté par le dernier
vecteur e, de la base canonique de R” car nous avons

WR$0) = W*¢(0) pour tout ReSO(n).
On utilise alors I¢ changement de variables en coordonnées polaires dans R" données par:

¥, =rcos b,
Vu-1 =rsinf, cosb,

Vu—p =rsinb,sinf,cos b,
Vi =rsinf,sinf,...sinf, . cosb,
y, =rsinfsind,...sinf, ,cosé,_,

y,=rsinf sinf,...sinf,_,sinb,_,

avec 0<r<ow,0<lBi<mpour 1 <i<n—2et0< 6,_, <2n La jacobien est
donné par:

r"~lsin@) Zsin @, .. sin" "1 7kg,...sind,_,.

Pour les nouvelles coordonnées nous aurons:

(D (4, y) = lu|-|y|cos §; pour tout yeR".
@ p(0) = ‘[ d’fﬁ)z dy = 2w f ) rf(rydr = M
e 1Y 0

(3)



32 MOHAMED SELMI
(2) est encore équivalent a

2- 2

(2) 7
r(f)

&)

1 2n 7 ) Lul ni2—1
W ¢(0) = Qny? L L j (?) K o2y~ 1(Julr)e™r =1
0

(" 1sin @ *sinf3 *...sinf,_,drd6,db,...do,_,

1 2z 'n r ~ B .
=W(27f)"/2(j0 L ...jo sin@ sin@; *...sin6,_,d6,d6,...dd,_,)
= (7 () o
.J‘O Jvo (7) K(n/z)—l(lulr)e""”“o‘sm@f{ rn——ld)(r)deldr
_ 1 2mrm D2 e [ fy]\or)
(27[)"/2 ’ n—1 0 o r
2
* Kz - 1([ulr)e™r <@ "~ 1 (r) sin ;"> d6, dr

f A2rg(Arydr = M pour tout A > 0.
0

si u = 0 nous aurons W°@(0) = V,(¢)(0) = p(0).
Si u # 0, on fait le changement de variable p = Jy|-r, Vintégrale devient

1 2p-vi2 2\(n—-2)2 n—1 o

o= i, [ () (G
2
: dp
¢(Iul>d9 fu

2 2-75(”"1)/2 ” " pn/z peosty 3an—2
= G r("" 1) L f @ 2)— 1(p)qﬁ(lul) l“lze sin"~ 20, d6, dp

{1 2pm-1r2 .
=(2,ﬂ)n12 E )f '( e K(u}Z) 1(10)(35(% {) ‘ i g Pl —cos8i) o n—2

ni2
-8, do, dpj\ j e K("/z) l(p)¢<‘ui> T;‘Z e P —c0sb1) i on— 29 dg, dp

f J K2y-1(p)O <|u|> il e Pl meosbiginn=29 d0, dp =1, + I,.
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Pour 0 < p < 1 nous avons daprés [151, [16] K2, 1(p) < 3T(n/2) — 1)(p/2)! ™2
Ce qui donne que:

1 2—-n/2 n 1 T p 1 1 2-nf2 n
<el= I'f-—1 —)——dp<e|= - — .
h e@ (2 )L L ? ¢(lui) Tt (2) r(z 1)’” ©
D’autre part nous avons:
J\ e~p(1-—cosﬂ;)sinn—291 del — J e-psinZ(Bllz)/Z Sinn*Zel d91

0 0

On fait le changement de variable 0 = 0,/2 et utilise (2/n)f <sinf <8 pour
0 < 6 < n/2 ce qui nous donne:

ni2 n/2

e~P 2 5in(26)dg < 27! f o 22000 gr=2 4p

(s}

n
J e TP 0D 26inn =20, 49, = ZJ-

Q9 0

n 1
< (2n2)f“'1>f2r(— - 1)—-—-,1_, .
= 5 PUREVE

Par suite nous avons:

Iz < (2n2)(n 1)/21“(5 — 1>J‘1 eﬂK(ﬂ/Z)_l(p)d) (ilull) ]uilz-dp

Or nous savons d’aprés [15], [16] que e?K 5, ,(p) < (n/2p)"/2.
Ce qui nous donne en utilisant (2'):

I, < (2n2)<""1’/2r(§ - 1)-’3 f p“2¢(f~) Ldp< (2n2)‘"-“/2r(§ - 1)p(0).

2); ul) |uf?
Ce qui démontre que:
WH$(0) < 2n?)"2T (g - 1) 20).

Ainsi nous obtenons:
W*$(0) < 2a*Y"*T'(n/2 — 1)p(0)

pour tout ue R" il en résulte que

© 1 2
f f Gyt )< (an)nfzr(g a 1),;(0).
0 )
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11 suffit de prendre ¢ = (272)"2I'(n/2 — 1).
Ce qui démontre le Lemme 7.

THEOREME 7. Soit y une mesure de Radon positive V,, réguliére exacte et radiale
alors P, et *P, sont comparables si et seulement si Gy est borné.

Démonstration. D’aprés le Lemme 5 les semi-groupes P, et P, sont comparables
si et seulement s’il existe une constante ¢ > 0 telle que: W*¢ < ¢, Yue R". Clest-a-dire
encore

® 1
- = g v 2u—xPa
WL f o ,[ w (@me)? ¢ o(y)dydt < c

pour tout x,ueR”.

11 est facile & montrer que W*¢(x) est toujours finie, et d’aprés le Lemme 7 il suffit
de considérer x # 0.

Pour n = 3 c’est déja fait dans [12].

Pour n > 4, soit y une mesure réguliére exacte et radiale sur R” telle que G, u soit
borné sur R”, il existe une suite de fonctions (¢,,),, positives et radiales sur R" telle
que Gy p = sup,, Vo(¢,,) ou V, est le noyau de Newton associé a A sur R". V,(¢,,) est
donc bornée, ¢, est régulicre V, exacte et radiale. 1l suffit alors de démontrer que P,
et *P, sont comparables pour ¢ une fonction réguliére V, exacte radiale et V(o)
bornée par supgs Gou. Plus précisément nous allons démonstrer qu’il existe ¢ > 0
telle que pour tout ue R” et tout x € R” nous avons W*¢(x) < c¥,(¢)(0) pour tout ¢
radiale vérifiant: V,(¢) < Gyu. Posons p = V,(¢), nous avons: sup, g~ p(x) = p(0).
Si u = 0 nous avons W°(¢)(x) = Vo(¢)(x) < V5(4)(0) = p(0).

Si u # 0 nous avons:

ro 1
(N — —ly—2tu~x2/4t
W ¢(x) Jo J‘R" (47{t)"/2 e ¢(y) dy dt

r © 1 s
- [ [ Ggmeremar
R" JO

f @ 1 <t~ e+
= J‘ (_4,.5{);:/26 Iy~ xi?/41 — ul*t (u,y—x)¢(y) dt dy
R" JoO

1 |ui n/2)—1 ) )
= K- (4l -1y — x[)e™¥=> dy.
(2n)n/2 JR" ly . x|> (n/2) 1([ I Iy I) ¢(y) Y
Comme ¢ est invariante par rotation, on peut supposer que: x = [xle,, 4 = u,e, + u,e,_;.
En fait on choisit e, porté par x puis on considére le vecteur e,_, de fagon que
(e,_1€,) soit un repere orthonormée direct dans le plan défini par les deux vecteurs
x et u, puis on compléte pour avoir une base orthonormée directe de R". Si (x, u) est
lié, on fait de la méme maniére, on compléte e, pour avoir une base de R". On utilise
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alors le changement de variables en coordonnées polaires dans R™

Y= (¥1,¥25---»Vu) aVEC y, = rcos 6,
Ya_1 = rsinf, cosf,

Vu_o, =rsinb;sinf,cos
y,=rsinf, siné,...sinf,_,cosb,_, .,

y,=rsinf,;sind,...sinf,_,cos0,_,
y, =rsinf sinf,...sinf,_,.
Nous aurons alors:
ly — x|> =72 + |x|> — 2r|x|cos 0,
(u,y — x) = uy(rcos 0, — |x|) + u,rsin 8, cos 9,

le Jacobien est donée par r*~'sin" 26, sin""30,...sinf,_,.
L’intégrale devient alors:

] 1 2n w x !u! N
Wi x) = o f f f (w + Pl = 2rx] cosgw)

. K(n/2)~1 (lul(’.z + ]x[?. . 21’}3(1 cos 81)1/2) X em{rcosé;—lxl)-%uzrsine; cosfs

“Hryr" " tsin" 20, sin""30,...sin0,_,drdf,...d6,_,do,_,.

On écrit maintenant Pintégrale en deux morceaux:
I,: sur la partic de 'espace R” pour laquelle

lu|(r? + |x|> — 2r|x|cos 6,)"? < 1.

Nous avons alors d’aprés [15] et [16]:

S

n t/2
K- 1 (1 + |x|* — 2r|x| cos 6,)%) < 77 (i - 1>e"““'“""”2""'°°5"“ /

2

35

y (luW + |x]? — 2r|x|cos 91)1/2)1—w/2>

ce qui nous permet de controler l'intégrale I,

Il < 2(71{2)—21—‘(”/2 - 1)

...sinf,_,drd6,...d6,_,.

Or nous avons r? + [x|2 — 2r|x|cos 8, > r2sin?, ce qui donne que:

2n = ©
A 2 2 __ 1-(n/2) R—1 i QP 2
Qny? L L L (r* + [x|* — 2rix|cos 8,) o(ryr"~ tsin 6]
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way—2 L (12 — 1) ® A
I, <20 ZW'bwz'“‘L ré(rydr = - L ré(rydr = ¢, p(0)
ol b,_, = volume de la boule unité de R*~?,

ﬂ(n}2)~ 1

bu-z = T(/2)

_ T2

I,: sur la partie de I'espace R" pour laquelle [u|(r2 + |x|> — 2r|x| cos 8,)/* > 1. Nous
avons alors d’apres [15] et [16]:

K(n/2)—1(lu|("2 + le2 — 2r|x| cos 91)1/2)

- 1/2
< e"lui(rz+|x|2_2’|"|°0501)1/2.
20ul(r® + |x|* — 2r|x| cos 6,)"/?

Ce qui nous donne que:

I, < 1 | ](n~3)/2 1 o — Jul(r2 +|x]2 — 2rx|cos §;)1/2
X A7A Mn/2i—1 tee " e i
T 2mP r?* + |x)* — 2r|x| cos 8,

% eui(rcosﬂx ~ix{} +uarsinb; cosfy

x dryr" " 1sin 07 *sin@; *...sin6,_,drdé,...do,_,db,_,

< 1 b i“](n—s)/z © 7 = 1 {(n—1j/4
T 2-QrWn-17nm2 o Jo Jo \r?+ x> — 2rix|cos 8,

e~ jul(r2 +1x12 — 2rlx] cos 81)1/2 + 1y (rcos 81 — |x]) +uzrsin by cosfz

“P(ryr" " 1sin"" %8, sin" " 34,...sin6,_,drdd,...do,_,do,_,.

Deux cas se présentent
i} lu,} = lu,l, nous avons:

T n/2
J eluzrsinﬂx cos 82/ sin'{ 3 d62 = j e{uz{rsin& cos 82 sin™~ 3 92 d02
4] 0

n
-+ J‘ e-|u2|rsin91 cosfz sin 0;—3 d62
nf2

n/2
- 2 e}uzlrsinﬂl cos > sin 9;-—3 d92
[
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Ce qui entraine:

T
e—[uztrsinf?x J euzrsinG‘cosez sin 93—3 dgz
Q0

n/2
< Qe " lualrsiné J glvalrsinfrcos8z oo 9;—-3 d02
4]
n/2 72
- ZJ' e—ltuzlrsinﬁ;sin2(92!2) sin 975—3 d02 < ZJ‘ e_zluzirsmef(%!nz)f?’éhéld92

4] 0

n? @=32 [y 3
Sly———F r
(ZIuZIrsmﬂl) ( 2 )

puisque: 8, /7 < sinf,/2 < min(1,8,/2).
Nous obtenons alors:

n 1'[2 {n—3)/2 n— 3
euxrsinex cosfz sin 9;“ 3 dez < . r eluz]rsin 01
o 2ju,|rsin g, 2

et comme r? + |x|* — 2rlx|cos 8, > r?sin?6, et |u \/_ lu,| nous avons:

b,_, ® (n=3)/2 1 \e#-v2
P S — (n—3)/2
b < Sy L f ( >(\[ u21) (2{u2|rsm9 ) rsin6,

-sin 9';—2 x e—[u((r2+|x[2 2rix[cos01)4/2 +ug(rcos @y ~|x]) + juzlrsin 6 x F* 1¢(r) sin 0!{*2 d@l dr

1 (n—3)/2 , (3 ~n)2 n-3 i — [ul(r? + |x]2 — 2r]x]| cos 81)1/2
= ————(271)" 3ba-22 -2 -r 5 ro(r)e
0o Jo

eul(rcosﬂl - [x) + [s2]) + fu2jrsin 0y dBl dr

or

—ful(r? + x| — 2r|x| cos 8)"% + u (rcos 8, — |x]) + [u,lrsinf, <O

| (5)

n 3 *
12\@;)7”7377 2287 ”“F( )L ré(r)dr < c,p(0) avec €2 = Gpyam=1-

ce qui prouve que:

(i) |u,| = lu,| nous avons en utilisant la quantité conjuguée:

[u](r® + |x|* — 2r|x| cos 0,)"/% — u (rcos O, — |x|) — u,rsinf, cos b,
 |ulP(r? + |x)* — 2rlx| cos 0,) — [(uy(rcos 8, — |x|) + u,rsinf; cosf,)’
T lulr? 4 |x|® — 2r]x|cos 8,)Y% + u,(rcos B, — |x|) + u,rsin b, cos B,
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On minore le numérateur par u: 2 sin?#, sin>#,, nous obtenons alors que P'expression
est minoré par:
- uZr?sin®6, sin’6,
o .
u(r? + |x|* — 2r|x| cos 8,)'/% + u,(rcos B, — |x|) + |u,|rsinf,

en utilisant:
u,(rcos 8, — |x|) + |u,lrsin 6, < 1/2Jul(r® + |x|? — 2r|x| cos 6,)*/?
nous obtenons que Pexpression est minorée par:

S ulr?sin?6, -sin?4, 1/2|u)?r?sin?6, sin’0,

7 3lul(r? + x| — 2r|x|cos 6,)1* 7 3lul(r® + |x|> — 2r|x|cos 8,)V?
_ |ujr? sin?0, sin?40,
T 6(r? + |x|* — 2r|x| cos ,)'?

ce qui nous permet d’avoir:

)= 372 n—1
S )"/2 bu-z 2 + |x|? Zr} lcos0,) 4

X e -~ luir? sin2g; sm292;'6{r2+ jx2— Zrix)coso;)lll n— 1¢(?) sin 9?1 2 sin 9" 3 de de dr

2-___,._1, .M(n—s)/z 1 n—1)/4
Qny2 n2 o JoJo \FZH X =2rlx|cos,

- ; ; - 12 . . ~-2 . -
X e Julr? sin201 sin202/6(r2 +}x)2 — 2rix| cos @)1 27‘" 1¢(r) sin 9!; 2 sin 93 3 d92 del dr.

On utilise maintenant que (2/m)0, < sin 6, < 8, nous obtenons que l'intégrale I, est
majorée par:

2~--i—b Jur 32 N 1 (n—1)/4
(27[)”/2 n—=2 o o Jo r2 + ‘xiz _ 2fo] COSOI

e~ [l(4/m2) 5in 82 02r2/6(r2 +|x|2 — 2r|x| cos ;)12 X P 1¢(r) sin 01{— 2 0;- 4 d02 del dr.

Ainsi nous obtenons en intégrant par rapport a 6,:

2 —= b (n—3)/2 1 (s
< n-—
L 2Q2ry2 Zr( )' ! f f (r +x 2r§xlcos@1>

372 (r? + |x}® — 2r|x| cos §,)/2 |t~ 32 B e
[—2-( I iu}r%inlzlé} ) ] x "~ 1g(r)sin 072 d6, dr

1 —3\/3n2\" 32 sinf), )
“art(D)G) L Lo s s
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Mais nous avons:

" sin 6,
0, = 2 2 12
Jo (r* + [x|* — 2r|x| cos 01)1/2d ! lx]-r[(r + x| = 2[xfrcos 8,)"* 1o

L N T
Ixjr

Or nous avons

1
Xl +r=ix—r) <2
Ix|

En effet deux cas se présentent:
~sir<|x|nousavonsr 4+ x| —lr — [xl{l =7+ x| — |x| + 7 =2r
Ce qui donne que (x| +r — {|x| — r])/Ix] € 2.

—si r = |x| nous avons r + |x| — |r — |x|| = 2|x|

ce qui donne (|x| + r — {|x| — r|)/]x] = 2.
11 en résulte que:

4 n— 3\ [3n?\r-3z foo
I, < aﬁ/z—_;bn_zr(—wz—) (T) L ré(r)dr = c3p(0)

avec ¢, = Onl'(n — 3/2)T (n/2).
Ce qui prouve que W*¢(x) < (c; + ¢, + ¢3)p(0), pour tout ueR", xeR",
Ce qui démontre le Théoréme 7.

39

REMARQUE 3. Pour n = 4 et g non radiale le Théoréme 7 n’est pas vrai. Pour

cela nous allons étudier le contre exemple suivant:

CONTRE EXEMPLE dans R*; n > 4.

Nous fixons u=e¢;, e; =(1,0,...,0). Pour tout keN*. Nous définissons: C, =

B(k*0, k)\B(k?ey, k/2) et ¢, = o, " 1, avec la condition fg. ¢, (y)dy = k"2,

On pose ¢ = Z;, ¢,. Soient p, le potentiel de newton engendré par ¢, et p le

potentiel engendré par ¢. Ona p= L., p,.

PROPOSITION 1.

1 P est borné sur R™:P < 2"~? (1 +23 —K—”l_—§>
k=1
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® 1
? J- Gy " ) dyde = + oo,
o Rr"
Démonstration. La démonstration se fait en plusieurs étapes. Nous avons:
i) P, <22
En effet

Pk(kzel):J\C ¢k(y) — dy%L ¢k(y) dy 2,, 2

e, — 32 S
2

il s’en suit pour des raisons de symétrie que P, < 2"~ 2 sur R".

(i) P(m%e;) < 2"~ 2(1 +2 Z kf 2)

pour tout me N*. En effet nous avons

(@ Z P (m’e,) = Z Py m® €)

k=m+1 k=

et |mle, —y| = dm’e,,Cr ) =m+ k) —(k+m-—m*=k>+(Q2m—- Dk —m>
$k(k + m) pour tout yeC, ., k,me N* ce qui permet d’écrire:

) @ (k + m)n——z _ 0 1
2 — m-2
kglPk-Hn(m el)gkgl (k(k+m)>n—2 2 kgll kn—Z'
2
m—1 5 m—1 kn—-2 5 m-1 1
b P (m°e < ———'—-—_—~z2"— —,
® L hre<y (8} L =
2

car nous avons
Im?e, — yl = d(m’e;,C\) = m* — k* — k > 3k(m — k)

pour tout 1 < k< m— 1 et tout yeC,.
Ce qui nous donne:

P(m?e,) = i Py(m?e;) < 2" 2(1 +2 Z knl 2)

k=1

(iii) P(xe,) < 2" 1(1 +2 Z knl_ ) pour tout xeR.
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En effet nous avons:
(a) Pour x < 1 nousavons:|xe, — y| > d(xe,,C,) =k®> —k — x> k> —k — 1 > }k?
pour tout k > 2 et tout ye C,. Ceci nous permet d’avoir:

$:(y) 1
P,(xe,) = '[l—e—lLlTEdy 2 2

et par suite p(xe,) < 2" 2%, 1/k""2,
(b) Pour x > 1, il existe m unique dans N* tel que m* < x < (m + 1)2; soient
I1<k<m—1letyeC,ona:

Ixe; — ¥ = d(xe;, C) = x — k* —k > m? — k?* — k > 3k(m — k).

Ce qui permet d’écrire:

m—1 m—1
Y Pixe) < Y Pi(mPe) <22 z —
k=1 k=1 Y (m— k

d’aprés (ii b).

Drautre part, soient k > 2 et ye C,,,, on a |xe; — y| = d(xe;, Cpi ) = (k + m)* —
(k +m)—x=(k+m?—(k+m)—m+ 1> = 1k(k + m)cequi permet d’écrire d’aprés
@i a):

,a 1
Z Py (xe,) = Z Py (xey) < Z Pk+m(mzel) <22 Z 2
k=m+2 k=2 k=2
il en résulte que:
m—1
P(xe,) = Z Pi(xe)) = Y P,(xe)) + P,(xe;) + P, (xe,) + 2 P.(xe,)
k=1 k=1 k=m+2

1
<2142 Z —
&
Ce qui donne
1
P(xe;) < 2"~ 2(1 +2 Z e 2) pour tout xe R.
Enfin nous avons
1
(iv) P(X) <22 <1 +2 Z = 2) pour tout X e R™.

En effet: soit x la composante de X suivant e;. Soit X, 'orthogonal de e, et
X = xe; + X,. Nous avons:

d(X,C) = ((x — k)" + [X,)* — k> Ix — k*| — k
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(a) si x <1 on aura:

d(X,C) > |x — k2| — k = k? — k — x = d(xe,, C,).

Ce quidonne |X — y| > d(X,C,) > k* —k —x > k* —k — 1 > 1k? pour tout ye C,,
k = 2. Ce qui entraine d’aprés (iii a) que
n—2 o 1
PX)y<g2 Y EEE2

k=1

(b) Si x> 1, il existe meN* unique tel que m? < x < (m + 1)%. Soient keN,
1<k<m—1ona:
d(X, Ci) = ((x — k) + X, 1*)'? = (x ~ k) — k = d(xey, C}) > 1/2k(m — k)
d’aprés (iii b). Il s’en suit que |x — y| > d(x, C,) = 3k(m — k) pour tout yeC,.
Soit k > 2 et yeC,,,, On a aussi

X -y 2dX,Coyp)Zlx—k+m?|—(k+m)=(k+m?—(m+k)—x
= d(xe;, Cy ) = 1/2k(k + m) d’aprés (iii b), on obtient ainsi:

1 ©
Y PX)+PX)+ P, (X)+ Y PX)

me—
k k=m+2

PX)= 3 PX)=
k=1

=1
k=1

= 1
<2"-2(1 +2% W)

Ce qui démontre le (1) de la proposition.
Nous allons maintenant montrer que:

@ 1 ,
We1(¢)(x) = j‘o jﬂn (—We'l)’-he;—xi 14t d)(y)dy dr

n'est pas borné.
Pour x =0ona

e1 - * 1 ~ |y~ 2tes|2/4t
N e

En utilisant le théoréme de Fubini on aura:
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We(¢)(0) = J r ! e W 2eil4 5y dr dy
.

o (@Amoy?

=j f (47:1)"/2e_(lylzlm_'(e("e“qb(y))dtdy
R" JO

1 |J’l2 (1/2)(1 —n/2)
= J EZ?I_)'”_Z (T) K(n/2)—1(])’|)e(y’el)¢(}") dy = Vy(¢e"*?)(0)
7"

ou K, est la fonction de Macdonald et V] est le noyau d’indice 1 de la résolvante

du semi-groupe du mouvement brownien sur R". Or nous savons d’aprés [17] que

V, a une densité g} par rapport a la mesure de Lebesgue sur R” qui est radiale et vérifie:
(1) Pour n impair

n—2 1
gi(r) = ( 2 a2—~)e"

b
p=t-1yz T

n
avec a, > 0,

" 1 n n 1
Qy—n = At 1)/2r E -1} An-1y2 = 2_(2n)(n—1)/2'

(2) Pour n pair

n—3 1 0
giry= Y bBy=| (ch)" 27 Pe "™ dt
p=nz-1 " Jo
avec b? > 0,
p b

(n —4)! " 1
a2 5 )y
2-(4n) ( ; 2).

’ m2)-1 = (211:)”/2'
Ce qui nous permet de remarquer:

n —
r—3 —

. \ 1 .

@ gi(r) = W‘*
pour tout r > 0.

) , 1 ~

(i) gi(r) ~ W‘f

quand r tend vers + co.
Il s’en suit d’aprés cette remarque que:
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1
Wez(qg)(()))___,_;.____j\ } I(l“”}/ze°|)’|“'<eh}’> (y)d},
sem o |, 1Y ¢

1
—_ — } i(1~n)/2e~lyl+yz (y dy
2y 7 L,, y o0)

or sur C, on a:

n y=ye +y, avec {e,y,)=0.
2 k> —k<y <k®+k |y, <k

Ce qui donne:

2 23172 12"\
Y=y =5 + )2 =y =y [ 1+ ) -1
1
<y1(1+u%1,1)=@g
W1 Y1

pourtoutk > 2cary, > k? — k > 1/2k? pour k > 2 nous obtenons ainsie "* > ¢
pour tout ye Cy, k > 2 et |y| < y; + |y,| < k* + 2k < 2k? pour tout k > 2
Il en résulte gue:

<1

Xl =
A

-1

Wel(¢)(0)/2(2 )(n 1)/2 Z J‘ 'y‘“—n)/2¢k(y)dy/2(2 )(n—l)/Z Z f alé?)’;_g:)jll)ﬁ y

e—l o0 kn 2 e'—l 1
2(275)(’1 1)/2 Z Lt 2(27()(" 1)/2 Z
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