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Petites oscillations d’un liquide dans un vase fermé
par une membrane ¢lastique
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Introduction

Le probléme du mouvement d’un liquide dans un container élastique a fait
I'objet d’'un nombre important de travaux [13], [14], [15], [1], [2]. Dans le cas
bidimensionnel, Pauteur a donné une solution analytique pour des containers de
forme particuliére, fermés par un couvercle ¢lastique et animés de mouvements
simples [3], [4], et a fait également une étude théorique dans le cas du container
fixe [5]. Dans cet article, il étudie le probléme des petites oscillations d’un liquide
dans un vase rigide fermé par une membrane élastique, en supposant que le
liquide reste constamment en contact avec la paroi du vase et le couvercle.

Dans la premiére partie, le vase est supposé fixe. On donne d’abord une
solution analytique du probléme dans le cas d’une cavité ayant la forme d’un
cylindre circulaire, en développant le déplacement normal d’'un point de la
membrane S en série de fonctions propres d’un opérateur linéaire défini
dans l'espace L, (S) = {ue L,(S)| fudS =0} qui s'introduit dans le probléme

S

connu des petits mouvements du liquide avex surface libre [13], [14]; en particu-
lier, les fréquences propres peuvent étre déterminées graphiquement. Le
probléme de I'existence des fréquences propres dans le cas général est ensuite
résolu 4 partir de I’équation fonctionelle du probléme et en utilisant la théorie
des opérateurs auto-adjoints complétement continus dans un espace de
Hilbert.

Dans la deuxiéme partie, le vase est supposé mobile. Le probléme du mou-
vement du systéme vase-liquide-couvercle est mis en équations en introduisant
les paramétres normaux du solide transformé de Joukowski associé au systéme
et en utilisant un principe variationnel dérivé de celui de Hamilton. Les équa-
tions obtenues sont mises sous la forme d’une équation opérationelle dans
espace & = R” x L, (S), ol n est le nombre de degrés de liberté du vase. L'exis-
tence des fréquences propres découle du choix d’un produit scalaire convenable
dans & et de la théorie des opérateurs auto-adjoints complétement continus dans
un espace de Hilbert.
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1re partie

Le cas ou le réservoir est fixe

Figure 1 Figure 2

Mise en équations

Le couvercle occupe a I’équilibre un domaine plan horizontal S limité par
une courbe fermée s.

Nous choisissons des axes orthonormés 2 &7 {: £ est un point quelconque
de S, Q { est vertical ascendant, Q ¢ est un axe de direction quelconque dans le
plan du domaine S [Fig. 1].

Nous supposons que le liquide reste constamment en contact avec le récipient
et le couvercle; nous appelons 7 le volume occupé par le liquide a I’équilibre et
o la paroi mouillée du récipient.

Le couvercle est dynamiquement assimilé & une membrane S’ fixée au
récipient le long de la courbe s; nous supposons qu’elle est soumise & une tension
constante Tj,, supposée grande.

La masse spécifique du liquide est notée g, la masse spécifique surfacique de
la membrane, g,.

Le mouvement du liquide est supposé irrotationnel et nous nous plagons en
théorie linéaire. Soit ¢ (&, 7, {, t) le potentiel des vitesses. Nous devons avoir
d’abord

Ap=0 dans~z 1)
op
P 0 suro @

) ) ) )
ou o désigne la dérivée normale extérieure.
n

Appelons w{&, », t) la déflexion de la membrane S’ [Fig. 2]; la condition
cinématique sur elle s’écrit classiquement:

0 _Oow
GO @
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D’autre part, en utilisant la formule de Bernoulli, nous trouvons pour la pression
p du liquide sur le couvercle.

P=Do+09g—0 [(%)H +gw(&n, t)}

ou g désigne l'accélération de la pesenteur et p, la pression, suposée constante,
au dessus du couvercle.

La condition dynamique sur celui-ci s’écrit donc

*w o
o ° 0t Jr=0 @

ou 4 désigne I'opérateur laplacien.
Il faut ajouter aux conditions précédentes la condition aux limites pour la
membrane

w=0 sur s (%)

et celle qui exprime que le liquide reste constamment en contact avec la paroi
du container et le couvercle.

£W(éﬂ7, t)ds = 0. (6)

Un probléme auxiliaire

Considérons le probléme auxiliaire de Neumann

Ap =0 dans 7

% =0 sur g (7
on

% = f(P) surS§,

on

f (P) satisfaisant a la condition de compatibilité

[f(P) dP =0.

Désignons par H (P, Q) le produit par 1/4 = de la fonction de Green du probléme
de Neumann pour le domaine 7 [8] [9].
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Cette fonction satisfait aux conditions suivantes:

(a) H(P,Q)— Tﬁ% est une fonction harmonique des coordonnées de P,

réguliére dans 7.

(b) sa dérivée normale extérieure est égale a — 1/a, ou a est P'aire de la frontiére
or de 7.

() [H(P,Q)dP =0[comme I'a montré Hadamard [8], cette condition
ot

peut toujours étre réalisée et assure la symétrie de H (P, Q)]

Considérons la solution du probléme (7):
d(x,y, 2, 1) oud(Q,1) = iH(P, Q)f(P)dP — % g H(P,R)f(P)dPdR (8)

ouP,ReS, Qeretou s désigne 'aire du domaine S. Nous avons évidemment
£¢(Q, t)dg = 0.

Si Q € S, la formule (8) définit un opérateur linéaire K du sous-espace L, (S) de
L, (S), formé par les éléments de ce dernier qui sont orthogonaux a l'unité.
Soit H Popérateur intégral défini par

Hf=£H(P,Q)f(P)dP-

I~1 a été prouve [13], [14] que H est borné et symétrique dans L, (S) et positif dans
L,(S).

Il est facile de voir que I'opérateur K est borné, symétrique, positif et
complétement continu dans L, (S).

Les trois premicres propriétés découlent des propriétés correspondantes de
H. La quatriéme résulte du fait que 'opérateur intégral H, dont le noyau pré-
sente une faible singularité, est complétement continu dans L, (S)[12] et de ce
que L, (S) est un sous-espace fermé de L, (S).

Par conséquent, 'opérateur K admet une infinité dénombrable de valeurs
PIOPIes fy, ..., iy, ... strictement positives, u, tendant vers zéro quand n tend
vers l'infini; les fonctions propres associées ¥ (&, 7),0% (&, 7), ..., ¢F (£, ), ... sont
orthogonales entre elles et a 'unité et forment avec celle-ci un systéme orthogo-
nal total dans L, (S).

Nous avons donc

ApF =0 dans t
op* ¢n

—— =0 suro
on ’

—u,,qﬁ,, sur S.

Nous donnerons un peu plus loin une interprétation mécanique simple des
valeurs propres u, de 'opérateur K.
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1’equation fonctionnelle du probléme

Posons un instant

ﬁ(é,na)ﬁ‘ﬂ%ﬂ.

Les Egs. (1), (2), (3), (4) deviennent
(1) Ap=0 danst

~

0¢

2}y =

V4] 3 0 sure

. 3 *w

(3) a—n—-a—tz sur S
o%w

(4’) Qo W - TO Aw = — Y [‘ﬁ(éa n, 07 t) + gW(f, n, t)] .

Intégrons cette dernicre équation sur S; nous obtenons, en utilisant (6),

~ T
(& n0,0dedy =[] Awd¢ dy
S s

. o . . .
et par conséquent, en désignant — la dérivée suivant la normale extéricure a ia

courbe plane s on,
~ T, . Ow
5 ¢ s On,

Mais, résolvant le probléme de Neumann pour ¢ (1), (2), (3'), nous avons, en
nous plagant sur S

?w

~ T, . Ow
1,0,8) =K — + —= [ —ds,
¢ 1,0,1) 6t2+gsgans s
de sorte qu’en portant dans (4'), nous obtenons I’équation fonctionnelle du pro-
bléme

2

o“w T
(QO+QK)a—t2+[—T0Aw—!—ggw+—9

G
S!%ds}=0. ©)

S

Remarque

I1 est facile d’interpréter maintenant les valeurs propres g, de Popérateur K.
Considérons, en effet, le probléme des petites oscillations du liquide avec surface
libre. Appelons un instant { = w(¢, #, t) I’équation de cette derniére. En faisant
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00 =0, T, = 0 dans I'Eq. (9), nous trouvons pour w(¢, 7, t) Péquation

2
w

Les fréquences propres du liquide sont donc égales a /5.

Introduisons les opérateurs linéaires L et M, agissant dans L, (S), définis par
Lu=g,u+ g Ku

T, . ©
My =— TOAu+qu+—0flds,

S ong

le domaine de définition D (M) de M étant 'ensemble des fonctions u de C*(S),

nulles sur s et telles que | udS =0 (D(M) est évidemment dense dans L, (S)).
S

I’équation fonctionelle (12} devient

aZ
L%-}-Mw:o. (10)

Propriétés des opérateurs L et M

1) L’operateur L est borné et symétrique dans L, (S), puisqu’il en est ainsi
de K. D’autre part, il y est défini positif, car

(Lus u) = QOj'uz dS + Q(Ku’ u) Z Qo ”u”zV“EEz(S)
S

2) L’opérateur M est symétrique, car, aprés une classique intégration par
parties, on a

(Mu,v) =T, { gradu gradv dS + og fuv dS = (u, Mv) Vu,veD(M).
S S

1l est également défini positif, car
(Mu,u) 2 0g |ul> YueD(M).

Munissons D (M) du produit scalaire [, v] = (Mu, v). L’espace de Hilbert ob-
tenu, diment complété (espace d’énergie) est noté E,,. Ses eléments appartien-
nent a HY(S) = {u e H} (S)| | udS = 0}; la norme associée, notée |||. |||, est équi-
valente a celle H'(S). 5

Comme I'injection Hy(S) = L, (S) est compacte, il en est de méme de Pinjec-
tion Ey, = L, (S), car L, (S) est fermé dans L, (S). Dans ces condition [11], M~1*
existe et est complétement continu dans L, (S).
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Existence des fréquences propres

Cherchons des solutions de I'équation fonctionnelle (13) de la forme
w(& n, 1) = W( 1) e

Nous obtenons I’équation
M—-c*LYyW =0.

En vertu des résultats du paragraphe précédent, le produit C = M ! L existe et
est un opérateur de L, (S).
L’équation précédente peut donc s’écrire

CW=02W.

Démontrer I'existence de fréquences propres du systéme liquide-couvercle re-
vient donc a démontrer que C a des valeurs propres positives. Munissons L, (S)
du produit scalaire

(U, v)g = (Lu, v).

Notons I (S) 'espace de Hilbert obtenu et ||. ||, la norme associée. Il est facile
de voir que cette norme est équivalente 4 celle de L, (S). En effet, puisque L est
borné et défini positif dans L, (S), nous avons

2o lull®> < fullg < 1LY ful?.

Nous allons montrer que I'opérateur C est complétement continu, symétrique et
positif dans L9 (S).

Puisque L est borné et M ~ ! complétement continu dans L, (S), leur produit
C est complétement continu dans I, (S), donc dans IS (S). Nous avons ensuite,
en utilisant les définitions de IS (S) et de C, et les propriétés de symétrie de L et
de M:

(Cu, v)g = (LCu, v) = (Cu, Lv) = (M~ Lu, Lv) = (Lu, M~ ' Lv)
= (Lu, Cv) = (u, Cv),.

Enfin, nous avons
(Cu, )y = (Lu, M~ * Lu)

qui est positif ou nul, nul seulement si Lu = 0, donc si u = 0. Par conséquent,
Popérateur C a une infinité dénombrable de valeurs propres positives, auxquelles
correspondent les fréquences propres 4, ..., d,, ... du systéme liquide-couver-
cle; o, tend vers linfini avec n. Les fonctions propres correspondantes forment
un systéme orthogonal total dans T (S).
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Solution analytique dans le cas d’un cylindre circulaire fermé par une membrane
élastique

Nous allons donner un exemple dans lequel il est possible de déterminer
analytiquement les valeurs propres.

Cherchons d’abord, de fagon générale, des solutions des Egs. (3) et (4) de la
forme

w (éa 7, t) = W(é, 7]) ei‘”
¢(éa 7, C> t) = lO'@(é, 7, C) et

La condition dynamique (4) devient
2
AW + 1P W= ————45(5 1, 0)
T,
avec
42 Q0" —0g
T,

que nous supposerons positif Posons

$n(x,y,2) = gH(cf, 7,05 %, ,2) ¢} (& 1) dEdy)

1 = _

Nous en déduisons

i
Pulx, 3, 0) = K& = (4, = ')

Nous cherchons donc @ (&, #, {) sous la forme

BEN ="+ 3 A,0,(E 1 0) @, constanies).

\/’

D’ou I’équation

2
AWHZW:—QE—[

A @
S 77)} (1)
0

\/—,5: n=1 }4

Considérons le cas d’un vase ayant la forme d’un cylindre circulaire d’axe
vertical. Nous pouvons dans ce cas calculer les fonctions propres ¢ (&, #) et les
valeurs caractéristiques 4, de 'opérateur K. Nous prenons 2 au centre du disque
S; nous appelons a le rayon du disque et h la profondeur du vase.
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Il est connu que le probléme des petites oscillations du liquide avec surface
libre est régi par les équations [13], [14]:

Ap =0 dans 7
%=O sur o
%=O sur {=—nh
0¢p 10%¢
6_C=_;]6—t2 sur { =0.

Introduisons les coordonnées polaires r, 6 et posons
¢, 0,0,t)=icD(r,0,() .

Alors @ doit vérifier

AP =0 dans t

0P

—=0 pour r=a
or

od

5@720 pour {=—nh
oD a?

—=——0 our {=0.

Cherchant classiquement des solutions de A@ = 0 sous les deux premiéres con-
ditions aux limites par séparation des variables, nous obtenons

(—ﬁOm(rsHaC):JO <%r>0hk;ﬂ(c+h) (m= 1329)

(5nm (l", 65 C) k cos @

- knm (n
_Jo(ar)cha(C“l'h) C m=1)
sin f

&nm (r9 95 :)

ot les k,,, (m =1, 2,...) sont les zéros positifs de J, (r).
Les valeurs caractéristiques sont tirées de

op
oL

A= :
@ /o
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Ce sont donc

ko,,, ko - K

dom = 2 th k"'"h Ay = 2 th "™ b,
a a

les A,,(n=1,2,...) étant des valeurs caractéristique doubles. Les fonctions

k cosnt
). . O t1
a )smn@ 1l peut fes

. k
propres sont proportionnelles a J, (—3@ r> et J, (
a

orthonormaliser a I'aide de la formule [6]

1

2 [ J2 (kR)RAR = J? (k) + ( ~—2> J2 (k).

kz
On obtient
1 1 k
1) [ P — ZO0m =
ém (1) = Jo(kom)JO< ; r) m=1,2,...)
Grin (1, 6)
2 J k""'r cosnfn=12..
J(k ) "\ a Jsinnf\m=1,2,...
'//nm(r 0) .

Revenons a 'Eq. (9); elle s’écrit

2 A © P, © 1
AW+ 2W==20| 20 4 520 S (@t F U W) |.
TO \/ﬁ m=1 A‘Om nm=1 inm

Supposant un instant le second membre connu, nous en cherchons une solution
formelle de la forme

W= WO + Z I/V()m(n‘b:l;m + Z (VVnmqb:m + I/Vn’m W:tkm)(VV(b I/V()ms v CODStanteS).
m=1 m=

n, 1

Nous obtenons

2 2 (12)
()VZ _kﬂ) [/Vnm:___g—a__gp
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D’autre part, la méthode de la séparation des variables montre que
W =ayJ,(Ar) + Z Ju (A7) (a, cosnb + b, sinnb)(a,, b, = constantes) est solu-

tion de AW + 12 W 0.
Nous considérons donc les solutions de I’équation (9) de la forme

W =ayJ,(Ar) + Z J,(Ar)(a,cosnf + b, sinnb)

+ W + Z I/V()md)Om + Z ( nm¢:<m + VVn,m l//:lkm)

nm=1

ou les W,, W, ... sont supposés exprimés 4 laide des A,, D,,,...par les
équations (10).

Calculant les a, et b, pour que W s’annule pour r = g, nous trouvons une
solution de (9) nulle pour r = a quels que soient les W, :

_ Jo(Ar)
W0 == g e T )
1 /2 = J,(Ar) 1 ;o
_;\/;ngl 7 (ia) % = (Wymcosn + W, sinn6)
k2,

+WO+ 2 I/V()mqoom—i_ Z (VVnm(”nm—}— I/anml//nm)

n,m=1

Nous pouvons alors développer W(z, 6) en série de fonctions propres en
utilisant les développements des J,(Ar) (n =0,1,2,...) en séries de fonctions

J an
v<7r>(v= 1,2,..)[1].

Nous obtenons

W(r, 6)
2J,(Aa) 1
o ain g\ T Hvzl ov
@ 24/MJ,(\a 1
+ 3 WON@(WO £ ) oo
" Jo(4a) af 12— Km
612
200 (Aa) 1 1 = W, 71,
+n,m=1 m + aJ,,(Aa) 2 k(z)m ) vgl 2 (an(r)
A== 11— 1 ——
4 k'%m kr%v
[ 2AJ(Aa) 1 1 © W, ] .
HE et e s | Y
__a? 1“%2— 1_k_2
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Nous allons alors obtenir de nouvelles relations entre les W, et les @, en
utilisant la condition cinématique (3) qui peut s’écrire

oD
(E);w =W,

£ 4 (%ﬂ — W)
P -

ou

o
Mais la formule intégrale qui définit ¢,(x, y, z), montre que cette derniére est

solution du probléme de Neumann pour le domaine t quand la dérivée normale
vaut ¢F sur { = 0 et 0 sur o; nous avons donc

0b, .
(aC );—_—0 - ¢n (éa ’7)

et par conséquent

Y. Ay = W.
n=1

Comparant avec I'expression précédente de W, nous obtenons les relations
cherchées:

27, (La) {
Wy — — Wy + —— =
0 iaJO(la)< ot nv;W"”) 0

24 nJ(xa)( 1 = ) 1
By = Wopy — —L LA W + e Y Wy | =0
on = Won = " 25 TR,

T v=2 “om
) a? {13)
Lo —w o 200a) 1 4
al,(ia) , \/- \/—*
Ko Ky
oy 240 0a) 1 o,

nm nm a Jn (X, a 2
kz kz

Les Egs. (9) et (11) vont nous permettre de déterminer les fréquences propres du
systéme liquide-couvercle.
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L’¢limination du &,,, et W, conduit a 'équation

© 1 1 aiJy(Aa)
W 1+ % — _ 34 _
0 m=1 2 Ijé}ﬂ QGZ + 22 k(%m 2Jl (/1(1)

a2 TE) j‘Om B ?
Nous avons donc un premier groupe de fréquences propres en annulant le
coefficient de W,,.
En utilisant 1a relation de récurrence entre troix fonctions de Bessel d’indices
consécutifs et la formule [7]
J z » 1
v+ 1( ) —_ 2Z Z . >

Jv(z) n=1Z" = Vym
ou les y,, sont les zéros a partie réelle positive de J, (z), nous obtenons la formule

@ 1 alJy(la)
A2 =0
mgl 22 __kém 2J,(Aa)

de sorte que I’équation donnant le premier groupe de fréquences propres se
simplifie et peut s’écrire

’E)AOm
= Q+QO/10m 0
m=1 0'2—0',2n B
ou
09 | kim
%10m<?+—02v>
o2 = 0

On vérifie aisément que 2, , > ¢Z. D’autre part, la fonction de 6% qui constitue
le premier membre de I’équation, est décroissante dans les intervalles ]2, o2 [
ou elle est définie, et son graphe admet pour asymptotes les droites a* = ¢Z. On
voit ainsi graphiquement qu’on obtient une infinité dénombrable de fréquences
propres séparées par les g,,.

Eliminant de méme les &,,, nous obtenons

ad,(La) n E 1 1 _ 1
aid,Ga) W=y, ko 00® s ki
N
. _=0
v=1 n
1_..h
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de sorte qu’en annulant le crochet, nous avons ’équation qui donne les fréquen-
ces propres de premier indice n. Ces fréquences propres sont doubles, car 'élimi-
nation des y,, conduit évidemment a la méme équation.

En utilisant I'équation différentielle vérifiée par J, (z) et la formule [7]

z 1—n © ZZ

dont on prend la dérivée logarithmique, nous obtenons

al,(La) na? Aat = 1

2AT.(ha) 2@ —nd) @2 —n.2id? iR -k,
de sorte qu’aprés quelques calculs, 'équation aux fréquences propres de premier
indice n s’écrit

1 Ty Aum
1?0+ Do
© kz
nm =0
m2=:1 O'Z ——O',%m
ou 2
09 | kan
Ty Ao | = +
s 0 nm(TO az)
anm_
Q +p0/lnm

On vérifie aisément que 62 ., > 02, et on voit graphiquement qu’on obtient
une infinité dénombrable de fréquences propres séparées par les g,,.

2eme Partie

Le cas ot le récipient est mobile

Nous allons maintenant considérer le probléme des petites oscillations par
rapport a des axes absolus, d’un systéme constitué par un solide rigide possédant
une cavité de forme quelconque, remplie de liquide et fermée par une membrane
elastique, autour d’une position d’équilibre stable dans lequel le couvercle est
horizontal. On suppose toujours que le liquide reste constamment en contact
avec la paroi de la cavité et le couvercle.

L’objet de cette deuxiéme partie est de mettre le probléme en équations et
de démontrer I'existence des fréquences propres du systéme. Comme nous le
verrons, cette preuve nécessite la connaissance des propriétés des opérateurs L
et M définis dans la premiére partie.

Nous utiliserons les axes orthonormeés Q¢ { liés au solide, Q2 ¢# portant le
couvercle a I’équilibre.

Calcul de I’énergie cinétique et du potentiel des forces

Désignons par v,, v,, v; les composantes de la vitesse de Q et par w,, w,,
w5 celles de la rotation instantanée ¢ du solide sur les axes Q& (. En utilisant



840 P. Capodanno ZAMP

le théoréeme de la composition des vitesses, on voit facilement que I'énergie
cinétique du couvercle peut se mettre sous la forme

ow ow\?
Tc=Tw+Q0j(CO277 wzf)—dS‘Fon(‘a?) ds
5

ou T, est I’énergie cinétique du couvercle rigidifi¢ dans sa position d’équilibre.
Le mouvement absolu du liquide est supposé irrotationnel. C’est le cas, par
exemple, le liquide étant pesant, si le systéme est lancé a partir d’un état initial
de repos.
La vitesse absolue dune particle de liquide peut alors s’écrire

U=0+gradd

ou ¥ est la vitesse absolue de la particule quand le liquide occupe le domaine ,
le couvercle étant rigidifi¢ dans sa position d’équilibre, et est animé d’un mouve-
ment absolu irrotationnel, et ¢ (£, #, {, t) le potentiel des vitesses correspondant
aux petites oscillations, considéré dans la premiére partie, satisfaisant donc aux
Egs. (1), 2), (3).

Draprés la théorie de Stokes-Joukowski [13], nous avons

5 = v, grad ¢, + v, grad ¢, + v, grad ¢, + w, grad @,
+ w, grad s + w, grad Py

ou les 5, sont des fonctions connues des seules coordonnées &, i, {, obtenues en
résolvant des problémes de Neumann.

Supposons maintenant que la position du solide soit déterminée par six
coordonnées lagrangiennes ¢;(i = 1, ..., 6), nulles a I’équilibre. Les v, et w, sont
des combinaisons linéaires des ¢; a coéfficients en théorie linéaire, des sorte que
nous pouvons écrire

6
U= Y dggradg, +gradd
i=1

ou les ¢; (¢, 1, {) sont des combinaisons linéaires connues des :(E,m, 0, et

1 = co+QoZaqlJ"f dS+QoquJf7—dS+Q°§< )dS

ou les a; et b, sont des constantes connues.
Notant

6

1 0«

_5..2 a;;4;4;
i,j=1
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Penergie cinétique du solide constitué par le vase et le couvercle rigidifi¢ dans sa
position d’equilibre, et posant

a; = af + ¢ | grad ¢, grad ¢; d,
T
nous pouvons écrire 'énergie cinétique totale sous la forme

1 8 s - - _
T=3 3 aydid+e X d:[ead pgrad pdv + [ (grad pde
i,j=1 i=1 T T

(14)
5 ., 0w 6 . Ow 00 . [OW\?
g,V E—dS b,g;\n—dS +—1{{—1} dS.
+Q0i§1alql££at +90i§1 qugﬂat +2£<at>

Quand le solide est soumis & des liaisons holonomes laissant indépendantes n
paramétres g; (n < 6), nous avons la méme formulae avec la sommationde 1 an.
Suppose le syteme conservatif.

Le potentiel du systéme constitué par le récipient, le couvercle rigidifi¢ dans
sa position d’équilibre et le liquide en mouvement irrotationnel (c’est-a-dire le
solide transform¢ de Joukowski [14]) est une forme quadratique

Hoz% h bijqiqja
ij=1
définie positive afin que la position d’équilibre ¢, = 0 (i = 1, ..., 1) de ce systéme
soit stable.
Nous devons lui ajouter I’énergie potentielle du liquide et du couvercle
vibrant. Elle comprend I’énergie potentielle du liquide vibrant dans le vase
fixe

LY

g

[{ogtdedanas =2 [was,
SO N

I’énergie de déformation de la membrane

Ty [ /ow\?  [ow\?
21 [(&) * (@) J »
et des termes de la forme

S i [ £, (& n)wds

i=1

puisque liquide et couvercle participent au mouvement du systéme, les f; (&, #)
dépendant de la géométrie de la cavité.
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Le potentiel total peut donc s’écrire

1 »n n
2i,j=1 i=1 S 2 b
ow\* [ow
HIGRGIS s

Equations réduites du mouvement

+

Considérons le solide transformé de Joukowski, d’¢énergie cinétique

Z a;;q; g; et de potentiel /1, = 3 Z b;;q;q;. Notons Y;(i=1,. n) les pa-
i,j=1 11-— "
ramétres normaux de ce systéme; son énergie cinétique devient £ Z
potentiel 1 3" 7 ;2. i=
Nous pouvons donc écrire

1 n n
52 + Xy g_[gradq), grad ¢ dr + = j(grad(p )2 dt
= i=1
+QoZayljé d5+QoZﬂJ’zf’7 %£< >
1 n n
O==3 2y?+ 3 y;[viwdS + 2 [w2ds
2i=1 i=1 S 25

To ow\* [ow
- — ds
T3 £[<55> +<a;7> }
ou les «;, f; sont des constantes, les ¢F et les v, des combinaisons linéaires a

cocfficients constants des ¢; et des f; respectivement.
La formule de Green donne d’abord

f grad ¢F grad g dr = | ¢F %dS jqb:"ads
T ot

ensuite, puisque ¢, s =K+ + % (1), ou % (t) est une fonction arbitraire du temps

ot
t, et compte tenu de la condition (6)
d 72 de = _¢ - _W ow ow
!(gradgo) dr—ft - g A ds = jKat thS
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Nous pouvons donc écrire
1 e ., " 6w ow
2i§1y‘+gi§1y‘j(p‘a 3 j or ot
(16,)
Qo ; (OW
+QoZayl§f dS+ooZﬁly,577 dS+2§< )dS

Y 2y2+ 3y fviwds + 22 [wds
i=1 S

e

Considérons la fonctionnelle

=:jz(T—H)dt (t, > t,).

Selon un principe variationnel dérivé de celui de Hamilton [12], [13], nous
obtenons les équations du mouvement en cherchant dans la classe des fonctions
Y. (1), w(&, n, t) deux fois contindment différentiables, prenant les mémes valeurs
pour t = t, ainsi que pour t = t,, w vérifiant également w = 0 sur s pour tout
t=0et [wdS =0, celles qui annulent J L.

S

Un calcul classique, basé sur les habituelles intégrations par parties, donne:

12 n . 5 *azw aZW
SL=—{dt< ¥ |Ji+viyvi+efof z5dS+ 00 [ @&+ fin) 57 dS
i1 i=1 5 0t 5 ot

2

5o 0" w i "
| viwdS}éyﬁg[;l 0:Ji o + 0Ky + 00 X @&+ fin)Ji

" Zw
+'Z viyi+90W+QgW—’11()AW SwdS;,

de sorte que, les J Y, etant arbitraires et 6 w vérifiant j ow dS = 0, nous obtenons

les équations du movement

oZw 2w
Fit v+ o[ oF Sa dS + 0o [ @& + Bin) =g dS
S ot S ot

+ [ vywdS=0 (i=1,...,n) 17,
5
" *w
Zevivite Z (& + Bim) i + Z viyit oK -5
o%w
+Q°W+ng_ ToAw=F(t) sur § {17,)

ou F(¢) est une fonction arbitraire de ¢.
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Nous remarquons que I'expression (16,) de I7 n’est pas modifiée quand on
ajoute a chaque v; une constante — d;; d’autre part, puisque les ¢¥ sont solutions
de problémes de Neumann, on peut leur ajouter des constantes — c; sans chan-

ger l'expression (16,) de T; et il en est de méme quand on ajoute 4 K ow une
fonction arbitraire % (t) du temps. ot

Les Egs. (17,) ne sont pas altérées quand on ajoute les — d, aux v, et les — C;
aux ¢¥. L’Eq. (17,), qui n’est autre que la condition dynamique sur le couvercle,
devient, en faisant entrer F () dans ¢ €' (¢):

n 2

2w
Z [Q(¢I—C)+Qo(“f+ﬁ’7)]+2(v i)yi+9[ az+‘€’(t)}

0w
+Qoa2~+ggw—7})Aw=0.

Intégrant sur S et déterminant
les ¢; par j [e@F —c) + o0& + Bim)]dS =0
N

les d; par | (v, —d})dS =0,
5
nous obtenons
T w
"= —|AwdS = —
€ (1) . S(j) w ! P

Conservant alors les notations ¢F et v; au lieu de ¢ — ¢; et v; — d;, posant

eDF (&, m) = 0d¥|s + 0o (¢ + Bim),

et introduisant les opérateurs L et M de la premiére partie, nous pouvons écrire
les Egs. (17) sous la forme
62
¥V, + yl+jgcb, o7 dS+jvwdS 0 (=1,...,n)
(18)

n 62
chb*yl+ Z vy,—l-Laz +Mw=0

i=1
avee

[e@FdS=0, [vdS=0 (i=1,...,n).
5 5
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Transformation en équation opérationnelle

Introduire l'espace & = R"x L,(S) des couples

x={Y,w}, o Y=(Y,..., r)eR" et w(&,nel,(s),
muni du produit scalaire

(x®, x), = (YD, Y?), + (WD, w?)

avee

(YD, YO = i + (YD 1@, (Wb, w®) = [ w®, w? dS,
i=1 5

i
La norme associée est notée | . | ..

Introduisons ensuite les applications linéaires suivantes:

— deux applications Ly, et My, de R” dans R” définies par
Lo Y=Y, MpY=@iYy,...;z V)
— deux applications L,, et M,, de R* dans L, (S) définies par
LioY=0(@%Y)y, M;oY=(7Y)

ou @* et v sont les éléments de R" de composantes @f et v,
— deux applications linéaires Ly, et My, de L,(S) dans R" définies par
Lo; =£gd5*wdS, My, = ngvwdS

Notons L, et M,, les applications L et M de L, (S) dans lui-méme.
Si nous définissons alors deux opérateur ¥ et .# agissant dans &

P o= (LOO LOI)} M = <M00 MOI)
Ll() L11 MlO Mll

nous pouvons écrire le systéme (18) sous la forme opérationelle cherchée

LX+ Mx=0. (20)

Propriétés des opérateurs .# et &

1) — Etudions d’abord les propriétés de .#.

a) -- Un calcul direct facile montre que .# est symétrique.
b) Prouvons que .# est défini positif.
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Un calcul direct montre, aprés comparaison avec (16,), que (4 x, x), = 2 II.
Appelons .#’ 'opérateur auquel se réduit .# quand on fait T, = 0; nous avons

(M, x)s = (W x, ), + T | [@g) (aw> ]ds

= (M x,x), VxeR"xD(M).

Nous trouvons aisément

(EUi’x,X)g=[Z Byi—— 3 yly,fvv dSi|

l] 1
1 n
+ng<w+— by v,-yi> ds.
s 09 i=1

Nous supposerons que la forme quadratique des Y; entre crochets est définie
positive, donc qu’il existe une constante a’ > 0 telle que

n 1 n
> Viz — Z )’jf\’ivdega’ HYH(Z)

i=1 Q i= s

Nous remarquons que cela entraine la stabilité requise de ’¢quilibre du systéme,
car nous avons alors

{ = 2 d 0
2ﬂga’llyllé+egf<w+—ZWf) d‘”m[( w) <W))ds
5 Qg i=1 o

ow aw

o)’
conséquent, la position d’équilibre Y =0, w = 0 est stable par rapport aux
grandeurs précitées d’aprés un théoréme de Rumiantsev [14]. Employant une
méthode utilisée dans [10], nous posons

de sorte que 2 I7 est défini positif par rapportd | Y ||,, , et, par

1 n
w—I——EZ v, Y, =w +w)
i=1

ou w est une combinaison linéaire des v; et w’, est orthogonal aux v;, et nous
écrivons

X' ={Y,w} =x] +x, + X3

avee

1 /
x’l‘—“{ﬁ—@(v, Y)o}; X ={0,wi}; x3={0,w5}.
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On vérifie aisément par un calcul direct que
’ . .. 2.
(g‘R, Xis x;)é” = 0 pour i :‘:Ja ("Ue, x/Za x,z)j =049 ” xlz Hga
(I x5, x3)s = 09 [1X52

Nous avons d’autre part

Oy, e = 5w E = X vy [y dS

1
Zda |yl Ix12<b llylg avec b’=1+QTg—5£an%dS

ce qui entraine

a/
(X, ) 2 5 16 13-

’

a
- et gg; nous avons

Désignant alors par ¢’ le plus petit du nombre — 5

(' x, X)g 2 ¢ (|x1 13 + [x217 + 1%512)

et par conséquent, en utilisant I'inégalité¢ de Cauchy

C’
(M x, x)s 2 3 Ix(% VxeR"xD(M)
¢) Démontrons enfin que .# admet un inverse complétement continu dans &.

R” x D (M) est evidemment dense dans ¢ = R” x L, (S). Munissons-le pro-
duit scalaire

[xs y]é’ = (‘% X, y)é”

L’espace de Hilbert ainsi obtenu, diiment compléte, est noté &g; soit |}] . lil, la
norme associée.
Nous avons
¢ ow\? aw 2
NxllE = (4 x, x)s 2 5 X113 + To [ + ds
3 o
ou encore
owl? |low|?
W32 S 113+ 5 Iwl + Ty (]J > +}~ )
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Soit alors un ensemble & d’éléments x = {Y, w} € &y, borné dans celui-ci:
lllx]lls £ C, ou C est une constante positive. Nous avons Vx = {y,w} e &
ow

3 ¢ 2
Yies /5C;— 2+ Tl = =G,
|| no_\/;c,3||wn + ( 3 >_c,

la deuxiéme inégalité est équivalente a ||w | .5 < C’, ou C’ est une constante
positive.

L’ensemble des Y tels que {Y, w} € & est donc borné dans R” et, par consé-
quent, est relativement compact dans lui.

L’ensemble des w tels que {Y, w} € Z est tel que [|w] g1 est borné; il est
donc relativement compact dans L, (S), et, par conséquent, dans L, (S) qui en est
un sous-ensemblé fermé.

Ainsi, 'ensemble &, contenu dans le produit de deux ensembles relativement
compacts dans IR” et L, (S), est relativement compact dans & = R” x I, (S). Les
propriétés de M entrainent que .# ~ ! existe et est complétement continu dans &.
[11].

2 | ow

On

+ ‘

2) — Etudions maintenant les propriétés de .

a) Un calcul direct facile montre que & est symétrique.
b) Prouvons que £ est borné

Nous avons

1ZLx)z=1Y +o[®*wdS|3 + | [o(@* Y), + Lw]*dS
N N

et les deux majorations

IY + ¢ | ®*wdS|3
S
<200YI5+ Q2£{¢* I5 dS - IIWIIZ]£[Q(¢*, Y), + Lw]*dS
<20ILJ* fwi* + ng lo* 115 ds - [ Y31

Comme ||x||2=|Y|2 + |w]? il existe une constante positive 4 telle que
| Zxlls<Alx]|z Vxeé

¢) Enfin, prouvons quau moins sous une certaine condition, . est défini
positif.

Un calcul direct montre, aprés comparaison (16,), que (£ %, %), =2T = 0.
Appelons ¥’ Popérateur obtenu en supprimant K dans #; nous avons

(L x,%)e=(L % x)s+0|Kw-wds
5
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avec

(&' x, X)g = 1|YH(2>+2£Q(‘15*, Yo WdS+Qo£W2dS-

Opérant comme (4’ x, x)s, On VOit que, si

M=

i=1

2 n
Y- ¥ VY[ orords
Qo i.j=1 N

est une forme quadratique définie positive des Y, ce qui est une hypothese
vraisemblable a cause de la prépondérance des termes dus au vase dans I’énergie
cinétique, %’ est défini positif, de sorte qu’il existe une constante positive c telle
que

(zx,xxgzguxnz Vxeéd.

Existence des fréquences propres

Cherchons des solutions de I'équation opérationelle (20) de la forme
x = X e,
Nous avons
(M —c*> L)X =0.
Posons
C=M"1Y

qui existe et est un opérateur de & = R"x L, (S).
L’équation devient

€“X=0%X.

Démontrer I'existence de fréquences propres du systéme revient donc a prouver
que % a des valeurs propres positives.
Munissons & du produit scalaire

(xa y)l = (gxa y)é’

Soit &, 'espace de Hilbert obtenu et | .|, la norme associée.
Puisque Z est borné et défini positif dans &, nous avons

Sl < Ixlf < 120 e

et les normes | . [z et ||. ], sont équivalentes dans &.
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Montrons que % est complétement continu, symétrique et positif dans &, .
Puisque . est borné dans & et M~ complétement continu dans &, € est
complétement continu dans &, donc dans &,;. Nous avons ensuite, en utilisant
les définitions de &, et de ¥ et les propriétés de symétrie de & et de -

((gxa y)l = (g(gxa )’)g = ((gx’ gy)‘g = (g‘n—le’ gy)g
= (gxa ’ﬂ_l gy)é” = (gxa (gy)é” = (xa (gy)l

et, enfin
(€x,x), =(Lx, M1 Lx), 20,

nul seulement pour ¥ x = 0, donc pour x = 0. L’opérateur % a donc une infinité
dénombrable de valeurs propres positives, auxquelles correspondent les fréquen-
ces propres gy, ..., d,, ... du systéme, g, tendant vers I'infini avex n. Les fonc-
tions propres correspondantes forment un systéme orthogonal total dans &,.

Ainsi, sous les conditions indiquées dans le paragraphe précédent, est prou-
vée l'existence de vibrations propres du systéme container-liquide-couvercle,
c’est-a-dire I’existence de solutions de la forme

Yj — on eiat, W= W(é, ’7) eia-t

pour les Egs. (18).

Les fréquences o, de ces vibrations forment un ensemble dénombrable; o,
tend vers l'infini quand » tend vers P'infini. Tout mouvement du systéme résulte
de la superposition de vibrations propres.
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Résumé

Dans ce travail, Pauteur étudie le probléme des petites oscillations d’un liquide dans un
container rigide fermé par une membrane élastique. Dans la premiére partie, le container est fixe.
Dans le cas général, P'existence des fréquences propres du systéme est démontrée a Iaide des
méthodes de 'analyse fonctionnelle. Une solution analytique est donnée dans le cas ol le container
a la forme d’un cylindre circulaire.

Dans la seconde partie, le container est mobile. Les équations du mouvement sont obtenues
au moyen d’un principe variationnel et sont mises sous la forme d*une équation opérationnelie dans
un espace de Hilbert convenable. L’existence des fréquences propres est prouvée a l'aide de la théorie
des opérateurs auto-adjoints complétement continus dans 'espace de Hilbert.

Summary

The problem of the small oscillations of a liquid in a rigid container closed by an elastic
membrane is investigated. In the first part, the container is fixed. In the general case, the existence
of the eigenfrequencies of the system is proved by means of the methods of the functional analysis.
An analytic solution is given in the case of a circular cylindrical container.

The second part deals with a moving container. The equations of motion are obtained by
means of a variational principle and are written in the form of an operational equation in a suitable
Hilbert space. The existence of the eigenfrequencies arises from the theory of the completely
continuous self-adjoint operators in an Hilbert space.

Zusammenfassung

Es wird das Schwingungsproblem einer in einem Behdlter befindlichen Fliissigkeit, deren
Oberfliche mit einer elastischen Membran abgedeckt ist, behandelt. In dem ersten Teil ist der
Behilter fest. In dem allgemeinen Fall wird die Existenz der Eigenfrequenzen mit Hilfe der Metho-
den der Funktionalanalysis bewiesen. Fiir einen Kreiszylinderbehilter werden die Eigenfrequenzen
des Systems bestimmt.

Im zweiten Teil ist der Behélter beweglich. Die Bewegungsgleichungen werden mit Hilfe eines
Variationsprinzips erhalten und in der Gestalt einer Operatorgleichung in einem richtigen Hilbert-
raum geschrieben. Die Existenz der Eigenfrequenzen ergibt sich aus der Theorie der vollstetigen,
selbstadjungierten Operatoren in einem Hilbertraum.

(Regu le 25 mars 1988; révision: 9 Mai 1988)



