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Introduction 

Le probl~me du mouvement d'un liquide dans un container 61astique a fait 
l'objet d'un nombre important de travaux [13], [14], [15], [1], [2]. Dans le cas 
bidimensionnel, l 'auteur a donn6 une solution analytique pour des containers de 
forme particuli~re, ferm6s par un couvercle 61astique et anim6s de mouvements 
simples [3], [4], e t a  fait 6galement une 6tude th6orique dans le cas du container 
fixe [5]. Dans cet article, il 6tudie le probl6me des petites oscillations d'un liquide 
dans un vase rigide ferm6 par une membrane 61astique, en supposant que le 
liquide reste constamment en contact avec la paroi du vase et le couvercle. 

Dans la premiere partie, le vase est suppos6 fixe. On donne d'abord une 
solution analytique du probl6me dans le cas d'une cavit6 ayant la forme d'un 
cylindre circulaire, en d6veloppant le d6placement normal d'un point de la 
membrane S en s6rie de fonctions propres d'un op6rateur lin6aire d6fini 
dans l'espace L, 2 (S) = {u ~ L 2 (S)l ~ udS = 0}  qui s'introduit dans le probl~me 

s 
connu des petits mouvements du liquide avex surface libre [13], [14]; en particu- 
lier, les fr6quences propres peuvent ~tre d6termin6es graphiquement. Le 
probl6me de l'existence des fr6quences propres dans le cas g6n6ral est ensuite 
r6solu ~t partir de l'6quation fonctionelle du probl~me et en utilisant la th6orie 
des op6rateurs auto-adjoints compl6tement continus dans un espace de 
Hilbert. 

Darts la deuxi6me pattie, le vase est suppos6 mobile. Le probl6me du mou- 
vement du syst~me vase-liquide-couvercle est mis en 6quations en introduisant 
les param6tres normaux du solide transform6 de Joukowski associ6 au syst~me 
et en utilisant un principe variationnel d6riv6 de celui de Hamilton. Les 6qua- 
tions obtenues sont mises sous la forme d'une 6quation op6rationelle dans 
l'espace ~ = P-~" x Lz (S), off nes t  le nombre de degr6s de libert6 du vase. L'exis- 
tence des fr6quences propres d6coule dla choix d'un produit scalaire convenable 
dans g et de la th6orie des op6rateurs auto-adjoints compl6tement continus dans 
un espace de Hilbert. 



Vol. 39, 1988 Petites oscillations d 'un liquide dans un vase ferm~ 

lre partie 

Le cas 06 le r~servoir est fixe 

827 

t~ "~, 

Figure 1 

w(~,~.t) ~r 
1-/_ , / 

Figure 2 

Mise en ~quations 

Le couvercle occupe ~i l'6quilibre un domaine plan horizontal S limit6 par 
une courbe ferm6e s. 

Nous choisissons des axes orthonorm6s s ~t/~: f2 est un point quelconque 
de S, f2 ff est vertical ascendant, f2 ~ est un axe de direction quelconque dans le 
plan du domaine S [Fig. 1]. 

Nous supposons que le liquide reste constamment en contact avec le r6cipient 
et le couvercle; nous appelons ~le volume occup6 par le liquide ~i l'6quilibre et 
a la paroi mouill6e du r6cipient. 

Le couvercle est dynamiquement assimil6 / t u n e  membrane S' fix6e au 
r6cipient le long de la courbe s; nous supposons qu'eUe est soumise fi une tension 
constante T o, suppos6e grande. 

La masse sp6cifique du liquide est not6e ~, la masse sp6cifique surfacique de 
la membrane, go. 

Le mouvement du liquide est suppos6 irrotationnel et nous nous plagons en 
th6orie lin6aire. Soit r (4, ~/, if, t) le potentiel des vitesses. Nous devons avoir 
d'abord 

Ar = 0 dans ~ (1) 

8n 0 sur a (2) 

8 
off ~nn d6signe la d6riv6e normale ext6rieure. 

Appelons w(~, t/, t) la d6flexion de la membrane S' [Fig. 2]; la condition 
cin6matique sur elle s'6crit classiquement: 

" ( 3 )  
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D'autre part, en utilisant la formule de Bernoulli, nous trouvons pour  la pression 
p du liquide sur le couvercle. 

P=Po+Oo9--O ~-  ~=o 

off 9 d6signe l'acc61~ration de la pesenteur et Po la pression, supos~e constante, 
au dessus du couvercle. 

La condition dynamique sur celui-ci s'6crit donc 

~2w roAw = - Q I(i~b ) =gwl, (4) 
O0 ~t2 ~ -  ~=o 

off A d6signe l 'op6rateur laplacien. 
I1 faut ajouter aux conditions pr6c6dentes la condition aux limites pour  la 

membrane 

w = 0 sur s (5) 

et celle qui exprlme que le liquide reste constamment  en contact avec la paroi 
du container et le couvercle. 

w (~, ~/, t) dS = 0. (6) 
S 

Un probl~me auxiliaire 

Consid6rons le probl6me auxiliaire de Neumann  

Aq~ = 0 dans 

~ = 0 sur a (7) 

~ = f ( P )  surS ,  

f (P) satisfaisant fi la condition de compatibilit6 

ST(P) d P = 0 .  
S 

D6signons par H (P, Q) le produit  par 1/4 rc de la fonction de Green du probl6me 
de Neumann  pour  le domaine r [8] [9]. 
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Cette fonction satisfait aux conditions suivantes: 

1 1 
(a) H(P, Q) est une fonction harmonique des coordonn6es de P, 

4zc PQ 
r6guli6re dans ~. 

(b) sa d6riv6e normale ext6rieure est 6gale ~ - 1/a, off a est l'aire de la fronti6re 
8r de r. 

(c) ~ H(P, Q)dP = 0 [comme l'a montr6 Hadamard [81, cette condition 

peut toujours ~tre r6alis6e et assure la sym6trie de H (P, Q)] 

Consid6rons la solution du probl~me (7): 

(x, y, z, t) ou q~ (Q, t) = ! H (P, Q) f (P) dP - 1_ ~ H (P, R) f (P) dP dR (8) 
S ss 

off P, R e S, Q e r et off S d6signe l'aire du domaine S. Nous avons 6videmment 

.f q~ (Q, t) OQ = 0. 
s 

Si Q e S, la formule (8) d6finit un op6rateur lin6aire K du sous-espace L 2 (S) de 
L 2 (S), form6 par les 616ments de ce dernier qui sont orthogonaux fi 1'unit6. 

Soit H l'op6rateur int6gral d6fini par 

H f = ~ H (P, Q) f (P) dP. 
s 

I1 a 6t6 prouv6 [13], [14] que H est born6 et sym6trique dans L 2 (S) et positif dans 
L (s). 

I1 est facile de voir que l'ophrateur K est born6, symhtrique, positif et 
compl6tement continu dans L 2 (S). 

Les trois premihres propri6ths dhcoulent des proprihths correspondantes de 
H. I_,a quatri6me r6sulte du fait que l'ophrateur intbgral H, dont le noyau prh- 
sente une faible singularit6, est complhtement continu dans L 2 (S)[12] et de ce 
que L 2 (S) est un sous-espace ferm6 de L 2 (S). 

Par conshquent, l 'ophrateur K admet une infinit4 dhnombrable de valeurs 
propres /q,  . . . ,  /t,, ... strictement positives, #, tendant vers z6ro quand n tend 
vers l'infini; les fonctions propres associ6es q~l* (~, ~/), q~ (4, ~/),---, q~,* (~, ~?), ... sont 
orthogonales entre elles et fi l'unit6 et forment avec celle-ci un systbme orthogo- 
hal total dans L 2 (S). 

Nous avons donc 

A~b* = 0 dans r 

ar 
8~b* _ 0 sur a - / t ,  qS* 
8n ' an 

sur S. 

Nous donnerons un peu plus loin une interpr6tation m6canique simple des 
valeurs propres it, de l'op6rateur K. 



830 P. Capodanno ZAMP 

L ' e q u a t i o n  f o n e t i o n n e l l e  du p r o b l ~ m e  

Posons un instant 

q~(r t /( t)  -- aq~ (r 
8t 

Les t~qs. (1), (2), (3), (4) deviennent 

(1') Aq~=0 dansz  

84 
(2') ~ n - - 0  s u r a  

8q7 8 2 w 
(Y) 8n ~t 2 sur S 

82w 
(4') Oo 8/:2 - -  --  T o A w  = - Q [q~(r r/, 0, t) + g w (~, q, t)]. 

Int6grons cette derni6re 6quation sur S; nous obtenons, en utilisant (6), 

I q~(~, t/, O, t) d~ dr /=  TO SAw d~ dr/ 
s Q s 

8 
et par cons6quent, en d6signant - -  la d6riv6e suivant la normale ext6rieure ft la 

8ns 
courbe plane s 

Sq~(~,t/,0, t ) d ~ d t / =  To 8w 
s 7!Sns as" 

Mais, r6solvant le probl6me de Neumann pour q~ (1'), (2'), (Y), nous avons, en 
nous pla~ant sur S 

82 w To 8w 
q~(r r/, O, t) = K ~ -  + ~ [  ~n~n ds, 

de sorte qu'en portant dans (4'), nous obtenons l'6quation fonctionnelle du pro- 
blame 

~ -  82 w [ -S T~ Sw ~n~ ( e o + Q K )  + - - T  o A w + Q g w +  .[ ds = 0 .  (9) 

R e m a r q u e  

I1 est facile d'interpr6ter maintenant les valeurs propres/t ,  de l'op6rateur K. 
Consid6rons, en effet, le probl6me des petites oscillations du liquide avec surface 
libre. Appelons un instant ff = w (~, t/, t) l'6quation de cette derni6re. En faisant 
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0o = 0, T o = 0 dans l'l~q. (9), nous t rouvons pour  w (3, 77, t) l '6quation 

~2 w 

K-~tg-  + g w  = O. 

/-d 
Les fr6quences propres du liquide sont donc 6gales fi x /~- .  

Int roduisons les op6rateurs lin6aires L e t  M, agissant dans [,2 (S), d6finis par 

Lu  = Oo U + o K u  

To Ou 
M u  = - -  ToAu + Ogu + ~-[~-ds,.~cns 

|e domaine  de d6finition D (M) de M 6tant l 'ensemble des fonctions u de C 2 (S), 
nulles sur s e t  telles que ]" u d S  = 0 (D(M)  est 6videmment  dense dans L2(S)). 

S 
L'6quation fonctionelle (12) devient 

~2 W 
+ M w  = O. (10) 

O t  ~ 

Propri6t6s des op6rateurs L et M 

1) L 'opera teur  L e s t  born6 et sym6trique dans L 2 (S), puisqu'il en est ainsi 
de K. D 'aut re  part, il y est d6fini positif, car 

(Lu, u) = Qo Y u2 dS + o(Ku,  u) > Qo Ilull 2 Vu  ~ L2(S ) 
S 

2) L'op6rateur  M est sym6trique, car, apr6s une classique int6gration par 
parties, on a 

(Mu, v) = T O S grad u grad v dS + 0 9 S u v dS = (u, M v) V u, v e D (M). 
S S 

I1 est 6galement d6fini positif, car 

(Mu, u ) >  ~gl[ul[ 2 V u e D ( M ) .  

Munissons D (M) du produi t  scalaire [u, v] = (Mu, v). L'espace de Hilbert  ob- 
tenu, dfiment compl6t6 (espace d'6nergie) est not6 E M. Ses el6ments appartien- 
nent  fi/71o (S) = {u e H i (S) [ ~" u dS = 0}; la norme associ6e, not6e Ill. [11, est 6qui- 
va lente / t  celle H ~ (S). s 

C o m m e  l'injection Ho 1 (S) c L 2 (S) est compacte,  il enes t  de m4me de l'injec- 
tion E M c L 2 (S), car L2 (S)est  ferm6 dans L 2 (S). Dans  ces condit ion [11], M -  ~ 
existe et est compl6tement  cont inu dans L 2 (S). 
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Existence des fr6quences propres 

Cherchons des solutions de l'6quation fonctionnelle (13) de la forme 

w (~, rl, t) = W (~, rl) e '~'. 

Nous obtenons l'6quation 

(M -- 0 "2L) W = 0.  

En vertu des r6sultats du paragraphe pr6c6dent, le produit C = M -  1 L existe et 
est un op&ateur de L 2 (S). 

L'6quation pr6c6dente peut done s'6crire 

C W = 0 - - z w .  

D6montrer l'existence de fr6quences propres du syst~me liquide-couvercle re- 
vient done ~ d6montrer que C a des valeurs propres positives. Munissons L z (S) 
du produit scalaire 

(u, V)o = (Lu,  v). 

Notons L ~ (S) l'espace de Hilbert obtenu et 11. ]l 0 la norme assoei6e. I1 est facile 
de voir que cette norme est 6quivalente/t celle de L z (S). En effet, puisque Les t  
born6 et d6fini positif dans L2 (S), nous avons 

Oo Ilull ~ 5 Ilu[Io 2 _-< IILI[ Ilull 2 

Nous allons montrer que l'op6rateur C est compl&ement continu, sym&rique et 
positif dans L ~ (S). 

Puisque Lest  born6 et M -  1 eompl&ement continu dans  J~2 (S), leur produit 
C est compl6tement continu dans L 2 (S), done dans L ~ (S). Nous avons ensuite, 
en utilisant les d6finitions de L ~ (S) et de C, et les propri6t6s de sym6trie de Le t  
de M: 

(Cu, V)o = (L Cu, v) = (Cu, L v) = ( M -  1 Lu,  Lv)  = (Lu,  M -  1 Lv)  

= (L u, Cv) = (u, COo.  

Enfin, nous avons 

(Cu, U)o = (Lu, M -  1 Lu)  

qui est positif ou nul, nul seulement si L u  = 0, donc si u = 0. Par cons6quent, 
l'op6rateur C a une infinit6 d6nombrable de valeurs propres positives, auxquelles 
correspondent les fr6quences propres 0-1 . . . . .  0- . . . . .  du syst6me liquide-couver- 
cle; a,  tend vers l'infini avec n. Les fonctions propres correspondantes forment 
un systSme orthogonal total dans Lo (S). 
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Solution analytique dans le eas d'un cylindre eirculaire ferm~ par une membrane 
~lastique 

Nous allons donner un exemple dans lequel il est possible de ddterminer 
analytiquement les valeurs propres. 

Cherchons d'abord, de fagon g6n6rale, des solutions des l~qs. (3) et (4) de la 
forme 

W (~, r/, t) = W (~, r/) e iat 

4 (~, r/, ~, t) = iaq~ (~, r h ~) e i~t . 

La condition dynamique (4) devient 

To 

avec 

2 2 _  @0 O - 2 - 0 @  

To 

que nous supposerons positif Posons 

q~. (x, y, z) = j" H (x, r/, O; x, y, z) q~.* (~, r/) d~ dr/) 
S 

!! H (~, r/, O; ~-, t~, O) ~b.* (x, r/) d~ dr/d~-dO. 

Nous en d~duisons 

1 
q~. (x, y, 0) = K e.* = ~ 4'.* (2. = ~ ;  1). 

Nous cherchons donc q~ (~, r/, ~) sous la forme 

F_. A.dp.  constantes). 
n = l  

D'ofi l'6quation 

Ave+ ve _ + Z (111 
n = l  

Consid~rons le cas d'un vase ayant la forme d'un cylindre circulaire d'axe 
vertical. Nous pouvons dans ce cas calculer les fonctions propres q~* (~, r/) et les 
valeurs caract~ristiques 2, de l'op6rateur K. Nous prenons s au centre du disque 
S; nous appelons a l e  rayon du disque et h la profondeur du vase. 
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I1 est connu que le probl6me des petites oscillations du liquide avec surface 
libre est r6gi par  les 6quations [13], [14]: 

Ar = 0 dans 7: 

n 0 sur a 

0 sur ( = - h 

1 824, 
~( -- g ~t 2 sur ( =  O. 

Int roduisons  les coordonn6es polaires r, 0 et posons 

~(r,  O, ~, t) = i a ~  (r, O, ~) e ir . 

Alors ~ doit  v6rifier 

A r  = 0 dans z 

~-r = 0  pour  r = a  

~ - = 0  pour  ( = - h  

~ rr 2 
- �9 pour  ~ = 0. 

Cherchant  classiquement des solutions de A~ = 0 sous les deux premieres con- 
ditions aux limites par  s6paration des variables, nous obtenons 

d?~ (r' O' () = J~ ( ~  r) ch k~ (( + 

~nm (r, 0, ()  

(r, 0, 

(m = 1, 2 , . . . )  

cos 0 
(n = 1, 2 . . . .  ) 
(m = 1, 2 . . . .  ) 

sin 0 

off les knm (m = 1, 2 . . . .  ) sont les z6ros positifs de J', (r). 
Les valeurs caract6ristiques sont tir6es de 

=0 
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Ce sont donc 

20m -- k~ th k~ h; 2.~ - knm th k"m h, 
a a a a 

les 2,,,(n = 1, 2 , . . . )  &ant des valeurs caract6ristique doubles. Les fonctions 

propres sont proportionnelles /t Jo et J. r) sin nO" On peut les 

orthonormaliser/t l'aide de la formule [6] 

2 j2 (k R) R dR = j;2 (k) + 1 - U J.~ (k). 
2 

On obtient 

~am (r) = a , / B  Jo (ko~) Jo 

qS*,.(r, O) 1 / 2  1 

~bCn* m (r, O) 1 -- G Jn (knm) 

Revenons/t  l't~q. (9); elle s'6crit 

(m = 1 ,2 , . . . )  

J" r ) s i n n O ~ m :  1,2, 

(e.~q~.*m + ~'.m ~,.*~ . AW+22W_ Oo-2[To A_~ H+ ~, ~o,.+ ~ 
m =  i ~ n , m  = 1 

Supposant un instant le second membre connu, nous en cherchons une solution 
formelle de la forme 

W~-Wo-'}- ~ Wom~)~m or- 
m = l  

Nous  obtenons 

22 Wo - 

Woo- \ a 2 J 

(;: w. - 

a 2 J Wn'm - -  

(W..,~b*m + W.m ~G,.)(Wo, Wo,.,... constantes). 

0 . 2  

TO 

n,m= l 

0 .2 1 

- To  

O.2 
CPOm 

To ~om 
O -2 

~ m  
TO2.m 

o -2 

TOa.m ~u~ 

02) 
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D'autre part, la m6thode de la s6paration des variables montre que 

W = a o Jo (2 r) + ~ J. (2 r) (a. cos n 0 + b. sin n 0) (a., b. = constantes) est solu- 
n = l  

tion de AW + )2 W = 0. 
Nous consid6rons donc les solutions de l'6quation (9) de la forme 

oo 

W = a o Jo (2 r) + Z J. (2 r) (a. cos n 0 + b. sin n 0) 
n = l  

+Wo+ Z Wombat+ Z (w.,~*m+w;~,.*) 
m = l  n ,m=l  

off les Wo, Worn , ... sont suppos6s exprim6s ~ l'aide des A o, ~o,n . . . .  par les 
6quations (10). 

Calculant les a, et b, pour que W s'annule pour r = a, nous trouvons une 
solution de (9) nulle pour r = a quels que soient les W~m: 

W(r,O)- J~ I l-- y" m] Jo(~.) Wo + . , f / ~  Wo 

a .=1 J. (2a) I 

+Wo+ Wom O  + 

q 
~- (W.mcosnO + IV." sin n 0)[ 

! 
(W~m ~,*. + W.'m ~'.*,.). 

m = l  n , m = l  

Nous pouvons alors d6velopper W(z, O) en s6rie de fonctions propres en 
utilisant les d6veloppements des J, (2 r) (n = 0, 1, 2,...) en s6ries de fonctions 

J ~ ( ~ r ) ( v =  1, 2, ...) [1]. 

Nous obtenons 

W(r, 0) 

=Wo 

+ 

+ 

+ 

2 J1 (2 a) ( 
a 2 Jo (2 a) .W~ 

m = l  

Wo 
. = 1  

"-- Jo( 2a ) a v / H .  ~1 ~ k~ml 
a 2 ] 

ll/V~ 22 J;(2a) 1 ~/  1 W.. ] E ,. + Z ~0*m (r) 
n ,m=l  aJnO~a) 22 k~m n 2 n 2 

a 2 1 k ~  

[W, 22 J~,(2a) 1 X// I IF.'. I] Z + ~ g/*m (r) . . . .  1 aJ.(2a) 2e kZm n 2 n 2 
a2 1 k2nm 
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Nous allons alors obtenir de nouvelles relations entre les Wn. ~ et les ~bn. ~ en 
utilisant la condition cin6matique (3) qui peut s'6crire 

OU 

n = l  

Mais la formule int6grale qui d6finit 4) n (x, y, z), montre que cette derni6re est 
solution du probl6me de Neumann pour le domaine r quand la d6riv6e normale 
vaut 4)* sur ff = 0 et 0 sur a; nous avons donc 

ar J~= o = q~* (r ,1) 

et par cons6quent 

Anq~* = W. 

Comparant  avec l'expression pr6c6dente de W, nous obtenons les relations 
cherch6es: 

,/~--~ ;~ _ ko~ 

| V%__ - 0  
aJ.(2a) k. 2 n/----~-~l / n 2 

22 

1 Vr - 0 .  

aJn(2a) 22 k"2 2 N/I ~,~ l~--n2k~ v 

2J a(2a) 1 (~ Wo ~ =0 Wo a Jo .) (w~ + ) 

O>om = Wo,, 2 , ~ / ~ J ,  (~a) . - VVo. + - -  

22J'n(2a) 1 1 

2 2 J~ (2 a) 

= 0  

a 2 (13) 

Les l~qs. (9) et (11) vont nous permettre de d6terminer les fr6quences propres du 
syst6me liquide-couvercle. 
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L'61imination du ~0m et Wo,. conduit gt l'6quation 

m = l  22 

1 ) a2Jo(2a)]  
k~~ ~ 2~ k~ ~ i ~  ]= o. 
a 2 To 20m + -- a 2 / 

Nous avons donc un premier groupe de fr6quences propres en annulant le 
coefficient de W0. 

En utilisant la relation de r6currence entre troix fonctions de Bessel d'indices 
cons6cutifs et la formule [7] 

L(z) 
J~+l ( z ~ )  = - 2z z 2 2 

n = 1 - -  ~)vrn 

off les 7~. sont les z6ros ~i pattie r6elle positive de J~ (z), nous obtenons la formule 

22 ~ l = -- 1 + a2J~  
,, = 1 22 k2,. 2 J1 (2 a) ' 

a 2 

de sorte que l'6quation dormant le premier groupe de fr6quences propres se 
simplifie et peut s'6crire 

To 20m 

0 "{- Q0 20m 
m = l  0"2 2 - - 0  

- -  O "  m 

off 
kO mh To2o~ ~ + ~ /  

2 
O- m ~- 

Q +po20m 

On v6rifie ais6ment que am2 + ~ > tr,..2 D'autre part, la fonction de 0 .2 qui constitue 
le premier membre de l'6quation, est d6croissante dans les intervalles ]0 -2, 2 0"m+ 1[ 
off elle est d6finie, et son graphe admet pour asymptotes les droites o.2 -m- O.m.2 On 
volt ainsi graphiquement qu'on obtient une infinit6 d6nombrable de fr6quences 
propres s6par6es par les am. 

Eliminant de m6me les ~,,,, nous obtenons 

a2J',,(2a) + ~ n 2 2 - 2 knm 0 0.2 22 ~ = 1 1 - ~  ~2 ro~.~ + - 

Vr - 0  

v = l  / 1 /,/22 

knv 
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de sorte qu'en annulant le crochet, nous avons l'6quation qui donne les fr6quen- 
ces propres de premier indice n. Ces fr6quences propres sont doubles, car l'61imi- 
nation des ~',m conduit 6videmment 5, la m~me 6quation. 

En utilisant l'6quation diff6rentielle v6rifi6e par J, (z) et la formule [7] 

2 r (n)  J ;  (z) = I - ,~-  
m : 1 k n "  

dont on prend la d6riv6e logarithmique, nous obtenons 
a Jn (2 a) n a 2 2 2 a 4 ] 

2 2 J', (2 a) - 2 (a 2 2 2 - n 2) a 2 2 2 -- n 2 "= ~1 a 2 22 - -  kZnm ' 

de sorte qu'apr6s quelques calculs, l '6quation aux fr6quences propres de premier 
indice n s'bcrit 

1 %2., .  

n2 O ~- PO 2n"  

= o 
m= 1 0.2 2 - -  (Trim 

To2,"  -~oo + aZ J 
2 

O ' n "  . 
+ Po 2,m 

On v6rifie ais6ment que 2 2 tTn,m + 1 > anm et on voit graphiquement qu'on obtient 
une infinit6 d6nombrable de fr6quences propres s6par6es par les a,,,. 

2eme Partie 

Le cas ofi le r6cipient est mobile 

Nous allons maintenant consid6rer le probl~me des petites oscillations par 
rapport  fi des axes absolus, d'un syst~me constitu6 par un solide rigide poss6dant 
une cavit6 de forme quelconque, remplie de liquide et ferm6e par une membrane 
61astique, autour d'une position d'6quilibre stable dans lequel le couvercle est 
horizontal. On suppose toujours que le liquide reste constamment en contact 
avec la paroi de la cavit6 et le couvercle. 

L'objet de cette deuxi6me pattie est de mettre le probl6me en 6quations et 
de d6montrer l'existence des fr6quences propres du syst6me. Comme nous le 
verrons, cette preuve n6cessite la connaissance des propri@6s des op6rateurs L 
et M d6finis dans la premiere pattie. 

Nous utiliserons les axes orthonorm6s (2~r/~ li6s au solide, s  le 
couvercle fi l'6quilibre. 

Calcul de r6nergie cin6tique et du potentiel des forces 

D6signons par vl,/)2,/)3 les composantes de la vitesse de (2 et par ~01, 0~2, 
co 3 celles de la rotation instantan6e & du solide sur les axes (2 ~ / ( .  En utilisant 
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le th6or6me de la composit ion des vitesses, on voit facilement que l'6nergie 
cin6tique du couvercle peut se mettre sous la forme 

Tc= T ~ o + ~ O ! ( o 9 2 ~ / - o ) 2 4 ) ~ - d S +  2 s \ ~ t ]  dS 

off T~o est l'6nergie cin6tique du couvercle rigidifi6 dans sa position d'6quilibre. 
Le mouvement  absolu du liquide est suppos6 irrotationnel. C'est le cas, par 

exemple, le liquide &ant pesant, si le syst~me est lanc6 ~t partir d 'un 6tat initial 
de repos. 

La vitesse absolue d'une particle de liquide peut  alors s'6crire 

= ~ + grad q~ 

off f e s t  la vitesse absolue de la particule quand le liquide occupe le domaine r, 
le couvercle &ant rigidifi6 dans sa position d'6quilibre, et est anim6 d'un mouve- 
ment  absolu irrotationnel, et q~(4, t/, if, t) le potentiel des vitesses correspondant 
aux petites oscillations, consid6r6 dans la premi6re partie, satisfaisant donc aux 
t~qs. (1), (2), (3). 

D'apr6s la th6orie de Stokes-Joukowski [13], nous avons 

= v I grad q~l + v 2 grad q~ 2 + v 3 grad q~ 3 + o9~ gr~td q~ 4 

+ o92 gmdq~5 + o93 gmdq~6 

off les q~i sont des fonctions connues des seules coordonn6es ~, t/, ~, obtenues en 
r6solvant des probl6mes de Neumann.  

Supposons maintenant  que la position du solide soit d6termin6e par six 
coordonn6es lagrangiennes qi (i = 1, . . . ,  6), nulles ~t l'6quilibre. Les vi et ogi sont 
des combinaisons lin6aires des qi ~t co6fficients en thSorie lin6aire, des sorte que 
nous pouvons 6crire 

6 
= ~ q~grad~b~ + g r a d ~  

i=l 

off les ~bi (4, 1/, #) sont des combinaisons lin6aires connues des ~i (~, t/, ~), et 

6 ~W ~O ~ ~ W ~  2 
Tc= Tco-q-Oo ~=la, Oi!~ ~W~dS q- QO ~ biOi~Yl ~-dS+ dS 

" =  i=l S 0t 2 S \ S t /  

off les ai et bi sont des constantes connues. 
Notant  

6 1 To = Z a~ qi' j i,j=l 
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l'energie cin6tique du solide constitu6 par le vase et le couvercle rigidifi6 dans sa 
position d'equilibre, et posant 

a~j = a ~ + ~o [. grad ~b i gr-~d 4~j dr, 

nous pouvons 6crire l'6nergie cin6tique totale sous la forme 

] 6 6 ~ ! (grad ~)z dr T = ~ Z aij 61i qj -+- ~ Z ~1i ~ gr~d qh grad (} dr  + 
i , j=  l i = 1  

+Goi=lZ aigh!~ dS+eo,=lZ bioijrINdS+s \ a t / t  dS.  

(14) 

Quand le solide est soumis/t  des liaisons holonomes laissant ind6pendantes n 
param6tres qi (n < 6), nous avons la marne formulae avec la sommation de I ~n. 
Suppose le syt6me conservatif. 

Le potentiel du systbme constitu6 par le r6cipient, le couvercle rigidifi6 dans 
sa position d'6quilibre et le liquide en mouvement irrotationnel (c'est-fi-dire le 
solide transform6 de Joukowski [14]) est une forme quadratique 

1 ~ bijqiqj, H o - - 5  
i , j = l  

d6finie positive afin que la position d'6quilibre qi = 0 (i = t , . . . ,  n) de ce systbme 
soit stable. 

Nous devons lui ajouter l'6nergie potentielle du liquide et du couvercle 
vibrant. Elle comprend l'6nergie potentielle du liquide vibrant dans le vase 
fixe 

S Qg~ d~dt/d~ = ~ ! w  2 dS, !o 
l'6nergie de d6formation de la membrane 

2 L\a ) + \ a . )  _I dS 

et des termes de la forme 

i = 1  S 

puisque liquide et couvercle participent au mouvement du syst6me, les fi (~, t]) 
d6pendant de la g6om6trie de la cavit& 
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Le potentiel total peut donc s'6crire 

buqiq j + ~ qiSflwdS +--I w2dS 
H : 2 i ,  1 i=1 S S 

+ 2 s 1_k84/ + k a , j / I  dS. 

P. Capodanno  Z A M P  

(15) 

Equations r6duites du mouvement 

Consid6rons le solide transform6 de Joukowski, d'6nergie cin6tique 

1 ~ buqiqj. NotonsYi(i 1, ,n) lespa- _1 ~ au qi qj et de potentiel / /o g = 
2 " ~ -  * ~  i,j=l i,j=l 

, s o n  ram6tres normaux de ce syst6me; son 6nergie cin&ique devient 
1 potentiel ~ Z/z2 y/2 i= 1 

Nous pouvons donc 6crire 

T = ~ I  i=1 ~' 3)2 + i=, ~ PiP j', grad (0" grad 0 dr + -Q23 j" (grad ~)e dr 

+Qo,=,~ oq.I),!~'-~-dd+Oo ,=,~ ~'YiSrl&dS+--!\StJs dS 

0g I I 1 =  2 i : ~, it2 y ~ + i:1 ~ yi l v i w dS + y s W2 

+~-!Lkar +\~J AdS 
off les ai, fli sont des constantes, les ~b* et les vi des combinaisons lin6aires /t 
co6fficients constants des ~i et des f~ respectivement. 

La formule de Green donne d'abord 

S gr~td q~* gr~td ~ dr = l ~b* dS = I q~* ~ -  dS, 

8W 
ensuite, puisque q~ls = K ~ -  + ~ (t), off cd (t) est une fonction arbitraire du temps 

t, et compte tenu de la condition (6) 

_8(o 8w 8w 8w dS j" (gr~d ~)z dr = j" ~o ~n dS = j" gp ~ -  dS = l K ~ - .  8t " 
~ S S 
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Nous  pouvons donc 6crire 

1 " , ~ w  0 ~w ~w dS 

+ 0o i :  , ~" ai Yh ! ~ ~ d S + Oo ,= ,~ fli ~, ~ rl -~  d S \ St /I d S 

(160 

n 
H=2i~=ll~zY~ +i=l ~ Yi~ viwds + Og 2 s 

(162) 
To [(~w'] 2 (~w']Z]dS. 

+ T ! L\~r + \ ~ )  J 
Consid6rons la fonctionnelle 

t2 
L(Y i, w) = ~ (T -- H) dt (t z > tl).  

tl 
Selon un principe variationnet d6riv6 de celui de Hami l ton  [12], [13], nous 
obtenons les 6quations du mouvement  en cherchant  dans la classe des fonctions 
Yi (t), w (~, ~/, t) deux fois continfiment diff6rentiables, prenant  les m~mes valeurs 
pour  t = t 1 ainsi que pour  t = t 2, w v6rifiant 6galement w = 0 sur s pour  tout  
t > 0 et ~ w dS = 0, celles qui annulent  6 L. 

s 
Un calcul classique, has6 sur les habituelles int6grations par  parties, donne" 

t2 { [~  ~2 w ~2 W 
6L = -  ~dt ~, ,+7~Yi+QS ~oi*--dS+~oI(Cqr 2 

tl i=1 S S 

+ ~o ~_ (~, r +/~,.) ;, 
S /=1 

+ ~ v i Y i + O o ~ - + o g w - T o A  6wdS , 
,= l  

de sorte que, les 6 Y~ etant arbitraires et c~ w v6rifiant ~ c~ w dS -- 0, nous obtenons 
les 6quations du movement  s 

~2 W ~2 W 
.f, +/z2y, + ~ ! ~o* ~ - d S  + Oo ! (~ir + f l i r l )~  -dS 

+ ~ viwdS =0 (i= l, . . . ,n) (171)  
s 

~, o r  ~, (~,~+~,,~);,+ 2 ~,y,+oK ~w 
/=1 ,=1 i=1 8 t  2 

~2 w 
+ 0 o ~ + r  T o A w = F ( t )  s u r S  (172) 

off F (t) est une fonction arbitraire de t. 
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Nous  remarquons  que l 'expression (162) de H n'est pas modifi6e quand  on 
ajoute ~t chaque v i une constante  - d~; d 'autre part, puisque les q~* sont  solutions 
de probl6mes de Neumann ,  on peut  leur ajouter  des constantes - c~ sans chan- 

ger l 'expression (16 0 de 7~ et il en est de m6me quand  on ajoute ~t K ~w 
- -  une 

fonction arbitraire cg (t) du temps. St 
Les l~qs. (17 0 ne sont  pas alt6r6es quand  on ajoute les - d ~  aux v~ et les - c~ 

aux ~b*. L'l~q. (172) , qui n'est autre que la condi t ion dynamique  sur le couvercle, 
devient, en faisant entrer F (t) dans 0 cg, (t): 

i=1  
I K~2W )1 y i [0 (~0*  - -  Ci) if- 0o(~i~ + flir])] q- ~, (V i -- di)y i -b 0 ~ -  -b c~'(t 

i=1 

~2 w 
+ O o ~ + o g w - -  ToAw = O. 

Int6grant sur S e t  d6terminant  

les c i par j" [0 (~b* - ci) + 00 (~i ~ + fll q)] dS = 0 
S 

les di par ~ (vi - di) dS = O, 
S 

nous obtenons  

To To cg'(t)= ~ !  A w d S =  ~ ! ~ G d s .  

Conservant  alors les notat ions  qS* et vi au lieu de 4 "  - cl et vl - di, posant  

= 0 r  Is + + 

et in t roduisant  les op6rateurs L e t  M de la premi6re partie, nous pouvons  6crire 

les l~qs. (17) sous la forme 

y + / ~ 2 y i +  0 4 * ~ - d S + ! v ~ w d S = O  

~ ,  ~ 2 W  

[~=10~*yi+i i=1 viyi+ L ~ J  + M w = O  

avec 

( - -  1 , . . . ,  n) 

(18) 

S o 4 * d S = O ,  Sv i d S = O  (i = l, . . . ,  n). 
S S 
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Transformation en ~quation op/~rationnelle 

Introduire l'espace d o = R " x  L2(S ) des couples 

x = {Y, w}, off Y =  (Y1,..-, Y , ) eR"  et w(~,~/)eL2(S),  

muni du produit scalaire 

(x(l~, xl2~)~ = (g"~, y~2~)o + (w "~, w(2~) 

avec 

(ym, yt2))o = ~ + (yi~l) yi~2), (wr wt2)) = S wO~, w~2) dS, 
i=1  S 

La norme associ6e est not6e II. I1~. 

Introduisons ensuite les applications lin6aires suivantes: 

- deux applications Loo et Moo de N" dans R"  d6finies par 

Loo Y = Y, Moo Y = (/z 2 Y, . . . . .  /z 2 Y,) 

- deux applications Llo et M~o de IR" dans L 2 (S) d6finies par 

LlO Y = 0 (~*, Y)o, Mlo Y = (v, Y)o 

off q~* et v sont les 616ments de R r" de composantes ~b* et vi 

- deux applications lin6aires Lo~ et Mo~ de L 2 (S) dans R" d6finies par 

Lol = S ~o~* wdS, Mol = i vwdS 
S S 

Notons L l l  et Ml l  les applications L et M de L2(S) dans lui-mame. 
Si nous d6finissons alors deux op6rateur 2,f et ~ agissant dans 

4 
kLlo L ,~} '  kM~o M~,,] 

nous pouvons ~crire le syst~me (18) sous la forme op6rationelle cherch~e 

~~ + J g x  = 0. 

845 

(20) 

Propri6t6s des op6rateurs Jr 

1) - Etudions d 'abord les propri6t~s de Jr 

a) Un calcul direct facile montre que ~r sym6trique. 
b) Prouvons que Jr est d6fini positif. 
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Un calcul direct montre, apr6s comparaison avec (162) , que (Jgx, x)~ = 2H. 
Appelons Jg'  l'op6rateur auquel se r6duit ~ quand on fait T o = 0; nous avons 

( ~  x, x)r = 

>= 

F?w? ?w?l 
(gJl' x ,x)e  + T O ! Lka~) + \N)  A dS 

(?Ol' x,  x)e V x e R "  x D (M)  . 

Nous trouvons ais6ment 

(9~' x, x)r = t~2y2___1 Z Y, Y j ~ V i v j d  
i=i Qg i,j=l s 

+ Og ~ + - -  v i y  d S .  
s ~ g i = l  

Nous supposerons que la forme quadratique des Y~ entre crochets est d6finie 
positive, donc qu'il existe une constante a' > 0 telle que 

m _ _  2 ~2 ~'2y~ 1 ~ y~y jSv~v jdS~a ,  llyllo. 
i = 1  ~ g  i , j= l  S 

Nous remarquons que cela entraine la stabilit6 requise de l'6quilibre du syst6me, 
car nous avons alors 

aS+ o!L   j 

aw 
, W~r I , de sorte que 2 H e s t  d6fini positifpar rapport fi II Y tlo, II w II, ~ et, par 

cons6quent, la position d'6quilibre Y = 0, w = 0 est stable par rapport aux 
grandeurs pr6cit6es d'apr6s un th6or6me de Rumiantsev [14]. Employant une 
m6thode utilis6e dans [10], nous posons 

1 n 
v ' ' w + - -  ,:.., vi Yi = w l  + w2 

o~g i=l 

off w~ est une combinaison lin6aire des vi et w~ est orthogonal aux vi, et nous 
6crivons 

/ / ! 

x' = { Y, w} = x~ + x2 + x3 

avec 

X ' l =  Y, - - -  (v, Y)o ; x2 x3 
Og 



Vol. 39, 1988 Petites oscil lat ions d ' n n  l iquide dans  un  vase ferm6 847 

On v6rifie ais6ment par  un calcul direct que 

(gJl' x'i,x))e = 0 pour  i ~ j; (gJl' x'2, x'2)j = og ]]x~i[2; 

( ~ l l ~  ~ X ~ X r ~, ~" 3, 3 Je=0g l lx31]  2" 

N o u s  avons d 'autre  par t  

(93~' x'l, x'l)e = L /.t~ y~ - 1 L YiYj S vi vj dS 
i=1 Og i , j = l  S 

1 
; = [1 v II 2 dS >a' l ly l l~  IIx'~ll2<b'[lYll 2 avec b ' = l + ~ !  

ce qui entraine 

a t 
X 1 (~x '~,  x)e > ~; llx; II~. 

a t 

D6signant  alors par  c' le plus petit du nombre  ~ et 09; nous avons 

( ~ '  x, x)e >= c' (ll x'~ ll~ + II&ll~ + Ilx; lie 2) 

et par  cons6quent,  en utilisant l'in6galit6 de Cauchy  

C r 
(J# x, x)e ~ -5 [I x lie 2 V x e R "  x O (M). 

c) D6mont rons  enfin que J/r admet  un inverse compl6tement  cont inu dans g. 

R "  x D (M) est evidemment  dense dans g = IR" x E, 2 (S). Munissons-le  pro-  
duit scalaire 

[x ,  Y]e ---- ( ~ #  x ,  Y)e .  

L'espace de Hilber t  ainsi obtenu,  dfiment compl6t6, est not6 ~ ;  soit I[I-[lie la 
norme associ6e. 

N o u s  avons 

IIIxlllg -- ( ~ x ,  x), __> 7 Ilxll~ + To ! Lt, a~)  + t,b--@ J dS 

ou encore 

C' C' ( aW 2 [_l ~W 2x~ 
iil i" -->7tlY"o +7 ttwtt +ro N ) 
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Soit alors un ensemble ~ d'616ments x = {Y, w} ~ g~ ,  born6 dans celui-ci: 
IIIxlll, _-< c,  ot~ c est une constante  positive. Nous  avons Vx = {y, w} e 

II YIIo < 3C;~llwll2+ Zo + <C; 

la deuxi6me in6galit6 est 6quivalente/ t  IJ w IIHl(s) 5 C', oCa C'  est une constante  
positive. 

L 'ensemble des Y tels que { Y, w} e ~r est donc  born6 dans IR" et, par  cons6- 
quent,  est relat ivement compac t  dans lui. 

L 'ensemble des w tels que {Y, w} e ~r est tel que II w Ilnl(s) est born6; il est 
donc  relat ivement compac t  dans L 2 (S), et, par  cons6quent,  dans L 2 (S) qui en est 
un sous-ensembl6 ferm6. 

Ainsi, l 'ensemble ~r, contenu dans le produi t  de deux ensembles relativement 
compacts  dans N"  et L,2 (S), est relativement compact  dans g = 11 n x L,2 (S). Les 
propri6t6s de 93l entrainent  que J / / -  a existe et est compl6tement  cont inu dans ~. 
[111. 

2) - Etudions  maintenant  les propri6t6s de ~o. 

a) U n  calcul direct facile mont re  que 2 '  est sym6trique. 
b) P rouvons  que ~e est born6 

N o u s  avons 

II~xtl~ = II Y ~- o ~ *  wHSII02 ~- ~ [O(~*, Y)o ~- Lwl 2dS 
s s 

et les deux majora t ions  

II r + o ~ ~*  w a s  1102 
s 

2 [11 Y 11o 2 + ~ S {~*  1102 dS.  II w II ~] ~ [~ (~*, Y)o + Lw] 2 dS 
s s 

~ 2[IILIJ 2 Ilwll 2 -+- ~2j ~ I1~* 1102 dS .  II YII021. 
s 

C o m m e  IJ x 112 = II YII02 + II w II 2, il existe une constante  positive A telle que 

114exll,_-<AIIxll~ V x ~  

c) Enfin, p rouvons  qu 'au  moins sous une certaine condition, 2~ a est d6fini 
positif. 

U n  calcul direct montre,  apr6s compara ison  (161), que (~9 ~ 2, 2)e = 2 T > 0. 
Appelons  ~q~ a' l 'op6rateur obtenu  en suppr imant  K dans L-a; nous avons 

(~L,F x, x)r = (L,e' x, x)r + e ~ K w" w ds 
s 
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a v e c  

(5C x, x)e = 11 Y lJ 2 + 2 5 O (e*, Y)o w dS + Oo 5 W2 dS. 
s s 

Op6rant comme ( ~ '  x, x)~, on volt que, si 

02 

i=1 O0 i , j = l  S 

est une forme quadratique d6finie positive des Y/, ce qui est une hypoth6se 
vraisemblable/t cause de la pr6pond~rance des termes dus au vase dans l'6nergie 
cin6tique, s est d6fini positif, de sorte qu'il existe une constante positive c telle 
que 

c 
(2# x, x)~ >= ~ II x II 2 V X G g .  

Existence des fr6quences propres 

Cherchons des solutions de l'6quation op6rationelle (20) de ta forme 

X ~ X e i~t . 

Nous avons 

(JZ - o .2 5o)  X = O. 

Posons 

(g = d//-i~ 

qui existe et est un op6rateur de ~ = lR"x L2(S ). 
L'hquation devient 

( ~ X  = a - Z x .  

D6montrer l'existence de fr6quences propres du systeme revient donc fi prouver 
que cg a des valeurs propres positives. 

Munissons g du produit scalaire 

(X, Y)I = ( ~ X ,  y)g .  

Soit g~ l'espace de Hilbert obtenu et II. II ~ la norme associ6e. 
Puisque 5r est born6 et d6fini positif dans g, nous avons 

c t lxl l~ < Ilxll~ < 1lLZlj. llxll~ 

et les normes II. lie et II. H 1 sont 6quivalentes dans g. 
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Montrons que ~ est compl6tement continu, sym6trique et positif dans El. 
Puisque 5# est born6 dans g et 9J/- 1 compl6tement eontinu dans B, ~ est 
compl6tement continu dans E, donc dans g~. Nous avons ensuite, en utilisant 
les d6finitions de B 1 et de cg et les propri6t6s de sym6trie de 5 ~ et de M/: 

y h  = (50 (g x, = ((gx, 50y)  = Lx, 

= (50x, ~/~- 150y)~ = (50x, Cgy)~ = (x, Cgy)l 

et, enfin 

(~r x, xh = (50x, ~ - ~  50x)~ > 0, 

nul seulement pour 5# x = 0, donc pour x = 0. L'op6rateur cg a donc une infinit6 
d6nombrable de valeurs propres positives, auxquelles correspondent les fr6quen- 
ces propres a l , . . . ,  o-, . . . .  du syst~me, o-. tendant vers l'infini avex n. Les fonc- 
tions propres correspondantes forment un syst~me orthogonal total dans gl-  

Ainsi, sous les conditions indiqu6es dans le paragraphe pr6c6dent, est prou- 
v6e l'existence de vibrations propres du syst~me container-liquide-couvercle, 
c'est-fi-dire l'existence de solutions de la forme 

yj  = yjo ei~t, W = W (~, r]) e ir 

pour les t~qs. (18). 
Les fr~quences er. de ces vibrations forment un ensemble d6nombrable; o-. 

tend vers l'infini quand n tend vers l'infini. Tout mouvement du syst~me r6sulte 
de la superposition de vibrations propres. 
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R~sum~ 

Dans ce travail, l'auteur 6tudie te probl6me des petites oscillations d'un liquide dans un 
container rigide ferm6 par une membrane 61astique. Dans la premiere partie, le container est fixe. 
Dans le cas g6n6ral, l'existence des fr6quences propres du syst+me est d6montr6e fi l'aide des 
m~thodes de l'analyse fonctionnelle. Une solution analytique est donn6e dans le cas off le container 
a la forme d'un cylindre circulaire. 

Dans la seconde partie, le container est mobile. Les 6quations du mouvement sont obtenues 
au moyen d'un principe variationnel et sont mises sous la forme d'une 6quation op6rationnelle dans 
un espace de Hilbert convenable. L'existence des fr6quences propres est prouv6e/t l'aide de la th~orie 
des op6rateurs auto-adjoints compl6tement continus dans l'espace de Hilbert. 

Summary 

The problem of the small oscillations of a liquid in a rigid container closed by an elastic 
membrane is investigated. In the first part, the container is fixed. In the general case, the existence 
of the eigenfrequencies of the system is proved by means of the methods of the functional analysis. 
An analytic solution is given in the case of a circular cylindrical container. 

The second part deals with a moving container. The equations of motion are obtained by 
means of a variational principle and are written in the form of an operational equation in a suitable 
Hilbert space. The existence of the eigenfrequencies arises from the theory of the completely 
continuous self-adjoint operators in an Hilbert space. 

Zusammenfassung 

Es wird das Schwingungsproblem einer in einem Behfilter befindlichen Flfissigkeit, deren 
Oberfl/iche mit einer elastischen Membran abgedeckt ist, behandelt. In dem ersten Tell ist der 
Beh/ilter fest. In dem allgemeinen Fall wird die Existenz der Eigenfrequenzen mit Hilfe der Metho- 
den der Funktionalanalysis bewiesen. Fiir einen Kreiszylinderbehfilter werden die Eigenfrequenzen 
des Systems bestimmt. 

lm zweiten Tell ist der Behfilter beweglich. Die Bewegungsgleichungen werden mit Hilfe eines 
Variationsprinzips erhalten und in der Gestalt einer Operatorgleichlmg in einem richtigen Hilbert- 
raum geschrieben. Die Existenz der Eigenfrequenzen ergibt sich aus der Theorie der vollstetigen, 
selbstadjungierten Operatoren in einem Hilbertraum. 

(Regu le 29 mars 1988; r6vision: 9 Mai 1988) 


