
PATRICK SUPPES 

L ' A R G U M E N T  P R O B A B I L I S T E  P O U R  U N E  L O G I Q U E  

N O N  C L A S S I Q U E  DE LA M t ~ C A N I Q U E  Q U A N T I Q U E *  

I. L'ARGUMENT 

Le but de cet article est simple. Je d6sire 6noncer aussi clairement que 
possible, sans une longue digression dans des questions techniques, ce que 
je consid6re &re l'argument unique le plus puissant en faveur de l'emploi 
d'une logique non classique en m6canique quantique. I1 y a une trbs 
grande litt6rature math6matique et philosophique sur la logique de la 
m6canique quantique, mais ~t quelques exceptions pr&, cette litt6rature 
fournit une tr~s pauvre justification intuitive du fait qu'on considbre une 
logique non classique pour commencer. Le fameux article de Birkhoff et 
von Neumann (1936) constitue un exemple classique dans la litt6rature 
math6matique. Bien que Birkhoff et yon Neumann aient examin6 exhaus- 
tivement le d6veloppement des propri&6s des g6om6tries projectives et 
des g6om&ries de lattices qui sont li6es 5. la logique de la m6canique quan- 
tique, ils consacrent moins d'un tiers de page (p. 831) aux raisons physi- 
ques qui entra~nent la consid6ration de telles lattices. Qui plus est, les quel- 
ques lignes qu'ils y consacrent sont loin d'&re claires. La litt6rature philoso- 
phique est toute aussi mauvaise / tce sujet. Une des discussions philo- 
sophiques les mieux connues l~t-dessus est celle qui est expos6e dans le 
dernier chapitre du livre de Reichenbach (1944) sur les fondations de la 
m6canique quantique. Reichenbach offre une logique fonctionnelle de 
v6rit6 ~t trois valeurs qui semble avoir peu de rapport avec les proposi- 
tions de la m6canique quantique, qu'elles soient de nature exp6rimentale 
ou th6orique. Ce que Reichenbach n'arrive pas/t montrer, c'est comment 
la logique ~ trois valeurs qu'il propose poss6de un r61e fonctionnel 
quelconque dans le d6veloppement th6orique de la m6canique quantique. 
I1 est en effet facile de montrer que la logique qu'il propose ne pourrait 
certainement pas ~tre adequate pour un 6nonc6 syst6matique et th~orique 

* Je d6sire remercier Jeart et Claudine Donio pour la traduction de cet article ~t partir 
du manuscrit anglais. 
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de la th6orie telle qu'on la congoit d'habitude. Les raisons pour cela de- 
viendront claires plus tard dans le pr6sent article. Les pr6misses princi- 
pales que je discute dans cet article sont peu nombreuses. Je vais les 
6noncer sans justification d6taill6e, de fa~on ~t ce que la structure g6n6rale 
de l'argument ~merge de la fa~on la plus simple possible. 

PREMISSE 1. Dans les contextes physiques ou empiriques eomportant 
l' application de la thdorie de la probabilitd en tant que discipline mathdma- 
tique, la logique fonetionnelle qui est importante est la logique des dv~ne- 
ments ou propositions auxqueIs on assigne des probabilit~s, et non pas la 
logique des ~nonc~s qualitatifs ou intuitifs que l'on fait sur la thdorie formu- 
l~e math~matiquement. (Darts les applications classiques de la th~orie de 
la probabilit6, cette logique des 6v6nements est une alg~bre d'ensembles 
de Boole; pour des raisons techniques, qui n'ont aucune importance ici, 
cette alg~bre de Boole est g~n6ralement suppos6e additive d6nombrable 
c3cd., une cr-alg~bre.) 

PRI~MISSE 2. L'algkbre des dvdnements devrait satisfaire la condition 
qu' une probabilitd est assignde d chaque ~vdnement ou ~l~ment de l' alg~bre. 

PR~MISS~ 3. Dans le cas de la m~eanique quantique, des probabilitds 
peuvent ~tre assigndes aux ~vdnements tels que position clans une certaine 
rdgion ou moment dans des limites donndes, mais la probabilitd de la 
conjonction de deux ~v~nements de ee type n" existe pas n~cessairement. 

CONCL~JSION: La logique fonctionnelle de la m~eanique quantique 
n'est pas classique. 

D'un point de vue scientifique, la conclusion tir6e des pr6misses est 
faible. Tout ce que l'on affirme, c'est que la logique fonctionnelle de la 
m6canique quantique n'est pas classique, ce qui signifie que l'alg~bre des 
~v6nements n'est pas une alg~bre de Boole. Rien n'est dit au sujet de ce 
qu'est en r6alit6 la logique de la m6canique quantique. Nous allons 
bient6t examiner cette question. Mais d'abord je d6sire atre stir que les 
arguments en faveur des pr6misses 6nonc~es soient clairs, ainsi que ceux 
qui conduisent des pr~misses ~ la conclusion. 

En ce qui concerne la premibre pr6misse, plusieurs arguments sont en 
sa faveur. Une source de confusion consid6rable dans la discussion de la 
logique de la m~canique quantique a 6t6 la caract~risation de la classe 
des ~nonc6s dont nous discutons la logique. D'un c6t6 nous sommes 
mis en presence du fait que la m~canique quantique est une branche de la 
physique qui utilise des outils math6matiques hautement d6velopp6s, et 
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d'un autre c6t6 les discussions sur la logique concernent les fondations 
des math6matiques elles-m~mes. I1 est en g6n6ral difficile de saisir la 
relation entre la caract6risation des liaisons propositionnelles qui sem- 
blent appropri6es 5. une nouvelle logique et les nombreux concepts math6- 
matiques de nature avanc6e qui doivent atre disponibles pour un travail 
effectif en m6canique quantique. La question a souvent 6t6 pos6e de savoir 
comment on peut consid6rer le probl6me changer la logique de la m6ca- 
nique quantique quand les math6matiques utilis6es en m6canique quan- 
tique d6pendent si compl6tement de la logique classique. Le but de cette 
premi6re pr~misse est de pr6ciser le point essentiel de la discussion de 
la logique d'une science empirique. Comme dans le cas de la m6canique 
quantique, nous consid6r6rons acquis le fait que la th6orie de la proba- 
bilit6 intervient dans l'6nonc6 math6matique de la th6orie. Dans chacun 
de ces cas une logique des 6v6nements est exig6e comme fondation sous- 
jacente de la th6orie des probabilit6s. La structure de l'alg6bre des 6v6ne- 
merits exprime d'une fagon exacte la structure logique de la th6orie 
mame. 

En ce qui concerne la seconde pr6misse, les arguments qui insistent sur 
le fait qu'une probabilit6 peut ~tre assign6e ~t chaque 6v6nement dans 
l'alg~bre constitue d6j~t une partie de la th6orie classique des probabilit6s. 
C'est seulement pour cette raison que l'on considbre une algbbre, ou une 
o--alg6bre, d'ensembles comme base d'une th6orie classique des proba- 
bilit6s. S'il 6tait permis d'avoir des 6v6nements auxquels on ne pourrait 
assigner de probabilit6, alors nous pourrions toujours prendre comme 
alg~bre correspondante l'ensemble de tousles sous-ensembles de l'espace 
des 6preuves de base. L'hypoth6se selon laquelle l'algbbre des 6v6nements 
doit avoir la propri6t~ affirm6e dans la seconde pr6misse fait trop pro- 
fond6ment pattie de la th6orie classique des probabilit6s pour que t'on 
ait besoin d'un argument suppl6mentaire ici. On peut dire que toute l'id6e 
d'expliciter l'alg6bre des 6v6nements est celle de caract6riser explicitement 
les ensembles auxquels des probabilit6s peuvent ~tre assignees. I1 ne 
servirait /t rien d'avoir une alg6bre d'6v6nements qui ne serait pas la 
famille enti6re des sous-ensembles de l'espace des 6preuves donn~, et 
cependant de ne pas ~tre capable d'assigner une probabilit6 ~t chaque 
6v6nement dans l'alg6bre. 

En ce qui concerne, la troisi6me pr6misse, il est facile de montrer que 
l'alg6bre des 6v6nements en m6canique quantique ne peut pas ~tre ferm6e 
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sous la r6union ou l'intersection d'6v6nements. Une particle qui se trouve 
dans une certaine r6gion de l'espace est un 6v6nement bien d6fini dans 
tous les traitements de la m6canique quantique classique. I1 en est de 
m~me pour l'6v6nement: moment d'une particule qui se trouve aussi 
dans une certaine r6gion. Si l'algbbre des 6v6nements 6tait une alg~bre de 
Boole, alors nous pourrions demander tout de suite quelle est la proba- 
bilit6 de l'6v6nement qui consiste en la r6union des deux premiers, c'est 5' 
dire, l'6v6nement: la particule se trouve dans une certaine r6gion 5' un 
temps donn6 t e t a  son moment compris dans un certain intervalle en ce 
mame temps t. Ce que l 'on peut montrer, est que la probabilit6 d 'un tel 
6v6nement compos6 n'existe pas dans la th6orie classique. L'argument 
date de Wigner (1932) et j 'ai essay6 de le rendre aussi simple et aussi 
imm6diat que possible dans Suppes (1961). L'argument d6taill6 ne sera 
pas reproduit ici. Son axe principal de d6veloppement est tr6s direct. Dans 
le formalisme habituel nous pouvons calculer l'esp6rance d'un op6rateur 
quand le syst6me soumis 5' la m6canique quantique est dans un 6tat donn6. 
Dans le cas pr6sent l'op6rateur que nous choisissons est comme d'habi- 
tude celui qui donne la fonetion caract6ristique d'une r6partition de pro- 
babilit6 5' deux variables. Ayant obtenu la fonction caract6ristique, nous 
pouvons ensuite l'inverser par les m6thodes habituelles de Fourier. L'in- 
version devrait donner la densit6 qui correspond 5' la r6partition jointe 
de la position et du moment. En fair, le r6sultat est que, pour la plupart 
des 6tats de n'importe quel syst6me en m6canique quantique, la densit6 
qui en r6sulte n'est pas la densit6 d'une v6ritable r6partition de proba- 
bilit6. Nous concluons qu'en g6n6ral la repartition jointe de deux variables 
a16atoires telles que position et moment n'existe pas en m6canique quan- 
fique et que, par cons6quent, nous ne pouvons parler de la r6union de 
deux 6v6nements d6finis en terme de ces deux variables al6atoires. En ce 
qui concerne la logique de la science, le caract~re fondamental de ce r& 
sultat se situe 5' un niveau beaucoup plus profond que le principe d'incer- 
titude lui-m~me, car il n 'y a rien dans le principe d'incertitude tel qu'on 
le formule habituellement qui aille 5. l'encontre de la th6orie classique des 
probabilit6s. 

La d6duction de la conclusion 5' partir des trois pr6misses est suffisa- 
ment directe pour qu'on n'aie pas besoin de commentaire. De la pr6misse 
(1) nous d6duisons que la logique fonctionnelle des 6v6nements est 
l'alg~bre formelle des 6v6nements sur laquelle une probabilit6 est 
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d6finie. D'apr6s la pr6misse (2) une probabilit6 doit atre assignde 
tout dldment, cA.d. dv6nement de l'alg~bre. D'apr6s la pr6misse (3) 
l'alg~bre des dv6nements en mdcanique quantique ne peut pas &re fermde 
sous la rdunion d'dvdnements et satisfaire la prdmisse (2). Ainsi l'alg6bre 
des dvdnements en mdcanique quantique n'est pas une alg6bre de Boole, 
parce que toute alg6bre de Boole est fermde sous la rdunion. Donc d'apr6s 
la prdmisse (1) la logique fonctionnelle de la mdcanique quantique n'est 
pas une algdbre de Boole et ainsi n'est pas classique. 

I I .  L A L O G I Q U E  

Bien que la conclusion de l'argument ait dtd simplement l'dnoncd 
ndgatif que la logique de la mdcanique quantique n'est pas classique, 
on peut en dire beaucoup plus sur le c6td positif, cA.d., sur le type 
de logique qui semble &re appropride. Pour commencer, il sera utile 
de rdp&er ici la ddfinition familibre d'une algbbre, et d'une a-algbbre 
d'ensembles. 

DI~FINITION 1. Soit X un ensemble non vide. o~ est une algkbre clas- 

sique d'ensembles sur X si et seulement si ~ est une famille non vide de 

sous-ensembles de X et pour chaque A et B dans ~ :  

1. ~ A e ~ .  

2. A u B s o ~ ;  

De plus, si ~ est fermde sous des unions ddnombrables, c' est gt dire, si pour 

A1, A2 . . . . .  A ,  . . . .  e ~, 

~J A i e o~" , 
i=1 

alors ~ est une a-algkbre elassique sur X. 
I1 est alors normal d'utiliser les concepts de la Ddfinition I pour 

ddfinir celui d 'un espace classique de probabilitd. Dans cette ddfinition 
nous supposons que la structure d'ensembles thdorique de X, ~" et P 
est familibre, en particulier, que X est un ensemble non vide, ~ une 
famille de sous-ensembles de X et P une fonction ~t valeurs rdelles ddfinie 
sur ~ .  

DI~FINITION 2. Une structure W =  <X,  o~, P >  est un espace elassique 
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de probabilitd additif fini, si et seulement si pour chaque A et B dans @: 

P1 ~ est une algkbre classique d" ensembles sur X; 

P2 P(A)~>0; 

v3 e ( X ) = l ;  

P4 s i  Ac~B=O, alors e ( A u O ) = e ( A ) +  e(O). 

De plus, YC est un espace classique de probabilitd (sans restriction d 
l'additivitd finie) si les deux axiomes suivants sont aussi satisfaits: 

P5 ~ est une a-algObre d" ensembles sur X; 

P6 Si A 1, A2, ..., est une suite d'dvdnements incompatibles deux 
d deux dans ~ ,  cA.d., A~oAs=O pour i ~ j,  alors 

p At = P(A3. 
i 2=1 

En modifiant les structures classiques caract6ris6es par les D6finitions 
1 et 2 pour expliquer les "faits" irr6futables de la m6canique quantique; 
il y a quelques possibilit6s de choix relativement arbitraires. L'une d'elles 
doit ~tre d6crite pour expliquer un aspect des structures qui seront 
bientbt d6finies. J'ai signal6 plus t6t que la probabilit6 de la r6union de 
deux 6v6nements n'existe pas n6cessairement en m6canique quantique. Une 
question plus d61icate est celle de la probabilit6 de la r6union de deux 6%- 
nements disjoints. Darts ce cas il n'est pas possible d'observer les deux 
6v6nements ensemble car la structure m~me de l'alg6bre des 6v6nements 
61imine ce cas. D'un autre c6t6, il est th6oriquement utile d'inclure l'union 
de deux 6v6nements de ce type dans l'alg6bre des ensembles, de m~me que 
celle d'une suite d6nombrable d'6v6nements disjoints deux ~ deux, dans 
le cas d'une a-alg6bre. Cette attitude lib6rale envers le concept d'6v6ne- 
ment a 6t6 adopt6 ici, mais on doit noter qu'il serait possible de prendre 
une attitude plus stricte sans affecter le concept d'une quantit6 observable 
de fagon notable. (Cette position plus stricte est prise par Kochen et 
Specker (1965), mais aussi, excluent-ils d61ib6r6ment toute question de pro- 
babilit6 dans leur consid6ration de la logique de la m6canique quantique.) 

La logique de la m6canique quantique d6velopp6e ici permet l'union 
d'6v6nements disjoints, raise ~t part la question de variables al6atoires non 
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commutatives, si cette question se trouve m~16e ~ leur d6finition. Une 
discussion plus d6taill6e sur ce point existe dans Suppes (1965). Gros- 
Si6rement parlant, les d4finitions qui suivent expriment l'id6e que la 
distribution de probabilit4 d'une seule variable al6atoire en m6canique 
quantique est classique, et que les d4viations surgissent seulement quand 
plusieurs variables al4atoires ou diff6rents types d'4v6nements sont con- 
sid6r6s. 

L'approche iucorpor4e dans la d6finition 3 suit Varadarajan (1962); 
elle en diff~re par le fait que Varadarajan ne considhre pas une alg~bre 
d'ensembles, mais seulement l'alghbre abstraite. 

D~FINITION 3. Soft X un ensemble non vide. o~ est une algObre 

d'ensembles de mdcanique quantique sur X, si et seulement si ~ est une 
)Camille non vide de sous-ensembles de X et que pour tout A e t  B clans o~: 

1 ~ A ~ ' ;  

2 Si AcaB=O alors A u B ~ ;  

De plus, si o~" est fermde sous des unions ddnombrables d'ensembles dis- 
joints deux ?l deux, e'est d dire, si A1, A2 . . . .  est une suite d'dldments de 
tel que pour i # j ,  A i n A  j = 0 

O A i e o  °~, 
i = 1  

alors o~" est une a-algObre d' ensembles de mdeanique quantique. 
Dans le language de la tMorie des lattices, une a-alg6bre o~- d'ensembles 

de m6canique quantique est un ordre partiel et orthocompl6ment6 
d'ensembles oi~ la relation d'ordre est l'inclusion d'ensemble, et l'ortho- 
compl6mentation est la compl6mentation d'ensemble dans o~ par rapport 
~t l'ensemble 2. Le th6or~me 416mentaire qui suit est trivial ~t 4tablir. 

TH1~OR~ME 1. Si ~ est une algdbre elassique (ou une a-alg~bre) d'en- 
sembles sur 2", alors ~ est aussi une algObre de mdeanique quantique (ou 
une cr-algObre) d'ensembles sur X. 

L'interpr6tation du Th6or6me 1 est claire. I1 montre que le concept 
d'une alg~bre d'ensembles de m6canique quantique est un concept stricte- 
ment plus faible que celui d'une alg~bre classique d'ensembles. Ceci n'est 
pas surprenant, vu l'6chec des distributions de probabilit6 jointes en m4- 
canique quantique. Nous ne pouvons esp6rer en dire autant, et la structure 
logique sous-jacente de nos espaces de probabilit6 r6fl&e cette restriction. 
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I1 est ~t peine n6cessaire de r6p6ter la d6finition des espaces de proba- 

bilit6, car la seule chose qui change est la condition sur l'alg~bre 5 ,  
mais dans un effort pour &re complet et explicite, elle sera donn& ici. 

D ~FI NI TION 4. Une structure ~ =  < Y(, 5 ,  P > est un espace deprobabili- 

t~ additif fini en m~canique quantique si et seulement si pour tout A et B dans 
5 :  

P1 

P2 

P3 

P4 

5 est une algObre de m~canique quantique d'ensembles sur X. 

P(A)~>0; 

P ( X ) = I ;  

si A B=0, aIors e(A B)= e(A)+ 

De plus, 3? est un espaee de probabiBtd de mdcanique quantique (sans 

restriction gt l'additivitd finie) si les deux axiomes qui suivent sont aussi 

satisfaits: 

P5 5 est une a-aIgObre d' ensembles sur X de m~eanique quantique : 

P6 Si A1, A2 . . . . .  est une suite d'dvknements incompatibles deux d 
deux darts 5 ,  e.d.d., Aic~Aj=O pour i= j,  alors 

P A, = P(A,) .  
i i=i 

I1 est 6vident d'apr~s la similitude des D6finitions 2 et 4 qu'une cons& 
quence imm6diate du th6or6me I, est le r6sultat suivant. 

TH~ORi~ME 2. Tout espace de probabilitd classique est aussi un espace 
de probabilitd en mdcanique quantique. 

I1 va sans dire que dans le cas de ces deux th6or~mes il est facile de 
donner des contre-exemples pour montrer que les r&iproques ne sont 
pas vraies. 

Les espaces de probabifit6 en m&anique quantique peuvent &re 
utilis6s comme base pour un d6veloppement axiomatique de la m6canique 
quantique classique mais la restriction aux alg6bres d'ensembles pour 
forcer l'analogie avec les espaces classiques de probabilit6 est trop s6v&e. 
Les espaces que l 'on vient de d6finir sont ad6quats pour d6velopper la 
th6orie des quantit6s observables qui peuvent ~tre d6finies en termes de 
position et de moment, mais non pas pour devetopper une th6orie plus 
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g6n6rale. La caract6ristique fondamentale de la th6orie g6n6rale r6side dans 
le fait que toute alg~bre en m6canique quantique n'est pas susceptible d'etre 
incluse dans une alg~bre de Boole, et que par cons6quent elle n'est pas 
isomorphe ~ une alg~bre d'ensembles de m6canique quantique, car toute 
alg~bre d'ensembles de ce type peut 6videmment atre incluse dans l'alg~bre 
de Boole de l'ensemble de tousles sous-ensembles de X. 

I1 est donc naturel de consid6rer l'analogue abstrait de la d6finition 3 
et de d6finir le concept g~n6ral d'une alg~bre de m6canique quantique. 
(Les axiomes donn6s ici simplifient ceux de Suppes (1965), qui eux-mames 
6talent bas6s sur ceux de Varadarajan (1962).) Soit A un ensemble non 
vide correspondant ~ la famille ~- de la Definition 2, soit ~< une relation 
binaire sur A (la relation ~< est l'analogue abstrait de l'inclusion d'en- 
semble), soit ' une op6ration unitaire sur A (l'op6ration ' est l'analogue 
abstrait de la compl6mentation d'ensemble), et soit I un 616ment de A 
(l'~16ment I e s t  l'analogue abstrait de l'espace des 6preuves X). Nous 
avons alors: 

DI~FINITION 5. Une structure 92(= < A ,  <~, ' ,  I >  est une algkbre de 

mdcanique quantique si et seulement si les axiomes suivants sont satisfaits 

pour tout a, b e t  c clans A : 

1 a<<.a; 

2 Sia<<.b et b<~a alors a = b ;  

3 Sia<~b et b<<.c alors a<~c; 

4 Si  a<<.b alors b ' < a ' ;  

5 (a')' = a ;  

6 a<~I; 

7 Sia<~b et a'<~b alors b = I ;  

8 Si a <~ b' alors il y a un c dans A tel que a <<. c, b <<. c, et pour 

tout d clans A si a <<. d et b <<. d alors c <<. d; 

9 Si a<<.b alors il y a un c clans A tel que c<<.a', c<<.b et pour 

tout d clans A si a <<. d et c <.N d alors b <~ d. 

Les seuls axiomes qui soient un peu difficiles sont les trois derniers. Si 
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l 'op6ration d'addition pour  des 616ments disjoints 6taient donn6s, les 

trois axiomes seraient formul6s comme suit: 

7' a + a ' = I ;  

8' a + b est dans A ;  

9' Si a <. b alors il y a un c dans A tel que a + c = b. 

La difficult6 avec l 'op6ration d'addit ion est que nous ne voulons la 

d6finir que pour  des 616ments disjoints, cAt.d, des 616ments a e t  b de A 
tel que a ~< b'. 

I1 est clair que l 'on obtient une a-alg6bre en ajoutant aux axiomes de 
la d6finition 5 la condition que pour  toute suite d'616ments disjoints deux 

~t deux al ,  a 2 . . . . .  an, ... de A il y a u n c  dans A tel que pour  tout n, an~<c 
et pour  tout d dans A, si pour  tout n, an<<.d, alors c<~d. 

THI~OR~ME 3. Tout algkbre d'ensembles de mgcanique quantique est 

aussi une algkbre de m~canique quantique clans le sens de la d~finition 5. 
Ddmonstration. Soit ~,~ une alg6bre d'ensembles de m6canique quantique 

sur X. On interpr6tera la relation ~< de la d6finition 5 comme l'inclusion 

d'ensemble ~ ,  la compl6mentation ' comme la compl6mentation d'en- 
semble sous X. Les axiomes 4 et 5 seront satisfaits dans cette interpre- 
tation. On interpr6tera l'616ment unit6 I comrne l 'ensemble X et alors 

l 'axiome 6 sera satisfait parceque pour  tout A dans ~ ,  A_~X. Pour ce 
qui est l 'axiome 7, il est 6vident que si A ~ B  et ~A~_B,  A u N A ~ B ,  si 
bien que X~_B et, comme B ~ X ,  B = X .  

Quant h l 'axiome 8, si A ~  ~ B ,  A c~B=0  et A u B ~ ,  ~ en cons6quence 
du second axiome de la d6finition de l'alg6bre d'ensembles; on peut alors 

choisir C = A w B  et alors l 'axiome 8 sera satisfait car A ~_AuB, B~_AwB 
et si A~_D et B~_D, AuBc_D.  

Enfin, quant ~t l 'axiome 9, on veut d 'abord  montrer  que B,-~ A eo~. Or, 
par  hypoth6se, A, B e ~ ;  donc N B e ~  et comme At_B,  A n N B = O  si 

bien que A u  , , ,Bso~;  mais alors comme o~ est ferm6 pour la compl6men- 
tation ,-,(Au N B ) =  , ~ A n B = B . . , A e ~ - .  I1 est facile de prouver, afin de 
v6rifier l 'axiome 9, que comme A _ B l 'on a B,. .A ~ NA,  B, , ,A  ~_ B e t  que 
pour  tout D dans ~" si A _  D et B ~ A _~ D alors B_~ D puisque A u(B ~ A) 
_ D  et que A u ( B , , , A ) = B ;  si bien que B, , ,A est le C dont  cherchait ~t 
prouver l'existence. 

Pour faire une analyse propositionnelle pour  des alg6bres de m6canique 
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quantique, nous d6finissons la notion de validit6 comme d'habitude. 
D'une fa~on g6n6rale, dans l'analyse l'implication ~ correspond ~t la 
relation ~< et la n6gation ,-, & l'op6ration de compl6mentation '. Nous 
disons qu'une formule propositionnelle est valide en m6canique quantique 
si elle est satisfaite dans toutes les alg~bres de m6canique quantique, cAt.d., 
si dans l'interpretation attendue la formule d6signe l'616ment I de l'alg6bre. 
L'ensemble de ces formules propositionnelles valides caract6rise la logique 
sentencielle de la m6canique quantique. La structure axiomatique de 
cette logique sera 6tudi6e dans un article ult6rieur. 

Je concluerai par une br6ve remarque sur la logique propositionelle ~t 
trois valeurs de Reichenbach. I1 est facile de montrer que la logique de 
m6canique quantique d6finie ici n'est pas r6ellement une fonctionnelle 
de v6rit6 h trois valeurs (pour plus de d6tails, voir Suppes (1965)). I1 
me semble clair que sa logique ~t trois valeurs n'a rien ou peu ~, faire 
avec la logique sous-jacente des espaces de probabilit6 en m6canique 
quantique, et j'ai essay~ de montrer pourquoi la logique de probabilit6 
de m6canique quantique est la logique de la m6canique quantique. Ce que 
je n'ai pas pu faire dans les limites de cet article a 6t6 de clarifier pr6cise- 
ment pourquoi les alg6bres caract6ris~es par la D6finition 5 sont exac- 
tement adapt6es ~ l'expression de la logique probabiliste de m6canique 
quantique. L'argument en faveur de ce choix est n6cessairement long et 
technique. Un bon expos6 de cette question apparait en d6tail dans 
Varadarajan (1962). 

Outre le fait qu'elles fournissent un argument math~matique complet 
pour la D6finition 5, les alg6bres de m6canique quantique ont beaucoup 
de propri6t~s intuitives communes avec les alg6bres classiques ou Bool6ien- 
nes. Les relations d'implication ou d'inclusion ont la plupart de leurs 
propri6t~s ordinaires, les alg~bres sont ferm6es sous la n6gation, et la loi 
classique de la double n~gation est vraie. Les propri6t6s qui manquent 
sont celles de fermeture sous l'union et l'intersection - ou disjonction et 
conjonction - qui causeraient des difficult6s pour les distributions de 
probabilit6 jointes non existantes. 

Stanford University, Stanford, California 
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