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A Priori Verbesserung von Schubkorrekturfaktoren zur Berechnung
von geschichteten anisotropen Schalentragwerken

R. Klarmann und K. Schweizerhof, Karlsruhe

Ubersicht: BekanntermaBen liefern zweidimensionale Schalentheorien mit EinschluB von Schubverformungen basierend auf
der Annahme linearen Verlaufs der Verschiebungen iber die Schalendicke gute Ergebnisse fir isotrope Probleme, wenn ein
konstanter Schubkorrekturfaktor mit dem Wert 5/6 verwendet wird. Fiir geschichtete anisotrope Querschnitte trifft diese
einfache Verschiebungs- und damit Dehnungsannahme nicht zu. Um trotzdem mit einer einfachen Verschiebungsfunktion
arbeiten zu kénnen, miissen Modifikationen der Korrekturfaktoren zur Anpassung der transversalen Schubsteifigkeiten
verwendet werden. Die vorliegende Studie befaBt sich mit einer verbesserten Berechnung von a priori ermittelten
Schubkorrekturfaktoren fiir die Berechnung von Schalentragwerken mit geschichtetem anisotropen Querschnitt [7]. Nach
einem kurzen Uberblick iiber den bisherigen Wissensstand wird die theoretische Herleitung dargelegt und anhand mehrerer
Vergleichsrechnungen der Einflub der neu hinzugenommenen Komponenten diskutiert. Fir die Beispielrechnung wird ein
bilineares Schalenelement mit separaten Ansatzfunktionen fiir die transversalen Schubverzerrungen eingesetzt [6], [1], welches
in das Programmpaket FEAP [14] implementiert und fiir geschichtete anisotrope Werkstoffe erweitert wurde.

A priori improvement of shear correction factors for the analysis of layered anisotropic shell structures

Summary: It is well known that shell theories, which incorporate shear deformations assuming a linear displacement
function in shell thickness direction, can be applied to isotropic problems leading to good results, if a constant shear
correction factor with a value of 5/6 is used. For layered cross sections with anisotropic material these simple
displacement and strain assumptions are too crude. Thus modifications of correction factors are necessary to adjust the
transversal stiffness, if the linear displacement function is applied. The present study shows an improved analysis of
a priori calculated shear correction factors for the analysis of shell structures with layered anisotropic cross sections. The
theoretical concept is presented and the influence of the new added components is compared on the basis of some
numerical examples. The numerical analysis is performed using a bilinear shell element with separate trial functions for
the transversal shear strains [6, 1]. This element is implemented into the FE package FEAP [14] and is further developed
for layered anisotropic materials [7].

1 FEinleitung

Fir die Berechnung von Schalentragwerken mit geschichtetem anisotropem Querschnitt werden
iiblicherweise Schalenelemente, die auf der Schalenkinematik der Schalentheorie nach Reiss-
ner/Mindlin basieren, verwendet. Als kinematische Annahme fiir die Querschnittsdeformation wird
dquivalent zur Bernoullihypothese der Balkentheorie Ebenbleiben der Schalenquerschnittsflichen
vorausgesetzt. Unter dieser Annahme kann die Verschiebung eines beliebigen Schalenpunktes gema5
Bild 1 mit Hilfe der drei translatorischen Verschiebungskomponenten u; einer Schalenreferenzfliche
und der Rotationen ; um zwei beliebige Tangentenvektoren an die Referenzfliche wie folgt
beschrieben werden:

1
X = Xp(uig, Uy, Us) + 5 33hR(w,, wy) D. (1)

In Gleichung (1) ist x der aktuelle Ortsvektor eines beliebigen Schalenpunktes, x,, der aktuelle
Ortsvektor der Schalenmittelfliche (= Referenzfldche), 95 die natiirliche Koordinate in Schalen-
dickenrichtung, h die Schalendicke, R der Rotationstensor und D der Schalendirektor.

6



74 Archive of Applied Mechanics 63 (1993)

Bild 1. Kinematik eines Schalenpunktes mit linearem Ansatz
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Die tatsichliche Querschnittsdeformation weicht jedoch von der angenommenen Deformation
stark ab (Bild 2). Schon bei homogenen Querschnitten zeigt sich iiber die Querschnittshohe ein
kubischer Deformationsverlauf. Bei geschichteten Querschnitten wird dieser schichtenweise kubisch,
wobei sich an den Schichtgrenzen zusitzlich Unstetigkeiten in Form von Knicken einstellen. Die
Verzerrungen weisen Spritnge an den Schichtgrenzen auf.

Die kinematische Annahme bewirkt, daB iiber die Schalendicke lediglich konstante transversale
Schubverzerrungen und -spannungen abgebildet werden kénnen. In Bild 3 sind qualitative Verlaufe
der transversalen Schubverzerrungen und -spannungen einerseits nach der Uni-Direktor-Kinematik
und andererseits nach der tatsdchlichen Querschnittsdeformation einander gegeniibergestellt.
Es sei allerdings bemerkt, da bei sehr diinnen Schalen mit homogenem Querschnitt die Quer-
schnittsdeformationen gering sind; bei geschichtetem Querschnitt sind sie eventuell von Bedeu-
tung.

Durch diesen Approximationsfehler wird auch die Erfassung der transversalen Schubdeforma-
tionsarbeit verfilscht. Zur wirklichkeitsndheren Erfassung der tatsdchlichen virtuellen inneren
Arbeiten aus den transversalen Schubdeformationen werden in der vorliegenden Studie die
approximierten Querschubverzerrungen daher mit einem Korrekturfaktor abgemindert, der gewédhr-
leistet, daB sich die gleiche spezifische Deformationsenergie wie bei parabolischem Verlauf ergibt.
Unter Vernachlissigung der nichtlinearen Effekte kann diese Berechnung a priori erfolgen und stellt
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somit z. B.im Vergleich zur Verwendung hoherer Ansatzordnungen in Schalendickenrichtung 13, 12,
19, 11, 18] ein sehr effizientes Verfahren dar.

Dieses Verfahren zur Herleitung und Verwendung von Schubkorrekturfaktoren ist im Schrifttum
bekannt. Es sei hier bemerkt, dall die {ibliche Angabe von Schubfaktoren sich auf das Quadrat

derselben bezieht, z. B. k = 5/6 und nicht |/5/6. Bei anisotropen Materialien ist dies, wie sich spéter
zeigen wird, nicht sinnvoll. Daher wird hier immer explizit das Quadrat der Schubkorrekturfaktoren
verwendet. Cowper gibt in [4] Schubkorrekturfaktoren fiir homogene Rechteckbalken nach

1
Timoschenko (k? = 0.667), Mindlin (k? = 0.822), Goodman { v = 3 k* = 0.870 |, Roark (k* = 0.833)

und nach eigenen Berechnungen (v = 0, k% = 0.833; v = 0.3, k> = 0.850; v = 0.5, k* = 0.870) an.
Chow [eitet in [3] durch Anndherung der tatsdchlichen Schubdeformationsenergie Schubkorrektur-
faktoren fiir anisotrope, geschichtete Werkstoffe mit symmetrischem Schichaufbau her, wobei er fiir
homogene Querschnitte den Wert 0.833 erhélt. Whitney erweitert diese Theorie fiir Werkstoffe mit
beliebigem Schichtaufbau in [13], [16] und [17]. Bert entwickelt in [2] den Schubkorrekturfaktor fiir
einen geschichteten Balken und zeigt dabei die Kopplung zwischen Lidngsbeanspruchung und
Biegung auf. In den genannten Arbeiten werden die Schubkorrekturfaktoren a priori aus den
Geometrie- und Werkstoffkennwerten ermittelt.

A posteriori Schitzungen fiir Schubkorrekturfaktoren werden von Noor und Koautoren fir
Platten und Zylinderschalen in einer Reihe von Verdffentlichungen vorgeschlagen [8,9, 10].
Hierbei werden aufgrund einer dreidimensionalen Nachlaufberechnung auf der Basis der
Ergebnisse einer zweidimensionalen Schalenvorberechnung mit angenommenen Schubkorrektur-
faktoren neue Schubkorrekturfaktoren geschétzt. Mit diesen Faktoren ergeben sich korrigierte
Membran- und Transversalverschiebungen fiir jede Schicht, mit deren Hilfe dann neue
Dehnungen und Spannungen berechnet werden koénnen. Damit lassen sich die wirklichen
Verschiebungs-, Dehnungs- und Spannungsverldufe iiber die Dicke in vielen Fillen gut anndhern.
Fraglich ist allerdings das Vorgehen bei nichtlinearem Verhalten; auch der Rechenaufwand liegt
erheblich iber dem der hier dargestellten a priori Verbesserung.

In den oben erwédhnten Arbeiten liegen kaum Informationen zu Schubkorrekturfaktoren fiir
beliebig orientierte Schichten vor. So werden fiir beliebige Orientierungen lediglich in [16] Werte
angegeben, allerdings fehlt dort eine Aussage iiber ihre Wirkungsrichtung. Das Vorgehen in [17]
entspricht einer Reduktion der Betrachtung auf die Hauptdiagonalglieder des Elastizititstensors, was
nur fir orthogonale Laminate korrekt ist. In der vorliegenden Studie erfolgt nun eine Erweiterung der
Betrachtung auf alle AuBendiagonalglieder des Elastizititstensors mit einer ausfithrlichen Diskussion
der Auswirkung auf die Berechnung geschichteter Schalentragwerke.

Hierzu werden zwei verschiedene Verfahren zur a priori Berechnung von Schubkorrekturfaktoren
hergeleitet und diskutiert. Beim ersten Verfahren werden die Aulendiagonalglieder in der Elastizitéts-
matrix vernachléssigt, die durch Rotation der Hauptstoffachsen um die lokale &;-Achse nach Bild 6
nicht zu null werden. Beim zweiten Verfahren werden alle Glieder des transformierten Werkstoff-
tensors mit entsprechender Transformation der Schubkorrekturfaktoren in die aktuelle Lage
berticksichtigt.

Fir die Bezichungen innerhalb der vorliegenden Studie werden folgende Vereinbarungen
getroffen; sieche auch [5]:

1. Der Index i beschreibt die aktuelle Schicht und durchliduft bei Summationen die Werte 1 bis Anzahl
der Schichten, sofern keine obere Grenze angegeben wird.
2. Sofern Klammerausdriicke mit dem Index i versehen sind, sind alle Terme innerhalb der Klammer
von i abhingig.
3. Werden Zusammenhédnge innerhalb einer Schicht beschrieben, so werden die einzelnen Terme
nicht mit dem Index i versehen, sofern die Ausdriicke nur schichtabhiingige Terme enthalten.
4. Die Komponenten des Elastizititstensors werden, wie in Gleichung (3) angegeben, mit nur zwei
Indizes bezeichnet. Sind ausnahmsweise 4 Indizes angegeben, so entspricht dies den Indizes des
vierstufigen Elastizitdtstensors.
. Es gilt die Einsteinsche Summationskonvention, d.h. {iber doppelt vorkommende Indizes wird
aufsummiert. Sind Indizes mit { ) versehen, so ist die Summationskonvention auBer Kraft.

i
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2 Transversale Schubspannungen und Schubverzerrungen

Mit der Uni-Direktor-Kinematik (Bild 1) und der 3-Koordinate in Dickenrichtung der Schale lassen
sich die Verzerrungen im Schalenraum angeben zu:

E,, _+u1,1 +wW;y,12

E,, +ujy,, + Wy 22

2Ei, | = +uygy Husg +wi1,1Z2 W,z 2)
2E,5 +uy;3 Uz +w,
_2E31_ _+u1,3 +uz1 +w; |

mit U3 = Uy 3 = 0.
Fiir eine beliebige Rotation eines orthotropen Werkstoffes um die Hauptstoffachse in €;-Richtung
nach Bild 6 ergeben sich die konstitutiven Bezichungen zu

S11 Cii Cip Cyz Ey
S22 Ci, Cyp (s E;,
S12 = C13 C23 C33 2E1.2 . (3)
SZS C44 C45 2E23
S31 C45 C55 2E31

Mit Gleichung (2) lassen sich lediglich iiber die Querschnittshéhe konstante transversale Schubver-
zerrungen E,; und E;; darstellen. Die transversalen Schubspannungen S,; und Si; sind nach
Gleichung (3) iiber die schichtabhdngigen konstitutiven Bezichungen mit diesen Verzerrungen
verkniipft und somit auch schichtenweise konstant.

Im Gegensatz hierzu ergeben sich die transversalen Schubspannungen aus Gleichgewicht am
differentiellen Element (siche Bild 4) als von der Schalendickenrichtung abhédngige Werte zu:

Sa3 = _J"(Su,l + S32,2)dz
: )
S31 = —§(511,1 + S51,2) dz.

Da die Spannungsanteile in der Schalenebene (S, S,, und S;,) {iber die konstitutiven Beziehungen
in Gleichung (3) mit den nach Gleichung (2) iiber die Schalendicke linear verdnderlichen
Verzerrungskomponenten (E 4, E,, und E,,) verkniipft sind, ergibt sich fiir die transversalen
Schubspannungen nach Gleichung (4) fiir jede Schicht jeweils ein parabolischer Verlauf. Die Folge
sind Knicke des Gesamtverlaufs an den Schichtgrenzen. Die daraus iiber die konstitutiven
Bezichungen (Gleichung (3)) zuriickgerechneten transversalen Schubverzerrungen haben ebenfalls
jeweils einen parabolischen Verlauf in jeder Schicht. Sie sind jedoch an den Schichtgrenzen neben
Knicken auch mit Spriingen behaftet (Bild 3b).

dy
==
Syp1-d,
S -d
dg 104y
Spp 0t d
222 2 Saaz *dz /Slﬂ,le

,; Sareda Bild 4. Zuwachs der Spannungskomponenten fiir Gleichgewicht am

Sgaads differentiellen Element
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Aus Bild 3 ist klar ersichtlich, warum eine nach der Uni-Direktor-Theorie ermittelte transversale
Schubdeformationsenergie nicht der tatsdchlichen Deformationsenergie entsprechen kann. Um diesen
Fehler auszugleichen, wird im folgenden die transversale Schubdeformationsenergie einerseits mit Hilfe
der aus der Uni-Direktor-Annahme gewonnenen Spannungen und andererseits unter Zugrundelegung
der tatsachlichen Spannungen ermittelt. Durch einen Koeffizientenvergleich werden schlieBlich
Schubkorrekturfaktoren gewonnen, die dann in einer Uni-Direktortheorie einsetzbar sind.

3 Schubdeformationsenergie bei einer Schalentheorie mit Uni-Direktor-Kinematik

Unter der Annahme tiber die gesamte Querschnittshéhe konstanter Schubverzerrungen und
schichtenweise konstanter Schubspannungen berechnet sich die spezifische Schubdeformationsener-
gie iiber alle Schichten i zu

1
W= ——EZ (S23i2E23 + S31i2E31) Z

L
2

(2 sti) 2Ey; + (Zl: S31i> 2E31}.

Werden nun in den konstitutiven Beziehungen nach Gleichung (3) Schubkorrekturfaktoren k, und
k, mit entsprechenden Transformationsbedingungen fiir die AuBendiagonalglieder zu

S23 o ky?Cay ckiskaCyus || 2E»3 ©6)
S31 a ckisk,Cys ki?Css 2E3,
eingefiithrt, so lassen sich die Verzerrungen in Abhéngigkeit von den Spannungen wie folgt angeben:
1
[E] B 1 52O T O [2521 o
= 222 1 1 28 )
By CsaCss — c*s°Cys . C — Cus 31

ckysk, %Pk,

Hierbei sind ¢ = cos « und s = sin o, mit « als Richtungswinkel des orthotropen Werkstoffgesetzes
nach Bild 6. Die ldingenbezogenen Querkrifte als Spannungsresultierende der transversalen Schub-
spannungen nach Gleichung (6) lauten mit k; = k, = 1:

E
q1 = Z S31iZ; = Z 2E5, (Cssi + E—ZB CiSiC45i> Z;
; : 31

E
92 = ). Sasizi = ), 2E53 <C44i + E_sl CiSiC45i) Z;.
i i 23

Wird anschlieBend Gleichung (8) nach den Verzerrungskomponenten E;; und E,; aufgeldst und mit
Gleichung (6) in Gleichung (5) eingesetzt, so ergibt sich die spezifische Schubdeformationsenergie zu:

1 z 1 T \? 1 T.. T,
W = — Cua | 22 2_ 9 o [ Aritai
1 Xl: {2 [C44C55 _ Czszcisili liklz 44 <T2> q1 kikz CISIC451 <_T1T2> q192

1 T\
e Cae [ 21 2
+ k2 5 <T1> 42 } 9)

_ 31
T = <C55<i> + . CiySisCasay | Zay,  Toi = | Caaqy + . CaySiyCasqiy | Zaiys
31 23

mit
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4 Tatsichliche Schubdeformationsenergie

Bei veridnderlichen Schubspannungen und -verzerrungen geht Gleichung (5) iiber in:

1 1
W= —Ezl: [m J(CSSS%S(Z) — 2C45823531() + CaaS311) dzl- (11)
h

Die Gleichgewichtsbetrachtungen am differentiellen Element nach Bild 4 bzw. Gleichung (4) liefern
nach Einsetzen der Anteile des ebenen Spannungszustandes der konstitutiven Beziehungen geméiB
Gleichung (3) nach der Verzerrungsdefinition gemaB Gleichung (2) die transversalen Schubspannun-
gen in Abhéngigkeit der zweiten Ableitungen der Verschiebungen:

823,831 = f(ugp). (12)

Durch Gleichgewichtsbetrachtungen am unbelasteten Element nach Bild 5 und durch Annahme
konstanter Membranspannungen senkrecht zu ihrer Wirkungsrichtung in der Schalenebene erhilt
man die Beziehung in vektorieller Darstellung:

n,=q (13)
mit der Belegung

T _
n, = [”1,1”2,1””1,1m2,1”12,1m12,1”1z,2m12,2”1,2”2,2m1,2m2,2]

und (14)
q¢*=[0 0 g0 0 0 0 0 0 0 0 0 g,

Die partiellen Ableitungen der Spannungsresultierenden in Gleichung (13) lassen sich tber die
Definition der Spannungsresultierenden selbst

ny , "My S11
n, , My [= [1,z]]| 82, |dz (15)
Ny, , Myo S1z

und durch Einsetzen der ebenen Spannungsanteile von Gleichung (3) und (2) in Abhédngigkeit der
2. Verschiebungsableitungen angeben. Damit geht Gleichung (13) iiber in

Qu,;=4q (16)
bzw.
u,, =Q 'q 17)
dl
d2

q; peady

n;z,@ﬁ\ %p my dy
Anl,ldl

Dgp dz%?nz‘z 3 \4%312 "
& :

myp 2dy Bild 5. Gleichgewichtsbetrachtungen am unbelasteten Element
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mit
(4, A, B, B, As B As Bs |
A, 4, By B, A Bg Ag B
By B, D, Dy Bs; D B; Ds
B, B, D, D, Bg Dg B Dy
As A¢ Bs Bg A; B As B,
Bs Bg Ds D¢ By Dj B, D;
Q= A, B, Ay B, As Ag Bs B (18)
B D B, D; Bs Bs Ds Dg
As Bs As Bs A, A, B, B,
Ag Bg As Bs As A, B, B,
B; D Bs Ds B, B, Dy D,
B Bs D Bs Ds¢ B, B, D, Dz_J
und
u,’gzﬂ = [”1,11”2,12602,11601,12“2,11w1,11“1,22w2,22“1,12”2,22‘02,12@1,22]- (19)

Die Querschnittswerte in Gleichung (18) ergeben sich zu

AT 1
B' | = z [C11C22C33C12C13C23] dz. (20)
DT 72

h

Fiihrt man weiterhin die Matrix H als Teil der Inversen von Q mit der Zuweisung
H = [ Q_ffl’ QZ:{’ - o J (21)
QllZ’ Q212> Q1212

die Integrationsergebnisse
1

Z,=—(z"—2zS), n=1.5 (22)
n

und die schichtenweise konstanten Gréfen re, ts, und d;, mit

reg = CoHye + CoHse + Ci3(2Hos + Hse) + Co3Hygr + Cas(Hqe + Hyp)

reo = CioHor + CoaHygp + Co3(2H e + Hop) + Ci3Hyp 4+ Cas(Hos + Hs,)

tyy = CiiHae + CioHye + Ci3(2H gy + He) + Co3H e + Cas(Hye + Hyy) (23)
tep = CroH g+ CosHyne + Cys(RHye + Hge) + CiaHse + Cas(Ho: + Hyyl)

i—1 1
détx = - Z [(réa + téa) Zl]j + réazu + 5 t{azuz

j=1
ein, so lassen sich die transversalen Schubspannungen nach Gleichung (4) in Abhingigkeit der
bezogenen transversalen Schubkrifte g; und ¢, ausdriicken. Damit ergibt sich die spezifische

Schubdeformationsenergie, tiber die Indizes «, 8, ¢ und #n nach der Finsteinschen Summationskon-
vention aufsummiert, zu:

1 1
We=—5 le {m (=17 Ca3p’3:l (dydep + dedy) 24

12
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+ 2(d§ocdmx + dﬂaré’ﬁ + dnﬁrca + déarnﬁ) Zy
+ (O'S(dfzxtna + dﬂatfﬂ + d”lﬁ[f“ + déatr[ﬂ) + Qﬁrna + I’:arnﬁ) Z3

+ O'S(V@ztna + rnat,:ﬂ + r,lﬁt@x + r:at"ﬁ) Zg + O.ZS(IQVI}I,W + tl’]ﬁtéa) ZS}. ngrl} o, ﬁ, g, n= 1, 2. (24)

13

5 Ermittlung der Schubkorrekturfaktoren

Die Schubkorrekturfaktoren kénnen in dem beschriebenen Verfahren a priori fiir jede einzelne
Schicht berechnet werden. Zunédchst werden die spezifischen Schubdeformationsenergien nach den
Gleichungen (9) und (24) in Richtung der beiden Hauptstoffachsen &, und €, der betrachteten
Schicht berechnet. Dazu miissen die Werkstoffgesetze der jeweils anderen Schichten in die
Hauptstoffachsen der aktuellen Schicht transformiert werden. Die Schubkorrekturfaktoren in
Gleichung (9) kénnen schlieBlich durch Koeffizientenvergleich von g4 und g,% in Gleichung (24)
berechnet werden.

Verfahren 1 — Teilweise Beriicksichtigung des Werkstoffgesetzes

Bei dieser Berechnungsart werden diejenigen Komponenten im Werkstoffgesetz vernachlissigt,
die durch die Rotation der Hauptstoffachsen um die €;-Achse nach Bild 6 entstehen, d.h., es
werden C 3 = C,3 = Cyus = 0 gesetzt. Diese vereinfachte Vorgehensweise entspricht derjenigen in
[17].

Verfahren 2 — Vollstindige Beriicksichtigung des Werkstoffgesetzes
Diese Berechnungsart beriicksichtigt die volistindigen Ausdriicke in den Gleichungen (9) und (24).

Das AuBendiagonalglied C,s wird dabei mit dem Vorfaktor cos « sin o multipliziert, welcher durch
Transformation der entsprechenden Verzerrungen und Spannungen entsteht.

Bild 6. Lokales kartesisches Koordinatensystem des Elements (§;) und kartesisches
Hauptstoffachsensystem der aktuellen Schicht (&;)

6 Vergleich mit Beispielen aus dem Schrifttum

Fiir verschiedene Schichtaufbauten mit anisotropen Werkstoffen sind im Schrifttum [16],
[17] und [3] richtungsbezogene Schubkorrekturfaktoren angegeben. Zum Vergleich mit den
Referenzlésungen werden die Schubkorrekturfaktoren der zugrundeliegenden Laminate sowohl
mit Verfahren 1 als auch mit Verfahren 2 berechnet. Es ist darauf hinzuweisen, daB die
Angaben im Schrifttum bei beliebigen Faserorientierungen (Beispiele 4 und 5) unvollstdndig
sind, da die Wirkungsrichtungen der Schubkorrekturfaktoren fehlen. Aus diesem Grund
sind lediglich die Beispiele mit zueinander orthogonal angeordneten Hauptstoffachsen wirklich
miteinander zu vergleichen.
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Fir alle Beispiele werden orthogonal anisotrope Werkstoffe zugrunde gelegt. Die Materialpara-
meter werden dabei wie in Tabelle 1 angenommen:

Tabelle 1. Untersuchte Kombinationen der Werkstoffkennwerte

Werkstoff 1: E, = 25e6 E, = 1e6 E;=1e6 [N/mm?]
Vig = 0.25 Va3 = 1.50 V31 — 0.01
GlZ = 0.5¢6 G23 = (.2¢6 G31 = 0.5¢6 [N/mmz]
Werkstoff 2: E, = 0.5¢6 E, = 0.04e6 E; = 0.04e6 [N/mm?)
vy, = 0.00 v23 = 0.00 viy = 0.00
Gy = 0.016¢6 Gas = 0.06¢6 Gs; = 0.06¢6 [N/mm?]
Werkstoff 3: E{ = 40.e6 E; = l.e6 E; = le6 [N/mm?]
vy, =025 vy3 = 0.00 vay = 0.00
Gy, = 0.6e6 Gas = 0.5e6 G3y = 0.6e6 [N/mm?]

Die untersuchten Schichtaufbauten bestehen aus unterschiedlichen Schichtanzahlen, Faserorientie-
rungen und Werkstoffen. Die den Beispielen zugrundeliegenden Werkstoffzuweisungen, Faserorien-
tierungen in Grad und Schichten werden wie in Tabelle 2 angenommen:

Tabelle 2. Liste der untersuchten Beispiele

Beispiel Schichtorientierung Schichtdicken [bezogen auf 1]
1) aus [17]

Werkstoff 1 [90/0/0/90] [0.25/0.25/0.25/0.25]

2) aus [17] und [2]

Werkstoff 1 [90/0] [0.5/0.5]

3) aus [16]

Werkstoff 1 [0/90/.../90/0], [0.1/0.125/.../0.125/0.1],
4) aus {16]

Werkstoff 1 [30/—30] [0.5/0.5}

5) aus [16]

Werkstoff 1 [30/—30/—30/30] [0.25/0.25/0.25/0.25]

6) aus [16]

Werkstoff 1 u. 2 [0,/0,/0,] [0.1,/0.8,/0.1]

7) aus [3]

Werkstoff 3 [0/90/90/0] [0.25/0.25/0.25/0.25]

Der Vergleich der ermittelten Schubkorrekturen mit Beispielen aus dem Schrifttum in Tabelle 3 zeigt
bei orthogonal zueinander stehenden Schichten recht gute Ubereinstimmung. Wie erwartet liefern
Verfahren 1 (ohne AuBendiagonalglieder) und Verfahren 2 (mit AuBendiagonalgliedern) fiir diese
Laminate identische Ergebnisse. Bei beliebig orientierten Schichten weichen die Ergebnisse
voneinander ab bzw. sind wegen im Schrifttum fehlender Angaben beziiglich ihrer Wirkungsrichtun-
gen nicht miteinander zu vergleichen. Die Ergebnisse nach Verfahren 1 und 2 weisen hierbei
Unterschiede um bis zu 10% (Beispiel 5) auf.

Bei homogenen Querschnitten geht der Schubkorrekturfaktor k? unabhingig von der Querkon-
traktion gegen den Wert 0.833.
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Tabelle 3. Gegeniiberstellung der Rechenergebnisse mit Werten aus dem Schrifttum

Beispiel Schrifttum Verfahren 1 Verfahren 2
ky? k,? ky? k,? k? ky?

1) 0.5952 0.7205 0.5952 0.7203 0.5952 0.7203
2) 0.8212 0.8212* 0.8209 0.8209 0.8209 0.8209
3) 0.6891 0.6112 0.6891 0.6112 0.6891 0.6112
4)  +30° 0.8592 0.8592° 0.7799 0.8479 0.7788 0.8396
R
6) 0.4098 0.6915 0.4094 0.6920 0.4094 0.6920
7 0.8280 0.5210 0.8277 0.5215 0.8277 0.5215

2 Unter Vernachlissigung aller AuBendiagonalglieder im Werkstoffgesetz (C1, =.C3 = Cs3 = Cyu5 = 0) ergeben sich die
gleichen Werte.
® Die maBgeblichen Richtungen der Schubkorrekturfaktoren wurden nicht angegeben.

7 Studien zom EinfluB der Schubdeformation

Um den EinfluB der Schubdeformationen bei geschichteten Schalentragwerken einschitzen zu
konnen, werden im folgenden zunéchst die Abhangigkeit der richtungsabhingigen Schubkorrektur-
faktoren von der Faserorientierung der Schichten eines zweilagigen Querschnitts aufgezeigt.
AnschlieBend werden am Beispiel eines Kreisbogens unter Einzellast die Schubdeformationen mit
den hergeleiteten Korrekturfaktoren denen mit dem im allgemeinen iblichen Faktor k* = 5/6
ermittelten Werten gegeniibergestellt und mit einer vollstindigen Kontinuumslosung verglichen.

Zur EinfluBstudie wird bei einem 2-lagigen Schichtaufbau (Bild 7) die Faserrichtung einer Schicht
um den Winkel a gegeniiber der anderen verdreht. Hierbei zeigt sich ein Abfall der Schubkorrektur-
faktoren um ca. 30%. Der Vergleich der Verldufe der Schubkorrekturfaktoren nach Verfahren 1 und
Verfahren 2 zeigt, da3 die Beriicksichtigung der AuBendiagonalglieder im Werkstoffgesetz einen
wesentlichen EinfluB vor allem im Bereich 20° < a < 60° besitzt.

In der anschlieBenden Studie wird der Einflul der Schubdeformation an einem Tragwerk in
Abhingigkeit der Faserorientierung der Schichten und der Kriimmung des Bogens veranschaulicht.
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Bild 8. Kreisbogentriger unter Linienlast

Dazu werden bei einem an den FuBpunkten eingespannten und durch eine vertikale Linienlast in
Tragermitte belasteten Kreisbogentriger mit der Bogenlidnge a nach Bild 8 der Radius R und der
Faserwinkel « der oberen Schicht variiert. Als Werkstoff wird orthotropes Graphit-Epoxy-
Material mit einem extrem groen Verhdltnis der Hauptlingsdehnsteifigkeit zur transversalen
Schubsteifigkeit

El = 4086 E2 - 166 E3 = 1@6
Vig = 015 Va3 = 000 V31 = 0.00
G12 = (.6e6 G23 = 0566 G31 = 0666

angenomimen.

Um Lasteinleitungsprobleme zu verhindern, wird die Linienlast auf 3 Knotenreihen im Abstand
a/100 in der Mitte des Tragers verteilt. Zur Einsparung von Rechenzeit wird das System symmetrisch
angenommen und lediglich am halben System gerechnet, obgleich dies bei einer Faserrichtung
a =+ 0°,90° fertigungstechnisch nicht sinnvoll ist, da dann die Fasern in der Symmetrieebene mit
Knicken behaftet waren. In Bild 9 werden die Verhiltnisse der Gesamtdurchbiegung zur reinen
Biegedurchbiegung in Bogenmitte dargestellt. Die reine Biegeverformung wurde dabei mit um den
Faktor 10° kiinstlich vergroBerten transversalen Schubmoduln ermittelt.

Die Ergebnisse zeigen wie schon bei der Ermittlung der Schubkorrekturfaktoren bei einem
Faserwinkel zwischen 10° und 60° den stdrksten Einflu3. Der Unterschied in der Gesamtverschie-
bung bei Anwendung der Schubkorrekturfaktoren mit und ohne Beriicksichtigung der AuBendiago-
nalglieder betrdgt dabei bis zu ca. 10% und gegeniiber der Anwendung des Schubkorrekturfaktors
des homogenen Querschnitts (k* = 5/6) bis zu ca. 15% beim miBig dicken (R/h = 5), aber stark
gekrimmten Kreisbogentriger nach Bild 9.

Mit abnehmender Kriimmung werden die Unterschiede zwischen den Ergebnissen geringer. Bei
schwach gekrliimmten Schalentragwerken (ab ca. R/h = 50) kann die Korrektur der Schubdeforma-
tionsarbeit mit den Schubkorrekturfaktoren ohne Beriicksichtigung der AuBBendiagonalglieder genau
genug erfolgen. Eine Anwendung des Schubkorrekturfaktors des homogenen Querschnitts (k2 = 5/6)
fithrt jedoch auch hier zu feststellbaren Fehlern.

8 Zusammenfassung

In der vorliegenden Studie wurde die Ermittlung von verbesserten Schubkorrekturfaktoren
vorgestellt und der Einflul} der zusétzlich beriicksichtigten Komponenten auf die Berechnung von
Schalentragwerken mit geschichteten anisotropen Querschnitten ausfiihrlich diskutiert. Hierbei zeigt
sich, daB vor allem bei stark gekriimmten Schalentragwerken aus Werkstoffen mit groBem E/G
Verhiltnis der EinfluB} der transversalen Schubdeformationsarbeit signifikant werden kann und somit
eine genauere Ermittlung der Schubkorrekturfaktoren unerlaBlich ist.

Die Beriicksichtigung des vollstdndigen Werkstofftensors wirkt sich bei beliebigen, nicht
orthogonalen Faserorientierungen aus. Die Verschiebungen des hier gezeigten Beispiels verinderten

7*
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sich um bis zu 10% gegeniiber einer unvollstindigen Berlicksichtigung. Eine Berechnung mit den
Schubkorrekturfaktoren des homogenen Querschnitts kann die Ergebnisse um bis zu 15%
verfilschen.

Der geringfiigig hohere Aufwand der vorgestellten a priori Ermittlung von angepaliten
Schubkorrekturfaktoren erscheint daher auch besonders im Hinblick auf imperfektionsempfindliche
Stabilitdtsberechnungen gerechtfertigt. Fir dickere Schalen aus Composite Werkstoffen sind
allerdings Theorien mit hoheren Ansatzordnungen iiber den Querschnitt [11] vorzuziehen, wobei fiir
geometrisch nichtlineare Probleme noch keine zufriedenstellenden Losungen vorliegen.

AbschlieBend sei noch bemerkt, da3 der SchubeinfluB3 bei anderen Werkstoffen wie z. B. Stahl oder
Beton infolge wesentlich groBerer Schubsteifigkeiten erheblich geringer ist. Dann ist naturgemal der
EinfluB eines genauen Schubkorrekturfaktors fiir Schalenberechnungen diinner und maéssig dicker
Schalen auch bei starker Kriimmung vernachldssigbar klein.
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