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1. Einleitung 

Es sei G ein beschfiinktes Gebiet im n-dimensionalen euklidischen Raum 
R, (n>2), dessen Punkte mit x=(x 1 .... , x,) bezeichnet werden. Auf G seien die 
reellwertigen Funktionen aik(X)=ak~(X), ai(x), ( i , k = l  . . . .  ,n), a(x) und f(x) 
definiert und stetig, g(x) sei eine auf ~ erkliirte, stetige Funktion. Dabei wird 
mit ~ der Rand von G bezeichnet. 

Es wird nun in G die Differentialgleichung 

(1.1) D u - D 1 U "[- a (x) u = f ( x )  

mit 

Dlu:= ~ aik(X)Ux, xk + ~ al(X)Ux, 
i , k=  l i = l  

betrachtet. Diese Differentialgleichung sei elliptisch in G; sie kann auf Teil- 
stricken von (~ oder ganz (~ parabolisch sein. Die Differentialgleichung (1.1) 
heiBt dabei elliptisch in G (bzw. elliptisch auf einer Teilmenge von G), falls es dort 
eine positive, stetige Funktion p (x) so gibt, dab dort f/Jr jedes n-tupel yon reellen 
Zahlen (Yl, "", Y,) 

rl 

(1.2) ~ aik(X)yiYk>=p(x) E y2 
i , k = l  i = 1  

gilt. 

In dieser Arbeit werden mit Hilfe bekannter VeraUgemeinerungen des Maxi- 
mum-Minimum-Prinzips neue hinreichende Bedingungen dafiir hergeleitet, dab 
die 1. oder Dirichletsche Randwertaufgabe 

Du=f(x) in G 
(1.3) u = g ( x )  auf 
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h6chstens eine L6sung u(x)~C2(G)c~ C~ besitzt. Die hinreichenden Bedin- 
gungen besitzen dabei die Form a(x)<h(x) in ~7, wobei h(x) eine in G stetige 
Funktion ist. 

Wird das Eigenwertproblem 

(1.4) D~u+2u=O in G 
u = 0  auf 

betrachtet, so gilt f/Jr den kleinsten Eigenwert 21 dieses Eigenwertproblems die 
Absch~itzung 

(1.5) 21 >- infh(x). 1 
xEG- 

Daher liefert der Eindeutigkeitssatz ffir das Randwertproblem (1.3) zugleich 
eine untere Schranke ffir den kleinsten Eigenwert des Eigenwertproblems (1.4). 

Viele Autoren setzen bei der Untersuchung der Frage, ob die Randwert- 
aufgabe (1.3) h6chstens eine L6sung besitzt, voraus, dab a(x)~_O in G 
oder (1.1) elliptisch in Gist  (siehe etwa R. COURAr~T & D. HmBERT [1], G. HWLL- 
Wm [4], C. MmANDA [7] und M. H. P R O ~  & H. F. WEIrOF_a~6ER [18]). In 
einer Reihe von meist neueren Arbeiten (siehe O. A. OLWtNIK [8], [9], [I0], 
A. GENOV [2], [3], I. RM6INOV [22] und S. A. TERSBNOV [24]) werden unter ver- 
schiedensten Voraussetzungen Existenz-, Eindeutigkeits- und Regulariffttss~tze 
ffir verallgemeinerte L6sungen der 1. Randwertaufgabe bei elliptisch-parabo- 
lischen Differentialgleichungen bewiesen. Allen diesen Arbeiten gemeinsam ist 
jedoch, dab sie bis auf [24], wo a(x)<O in G gefordert wird, a(x)<=ao<O mit ge- 
eignetem a o voraussetzen. R. S. PmLLIPS & L. SARASON [13] fordern ansteUe 
yon a(x)<ao<O in G 

2 a ( x ) -  ~ ai(x)+ ~, a,j(x)<y o<0 in G, 
i = 1  i , j = l  

und K. Suzuki [23] ersetzt a(x)< a o <0 in G durch eine schw~ichere Bedingung 
an die Differentialgleichung, fordert daffir jedoch (p(x))-l~L 7, wobei T von n 
abh~ingt. M. PICONE untersucht in [14] elliptisch-parabolische Randwertaufgaben 
der Art, dab die quadratische Form 

~ a~(x)y~Yk--Y~ 
i , k = l  

positiv semidefinit oder positiv definit ist. 

M. PICONE zeigt dort unter einer Bedingung, die in vielen F~llen schwficher als 
a(x)<=O in Gist, dal3 die Randwertaufgabe (1.3) h6chstens eine L6sung besitzt. 

1 Man kann auch das allgemeinere Eigenwertproblem 

Dtuq-k(x)(2--a(x))u=O in G 
u=O auf 

betrachten, wobei k(x) eine in G definierte, stetige Funktion mit k(x)>O in ~ ist. Es gilt dann 

)'1 -> inf~a(x)+ h(x) ~. 
% ~ at k(x) J 

12" 
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In [15] wird wie in der vorliegenden Arbeit dieses Ergebnis dazu verwandt, eine 
untere Schranke fiir den kleinsten Eigenwert des Eigenwertproblems (1.4) herzu- 
leiten. Man erhiilt dort als Ergebnis 

21 ->-d-~2- + ~- mm (ai)~,(x)- (aik)x, xj,(X) 
1 x e G  i i , k = l  

mit d l :=  sup Ix 1 -Yl [. 
x , y c G  

Ist die Differentialgleichung D u =f(x) elliptisch in 6, so wird die Struktur der 
Ergebnisse der vorliegenden Arbeit am besten durch ein Resultat yon J. PEETRE & 
I. A. RUS [12] wiedergegeben. Dort wird bewiesen, dab die Randwertaufgabe (1.3) 
h6chstens eine L6sung besitzt, falls Du=f(x) eUiptisch in ~ und 

K 
a(x)<--dr- ~ in G 

ist. Dabei ist K eine positive Konstante und d(x) der Abstand des Punktes x vom 
Rand yon G. Der Nachteil dieses Ergebnisses ist jedoch, dab eine explizite Be- 
rechnung yon K dort praktisch nicht m6glich ist und sowohl die Koeffizienten 
der Differentialgleichung als auch der Rand von G als unendlich oft differenzierbar 
vorausgesetzt werden. 

Sehr scharfe untere Schranken fiir den kleinsten Eigenwert des Eigenwert- 
problems (1.4) wurden in dem Spezialfall Dtu:=du yon zahlreichen Autoren 
unter verschiedenen Voraussetzungen und nach verschiedenen Methoden erzielt, 
so etwa von G. P6LYA & G. SZEGO [17], L. E. PAYNE [11], J. HERSCH [5], M. H. 
PROTTER [20] und W. HOOKER & M. H. PROTTER [6]. Das in der vorliegenden 
Arbeit erzielte Resultat stellt, was das Prinzip zur Herleitung unterer Schranken 
fiir den kleinsten Eigenwert des Eigenwertproblems (1.4) betrifft, in gewisser 
Weise eine Verbesserung der Arbeit yon M. H. PROTTER & H. F. WEINBERGER 
[19] dar. 

Eine dem Satz 2 der vorliegenden Arbeit vergleichbare, aber auf anderem 
Wege gewonnene untere Schranke ftir den kleinsten Eigenwert, welche sowohl 
besser als auch schlechter als die in Satz 2 angegebene untere Schranke sein kann, 
findet man fiir 

GcQ:={xlO<xi<o~, i--1, ..., n, ~>0} 

in der Arbeit von M. H. PROTrER [20]. Ftir G=K'.={xl Ixl < 1) leitet C. Puoci 
in [21] untere und obere Schranken fiir den kleinsten Eigenwert des Eigenwert- 
problems (1.4) mit ai(x)=-O (i= 1 . . . . .  n) in G her. Allerdings macht er die sehr 
einschriinkenden Voraussetzungen, welche durch die Beweismethode bedingt 

n 

sind, dab ~ ai i(x)= 1 gilt und d zweimal stetig differenzierbar ist. 
/ = 1  

Den Teilnehmern des yon Prof. Dr. G. HELLWlG geleiteten Kolloquiums zur 
Spektraltheorie singul~.rer elliptischer Differentialoperatoren danke ich fiir wert- 
voile Anregungen. 
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2. Eindeutigkeitssatz und untere Schranke fiir den kleinsten Eigenwert 

Als entscheidendes Hilfsmittel zum Beweis des Eindeutigkeitssatzes wird 
folgender Hilfssatz benutzt, dessen Beweis auf einer Verallgemeinerung des be- 
kannten Maximum-Minimum-Prinzips beruht. 

Hiltssatz 1. Die Differentialgleichung Du=f(x) sei elliptisch in G, und es gebe 
eine Funktion w(x)eC 2 (G) so, daft 

(2.1) w(x)>0 in G, Dw<O in G 

gilt. Dann besitzt die Randwertaufgabe (1.3) h6chstens eine L6sung. 

Beweis. Siehe M. H. PROTTER & H. F. WEINBER~ER [19], p. 73. 

Zur einfacheren Formulierung des folgenden Satzes wird definiert: 

Definition 1. Es sei q(x,e) eine auf t~x[0, fl] (fl>0 geeignet) definierte 
Funktion mit den Eigenschaften q(x, e)>0 in {G x [0, fl]} u {U x (0, fl]} und 
q(x, e)e C2(G x [0, fl]). 
Ffir festes o~e(0, 1] und fiir (x, e)~({G x [0, fl]} u {G x (0, fl]}) mit geeignetem fl>0 
sowie ffir (x, 0)eOx{0}, ffir die limp,(x, e)= :p,(x, 0) existiert, wird dann 
die Funktion ~-~o 

n 

(2.2) p~(x, e):= aD 1 q(x, e) ~-ct(1 -ct) i''~-- laik(X)qx'(X' 
s qxk (X~ 

q (x, e) (q (x, e)) 2 

erkl~irt. Ferner sei ffir be(0, fl] 

(2.3) Bb~= {xl xe  G, 0< q(x, 0)< b}. 

Satz 1. a) Die Differentialgleichung Du=f(x) sei elliptisch in G. Es gebe eine 
reelle Zahl Ko >O, so daflfi~r ein ~te(0, 1] 

(2.4) p~(x ,e)>-Ko in t~ x [0, fl] 

erf~llt ist. Gilt dann f~r dieses ~, ein be(O, fl] und ein hie(O, fl] 

(2.5) a(x)<~p,(x,O) in G - B  b 
( ,nt p~(x, e) in B b, 

O<_e<_bl 

so besitzt die Randwertaufgabe (1.3) hiJchstens eine L6sung. 
b) Die Differentialgleichung Du=f(x)  sei elliptisch in G, und es gebe zu einem 

festen ~e(0, 1] eine in G x [0, fl] definierte, stetige Funktion p~(x, ~), welche 

(2.6) p~(x,e)>~(x,e) in G x [0, fl] 

er3~llt. Ist dann noch 

(2.7) a(x)<ff~(x,O) in G, 

so besitzt die Randwertaufgabe (1.3) hiJchstens eine L6sung, und es gilt fi~r den 
kleinsten Eigenwert 21 des Eigenwertproblems (1.4) 

(2.8) ~1 > infp~(x, 0). 
x~G 
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c) Die Differentialgleichung Du=f(x)  sei elliptisch in G. Fi~r ein ~te(0, 1] sei 
1 

(2.4) erfMlt, undj~r dieses r sei p~(x, ~) oder p~(x, e) stetig fortsetzbar auf G x [0, fl]. 
Ist dann 

(2.9) a(x)<p~(x, O) in G, falls p~(x, O) existiert, 

so besitzt die Randwertaufgabe (1.3) hi~chstens eine Li~sung, und es gilt fiir den 
kleinsten Eigenwert 21 des Eigenwertproblems (1.4) 

(2.10) 21 ~ infp~(x, 0). 
x c G  

a) ist besonders niitzlich, wenn auf dem Rand von G iiberall parabolische 
Entartungen vorliegen. 

Liegen solche Entartungen nur auf Teilen des Randes vor, so erh~Ut man durch 
eine Kombination yon a) und c) die 

Folgerung. Mit Tb:--{x[xeG, O<p(x)<b} j~r be(O, fl] gelte j~r ein ~te(0, 1] 
und ein be(O, fl]: 

Es gebe eine reelle Zahl Ko > O, so daft 

p,(x, 8)~_-K o in G x (0, fl] 

1 
erf~llt ist, und es sei p,(x, e) oder p,(x, e--------ff stetig fortsetzbar auf (G-Tb) x [0, [3]. 

Ist dann f~r ein be(O, [3] und ein bl ~(O, [3] 

a(x)< ~p~(x,_ O) in G- (Bbn  Tb), falls p~(x, O) existiert 
(2.11) 

[ inf p~(x,e) in BbnT~, 
O<_r~_bt 

so besitzt die Randwertaufgabe (1.3) h6chstens eine L6sung. 

Bemerktmg. Die Bedingung an a(x) wird besonders schwach, falls es gelingt, 
eine Funktion q(x, ~) so zu finden, dab sie zus~ttzlich zu den Voraussetzungen 
des Satzes noch die Eigenschaft qfy, 0 ) = 0  fiir alle y e d  besitzt; denn dann wird 
im allgemeinen f/Jr alle yedlimp~(x,O)=oo gelten, falls Du=f(x) elliptisch 
in Gist. x-~r x c G  

Beweis des Satzes. Es soll gezeigt werden, dab die in ~ zweimal stetig differen- 
zierbare Funktion 

w~ (x) = (q (x, e)) * 

mit beliebigem, festem ~e(0, 1] und noch geeignet zu bestimmendem, festem 
8>0  unter den Voraussetzungen des Satzes 1 die Voraussetzungen (2.1) von 
Hilfssatz 1 erffillt, so dab dann aus Hilfssatz 1 die Behauptung des Satzes folgt. 

(2.8) und (2.10) sind n~mlich klar, da ffir 2<p~(x, 0) in G bzw. 2</~(x,  0) 
in G nur u(x)-O LBsung von (1.4) ist. 

Zuniichst erhiilt man 

Dw~=(--p~(x,e)+a(x))(q(x,e)) ~ fiir alle xeG. 



Die Dirichletsche Randwertaufgabe 181 

Zu a). Es sei be(O, fl] fest. Da a(x) und p~(x, O)stetig in G-Ba sind, gilt 

51.'-- rain (p~(x,O)-a(x))>O, 
XEG--Bb 

und wegen der Stetigkeit yon p~ (x, 5) in (G- Bb) x [0, fl] gibt es eine reelle Zahl 
5 2 > 0 so, dab 

max Ip~(x,O)-p~(x, 5)l<=51 
(x, 8)E(G-":'~a) x [0, ~z] 

ist. Es wird nun 5=rain (a2, bj) gew~ihlt. Dann ist w~(x)>0 in ~, 

O w~ <___ ( -  p~ (x, 5) + a (x)) (q (~, ~))~ 

< (-- p~ (x, 5) + p~ (x, 0)-- 5,) (q (x, e)) ~ 

<(51-51)(q(x, 5))~=O fiir alle x e G - B  b 
und 

Dw,<(-p~(x,a)+ inf p~(x, 5))(q(x, 5)) ~ 
O<_e.<--bl 

< 0 fiir alle x e Bb. 

Zu b). Analog wie vorher fiir p~,(x, e) folgt nun fiir ~,(x, 5) 

53 := min (p,(x, 0 ) - a ( x ) ) > 0  
x e ~  

und die Existenz einer reellen Zahl 5 , > 0  so, dab 

max IP~(x, 0 ) - p , ( x ,  5)f <e3 
(x, ~ )e~  x [0, ~41 

ist. Wird nun z = e ,  gew~ihlt, dann gilt w~(x)>0 in G und wegen (2.6) und (2.7) 

Dw~<=(- p~,(x, e)+ a(x))(q(x, a)f 

__<(-p,r 5)+ p (x, o) - 53) (q Cx, 5))" 
<(ea-53)(q(x, 5))'<0 fiir alle xeG. 

Zu c). Aufgrund der Voraussetzungen hat p~(x, 0) an den Unstetigkeits- 
stellen den W e r t +  oo. Daher ist mit 

Fb.'= x lxeG,  O<p~,(x,O)= 

p~,(x, 5) stetig in G -  F b x [0, fl] f/Jr jades be(0, fl]. Offenbar gibt es also reelle Zahlen 
bo und flo mit boe(0, fl] und /~oe(0, fl] so, dab p,(x, 5)>maxla(x) l  for alia 

(x, 5)eFbo • [0, flo] gilt. Ferner existieren positive, reelle Zahlen e s und % so, dab 

55:= min (p~,(x,O)-a(x)) 
x E C----:~b ~ 

und 
max Ip~(x, O)--p~(x, 5)1 <as 

(x, ~) e(~-'~T-~%) • [0, s6] 



182 M. PISTERS: 

erffillt ist. Dann folgt mit~: =min(e6, flo) wie im Beweis zu a) 

Dw~<O fiir alle xeG-Fbo, 
und fiir alle XeFbo erh~ilt man 

D w, =< ( -  max I a (x)[ + a (x)) (q (x, e))" ~ 0. 
XEG 

Der Beweis der Folgerung zu Satz 1 ergibt sich, indem man die Punktmenge Tb 
in die Purlktmengen Tb--(Bb c~ Tb) und Bb c~Tb aufspaltet und dann wie ira Beweis 
zu Satz 1 a vorgeht und bei der Punktmenge G-Tb wie im Beweis zu Satz I c 
vorgeht. 

3. Anwendung des Satzes au| quader- und kugelihnliche Gebiete 

Es sollen mit Hilfe von Satz 1 konkrete obere Schranken ffir den Koeffi- 
zienten a(x) hergeleitet werden, welche gew~ihdeisten, dab die Randwertauf- 
gabe (1.3) mit ai(x)=O in G (i= 1, ..., n) h6chstens eine L6sung besitzt. Zur Vor- 
bereitung des folgenden Satzes werden einige Erkl/irungen getroffen. 

Delinition 2. Man setze 

pl(x). '= min a k k ( X ) ,  ml:=minpl(x), 
k = l ,  . . . ,n x ~  

p2(x):> max ~tk(X ), 
k = l ,  . . . ,n  

wobei mit pk(X) die Eigenwerte der Matrix (aik(X)) bezeichnet werden; 

m2." = max P2 (x), 
x ~ J  

Q:={xlcq<xi<cti+di; i=1  . . . . .  n} 
mit 

di'. = sup [ xi- Yi [ 
x, yeG 

und reellen Zahlen ~i (i= 1 . . . . .  n), 

S:'.={xlxEG, O<p(x)<b,O<flsin(r~(xi-ct") } 
- -  / = I  d i  =<b , 

~,1:= xlxed, 1-Isin ~(x i -~ i ) -~>O 
~=l dl ] ' 

n 7~2 

f/Jr alle (x, ~ )e (aw e , ) x  [0, 1], falls a~(0,  1 )  gilt, und ffir alle (x, e)~C x [0, 11, 
1 

\ 

falls ~ = - -  gilt. Hierbei ist ce [1, ~ ) .  
C 
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Satz 2. Es sei Q D G. 

a) Die Differentialgleichung Du=f(x)  sei elliptisch in G, und es gebe eine 
reelle Zahl c >= 1 so, daft 

(3.1) p2(x)<cpl(x) J~ralle x~G 

erfallt ist. Gilt nun fiir ein ~ ( O ,  1 ) ,  ein b~(O, 1] und ein ble(O, 1] 

ct',(x,O) 
(3.2a) a(x) <.{ l 

(t ,(X, bl) in S~ 
1 

oderfi~r ~ = - -  
C 

(3.2b) a(x)<t~(x,O) in G, 

dann besitzt die Randwertaufgabe (1.3) mit ai(x)=O in G (i= 1, ..., n) h6chstens 
eine L6sung. 

b) 1st die Differentialgleichung Du=f(x)  elliptisch in G und gilt j~r ein be- 

liebiges ~ (0, ml I und c= .m2 
\ me ! m~ 

(3.3a) a(x)<t~(x,O) in G u d l  

m 1 1712 
oder j~r ~= und c = - -  

m2 ml 

(3.3b) a(x)<t~(x,O) in G, 

dann besitzt die Randwertaufgabe (1.3) mit a~(x)=-O in ~ (i= 1 . . . . .  n) h~ehstens 
eine Li~sung, und fiir den kleinsten Eigenwert des Eigenwertproblems (1.4) mit 
ai(x)=-O in G (i= 1 . . . . .  n) gilt 

n 7[2 
(3.4) 2t > (m')2 Z ~-Tz-. 

m 2  k = l  dR 

c) Im Spezialfall aik(X)=--O in G fiir i~=k entfii[lt die Voraussetzung (3.1), 
und es kann in den in den Voraussetzungen (3.2a) (3.2b), (3.3a) und (3.3b) auf- 
tretenden Funktionen t~ (x, O) und t~ (x, bl) c= 1 gesetzt werden und somit ctE(0, 1] 
beliebig gewiihlt werden. Ferner gilt nun fi~r den kleinsten Eigenwert 41 des Eigen- 
wertproblems (1.4) 

n 7C2 

(3.5) 2~>ml  Z A"-3z-. 
k = l  t~k 

Bemerkung. Folgendes Beispiel soil zeigen, dab die Ungleichung (3.5) in 
gewissem Sinne scharf ist. Es sei G = Q.. = {x I 0 < x~ < d~, i=  1 . . . .  , n}. Die Eigen- 
wertaufgabe 

A,u+2u=O in G 
u=O auf __" ~2~ -." . ( ~ )  

besitzt 4, = i~, als kleinsten Eigenwert und ul (x)= _1~, sin x, als zuge- 

h6rige Eigenfunktion. Es ist hier m, = 1, so dab fiir dieses Beispiel in (3.5) das 
Gleichheitszeichen gilt. 
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Beweis des Satzes. Zu a). Es sei o.B.d.A, ak=O (k= 1 . . . . .  n). Dann wird in 
Satz 1 

q(x, 5)= sin 7t "~k "JI- -2 - auf Gx [0, 1] 
k = l  

gewfihlt, q(x, 5) besitzt die nach Definition 1 geforderten Eigenschaften, und f(ir 
G=Q ist sogar lim q(x, 0)=0. 

Man erh~ilt nun fiir alle (x , e )eG•  [0, 1] wegen ai(x)=O in G (i=l, ..., n) 

(3.6) 

P,(x, 5)=--~ 2 ~ aik(X) cot X i 
i, k = 1 ( d  i "F ~) ( d  k + 5) ~ "F 

+ ct k- (x cot x k + 

n 2 
7[ 

+~t ~ akk(X) r~-77-----~-~,_~. 
k = I (a k + 5) 

Hieraus folgt nun aufgrund der Definition der Funktionen pl(x) und pe(x) 

and wegen (3.1) fiir beliebiges ~ (O, + ]  

(3.7) 

, , (x,  5)> 0~(1--~c)p, (x)~,!  ~ cot 2 ~ d ~ - ~  xk +-2 

n 7[2 

+otp,(x)~1(dk--d~=tt-(x,e ) in Gx[-0,1]. 

l H 
Es gilt offenbar-~e( t l (x ,e))<=O ffir alle (x,e)~Gx[O, 1] und ein ae /0 , -~-I ,  

so daft ffir ein solches a und jedes xeG 

inf p,(x, 5)>__ inf t~(x, 5)=t~(x, bO 
Offi<~__<b: 0_~-<bl  

/ 1 \  [ 1 \  
ist. Da fiir , r  t l(x, 0 )genau  fiir x ~ G u ~  1 existiert, sind fiir g ~ { 0 , + /  

wegen S~ :=BbC~T b die Voraussetzungen der Folgerung zu Satz 1 erffillt. - 

1 
F/ir g = - -  folgt die Behauptung aus Satz lb  mit (3.7), da pl_(x, e):=t~_(x,e) 

C c c 

((x, e)~Gx [0, 1]) stetig in Gx  [0, 1] ist. 
Zu b). Ist die Differentialgleichung Du=f(x) elliptisch in G, so ist (3.1) mit 
o 2  c =  erfiillt. Fiir ~ 0, folgt dann die Behauptung aus Satz lc  und fiir 
m l  
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m l  

m 2  

gilt. 

aus Satz 1 b, da wegen (3.7) 

n 7t2 

p. ,  (x, o)>_ inf 
x ~ a  ~ - -  l f l 2  

Zu c). Im Spezialfall a,k(X)=O in G fiir i4=k (i, k =  1 . . . .  , n) folgt aus (3.6) 
fiir beliebiges ~e(0, 1] 

p,(x,e)=a(l-ct)L akk(X)~COt 2 Xk+-- ~ +~t~. a,,(X)~ 
k=[ k=[ ~. k z ) 

= 

so dab die Behauptung sich ffir 0re(0, 1) nach Satz 1 c und der Folgerung zu 
Satz 1 ergibt. Ffir a = 1 folgt sie aus Satz 1 b, da dann noch 

n 2 

infpl  (x, 0)_->ml ~ 
x~G k = l  k 

gilt. 
Es wird nun ein weiterer Satz dieser Art bewiesen, der besonders auf kugel- 

~ihnliche Gebiete zugeschnitten ist. Zur Vorbereitung des Satzes werden einige 
Erkl~irungen getroffen. 

Definition 3. Mit Jp(z) wird die Besselfunktion 1. Art und p-ter Ordnung und 
mitjp die erste positive Nullstelle yon Jp(z) bezeichnet. 

Ferner sei mit ~ e R ,  

K:= {xl Ix- :c l2 <r2, r>O}, 

J. 
z=z(x,e),=7~+~lx-:c I ((x, e)~ C • [0, 1"]), 

Jn 

Zo=Z(x,O):= ~r~ lX-:cl (xeG), 

m:=minp(x), mx,=min(  rain akk(X)), 
x ~  x~t~ k = l  . . . . .  n 

~3(xk-~D 
d(x) :=  Laii(x)-n L aik(x) (Xi--lX_:Cl2 (X~G), 

i = 1  L k = l  

D:=maxld(x) l, 
x~G 

2--n 
S~:={xlxeG, O<lx-:cl--r-J, (Zo)<b,O<p(x)<b}, 

2 - n  
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t~ (x ,  0-" = 

J~(z) )~ 

. ~ aik(X)(Xi--Xi)(Xk--Xk) I 
i,k=l [x_~12 -k z 

J"(~) } n ~ 
z L (~) ~-1 
L(z) . ] 

~=laii(X) J. ~(z), 

fiir (x, e)e(Gw G1) x [0, 1], (x, e)4:(2, 0) 

( ~ - ~ z - ~ f a n ( x )  flit (x, e)=(~, 0) 
\ / i=l 

ffir at(0, 1). t~(x, e) ist stetig in (GuG~)x [0, 1]. 

S a t z  3.  Es sei KD G. 

a) Ist die Differentialgleichung Du=f(x) elliptisch in G und gilt fiir ein 

11 

ftZ(x, 0) in (G=-S~c~(Gw~}  
(3.8) a(x)<~ 2 

~t,(x, bl) in S 2, 

dann besitzt die Randwertaufgabe (1.3) mit ai(x)==-O in G (i= 1 . . . . .  n) h6chstens 
eine L6sung. 

b) Die Differentialgleichung Du=f(x) sei elliptisch in G. Es gelte fi~r ein 
~(0,  1) 

(3.9) a(x)<t~(x,O) in G u d l ,  

< n ein ~te(O, 1 2D] oder es gelte, falls D=-~  m ist, j~r ---nmm.I und alle x~G u GI 

(3.11) 

und 

(3.10) a ( x ) < ~ , - ~ }  ~.(x)~ 5_,(Zo ) ~O-~) . (x)5_(Zo ) ~ Zo /J 

Dann besitzt die Randwertaufgabe (1.3) mit ai(x)-O in G (i= 1 . . . .  , n) h6chstens 
eine L6sung, und j~r den kleinsten Eigenwert des Eigenwertproblems (1.4) gelten 
die Abschiitzungen 

. > 2 m l  / / J ~ - x ' ~ 2  

(3.12) 

Bemerkung. Folgendes Beispiel soil zeigen, dab die Ungleichung (3.12) in 
gewissem Sinne scharf ist. Es sei G=K:={xl [xl2<r z, r>0}. Die Eigenwert- 
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aufgabe 
A . u + 2 u = O  in K 

(3.13) 
u=0 auf k 

/ Jn 1 "~2 
besitzt 21 = ~ )  als kleinsten Eigenwert and 

ux(x)=lxl~r-J~_l - - - - - L  I x 1 

als zugehfrige Eigenfunktion. Es ist hier m = 1 und D=0,  so dab fiir dieses Bei- 
spiel in (3.12) das Gleichheitszeichen gilt. 

Falgerung aus Satz 3. Die Abschiitzung (3.11)~r den kleinsten Eigenwert 21 
ist besser als (3.12), wenn die Matrix (aik(X)) hinreichend stark yon der Matrix 
(mfik) abweicht. Ein Mafl fiir diese Abweichung ist die Konstante D, so daft die 
A bschiitzung (3.11) besser als (3.12) ist, falls 

nm 
D > ( I - V  n - - ~ )  2 

erfalIt ist. 

Zum Beweis des Satzes wird folgender Hilfssatz ben0tigt. 

1 J,(z) 
Hilfssatz2. a)f (z) . . -  z .1 ~ (z) (0<z<j,~_x) ist im Intervall (O,j~_l) 

streng monoton wachsend. - ~_ 1 

b) Wird mit s, die erste positive L6sung der Gleichung J . ( z ) - J ,  i (z)=O 
bezeichnet, so gilt ~ 

(3.14) s~>-~n und l < f ( z ) < ~ - n  - -  fi~r O < z < s , .  

e) Es sei g ( z ) : = l  ~f ' (z )  (O<z<j~_l).. Dann gilt: g(z) ist im Intervall 

(0, j~_ t) streng monoton wachsend und 

2 
(3.15) g(z)> n+2 fi~r 0 < z < j ,  . 

-~-1 

Beweis des Itilfssatzes. Zu a). Unter Benutzung der bekannten Rekursions- 
formcln 

- l ( z / =  - J,~ ( z / +  1 -1  ( z )  

und 
n 

(3.17/ J'(z)=J,zr ~- l (Z) - '2 - zJ~  (z) 

erh~ilt man 

(3.18) f ' ( z ) = l  ( l + z 2 f 2 ( z ) - n f ( z ) )  
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und somit 

Daher folgt also, falls mit no eine beliebige Nullstelle von f '(z) mit no~(O,j~_ 1) 
bezeichnet wird, 

f"(no)=2f2(no)>O, 
wenn man ]~_ l< jn  beachtet, f(z) kann somit im Intervall (0,j~ 1) als relatives 

g - 

Extremum h6chstens ein relatives Minimum besitzen. Wegen 

2 " 
lim z-.ohm f ( z ) = - n ~  

liegt aber bei z=O ein relatives Minimum vor, so dab f(z) in (0,j~_1) streng 
monoton wachsend ist. 

Zu b). Benutzt man die Rekursionsformel (3.17), so erh~ilt man 

&(z)-Jo l(z)=-J~(z)- -~F-1 (z)<0 
g "~- 

far J" (z) > 0, J ,  (z) > _ 0 und 0 < n z<-= .  Es wird nun mit j~, die erste positive Nuil- 
Z g I[ 

stelle yon J~, (z) bezeichnet. Da J ,  (z) ffir 0__< z < j"  monoton wachsend ist und 
g g g 

1 �9 ., n n 

J~>J~> T + 2  >--2 

gilt (siehe G. N. WATSON [25], p. 486), folgt s n > ~  n--. Da f(z) nach Teil a) des 

Hilfssatzes in (0, jn 1) streng monoton wachsend ist, folgt wegen s~ <j~ 
~f- ~ 5 - 1  

l=l imf (z )<f (z )<f (s~)< 2 fiir O<z<s~. 
n z - . , o  ~. t'l 

Zu c). Mit Hilfe von (3.18) erh~tlt man fiir 

1 
h ( z ) : = -  f(z-----ff ( 0 < z < J ~ - l )  

(z) = z 1-- (z2 + h2 (z) + n h (z)). h' 

Hieraus folgt durch Differentiation 

(3.19) h" (z) = z 1-- (2 z + [2 h (z) + (n - 1)] h'(z)), 

(3.20) h'"(z) = 1 (2 + 2 (h'(z)) 2 + [-2 h (z) + (n - 2)] h" (z)). 
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Fiir 
g ( z ) : = l  f '(z) 1 1 ' 

ergibt sich nun 

g' (z) = ~ (h" (z) ~ - h' (z)), 

(O<z<j. ) 
~-1 

,, 1 g (Z )=zh ' " ( z ) -2g ' ( z ) .  

Ist nun n 1 eine beliebige Nullstelle von g' (z) mit 0 < n 1 <J'~_ 1' dann gilt 

h'(nl)=nl h"(nl) 
und somit wegen (3.19) 

Hieraus folgt mit (3.20) 

und somit 

2+  [2h(nl)+(n-2)] h"(nl)=O.  

h'"(nx)=-~x (h'(n,))2 

da aufgrund der strengen Monotonie von f(z) in (0, j~_ 1) f '  (z)> 0 in (0, j~_ 1) ist. 

Wie im Teil a) des Hilfssatzes folgt wegen 

8 
z-.olimg'(z)=0 und ~--olimg"(z)= (n+2 )2 (n+4)  >0,  

dab g(z) in (0,j~_ 1) streng monoton  wachsend ist, so dab 

2 g ( z ) > l i m g ( z ) = - -  fiir 0 < z < j ,  
z-~O n + 2  z-~ 

gilt. 

Beweis des Satzes. O.B.d.A. sei ~ =0. Es wird nun Satz 1 angewandt und daher 
zun~ichst ffir beliebiges ~e(0, 1] und 

2--n / 
q(x,e)..=lxl-~j,, (J~-i  ((x, ~)~(~ u dl) x [% 1]) 

der Ausdruck p,,(x, e) aus Definition 1 berechnet, q(x, e) wurde dabei so gew/ihlt, 
dab u(x):=q(x,O) L6sung der Randwertaufgabe (3.13) ist und q(x,e)>O in 
{Gx [0, 1 ]}u{Gx(0 ,  1]} sowie q(x, e)eC2(Gx [0, 1]) erffillt ist. Ferner gilt ffir 
G . '=K sogar ffir alle y e d  lim q(x, 0)=0.  

X"~ y 
X,~G 
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Benutzt man die Rekursionsformel (3.16), so erh~ilt man 

(3.21) 

i aik(X)qx,(X, 8) q~k(X' ~) 
i,k= l 

(q (x, $))2 

(22n llxl ' J~- 'Y '~2 ~_ (z) . . .  x~xk 
= - -  " 2, aik(x)--(~ r+~ J, (z) /  i,~; 

Lr-1 

= ~ , ~ ]  J~_, (z) , ,,k=,aik(X)--(X-~" 

Wird wieder die Rekursionsformel (3.16) benutzt und beachtet man, dab ~J"-1 (z) 
der Besselschen Differentialgleichung 

( Jz~_ 1 '~2 
- ~ - T ]  [xl2J "'=_, (z)-+- J~-Xr+~ IxlJ~_ , (z) 

genfigt, so ergibt sich 

(3.22) 

i aik(X)qx,:,k( x, 8) 
i ,k=l 

q (X, S) 

ix_~( n - 2  1 J~-' J~-1 (z)) 
i ,k=l 

~ - 1  

aik(x).. ~ . (2-n n+2) ~, ~=, J. (z) J.~_ ~ (z) 
~--1 

Jn 1 , J" 1 
+ ( n - 1 ) l x l  ~--~-L-~'Js =-~(z)+---7-~lxlJ~-, 

1 J~-z d.(z) ( " ".L xixk\ 
~ k~__ a,k(X)--(~) lxl r + ,  J]_l(z) ,Z=la'i(x)-n, ' 

~.~=laik(,x)-"(~ �9 
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Man erh~ilt nun unter Benutzung der in Hilfssatz 2 erkl~irten Funktionen f(z) 
und g(z) aus (3.21) und (3.22) mit der Definition von p~(x, 5) und mit (3.18) 

/J. 1\2 

n " " ) l  J ~ a,k(X)~+f(z)~= a,i(x 
(3.23) i, i 

=~--~-~] o~ [z2 f Z(z) (g(z)--OO k~= a,k(X)--~+ f (z) ~= a,f(X)] 

= t~ (x ,  5). 
1 

Nach Hilfssatz 2 sindf(z) und g(z) monoton wachsend in (0, j .  1), es g i l t f ( z ) > - -  
2 ~- n 

und g(z) > - s  ~- in (0 , j~_ )  sowie 

t~z J" 
1 ~ - 1  

t~ (rTk-~ zlxl<0" 
Daher folgt 

(t~(x,e))<O fiir alle (x,e)mGx[O, 1] ae 
2 

und ~ ( 0 ,  ~ ] ,  so dab 

inf p~(x, 8)= inf t2 (x, e)= t2 (x, bl) 
O<-e<--bt O<e<_bl 

ist. Da ffir ~e (0 , - f f -~ - ) t2 (x ,O)  genau fiir xEGu~ 1 existiert, sind fiir 

:t~ 0, n+-2- die Voraussetzungen der Folgerung zu Satz 1 erffillt, so dab 

Satz 3 a folgt. 
Ist Du=f(x) elliptisch in G, dann sind ffir ~te(0, 1) wegen der Monotonie 

yon g(z) und 

die Voraussetzungen yon Satz I c erffillt, so da0 die Randwertaufgabe (1.3) mit 
a~(x)-O in G (i= 1 . . . . .  n) unter der Voraussetzung (3.9) h6chstens eine L0sung 

2 
besitzt. Welter folgt aus (3.23) ffir e =  n - ~ -  nach Tell b) und c) des Hilfssatzes 2 

--~--~2 J n --1 2 

Somit ergibt sich (3.11) nach Satz I c. 

13 Arch.  Rat ional  Mech. Anal. ,  Vol. 50 
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Aus (3.21) und (3.22) folgt, falls man  die einzelnen S u m m a n d e n  anders  als 
in (3.23) zusammenfaBt  und (1.2) benutzt,  

(3.24) p~,(x,e)> ep(x) - t  d,,~__l(z) d~_l(z) z 

- < n m a n  f f i r k  Es sei nun  D u = f ( x )  elliptisch in G und D = ~-  m. D a n n  erNilt I~Z~Sn / 2D 1 
- ~. 

und ~e  |0 ,  1 - | ,  wobei  s .  im Hilfssatz 2b  definiert wurde, 
n m j  

(3.25) 
. (  '~_ 1 ~2 0C (m ~ J~(z)De_,(.)) 
=,, r--W: 

mit  einer reellen Zahl  c (n )>0 .  Daher  sind die Voraussetzungen von Satz l c  
erftillt, so dab naeh Satz 1 e die Randwer taufgabe  (1.3) mit  ai(x)=O in G ( i =  1, . . . ,n)  
h6chstens eine L6sung besitzt, falls (3.10) gilt. Weiter  folgt aus (3.24) f/ir s,  > z > 0 

2D 
und ~ = 1 - -  

t im 

z J ,  22 2D p~,(x, 0)=>(-~)(1--~--)(m----~-) = 1-L(J~-xmX,r \(m-'~nD-)) 2' 
2D 

j~ > z > s, u n d c ~ = l - - -  und  aus (3.25) erh~ilt m a n  ffir - ,  - z n m 

/ J ,  \ 2  2D 

) r 
Somit  ergibt s ich naeh Satz 1 c (3.12). 

Weitere nach derselben Methode  wie hier gewonnene Eindeutigkeitss~itze f/ir 
die Diriehletsche Randwer taufgabe ,  insbesondere aueh fiir den Fall, dab  as(x)~-0 
in G i s t ,  ( i =  1, ..., n), f indet man  in [16]. Mit  Hilfe dieser S/itze kann  m a n  eben- 
falls untere Sehranken ffir den kleinsten Eigenwert  21 des Eigenwer tproblems 
(1.4) angeben.  
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