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1. Einleitung

Es sei G ein beschrinktes Gebiet im n-dimensionalen euklidischen Raum
R, (n=2), dessen Punkte mit x=(x,, ..., x,) bezeichnet werden. Auf G seien die
reellwertigen Funktionen a;(x)=a,;(x), a;(x), (i, k=1, ...,n), a(x) und f(x)
definiert und stetig. g(x) sei eine auf G erklirte, stetige Funktion. Dabei wird
mit G der Rand von G bezeichnet.

Es wird nun in G die Differentialgleichung

(1.1) Du=D,u+a(x)u=f(x)

mit
n

n
Diu:= Z aik(x) uxixk+izlai(x) Usy

k=1

betrachtet. Diese Differentialgleichung sei elliptisch in G; sie kann auf Teil-
stiicken von G oder ganz G parabolisch sein. Die Differentialgleichung (1.1)
heiBt dabei elliptisch in G (bzw. elliptisch auf einer Teilmenge von G), falls es dort
eine positive, stetige Funktion p(x) so gibt, daB dort fiir jedes n-tupel von reellen
Zahlen (yy, -+, ¥)

n

12) > au(nnze®Yy?

i, k=1
gilt.
In dieser Arbeit werden mit Hilfe bekannter Verallgemeinerungen des Maxi-
mum-Minimum-Prinzips neue hinreichende Bedingungen dafiir hergeleitet, daB
die 1. oder Dirichletsche Randwertaufgabe

Du=f(x) in G

1.3 u=g(x) auf G
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hochstens eine Losung u(x)eC?(G)n C°(G) besitzt. Die hinreichenden Bedin-
gungen besitzen dabei die Form a(x)<h(x) in G, wobei h(x) eine in G stetige
Funktion ist.

Wird das Eigenwertproblem

Diu+iu=0 in G

(1.4) u=0 auf G

betrachtet, so gilt fiir den kleinsten Eigenwert A, dieses Eigenwertproblems die
Abschitzung
(1.5) A2z infh(x).!
xeG

Daher liefert der Eindeutigkeitssatz fir das Randwertproblem (1.3) zugleich
eine untere Schranke fiir den kleinsten Eigenwert des Eigenwertproblems (1.4).

Viele Autoren setzen bei der Untersuchung der Frage, ob die Randwert-
aufgabe (1.3) hochstens eine Losung besitzt, voraus, dal a(x)<0 in G
oder (1.1) elliptisch in G ist (siche etwa R, COURANT & D. HiLBERT [1], G. HELL-
wiG [4], C. MIRANDA [7] und M. H. ProTTER & H. F. WEINBERGER [18]). In
einer Reihe von meist neueren Arbeiten (siche O. A. Oreinik [8], [9], [10],
A. Genov [2], [3], I. RaiCiNov [22] und S. A. TERSENOV [24]) werden unter ver-
schiedensten Voraussetzungen Existenz-, Eindeutigkeits- und Regularititssitze
fir verallgemeinerte Losungen der 1. Randwertaufgabe bei elliptisch-parabo-
lischen Differentialgleichungen bewiesen. Allen diesen Arbeiten gemeinsam ist
jedoch, daB sie bis auf [24], wo a(x)<0 in G gefordert wird, a(x) <a, <0 mit ge-
eignetem g, voraussetzen. R.S. PHILLIPS & L. SARASON [13] fordern anstelle
von a(x)La,<0in G

2a(x)— Za(x)+ Z a;;(x)<yo<0 in G,
ihi=1

und K. SuzukI [23] ersetzt a(x)<a,<0 in G durch eine schwichere Bedingung
an die Differentialgleichung, fordert dafiir jedoch (p(x))"*eL’, wobei y von »n
abhiingt. M. PiconE untersucht in [14] elliptisch-parabolische Randwertaufgaben
der Art, daB die quadratische Form

n

Z i (X) y; yi—

i, k=1
positiv semidefinit oder positiv definit ist.

M. PICONE zeigt dort unter einer Bedingung, die in vielen Fillen schwicher als
a(x)=0 in G ist, daB die Randwertaufgabe (1.3) hochstens eine Losung besitzt.

1 Man kann auch das allgemeinere Eigenwertproblem
Dyutk(x)(A—a(x)) u=0 in G
u=0 auf G
betrachten, wobei k(x) eine in G definierte, stetige Funktion mit k(x)>0 in G ist. Es gilt dann

L2 mf{a(x)-}— ) }

k(x)

12*
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In [15] wird wie in der vorliegenden Arbeit dieses Ergebnis dazu verwandt, eine
untere Schranke fiir den kleinsten Eigenwert des Eigenwertproblems (1.4) herzu-
leiten. Man erhilt dort als Ergebnis

A.l = gf—-}- 1 min { Z (az)x,(X) i-;l(a“‘)xixk (x)}

xeG

mit d, := sup|x; -~y [.
x,yeG

Ist die Differentialgleichung Du=f(x) elliptisch in G, so wird die Struktur der
Ergebnisse der vorliegenden Arbeit am besten durch ein Resultat von J. PEETRE &
I. A. Rus [12] wiedergegeben. Dort wird bewiesen, dafl die Randwertaufgabe (1.3)
héchstens eine Losung besitzt, falls Du=f(x) elliptisch in G und

a(x)é—a—lz%g in G

ist. Dabei ist K eine positive Konstante und d(x) der Abstand des Punktes x vom
Rand von G. Der Nachteil dieses Ergebnisses ist jedoch, daB eine explizite Be-
rechnung von K dort praktisch nicht méglich ist und sowohl die Koeffizienten
der Differentialgleichung als auch der Rand von G als unendlich oft differenzierbar
vorausgesetzt werden.

Sehr scharfe untere Schranken fiir den kleinsten Eigenwert des Eigenwert-
problems (1.4) wurden in dem Spezialfall D,u:=Au von zahlreichen Autoren
unter verschiedenen Voraussetzungen und nach verschiedenen Methoden erzielt,
so etwa von G. P6LYA & G. SzeGo [17], L. E. PaYne [11], J. HerscH [5], M. H.
PrROTTER [20] und W. HOoOKER & M. H. PROTTER [6]. Das in der vorliegenden
Arbeit erzielte Resultat stellt, was das Prinzip zur Herleitung unterer Schranken
fiir den kleinsten Eigenwert des Eigenwertproblems (1.4) betrifft, in gewisser
Weise eine Verbesserung der Arbeit von M. H. PROTTER & H. F. WEINBERGER
[19] dar.

Eine dem Satz 2 der vorliegenden Arbeit vergleichbare, aber auf anderem
Wege gewonnene untere Schranke fiir den kleinsten Eigenwert, welche sowohl
besser als auch schlechter als die in Satz 2 angegebene untere Schranke sein kann,
findet man fiir

G Q:={x|0<x;<q, i=1, ..., n,a>0}

in der Arbeit von M. H. PROTTER [20]. Fir Ge K:={x| |x| <1} leitet C. Pucci
in [21] untere und obere Schranken fiir den kleinsten Eigenwert des Eigenwert-
problems (1.4) mit a;(x)=0 (i=1, ...,n) in G her. Allerdings macht er die sehr
einschrinkenden Voraussetzungen, welche durch die Beweismethode bedingt

sind, daB ¥ a,,(x)=1 gilt und G zweimal stetig differenzierbar ist.
i=1

Den Teilnehmern des von Prof. Dr. G. HELLWIG geleiteten Kolloquiums zur
Spektraltheorie singulirer elliptischer Differentialoperatoren danke ich fiir wert-
volle Anregungen.
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2. Eindeutigkeitssatz und untere Schranke fiir den kleinsten Eigenwert

Als entscheidendes Hilfsmittel zum Beweis des Eindeutigkeitssatzes wird
folgender Hilfssatz benutzt, dessen Beweis auf einer Verallgemeinerung des be-
kannten Maximum-Minimum-Prinzips beruht.

Hilissatz 1. Die Differentialgleichung Du=f(x) sei elliptisch in G, und es gebe
eine Funktion w(x)e C*(G) so, daf

2.1) w(x)>0 in G, Dw=0 in G

gilt. Dann besitzt die Randwertaufgabe (1.3) hichstens eine Lésung.
Beweis. Siehe M. H. ProT1TER & H. F. WEINBERGER [19], p. 73.
Zur einfacheren Formulierung des folgenden Satzes wird definiert:

Definition 1. Es sei g(x,¢) eine auf Gx[0, f] (B>0 geeignet) definierte
Funktion mit den Eigenschaften ¢(x,&)>0 in {Gx[0, 8]} u{Gx(0, ]} und
q(x,8)e C*(G % [0, B]).

Fiir festes ae(0, 1] und fiir (x, e)e({G x [0, B]} U {G x (0, ]}) mit geeignetem §>0
sowie fiir (x,0)eG x{0}, fir die lim p,(x, &)= :p,(x, 0) existiert, wird dann
die Funktion &0

Z aik(x) qx,-(x, E) qu(x’ 8)

aD,q(x,¢) i k=1
2.2 (%, 8)i= ———2 " (1 —a) -2
@D pna=mTay T @G0y
erklart. Ferner sei fiir be(0, §]
(2.3) By:={x|xeG,0<q(x,0)<b}.

Satz 1. a) Die Differentialgleichung Du=f(x) sei elliptisch in G. Es gebe eine
reelle Zahl K, =0, so dap fiir ein ae(0, 1]

(2.4) p.(x,8)2—K, in Gx[0,B]

erfiillt ist. Gilt dann fiir dieses a, ein be(0, B] und ein b, e(0, B]
pa(x, 0) in G—'Bb

(2:3) a(x)<{ inf p,(x,&) in B,
0Lesh

so besitzt die Randwertaufgabe (1.3) hochstens eine Lésung.

b) Die Differentialgleichung Du=f(x) sei elliptisch in G, und es gebe zu einem
festen ae(0, 1] eine in G x [0, B) definierte, stetige Funktion p,(x, &), welche

(2.6) Pu(%,8)2 Po(x,8) in Gx[0,f]
erfiillt. Ist dann noch
2.7) a(x)<p,(x,0) in G,

so besitzt die Randwertaufgabe (1.3) hdchstens eine Losung, und es gilt fiir den
kleinsten Eigenwert A, des Eigenwertproblems (1.4)

(2.8) A, = infp,(x, 0).

xeG
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c) Die Differentialgleichung Du=f(x) sei elliptisch in G. Fiir ein a€(0, 1] sei

(2.4) erfiillt, und fiir dieses o sei p,(x, £) oder ——— o0
Ist dann

2.9 a(x)<p,(x,0) in G, falls p,(x,0) existiert,

———— stetig fortsetzbar auf G x [0, B].

so besitzt die Randwertaufgabe (1.3) hichstens eine Losung, und es gilt fiir den
kleinsten Eigenwert A, des Eigenwertproblems (1.4)
(2.10) Ay 2 infp,(x, 0).
xeG
a) ist besonders niitzlich, wenn auf dem Rand von G iiberall parabolische
Entartungen vorliegen.

Liegen solche Entartungen nur auf Teilen des Randes vor, so erhilt man durch
eine Kombination von ¢) und ¢) die

Folgerung. Mit T,:={x|xeG, 0<p(x)<b} fir be(0, B gelte fiir ein (0, 1]
und ein be(0, B]:
Es gebe eine reelle Zahl K420, so daﬂ

P(x,8)2 —Ko in Gx(0,5]

—p(—i?)_ stetig fortsetzbar auf (G—T,) x [0, B].

Ist dann fiir ein be(0, B] und ein b, (0, B]

erfilllt ist, und es sei p,(x, €) oder

P.(x,0) in G—(B,nT,), falls p,(x,0)existiert
(2.11) a(x)<{ inf p,(x,e) in B,nT,
0=5esh;

so besitzt die Randwertaufgabe (1.3) hichstens eine Lsung.

Bemerkung. Die Bedingung an a(x) wird besonders schwach, falls es gelingt,
eine Funktion g(x, €) so zu finden, daB sie zusitzlich zu den Voraussetzungen
des Satzes noch die Eigenschaft g(y, 0)=0 fiir alle yeG besitzt; denn dann wird
im allgemeinen fiir alle yeG lim p,(x, 0)=oc0 gelten, falls Du=f(x) elliptisch
in G ist. PP

Beweis des Satzes. Es soll gezeigt werden, daB die in G zweimal stetig differen-
zierbare Funktion

w(x)=(q(x, £))*

mit beliebigem, festem «€(0, 1] und noch geeignet zu bestimmendem, festem
£>0 unter den Voraussetzungen des Satzes | die Voraussetzungen (2.1) von
Hilfssatz 1 erfillt, so daB dann aus Hilfssatz 1 die Behauptung des Satzes folgt.

(2.8) und (2.10) sind namlich klar, da fiir A<p,(x,0) in G bzw. A<p,(x, 0)
in G nur u(x)=0 Lésung von (1.4) ist.
Zunachst erhalt man

Dw,=(—p,(x,e)+a(x))(q(x,e))* firalle xeG.
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Zu a). Es sei be(0, f] fest. Da a(x) und p,(x, 0) stetig in G— B, sind, gilt

g:= min (p,(x,0)—a(x))>0,
xeG=B;

und wegen der Stetigkeit von p,(x, £) in (G— B,) % [0, B] gibt es eine reelle Zahl
£,>0 so, daB

max [ pa(x, 0)— p.(x, )| ¢
(x, €)e(G—Bp) X [0, £2]

ist. Es wird nun e=min (¢,, b,) gewihlt. Dann ist w,(x)>0in G,

Dwzé(— pa(x9 8)+ a(x))(q(x, 3))a
é(_ Pa(x’ 8)+pm(x! 0)—81) (q(x’ 8))a

<(e;—&)(g(x,8)=0 fiiralle xeG—B,
und

Dw,<(=pu(x,e)+ inf p,(x, ) (q(x,e)
o b

Lo

=01

<0 fiir alle xeB,.

Zu b). Analog wie vorher fiir p,(x, &) folgt nun fiir p,(x, &)

63:= min (7, (x, 0)~a(x))>0
xeG

und die Existenz einer reellen Zahl g,> 0 so, daBl

max | f(x, 0)— P (x, 8)|<e;
(x,£)eG %[0, e4]

ist. Wird nun e=¢, gewihlt, dann gilt w,(x)>0 in G und wegen (2.6) und (2.7)

D W,é(— ﬁa(x’ 8)+ a(x)) (q(x’ s))a
§(—ﬁa(x, 8) +ﬁa(xs O)'—83) (q (x, 8))a
S(e3—e3)(g(x,8))"<0 fiiralle xeG.

Zu c). Aufgrund der Voraussetzungen hat p,(x,0) an den Unstetigkeits-
stellen den Wert + oo. Daher ist mit

1
F:={xlxeG,0<———=<b
b { | PXEX0) }

P.(x, e) stetig in G — F, x [0, f] fir jedes be(0, B]. Offenbar gibt es also reelle Zahlen
by und B, mit bye(0, ] und B,e(0, f] so, daB p,(x, )2 max]a(x)| fir alle

xe
(x, g)e Fy, x [0, B,] gilt. Ferner existieren positive, reelle Zahlen g5 und g6 so, dall

&g = min (pa(xs O)_a(x))
xe(’;—:ﬂ;

und

max Ipa(x’ 0)—'pa(x’ 8)] §.85
(x, £)e(G—Fpy) x [0, £6]
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erfiillt ist. Dann folgt mit ¢:=min(gg4, fy) Wie im Beweis zu a)

Dw,<0 fiiralle xeG—F,,
und fiir alle xe F,, erhilt man
Dw,<(—max |a(x)|+a(x))(q(x, &))" <0.

xeG

Der Beweis der Folgerung zu Satz 1 ergibt sich, indem man die Punktmenge T,
in die Punktmengen T, — (B, nT},) und B, T, aufspaltet und dann wie im Beweis
zu Satz 1a vorgeht und bei der Punktmenge G—T, wie im Beweis zu Satz ¢
vorgeht.

3. Anwendung des Satzes auf quader- und kugelidhnliche Gebiete

Es sollen mit Hilfe von Satz 1 konkrete obere Schranken fir den Koeffi-
zienten a(x) hergeleitet werden, welche gewihrleisten, dal die Randwertauf-
gabe (1.3) mit ¢;(x)=0in G (i=1, ..., n) hochstens eine Losung besitzt. Zur Vor-
bereitung des folgenden Satzes werden einige Erkldrungen getroffen.

Definition 2. Man setze

p1(x):= min ay(x), my=minp,(x),
k=1,...,n xeG

p2(x):Z max p(x),

k=1,..,n
wobei mit g, (x) die Eigenwerte der Matrix (a;,(x)) bezeichnet werden;

my:=max p,(x),

xeG
Q:={x|oy<x;<ay+d;; i=1,...,n}
mit
d;:= sup | x;—y;l

x,yeG

und reellen Zahlen o; (i=1, ..., n),

Si: —{xlxeG 0<p(x)£h,0< Hsm( m(x ld- '))g },
G1=={x|xeG, iI:Ilsin (n(xd,- a'))>0},

22
th(x, e):=a(l — occ)pl(x)z Ay cotz(d::_s (xk+§-—ak)>

7,[2

+°‘P1(x)2 @ Te)

tiir alle (x, &)e(Gu G,) x [0, 1], falls oze(O, —i—) gilt, und fiir alle (x, £)eGx [0, 1],

falls a=% gilt. Hierbei ist ce[1, o).
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Satz 2. Es sei @>G.

a) Die Differentialgleichung Du=f(x) sei elliptisch in G, und es gebe eine
reelle Zahl c21 so, daf

3.1) p2(x)Zecp,(x) fiiralle xeG

1
erfiillt ist. Gilt nun fiir ein we (O, ?), ein be(0, 1] und ein b, (0, 1]

(3.2a) a(x)<{ti(x,0) in {G-8;}n{GuUG,}

t2(x,b;) in S,
1
oder fiir A=
(3.2b) a(x)<tl(x,0) in G,

dann besitzt die Randwertaufgabe (1.3) mit a;(x)=0 in G (i=1, ..., n) héchstens
eine Losung.

b) Ist die Differentialgleichung Du=f(x) elliptisch in G und gilt fiir ein be-
liebiges o€ (0, —:—1—) und =2

2 my
(3.3a) a(x)<t!(x,0) in GuUG,
oder fiir a=L ypd =12
m, my
(3.3b) a(x)<tl(x,0) in G,

dann besitzt die Randwertaufgabe (1.3) mit a;(x)=0 in G (i=1, ..., n) héchstens
eine Losung, und fiir den kleinsten Eigenwert des Eigenwertproblems (1.4) mit
a;(x)=0in G (i=1, ..., n) gilt
(ml)z n 71:2

34 A= .
G4 =Tm, & di

¢) Im Spezialfall a,,(x)=0 in G fir i+k entfillt die Voraussetzung (3.1),
und es kann in den in den Voraussetzungen (3.2a) (3.2b), (3.3a) und (3.3b) auf-
tretenden Funktionen t}(x, 0) und t!(x, b,) c=1 gesetzt werden und somit ae(0, 1]
beliebig gewdhit werden. Ferner gilt nun fiir den kleinsten Eigenwert )., des Eigen-
wertproblems (1.4)

n TCZ
(3.5) hEm Y5
k=1 dk

Bemerkung. Folgendes Beispiel soll zeigen, daB die Ungleichung (3.5) in
gewissem Sinne scharf ist. Es sei G=0:={x|0<x;<d,, i=1, ..., n}. Die Eigen-
wertaufgabe

4,u+Au=0 in G
u=0 auf G
n 2 n
besitzt A, = Y. —:}2— als kleinsten Eigenwert und u, (x)=]]sin (g—
i=1 1 i
horige Eigenfunktion. Es ist hier m, =1, so daB fiir dieses Beispiel in (3.5) das
Gleichheitszeichen gilt.

x,-) als zuge-

i i=
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Beweis des Satzes. Zu a). Es sei 0.B.d.A. «,=0 (k=1, ..., n). Dann wird in
Satz 1

qg(x, &)= HSln<d+ (xk+%)> auf Gx[0,1]

gewiahlt. g(x, &) besitzt die nach Definition 1 geforderten Eigenschaften, und fiir
G =0 ist sogar lim ¢(x, 0)=0.
x-G

Man erhdlt nun fir alle (x, e)eGx [0, 1] wegen a;(x)=0 in G (i=1, ..., n)

2 < 2 T 4
pﬂ(x’8)=-a i’kz=1aik(x) (d +8)(dk+8) 0t<d Te (x;+—2“)>
n &
oo ("**7))

+az a,,.(x) @ + 7 cotz(d:Hg (xk+—§—)>

2
n
+ — 3
akzﬁak () (d+2)

(3.6)

Hieraus folgt nun aufgrund der Definition der Funktionen p,(x) und p,(x)

und wegen (3.1) fiir beliebiges ae (0, %]

n 2
o Palx, a)%a(l—ac)/h(x)k;!——————;( d,::-s) cot? <——d,,n+s (xk+%)>
. n 7[2 '
PO L G (9 in Gx[01)

Es gilt offenbar —‘%(t,l(x, £))<0 fiir alle (x,£)eGx[0,1] und ein ae(O, ~lc~],

so daB fiir ein solches o und jedes xeG

inf pa(x’ 8); Inf t; (xa 8)=t: (xs bl)
0=<egh 0gesh
. . 1y , . .. . . 1
ist. Da fiir ae|0, Y t1(x, 0) genau fiir xeGuU G, existiert, sind fiir ae{0, -
wegen Si:=B,nT, die Voraussetzungen der Folgerung zu Satz 1 erfiillt. —
Fiir a=% folgt die Behauptung aus Satz 1b mit (3.7), da p,(x, s):=ti (x, &)
c [4

((x, &)e G x [0, 1]) stetig in G x [0, 1] ist.
Zu b). Ist die Differentialgleichung Du=f(x) elliptisch in G, so ist (3.1) mit

c=—-nr£:i erfiillt. Fiir ae(o, %) folgt dann die Behauptung aus Satz 1c und fiir
1 2
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o =% aus Satz1b, da wegen (3.7)
2

inf p,,, (x, 0)2~——— (m,)” z
xeG g my, =y d
gilt.
Zu c). Im Spezialfall a;,(x)=0 in G fiir i+k (i, k=1, ..., n) folgt aus (3.6)
fiir beliebiges xe(0, 1]

1-— t? n € ; _*——-znz
P.(x,8)=0( tx)z a(x) (d T )7c° dote (x"+_f) +°‘Z (%) (dy+e)
2

>a(1 a)pl(x)z (d;, )2C0t2<dh ( 2))+dpx(x)z (d;;'{‘&) s

so daB die Behauptung sich filir ae(0, 1) nach Satz ic und der Folgerung zu
Satz 1 ergibt. Fiir =1 folgt sie aus Satz 1b, da dann noch

2
inf p, (x, 0)zm, 2

xeG
gilt.
Es wird nun ein weiterer Satz dieser Art bewiesen, der besonders auf kugel-

ahnliche Gebiete zugeschnitten ist. Zur Vorbereitung des Satzes werden einige
Erklirungen getroffen.

Definition 3. Mit J,(z) wird die Besselfunktion 1. Art und p-ter Ordnung und
mit j, die erste positive Nullstelle von J,(z) bezeichnet.

Ferner sei mit xR,
Ki={x||x—%]?<r?, r>0},

Jn
z=z(x,£):= ri; [x—%| ((x,£)eGx[0,1]),

Jn
zo=2(x,0:=2—|x—%| (xeG),

m:=min p(x), m1:=min( min akk(x))’
e xeG k=1,..,n

A= T an0=n 3 an() B TDEEH. (req),

k=1 [x—x|

D:=max|d(x)|,
xeG
2—n

SE:={x|xeG,0<|x—%| 2 J, 1(z(,)gb,0<p(x)§b},
LN

G:={x]xeG, lx—a‘&lgi—"-f,, l(Zo)>0}>
L
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j—;‘—l 2 J;_(Z) 2 n J%(Z)
(r+8) “[{”(1"“)(1" (z)) 7z 7, (z)}
5-1 5-1
n . R J.(2) .
t2(x,e):= =Y a(x) (o= 2) (%~ %) + L3 aii(x)]

ik=1 Ix—’ﬂz z J, (@&
‘2'—1

fiir (x, e)e(Gu G,)x[0,1], (x,&)+(%,0)

jn 2 n
( 7—1) %z a;;(x) fiir (x,8)=(%,0)
i=1

r

fiir ae(0, 1). £2(x, ) ist stetig in (GUG,)x [0, 1].
Satz 3. Es sei KoG.
a) Ist die Differentialgleichung Du=f(x) elliptisch in G und gilt fiir ein

1 . ,
ae(O, m], ein be(0, 1} und ein b, (0, 1]

39) ( {tf(x, 0) in {G=SZn{GuUG,}

. a
t:(x, bl) in Slf,

dann besitzt die Randwertaufgabe (1.3) mit a,(x)=0 in G (i=1, ..., n) hichstens

eine Lisung.

b) Die Differentialgleichung Du=f(x) sei elliptisch in G. Es gelte fiir ein
ae(0, 1)

(3.9 a(x)<t?(x,0) in GUG,,

D .
oder es gelte, falls D §—n— m ist, fiir ein a€ (O, 1 _3—m] und alle xeGU G,

j;—1 2 J%(Zo) J;(Zo) d(x)
(3.10) a(X)<( " ){aﬂ(XHW(a(l—d)p(x) AR )}

z-1

Dann besitzt die Randwertaufgabe (1.3) mit a,(x)=0 in G (i=1, ..., n) hichstens
eine Lésung, und fiir den kleinsten Eigenwert des Eigenwertproblems (1.4) gelten
die Abschiitzungen

jn 2
2"11 '2'—1
> S,
(3.11) Mz . ( - )
und
(3.12) Lz j%“( —30) " urpe
. 1z " m—— ir D==-m.

Bemerkung. Folgendes Beispiel soll zeigen, daB die Ungleichung (3.12) in
gewissem Sinne scharf ist. Es sei G=K:={x|[x|><r? r>0}. Die Eigenwert-
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aufgabe

(3.13) A,u+Au=0 in K

u=0 auf K
j"—-l 2
besitzt ,11=< 2 > als kleinsten Eigenwert und
r

2-n jn
ul(x)=|xaTJ%_l(’T“txl)

als zugehorige Eigenfunktion. Es ist hier m=1 und D=0, so daB fiir dieses Bei-
spiel in (3.12) das Gleichheitszeichen gilt.

Folgerung aus Satz 3. Die Abschitzung (3.11) fiir den kleinsten Eigenwert A,
ist besser als (3.12), wenn die Matrix (a;,(x)) hinreichend stark von der Matrix
(mé,;,) abweicht. Ein Map fiir diese Abweichung ist die Konstante D, so daf die
Abschéitzung (3.11) besser als (3.12) ist, falls

2 nm
D>(1—]/n+2> 2
erfiillt ist.

Zum Beweis des Satzes wird folgender Hilfssatz ben&tigt.
1 e
Hilfssatz 2. a) f(2):= O<z<j, ) ist im Intervall (0,j, )
streng monoton wachsend. ( ) 77! 77!

b) Wird mit s,, die erste posztwe Lisung der Gleichung J (z)— J (z)=0
bezeichnet, so gilt %

(3.14) s, >0 und 1<f)<>  fir 0<zss,.
3 2 n n 3
1 ') . VI |
¢) Es sei g(2): ———f-z—(—) O<z<j, 1). Dann gilt: g(z) ist im Intervall
L

©,j, 1) streng monoton wachsend und

n-

2 . ,

(3.15) g(z)>m fiir 0<z<]%~1

Beweis des Hilfssatzes. Zu a). Unter Benutzung der bekannten Rekursions-
formeln

, _ n 1
(3.16) J;_l(z)——J;(z)+(—2——-l)7J,,_ (2)
und
()= _n
3.17) J%(z)—J%_l(z) P J%(z)
erhilt man

(3.18) f’(z)=%(1+zzf2(z)——nf(z))
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und somit
(D)= = f ()4 Q2 @ +22 f () f (D)= nf (2))

Dabher folgt also, falls mit n, eine beliebige Nullstelle von f”(z) mit ny,e(0, ],, )
bezeichnet wird, !

J"(ng)=2f*(ny)>0,
wenn man j, 1< j. beachtet. f(z) kann somit im Intervall (0, j, 1) als relatives
z-1 7z zZ-

Extremum héchstens ein relatives Minimum besitzen. Wegen

lim f'(z)=0, llmf”(z)——ZT%_—z—)— >0

z—=0 z—0

liegt aber bei z=0 ein relatives Minimum vor, so daB f(z) in (0, ],, ) streng
monoton wachsend ist.

Zu b). Benutzt man die Rekursionsformel (3.17), so erhélt man
J,,(z)—J (z)——J (2)— (—-1) J,(2)<0
7 7

fir J, (2)>0, J,(2)=0 und 0<z§_'2'_. Es wird nun mit j, die erste positive Null-
z z z

stelle von J}, (z) bezeichnet. Da J, (2) fiir 0<z<j, monoton wachsend ist und
7 z z

> > —n—(l+2)>l
I AV 2

gilt (siehe G. N. WATsON [25], p. 486), folgt s,,>%. Da f(z) nach Teil a) des
2

Hilfssatzes in (0, j, 1) streng monoton wachsend ist, folgt wegen s, <j, .
7 z 3

=1imf(z)<f(z)§f(s,,)<£ fir 0<z<s,.
z-0 2z n 2

Zu c). Mit Hilfe von (3.18) erhdlt man fiir

h(z2):=— O<z<j, )
-1

1
f(2)
h’(z)=% (z22+h*(2)+nh(2)).

Hieraus folgt durch Differentiation

(3.19) h”(z)=—;—(22+[2h(z)+(n—1)] h'(2)),

(3.20) h”’(z)=% Q+2(h' @) +[2h(2) +(n—2)] ' (2))-
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Fiir
=L S@ L 1N 1y :
(0= s () SO <<

ergibt sich nun

g @)= (" @2=H ()
g (D= H" (D5 (2)

Ist nun s, eine beliebige Nullstelle von g’ (z) mit O0<n, <j, ¥ dann gilt
L3

W (n)=n,h"(ny)
und somit wegen (3.19)

24[2h(ny)+(n—2)]h" (n,)=0.
Hieraus folgt mit (3.20)
h"'(n1)=—,,2T(h'(nl))2

und somit
2 _ 1 1rr - 2 ’ 2 __ f,(n ) 2
g ("1)—n—1h (nl)_;f(h (ny))*=2 (71-17'2—(171‘)-) >0,

da aufgrund der strengen Monotonie von f(z) in (0, j, 1) f(>0in (0, j, 1) ist.
z- z-
Wie im Teil a) des Hilfssatzes folgt wegen

L N 8
limg'(z)=0 und limg (z)=(n+2) 13 >0,

z—0 z—0

daB g(2) in (0, J, 1) streng monoton wachsend ist, so dafy
-

. 2 .. .
g(z)>£1_{r(1)g(z)—m— fir 0<z<]i'r—1

gilt.

Beweis des Satzes. O.B.d.A. sei x=0. Es wird nun Satz 1 angewandt und daher
zunéchst fiir beliebiges (0, 1] und

2—n jn
q(x,e)==sx|TJ;_l<r’;; le) (s )e(GU €)% [0, 1])

der Ausdruck p,(x, €) aus Definition 1 berechnet. g(x, &) wurde dabei so gewihlt,
daB u(x):=g(x,0) Losung der Randwertaufgabe (3.13) ist und ¢(x, &)>0 in
{Gx[0, 13 u{G x (0, 1]} sowie g(x, &)eC*(Gx [0, 1]) erfiillt ist. Ferner gilt fiir
G:=K sogar fiir alle yeG lim g(x, 0)=0.

Xy
xeG
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Benutzt man die Rekursionsformel (3.16), so erhilt man

n

Z aik(x) qxi(x! 8) qu(xa 8)

i, k=1

(a(x, &)
[(2-n 1 ]{;—1 J%—x(z) 2z X X
321 ‘( 7 Tal T J%_l(z)>i,kz, )Tt

'i;-—l 2 J(Z) 2 n
=<r+s) ( (z)).él )Tt

Wird wieder die Rekursionsformel (3.16) benutzt und beachtet man, daf J (z)
der Besselschen Differentialgleichung -t

j;—l 2 ) j—;—l
(—) x| J, x|J,_(2)
r+e 71 r+e z-1

+<( Jrz;a‘ )2 Ix|2— (%_1)2> 5 (2)=0

Z aik(x) qxixk(xa 8)

genligt, so ergibt sich

_ k=1
q(x, )
" { fne2 1z, @
=i,kz=1aik(x)6ikm—< 2 x| r+e J;—I(Z))
n . 1 2_ 2
+i,k§;la,-k(x) T;TZ e {( n)4(n+ )J;_I(Z)
(3.22) Ja_ Jn_
+(n—1) x| —s IJ’ @
j;—l 2 2 n 2
+((_r+s) IxI —(—2-—1) )J%—I(Z)}
1 jn 4 J (Z) n n X; X
X r+8 J (z) (Za,,(x) 4 Z;‘ aik(x)—|}_|£‘—)

r+e J =1

Jn 2 n
~1 X; X,
+( : ) 2 w00 Tt
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Man erhilt nun unter Benutzung der in Hilfssatz 2 erklarten Funktionen £(z)
und g(z) aus (3.21) und (3.22) mit der Definition von p,(x, &) und mit (3.18)

Jn_ N2
(3.23) . ’;laik(x)%—-l-f(z);la“(x)]

— j%‘l : 242 < Xi Xy -
~(+55) |71 OEE-9 3 a5 1@ T 0]

=1g(x, 2).
Nach Hilfssatz 2 sind f{(z) und g(z) monoton wachsend in (0, j, 1), es gilt fi (z)>—,11—
2 . , . z
und g(z)> a3 in (O, ];_1) sowie
Jj
oz -1
2= <
de (r+s)7|xl=0'
Daher folgt

—;s— (t2(x,£))<0 fiiralle (x,2)eGx[0, 1]

. 2
und ae(O, n—+2]’ so daB

inf p,(X,8)= inf tf(x,a)=tf,(x, bl)
0=e<bh, 0=<e=5b;

2
ist. Da fir ae (O’n_ﬁ] tf(x,O) genau fiir xeGuG, existiert, sind fiir

2
o:e(O, _n?] die Voraussetzungen der Folgerung zu Satz 1 erfiillt, so daB

Satz 3a folgt.
Ist Du=f(x) elliptisch in G, dann sind fir «e(0, 1) wegen der Monotonie

von g(z) und
s,
lim g(——|x|)=l
x| -r d

die Voraussetzungen von Satz I ¢ erfiillt, so dall die Randwertaufgabe (1.3) mit
a;(x)=01in G (i=1, ..., n) unter der Voraussetzung (3.9) héchstens eine Losung

2
besitzt. Weiter folgt aus (3.23) fiir x= ") nach Teil b} und ¢) des Hilfssatzes 2
jn 2
2m -1
> 2
P;i_z(X,O)=n+2< " )

Somit ergibt sich (3.11) nach Satz Ic.

13 Arch. Rational Mech. Anal., Vol. 50
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Aus (3.21) und (3.22) folgt, falls man die einzelnen Summanden anders als
in (3.23) zusammenfafit und (1.2) benutzt,

Jn_ N2 (@) 5,
(3.24) pa(x,e)g<f;;> { PO+ ()(a(l ) p(%) 5 ()+a d(x))}

Es sei nun Du=f(x) elliptisch in G und D <— m. Dann erhilt man fiir j ],, >z28,

2D 2 -1 - 7
und oe (O, 1 —Wn—] , wobei s, im Hilfssatz 2b definiert wurde,
» z
.In 2 Jn (Z)
1 2 _p(2_L
P.(x,8)2 ( +s> oz{m+J’l (z)D<n s,,)}
7-1 )

(3.25)

j % -1 2 J (Z )
>
=< . ) <m+ T ( ; Dc(n))
2-
mit einer reellen Zahl c¢(n)>0. Daher sind die Voraussetzungen von Satz 1c
erfiillt, so daB nach Satz 1c¢ die Randwertaufgabe (1.3) mit¢;(x)=0in G (i=1,...,n)

hoéchstens eine Losung besitzt, falls (3.10) gilt. Weiter folgt aus (3.24) fiir s, >z>0
z

unda—l—ﬂ
nm

s (=38 (o) (52 ()

2D
und aus (3.25) erhdlt man fiirj, >zZs,unda=1———-
i 1 7z nm

pasz(222) (122 e L (B (n- 2))

Somit ergibt sich nach Satz 1¢ (3.12).

Weitere nach derselben Methode wie hier gewonnene Eindeutigkeitssitze fiir
die Dirichletsche Randwertaufgabe, insbesondere auch fiir den Fall, daB a,(x)£0
in G ist, (=1, ..., n), findet man in [16]. Mit Hilfe dieser Sitze kann man eben-
falls untere Schranken fiir den kleinsten Eigenwert A, des Eigenwertproblems
(1.4) angeben.
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