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Majoration en temps petit de la densité
d’une diffusion dégenérée
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Résumé. Nous majorons en temps petit le logarithme de la densité d'une
diffusion dégénérée a laide d’une distance semi-riemanienne. Nous obte-
nons ainsi par une méthode purement probabiliste, basée sur le calcul de
Malliavin [K-S] et la théoric des grandes déviations [A], des résultats
généralisant en partie ceux obtenus par Varadhan dans le cas non dégénéré

[V].

Summary. We give upper-estimates of the logarithm of the density of a
degenerate diffusion by means of a semi-degenerate Riemannian distance. By
a probabilistic method, we generalise a part of Varadhan’s results about
density of non-degenerate diffusion [V].

Introduction

Le théoréme de Hormander [H] permet de montrer que le semigroupe associé
au générateur:

L= X +X,

(SN
™M=

i=1

possede une densité C*®, dés que l'algébre de Lie engendrée par les champs de
vecteurs X; est égale a tout I'espace.

Si I'on veut estimer en temps petit la densité p,(x, y) de ce semi-groupe, on
est d’abord tenté d’adapter les méthodes utilisées dans le cas non dégénéré: a
des degrés divers, elles reposent sur la méthode de la paramétrix [V; A et al.],
Iutilisation de méthodes probabilistes permettant ultérieurement d’obtenir des
résulats plus fins [B]. Adapter cette méthode au cas dégénéré implique I'utili-
sation de diffusions invariantes & gauche sur les groupes de Lie [R-S].

Ceci permet a Sanchez [Sa] de mettre en évidence la majoration suivante:

dz —-N
(2xt, ) A 1) e

P, 1)< C(N) ( 0.1)
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Or le résultat le moins fin obtenu dans le cas non dégénéré [ V] est:

lim 21 Log (p,(x, y)) = —d*(x, y). 0.2)

t—0

L’objet de cet article est d’améliorer le résultat de Sanchez, et de montrer
que dans le cas dégénéré, on a encore:

lim 2¢ Log (p,(x, y) £ —d*(x, y). (0.3)
t—0

A cette fin, nous utilisons une méthode probabiliste.
Nous remercions J.M. Bismut qui a bien voulu nous aider dans notre
travail.

Enoncé et preuve du théoréme principal

Considérons des champs de vecteurs X;, (i=0,...,m), C® sur RY dont toutes
les dérivées de tout ordre sont bornées.

On sait que 'on réalise le semi-groupe associé a L par intermédiaire de la
solution de I’équation différentielle stochastique suivante:

dXtZ 'Zl Xi(xt)dwi + Xo(xz)dt
- (1)

X=X,

dw; désignant la différentielle de Stratonovitch de m mouvements browniens
indépendants entre eux.

Supposons enfin quen tout point de R? Palgébre de Lie engendrée par les
champs de vecteurs X,, (i=1,...,m), est égale a IR% Ceci implique que x,
posséde pour tout t>0 une densité C* notée p,(x,y). Ceci implique aussi que
'on peut définir une distance semi-riemanienne sur R

On dit en effet, suivant [Sa], qu'un chemin lipschitzien y paramétré par
[0, p], & valeurs dans IRY, est sous-unitaire, si en presque tout ¢:

pour tout ¢ de R? ic1

Cette définition garde un sens sur les variétés.
On pose alors:

d{x, y)=1Inf{p/il existe un chemin sous-unitaire y tel que
7(0)=x et tel que y(p)=y}. (3)

Il résulte de [B], chap. 1, que I'application (x,y)—d(x, y} est définie continue
sur R? xR
De plus, si 'on modifie 1égérement la démonstration de [A], p.98, on

obtient: o
m2tLog( [ px,2)dz)<— Inf d*(x,2) (4)

=0 lz—ylse lz—yl<e
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uniformément en (x, y) sur tout compact de R?xIR% dés que l'on fixe un réel
arbitraire ¢>0.
L’objet de cet article est de démontrer le théoréme suivant:

Théoréme 1. Pour tout multi-indice d’entiers (&), on a uniformément sur tout
compact K de R x R?:

o

“‘*pt(x9 Y)

lim2r Log ( 5y

-0

)g—#mw. (5)

Nous avons d'abord besoin de prouver une version non locale de ce
théoréme.

Notons #,(x) I'ensemble des crochets de Lie, pris en x, d’ordre plus petit
que #, construits & partir des champs X, i=0.

Proposition 1. Supposons qu’il existe n et C>0 tels que:

Inf ¥ (Y(x),f>*>C>0. (6)

I f1l=1;xeR9 Yeof, (x)

Pour tout multi-indice d’entiers (o), on a:

(@)

_‘—pt(x7 y)

lim 2t Log ( 5y

t—0

)g—ﬂww (7)

uniformément sur tout compact K de R* x R“

Preuve. Rappelons les résultats suivants dont la démonstration se trouve dans
[K-S].
Pour tout multi-indice d’entiers («), il existe un entier N(a} et un réel C(a)

tels que: @

Sup

xelR4; yelR4

Wpt(xg y)‘é C(o()t—N(a). (8)

Pour tout ¢>0, il existe un réel C(g)>0, un réel C(x), et un entier N(x) tels

que: -

= P, )

Su PR

xeR9|x—yp|=¢

ga@rwkm[—%g} ©)

Comme la fonction (x, y) —»d?(x, y) est continue, on peut trouver un réel >0
tel que pour tout (x, y) de K, on ait, dés que |z—y|<y:

d*(x, y)<d*(x, 2) +e. (10)

D’apres (4), on peut alors trouver un réel ¢, tel que pour tout (x, y) de K, tout
t, tel que 0<t, <t, on ait:

2 —
S )= | pJ%szgwp[*iﬁiﬂ—f} (11)
1

ly—zi=n

Soit un compact K, x K, de RYxR* contenant K. Posons:

Jz(x’ .V):]Rdi'

X

., (x, z)dz. (12)
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Drapres la majoration exponentielle de [S-V], on a:

(13)

T2, 9)=P{x, eK,} < Cexp [‘M]

2t,
avec:
A(x, K,)=inf |x—y[% (14)
yeK2
Comme la distance semi-riemannienne (x, y) > d(x, y) est continue en (x,y), il
suffit de choisir K, assez grand pour que:
CA(x,K,)= Sup d*(x,y)+¢ de facon & ce que:

(x,y)ekK
d*(x,y)+e¢
Jr(x, y)Sexp [——-(Ty)—] (15)
1
Enfin, on peut supposer que:
(R —Kj)n {z/lz—y|<n} =0. (16)
(9) implique:
8@
J3(x, y): j Wp[—tl(za y) dz
Ka—fz/lz—ylsny |9V
Cln)
< ——]. 17
_eXp[ 2(t_t1)] (17)
Soit un r¢el ¢, plus petit que ¢.
Drapres la formule de Kolmogorov, on a:
o@ 2@
@mpt(x: y): § ptl(xo Z)mpt‘h(z, y)dZ (18)
]Rd

Décomposons cette derniere intégrale en trois intégrales: l'une sur {z/|z
—y| <9}, Pautre sur RY—K,, la derniére sur K, —{z:|z—y|<#n}. On obtient:

5
0y px, )’)l <J,(x,y) Sup

lz—ylsy

()
prc) P s, (3, y)‘

2@ ‘

HRteD 2 oy b

+Js(x,y) Sup  p,(x,2). (19)

zeKa; lz—y|>n
Choisissons N tel que:

NC(p)> Sup d?*(x,y)+e. (20)

x,y)eK

t
Posons t —t, =N (8), (9), (10), (12) et (14) impliquent que:
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)_§ _dz(x,yi—e 1)
1

N

__ @
}iné 2t Log (‘ 30 p.(x, )

uniformément en (x, y) appartenant & K.

Nous devons maintenant localiser le résultat de la proposition 1.

Si (x, y) décrit un compact K de R? xR x décrit un compact K’ de R%

Revenons aux champs de vecteurs initiaux X, (i=0, ..., m), qui ne vérifient
pas nécessairement la condition uniforme de Hormander (6).

Introduisons Ia boule de centre O et de rayon R. Notons la B(O,R), et
supposons que R est assez grand pour que B(O, R) contienne K.

Introduisons d champs de vecteurs supplémentaires X;  (i=1,...,d), nuls
sur B(O, R), et tels que:

1) Pour tout multi-indice (a), pour tout i:

o

Ee) = C(w). (22)

Sup Sup

xeR? R> 1

Xi,R(x)

d
i) Si x| =2R, la forme quadratique Y, (X, g(x),.>* est égale A I'identité.
i=1
Introduisons enfin d mouvements browniens supplémentaires w;, (i
=1, ...,d), indépendants des mouvements browniens initiaux.
Considérons la solution xp , issue de xeK' de Iéquation différentielle de
Stratonovitch:

m d
dxy = _Zl X(xg, Jdw; + _Zl X, p(xg, )dw; + X o(x%,Jdt

Xg,0=X. (23)

Enfin, posons:
A(K', R)= Inf [lx =yl (24)

xeK’, y¢B(O,R)
On a la proposition suivante:

Proposition 2. x}, , posséde une densité C* py ,(x, y) si t>0.
De plus, pour tout multi-indice («), il existe une constante C qui ne dépend pas
de R, une constante C((2), R) et un entier N((«), R) tels que:

0w (o) ,
SupSup 5@ P V) =5 G Pl Y)
A(K', R
< C((2), Ryt~ N R exp [—g—(zt—’—)—] (25)

Preuve.py ,(x, y) existe et est C® en y deés que t>0, car la famille de champs de
vecteurs X;, X, p (i=0) vérifie la condition de Hérmander.

Soit un multi-indice (). On peut trouver grice au calcul de Malliavin des
variables aléatoires P (o) et B{x, R) telles que:

ELf®0x) = (g, JI=ELf (x)B(@) —f (xy, ) B (o0, R)]. (26)
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Notons T(R) le temps d’arrét inf {z; x,¢ B(0, R)}.
D’apres les résultats de [B] ou de [K-S]:

P(a)=P (o, R) si t<T(R).
De plus, on a évidemment:

X, =Xg, si t<T(R).
Par ailleurs, d’aprés [K-S7], on a:

Sup E[|B()> + |/ (& R)*]1 < C'(@), R)¢ =N (-0 27
xeK’

pour une constante C'((®),R) et un entier N'((x), R) bien choisis. D’ou le
résultat, grice a la major ationexponentielle de [S-V7.

Nous pouvons maintenant achever la preuve du théoréme 1.

Remarquons en effet que la famille de champs de vecteurs X, X, g, i=%0,
vérifi¢é la condition uniforme de Hormander (6). On peut donc appliquer la
proposition 1 & pp (x,y). Par ailleurs, si R est assez grand, CA(K’,R) est

nettement plus grand que Sup d?(x, y), et la distance semi-riemannienne entre
(x,y)eK

\ \

X, ¥, (x,y) appartenant a K, calculée a partir de la famille de champs de
vecteurs modifiée, coincide avec celle calculée & 'aide de la famille de champs
de vecteurs initiale.

II ne reste plus qu’a appliquer (25).
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