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R~sumfi. Nous majorons en temps petit le logarithme de la densit6 d'une 
diffusion d6g6n6r6e /t l'aide d'une distance semi-riemanienne. Nous obte- 
nons ainsi par une m6thode purement probabiliste, bas6e sur le calcul de 
Malliavin [K-S] et la th6orie des grandes d6viations [A], des r6sultats 
g6n6ralisant en partie ceux obtenus par Varadhan dans le cas non d6g~n6r6 
[V]. 

Summary. We give upper-estimates of the logarithm of the density of a 
degenerate diffusion by means of a semi-degenerate Riemannian distance. By 
a probabilistic method, we generalise a part of Varadhan's results about 
density of non-degenerate diffusion [V]. 

Introduction 

Le thdoreme de H6rmander [HI permet de montrer que le semigroupe associ6 
au g6n6rateur: 

L=i x +Xo 
i=1 

poss6de une densit6 C ~176 d6s que l'alg6bre de Lie engendr6e par les champs de 
vecteurs X ies t  6gale/t tout l'espace. 

Si l 'on veut estimer en temps petit la densit6 pt(x, y) de ce semi-groupe, on 
est d 'abord tent6 d'adapter les m6thodes utilisdes dans le cas non d6g6n6r6: /L 
des degr6s divers, elles reposent sur la m6thode de la param6trix IV; A e t  al.], 
l'utilisation de m6thodes probabilistes permettant ultdrieurement d'obtenir des 
r6sulats plus fins [B]. Adapter cette m~thode au cas d6g6n6r6 implique l'utili- 
sation de diffusions invariantes/t  gauche sur les groupes de Lie JR-S]. 

Ceci permet / t  Sanchez [Sa] de mettre en 6vidence la majoration suivante: 

[d2(x, y) )-u pt(x,y)<C(N) [ ~ / ~  1 t -~. (0.1) 
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Or le r6sultat le moins fin obtenu dans le cas non d6g+n6r6 [V] est: 

lira 2t Log (pt(x, y))= -d2(x,  y). (0.2) 
t~O 

L'objet de cet article est d'am61iorer le r6sultat de Sanchez, et de montrer 
que dans le cas d6g6n6r6, on a encore: 

lim 2t Log (p,(x, y)) < - d  e (x, y). (0.3) 
t ~ 0  

A cette fin, nous utilisons une m6thode probabiliste. 
Nous remercions J.M. Bismut qui a bien voulu nous aider dans notre 

travail. 

R. L e a n d r e  

Enonc6 et preuve du th6or~me principal 

Considhrons des champs de vecteurs Xi, ( i=0  . . . .  , m), C | sur F, d, dont toutes 
les d6rivdes de tout ordre sont born4es. 

On salt que l'on r6alise le semi-groupe associ6 fl L par l'intermhdiaire de la 
solution de l'6quation diff6rentielle stochastique suivante: 

dx~= ~ Xi(x,)dw i + Xo(x,)dt 
i= ~ (1) 

Xo =X~ 

dw i d~signant la diff6rentielle de Stratonovitch de m mouvements browniens 
ind~pendants entre eux. 

Supposons enfin qu'en tout point de 1R e l'algebre de Lie engendr6e par les 
champs de vecteurs X~, ( i= 1 . . . .  , m), est 6gale /t R ~. Ceci implique que x, 
poss4de pour tout t > 0  une densit6 C ~ not4e p,(x, y). Ceci implique aussi que 
l'on peut d6finir une distance semi-riemanienne sur Re. 

On dit en effet, suivant [Sa], qu'un chemin lipschitzien 7 paramhtr6 par 
[0, p], g valeurs dans Re, est sous-unitaire, si en presque tout t: 

m 

(9(0, 4) 2 < ~ (X,(7(t)), ~)2 (2) 
i = 1  

pour tout { de R e. 
Cette d~finition garde un sens sur les vari6t6s. 
On pose alors: 

d(x, y)=Inf{p/il  existe un chemin sous-unitaire 2 tel que 
y(0)=x et tel que 7(p)=y}. (3) 

I1 r6sulte de [B], chap. 1, que l'application (x, y) --+ d(x, y) est d6finie continue 
sur IR d x IR d. 

De plus, si l 'on modifie 16g~rement la d6monstration de [A], p. 98, on 
obtient: 

li--m2tLog( 5 p , (x , z )dz )<-  Inf d2(x,z) (4) 
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uniform6ment en (x, y) sur tout compact de IRa x IRa, d6s que l'on fixe un r6el 
arbitraire e > 0. 

L'objet de cet article est de d6montrer le th6or+me suivant: 

Th6orbme 1. Pour tout multi-indice d'entiers (cO, on a uniform(ment sur tout 
compact K de IRa x IRa: 

lira 2t Log ~ p t ( x , y )  < -d2(x,y).  (5) 
t ~ 0  

Nous avons d'abord besoin de prouver une version non locale de ce 
th6or6me. 

Notons d , (x )  l'ensemble des crochets de Lie, pris en x, d'ordre plus petit 
que n, construits/t  partir des champs X~, i 4= 0. 

Proposition 1. Supposons qu'il existe n et C > 0  tels que: 

Inf ~ < Y ( x ) , f ) 2 > C > O .  (6) 
II f II = 1 ; x e ~  a r ~ s C . ( x )  

Pour tout multi-indice d'entiers (a), on a: 

lim 2t Log ~ p t ( x , y )  < -dZ(x ,y)  (7) 
t ~ O  

uniformOment sur tout compact K de IRa x IRa. 

Preuve. Rappelons les r&ultats suivants dont la d6monstration se trouve dans 
[K-S]. 

Pour  tout multi-indice d'entiers (c0, il existe un entier N(e) et un r~el C(c0 

tels que: I 0 (~3 l 
Sup ~-Z~,(~) P,(X, Y) N C(o0 t-N(cO. ( 8 )  

x~a~; y~a~ oy 

Pour tout e>O, il existe un rael C(e)>O, un r6el C(~), et un entier N(~) tels 
que: 

Sup ~ p,(x, y) < C(e)t -u(~) exp [ - ~ / - j .  (9) 
xelRa Ix - Yl >- 

Comme la fonction (x, y )~d2(x ,  y) est continue, on peut trouver un r6el ~7>0 
tel que pour tout (x,y) de K, on ait, d6s que I z -y l< t l :  

d 2 (x, y) <,t2 (x, z) + (10) 

D'apr& (4), on peut alors trouver un r6el t o tel que pour tout (x, y) de K, tout 
t I tel que 0 < t l < t  o on  ait: 

Jl(x,Y) = S pt,(x,z)dz<=exp[ d2(x 'Y)-~] .  (11) 
ly_zl__<, 2tl 

Soit un compact / (~  x / (2  de IRa x IR a contenant K. Posons: 

f (121 
N, a - K 2  
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a v e c :  

D'apr6s la majoration exponentielle de IS-V], on a: 

Ja(x' Y)=P{x'~ e~2} < C exp [ CA(x'K2)] 
= 2tl 3 (13) 

A(x,/(2)= inf ]Ix-yll 2. (14) 
yei~2 

Comme la distance semi-riemannienne (x, y)--+d(x, y) est continue en (x, y), il 
suffit de choisir/(2 assez grand pour que: 

CA(x, ff~2)> Sup d2(x,y)+~ de fagon fi ce que: 
(x, y)~K 

J2(x,y)<exp{ d2(x'Y)+~]. (15) 
2t~ 

Enfin, on peut supposer que: 

(16) 

(9) implique: 

(F. ~ - g ~ ) c ~  { z / I z - y [  <n} =~. 

(17) 

8(~) p~_. (z, y) dz J3(x,Y) = ~ < 
X2-{z/Iz-rl=~} Y 

c(u) ]. 
<exp 2 ( t _ t l ) j  

Soit un r6el t~ plus petit que t. 
D'apr6s la formule de Kolmogorov, on a: 

(18) 
~(~) Cq(~) 

ay(~ ) p,(x, y)=a,~ pt~ (x, z) ~y(~) p,_. (z, y)dz. 

D6composons cette derni~re int6grale en trois int6grales: l'une sur {z/[z 
-Yl <q}, l'autre sur ~ d - / ( 2 ,  la derni6re s u r / ( 2 - { z :  Iz-yl  <tl}. On obtient: 

__8(~) 8(~) y) 
~v(~; pt(x, y) <dl(x, y) Sup 

+Jz(x, y) Sup 8(~) y) 

+J3(x, y) Sup p,~(x, z). (19) 
zeN2; I z - y l  >n 

Choisissons N tel que: 

NC(t/)> Sup d2(x,y)+a. (20) 
(x,y)~K 

t 
Posons t - t  1 = ~ .  (8), (9), (10), (12) et (14) impliquent que: 
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[[ ~(") ~ d2(x,Y) - ~  
lim 2t Log ~ ~v~ pt(x, y ) ] < (21) 
t-~o _ _  1 _ L  

N 
uniform6ment en (x, y) appartenant/t  K. 

Nous devons maintenant localiser le r6sultat de la proposition 1. 
Si (x, y) d6crit un compact K de IR a x ~a, x d6crit un compact K' de IRe. 
Revenons aux champs de vecteurs initiaux Xi, (i= 0, ..., m), qui ne v6rifient 

pas n6cessairement la condition uniforme de H/Srmander (6). 
Introduisons la boule de centre O et de rayon R. Notons ]a B(O,R), et 

supposons que R est assez grand pour que B(O, R) contienne K'. 
Introduisons d champs de vecteurs suppl6mentaires Xi, R (i=1, ...,d), nuls 

sur B(O, R), et tels que: 
i) Pour tout multi-indice (~), pour tout i: 

6~(a) 
~ta~Sup RSup> ~ ~x(~) Xi, n(X) < C(c O. (22) 

d 
ii) Si [[x{[ >2R,  la forme quadratique ~ (X~,R(X),.) 2 est 6gale fi l'identit6. 

~=1 
Introduisons enfin d mouvements browniens suppl6mentaires w'~, (i 

= 1, ..., d), ind6pendants des mouvements browniens initiaux. 
Consid6rons la solution x~, t issue de xeK '  de l'6quation diff6rentielle de 

Stratonovitch: 

dX'R,t= Xi(x'R,t)dwi+ 2 Xi, R(XR, t)dw'i+Xo(X'R,t)dt 
i=1 i = l  

x~, o = x. (23) 

Enfin, posons: 

A(K', R)= Inf I]x -yJl 2. (24) 
x~K', yCB(O,R) 

On a la proposition suivante: 

Proposition 2. X'R, t possOde une densitO Coo Pg, t( x, Y) s i t > O. 
De plus, pour tout multi-indice (~), il existe une constante C qui ne d@end pas 

de R, une constante C((~), R) et un entier N((~), R) tels que: 

Sup Sup y ) - ~  p~,,(, 
x~K. ,~ad v~ p ' ( x '  

[ CA(_K',R)] (25) < C((~), R) t-N((~),R) 
exp [ 2t ]" 

Preuve.p'R,t(x, y) existe et est C oO en y d+s que t>0 ,  car la famille de champs de 
vecteurs Xi, Xi, R (i4=0) v6rifie la condition de H6rmander. 

Soit un multi-indice (c 0. On peut trouver grfice au calcul de Malliavin des 
variables al6atoires P~(e) et Pt(e, R) telles que: 

E (C~ (a) x '  . [ f  , ) - f  ( R,,)] =E[f(xt)Pt(~ R)]. (26) 
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Notons T(R) le temps d'arr& inf{t; xtCB(O, R)}. 
D'apr6s les r6sultats de [B] ou de [K-S]: 

Pt(c0 = Pt'(e, R) si t<T(R). 

De plus, on a 6videmment: 

xt =x'R,t si t <  T(R). 

Par ailleurs, d'apr6s [K-S], on a: 

Sup E [IP~(~)I 2 + IP/(~, R)l 2] < C'((a), R)t-N' (~,, R) (27) 
xEK' 

pour une constante C'((cO, R ) et un entier N'((~),R) bien choisis. D'ofl le 
r6sultat, grfice/t la major ationexponentielle de [S-V]. 

Nous pouvons maintenant achever la preuve du th6or~me 1. 
Remarquons en effet que la famille de champs de vecteurs X~, X~,R, i 4: 0, 

v&ifi6 la condition uniforme de H6rmander (6). On peut donc appliquer la 
proposition 1 ~t p'R,,(x,y). Par ailleurs, si R e s t  assez grand, CA(K',R) est 
nettement plus grand que Sup d2(x,y), et la distance semi-riemannienne entre 

(x, y)~K 
x, y, (x, y) appartenant ~t K, calcul6e ~t partir de la famille de champs de 
vecteurs modifi6e, coincide avec celle calcul~e ~t l'aide de la famille de champs 
de vecteurs initiale. 

I1 ne reste plus qu'/l appliquer (25). 
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