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Kombinationsresonanz und Instabilititsbereiche zweiter Art
bei parametererregten Schwingungen mit nichtlinearer Dampfung

Von P. Hagedorn

Ubersicht: Bei parametererregten Schwingungen mit nichtlinearer (kubischer) Dampfung wird der Reso-
nanzfall untersucht, in dem die Erregerfrequenz gleich der Summe zweier Eigenfrequenzen der ungedimpften
freien Schwingungen ist. Dazu wird die erste Niherung der asymptotischen Methode nach Bogoljubow und
Mitropolski beniitzt. Bei der Stabilititsuntersuchung der trivialen Losung ergibt sich ein kritischer Fall, in
dem das Stabilitdtsverhalten mittels eines von Salvadori angegebenen Verfahrens nach der zweiten Methode
von Ljapunow untersucht wird. Es zeigt sich dabei im besonderen, dafl die nichtlineare Didmpfung eine Erwei-
terung der Instabilititsbereiche zur Folge hat, dhnlich der, die im Falle linearer Ddmpfung eintritt, wie Schmidt
und Weidenhammer nachgewiesen haben.

Summary ¢ In this paper, parametrically excited vibrations with nonlinear (cubic) damping are examined for
that case of resonance in which the exciting frequency is equal to the sum of two of the natural frequencies of
free undamped vibration. Here, the first approximation according to the asymptotic method of Bogoliubov
and Mitropolski is used. The stability investigation indicates a critical case, which is solved by Liapunov’s
second method by use of a procedure given by Salvadori. It is particularly shown that nonlinear damping causes
widening of the instability regions similar to that shown by Schmidt and Weidenhammer for the case of linear
damping.

1. Einleitung. Bei einer Vielzahl von mechanischen Schwingungsproblemen wird man auf
Systeme von Differentialgleichungen mit periodischen Koeffizienten gefiihrt. Diese konnen oft als
eine Verallgemeinerung der Mathieuschen Differentialgleichungen angesehen werden. Meitler [1]
entwickelte erstmalig eine ausfiihrliche und allgemeine Theorie der dabei auftretenden Instabili-
titen, wobei von Dimpfungskriften abgesehen wurde. Schmidi und Weidenhammer [2] unter-
suchten spiter den EinfluB der linearen Dampfung auf die Instabilitétsbereiche und stellten dabei
fest, daB die Dampfung die Instabilitdtsbereiche zweiter Art nicht nur verkleinern, sondern auch
erweitern kann. Instabilititsbereiche zweiter Art sind diejenigen, bei denen die Erregerfrequenz
eine Linearkombination zweier Eigenfrequenzen des ungedimpften linearen Systems ist. Man
spricht deswegen auch von Kombinationsresonanz, womit ganz allgemein das Resonanzverhalten
in der unmittelbaren Nachbarschaft einer solchen ,kritischen Frequenz‘ bezeichnet wird.

. Um Instabilititsbereiche zweiter Art aufzuweisen, mufl das mechanische System also minde-
stens zwei Freibeitsgrade besitzen. Wenn die Bewegungsgleichungen in den Hauptkoordinaten
geschrieben werden, nehmen sie die Form

%t owix +e(—bxcoswttex)=0, (1a)
Xy + 22y - & (—byx; cOs W+ ey %p) = 0

an, wo w, und w, die Eigenfrequenzen! der ungeddmpfien freien Schwingungen darstellen,  die
Erregerfrequenz, b; und b, die Erregerkonstanten, und e, und ¢, die linearen Dampfungskoeffizienten,
Der Faktor ¢ ist klein und bestimmt die GréBlenordnung der Dampfungs- und Erregungsglieder.
Die einfachste kritische Frequenz zweiter Art des Systems (1 a) ist wy = ; - wy; Abb. la gibt den
entsprechenden Instabilitdtsbereich an [2, 3]. In dem schraffierten Bereich ist die ,,Nullage* des
. mechanischen Systems, d. h. die triviale Losung x, = %, = &; = %, = 0 von (la), instabil. Wenn
statt der kleinen zu & proportionalen Diémpfung konstante Dimpfungskoeffizienten angenommen
werden, konnen wir anstelle von (1a)

Xt olx, fex —ebaycoswt=0, (1b)
Ko+ iy + 3% — by xy cOs T =0

schreiben. Instabilitit tritt dann erst oberhalb bestimmter ,,Schwellwerte® ¢ = g, ein, d. h."die
»Erregerkraft® muf} einen bestimmten Mindestwert iiberschreiten, damit die Nullage instabil wird

(Abb. 1b).

1 Eigentlich miite hier und auch spiter immer ,,Kreisfrequenz* anstelle von ,,Frequenz® stehen.
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Die ,,destabilisierende” Wirkung der Ddmpfung wurde nicht nur bei parametererregten Schwin-
gungen, sondern auch bei Bewegungsgleichen mit konstanten Koeffizienten und nichtkonservativen
Lasten mehrfach nachgewiesen [4]. Der Ausdruck ,,nichtkonservativ* wird in diesem Zusammen-
hang fiir Kriifte beniitzt, die eine Funktion der Lagekoordinaten sind, jedoch kein verallgemeinertes
von der Zeit abhiingiges Potential aufweisen; im besonderen werden die ,,Folgelasten® oft einfach
so bezeichnet.
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Abb. 1. Erweiterung der Instabilitdtsbereiche durch lineare Dampfung;
a) Dampfungskoeffizienten proportional zu ¢; b) konstante endliche Dampfung.

Soweit bekannt wurde jedoch bisher noch nicht untersucht, ob dieses Verhalten nur die lineare
Diampfung kennzeichnet, oder ob bei nichtlinearer Ddmpfung ein dhnliches Verhalten nachgewiesen
werden kann. Bei parametererregten Schwingungen gibt es zwar Verdifentlichungen iiber die
Mathieugleichung mit nichtlinearer Dampfung [6, 7, 8], doch nicht iiber ein entsprechendes System
von Differentialgleichungen; Untersuchungen dariiber sollen hier angestellt werden.

In dieser Abhandlung wird der Einflufi der nichtlinearen Dimpfung auf die stationdren Lésun-
gen und deren Stabilitit untersucht, und zwar in der Nachbarschaft der einfachsten kritischen Fre-
quenz zweiter Art (0 = @, + @,). Die Bewegungsgleichungen sollen in den Hauptkoordinaten des
mechanischen Systems geschrieben werden, mit zusétzlichen kubischen Dimpfungsgliedern, so
daB sie jetzt die Form

¥+ wix fe(—bx,coswt e x + ¢l aad) :0,} (Lo

Xy b iy + & (—bya;cos i+ ey, + )+ ayxl) =0

annehmen. Dabei sind ¢; und ¢, die Konstanten der kubischen Dampfung und a; und a, die Koeffi-
zienten zusitzlicher kubischer Riickstellglieder; die restlichen Konstanten haben die schon erklarte
Bedeutung. Fiir die Differentialgleichungen (1¢) ohne die kubische und nur mit linearer Dampfung
gibt es eine Reihe von mechanischen Beispielen [5]. Die lineare Dampfung stellt jedoch im Prinzip
eine recht willkiirliche Annahme dar, die meist nur zur Erleichterung der Rechnung dient; die An-
nahme einer nichtlinearen Diampfung diirfte physikalisch mindestens ebenso gerechtfertigt sein.
Als mechanisches Beispiel mit kubischer Dampfung seien hier nur die Biegeschwingungen eines
stiahlernén Balkens genannt, bei denen. die Diampfung nach Bolotin [9] in der Form

D = —y |&[ sgn (%) @)

geschrieben werden kann, wo e Werte zwischen 2 und 3 annimmt. Es soll hier jedoch nicht ein
bestimmtes mechanisches Beispiel untersucht werden, sondern allgemeiner der Einfluf} einer nicht-
linearen Dimpfung.

Bei den folgenden Untersuchungen wird die erste Niherung der asymptotischen Methode nach
Bogoljubow und Mitrepolski [10] angewendet, die bekanntlich mit ,,gemittelten* Differentialglei-
chungen arbeitet. Darunter sind Gleichungen zu verstehen, bei denen gewisse Glieder iiber eine
Schwingungsperiode gemittelt wurden.

2. Die ,,gemittelten‘ Differentialgleichungen im Resonanzfall ¢ =y -} wy. Als erstessoll das
System dimensionslos gemacht werden. Zu diesem Zweck fithren wir gemaf3

wt=T1 (3)

-3
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eine dimensionslose Zeit ein. Die Ableitungen nach der transformierten Zeit v werden nicht mehr
durch einen Punkt, sondern durch einen Strich dargestellt:

. , dg dg

Da die Stabilitit der Losungen in der Nihe der kritischen Frequenz ¢, untersucht werden soll,
schreiben wir

w =0yl —1), (5)

wobei A ein kleiner Faktor von der Grofenordnung von ¢ ist und die Abweichung von der kritischen
¥requenz kennzeichnet. AuBerdem werden noch folgende Abkiirzungen eingefithrt:

w b e a
K, =2, B=22, C=¢Kuo, BE=%, 4=-"1_
1 » 1 » 1 1 87 Wy s 1 ’ 1 P
Wo K; o} Wy wj Ky (6)
W, b e a
K,=-2 =t C,=1¢ Ko E, =2, Ay =2,
2 wov 2 sz% 9 2 2 B9 Wo » 2 wy” 2 w% K2

Wenn jetat in (1) fiir @ der Ausdruck (5) gesetzt wird, erhalt man mit den Abkiirzungen (6) und
unter Vernachlissigung der Grofien, welche klein von zweiter Ordnung sind, das System

x + K2 (1 -|~2ﬂ)x1+8(— B, K x, cos 7 + E| x; —{—%xﬁ —}—Allef) =0,
' (7)
x, + K2 (1 +2l)x2—{—£(— B, K, x, cos T - E, x, -f—%x? +A2K2xg) =0.

2
Nach der in der asymptotischen Methode iiblichen Weise wird jetzt in der ersten Naherung die
Transformation

%, = Quv) - sin [K; 7 + 4(v)] » %y = Qo(7) - sin [Ky 7 + Py(7)] } (8) -
x; = K, Qy(r) cos [K, v + ,(7)] %y = K Qyfr) cos [Ky 7 + 94(7)] '

eingefithrt. Dabei sind Q,(1), Qs(z), %4(z) und Py(7) ,Jangsam* verinderliche Variable, was man ja
auch daraus ersieht, daf} in (7) die Stérungsglieder klein sind. Wenn man in (8) die Ausdriicke fiir
dx;/dt mit x; vergleicht, dann ergibt sich sofort

St =—0Qtgg ud Qd,=—Q;tgq, 9

wobei ¢, = Kt + 9,(z) und g, = K, 7 + 95(7) gesetzt ist.
Mit dem Ansatz (8) und unter Beriicksichtigung von (9) folgt aus (7) das Differentialgleichungs-
system

Qi =—21K,Q;sing; cos g 4 & (B Q, cos g, sin g, cos T —
— E, Qg cos?q, — C; Q% costq; — A, Q3 sin g cos qy) ,
Q= — 21 K, Qy sin gy cos g, + & (B, Q; cos gy sin gy cos 7 —
- Ey Q5 cos® gy — G5 Q5 cos* g, — A, sin gj cos gy)
Q9. =24 K, Qysin*q +&(— B, Qysing, singycos 7 +
+ E; Qysin gy cos q; + G, Qf sin gy cos® gy + 4, (f sin'qy) ,
Q0 =22 K,Q,8in2q, + & (— B, Q, sin g, sin g, cos 7 +-
-+ E, Qy sin gy cos g5 + €, Q3 sin g, cos® g, + A, Q3 sin? q,) .

Da Q,, Q,, ¥, und ¥, nur langsam veriinderlich sind, werden jetzt in den rechten Seiten von (10) die
‘Winkelfunktionen durch ihre zeitlichen Mittelwerte ersetzt, wobei die ¢; konstant gehalten werden.
Fiir den einfachsten Instabilititsbereich zweiter Art, der hier untersucht werden soll, hat man

(10)

K,+ K, =1, bzw. w,=w,+w,. (11)

Die dafiir geltenden Mittelwerte der Winkelfunktionen sind aus Tabelle 1 zu ersehen.
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Tabelle 1. Miutelwerte von Winkelfunktionen

Funktion Mittelwert

sin g; €os gy, sin g, os gy
sin® g, €08 4y, sin® g, cos g, 0
sin g, cos® q;, sin ¢, cos® q,

sin g, cos ¢; cos T I
sin g, cos g, cos T 7 5 (9 + )

sin? q; cos T
sin 2g, cos T

— % cos (&, 4 &)

sin? g, sin? q9 1
cos? g, cos? g, 2
sin? q;, sin? g, 3
cost gy, cost g, 0

Die gemittelten Differentialgleichungen, welche die erste Niherung nach der asymptotischen
Methode darstellen, schreiben sich in der Form

, B . E 3
Q) =2 Qusin (9, + 9y — 552 0 — 55 €08,

. B, . E 3 .
Qi =2 Qusin (9 + 00 — 20— - G 0E,
(12)
9, =AK, Q + 55 B+ 0y) + 25 4, Q8
Q9 LK 0, + ) Qy cos (9 + ) + 3 101

’ ¢ B 3¢
Q0 =1 K,y 05 ‘—4201‘305 (D) + ) + —8“—'4203-
Dieses System ist autonom. Es besitzt aufler der trivialen Lésung Q;= Q,= 0 = konst. auch
noch andere, nichttriviale Lésungen, von denen die sogenannten stationiren Losungen besonders

wichtig sind. Die letzteren sollen zuerst untersucht werden. Da dann @, £ 0, 0,54 0 vorausgesetzt
wird, kénnen wir mit ¢ = &, 4 &, statt (12) auch

, &B . ¢ E. 3¢
01:—4‘—102511”9”‘ 101 ClQi’

, B . E
Q=" 09— 220, - 22,03, (13)

o2 (LB LB ot - 2 (4,04 4,00
schreiben. Aus (13) werden anschliefend die nichttrivialen stationdren Lésungen berechnet. Da
(13) nur noch aus 3 gekoppelten Differentialgleichungen besteht, haben wir gewissermaflen durch
die Mittelung einen halben Freiheitsgrad eliminiert. Die Tatsache, dal wir & = 9, -+ ¥, gesetzt
haben, ist dabei nicht wesentlich, denn wenn Q,(t), Qy(t) und #(z) bekannt sind, konnen in (12)

¥4(t) und y(z) durch einfache Quadraturen bestimmt werden. In (13) miissen natiirlich Q,(z) und
Q.(7) immer verschieden von Null sein.

3. Die nichtirivialen stationiiren Liésungen. Als stationdr wird hier eine Losung bezeichnet,
fiir die

Q, =Qy =konst. , Q, = @y, = konst. , & =Y, = konst. (14)
ist. Wenn man diese Gréfen in (13) einsetzt, wobei die Ableitungen verschwinden, erhilt man
2B Qysindy —4E Qg —3C 0 =0, (15)
2By, Qpsindy —4E;Qy —3C,0Q% =0, (16)
1t (%3, 20 B) cosdy 4+ 3 (4,01 + 4 02) = 0. an
4 Qlﬂ Q20

7*
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Aus (15) und (16) ergibt sich die Beziehung zwischen Q,, und Q,,, und damit folgen aus (17) die beiden
Funkitionen Q,y(4) und Q,,(4). Da 4 die Abweichung der Erregerfrequenz w von der kritischen Fre-
quenz v, angibt (5), sind dies die Frequenz-Amplituden-Beziechungen, und ihre graphische Darstel-
lung ergibt die Resonanzkurven.

Wenn nur lineare Dampfung vorhanden ist, d. h. wenn €, = G, = 0 ist, so erhilt man

Q0 l/E1 B,

x20 18

0w VBB, 18)
Bo\ e ¢ R B ( B E-;) 41 E E,
Bl) 19 j: 4 VBI B2 1/?2 + E . 1 — B, B, . (19)

B, und B, miissen hierin dasselbe Vorzeichen aufweisen. Bei Kriften, die von einem verallgemeiner-
ten, von der Zeit abhiingenden Potential hergeleitet werden konnen, ist dies stets der Fall; (18) und
(19) gelten jedoch auch fiir nichtkonservative Erregerkrifte, sofern nur die Vorzeichen von B; und

und

=24+ 4,2

¥, 2
(/]
B=454; /T
. /
stabil
— — — Jnstabi/ 9y /

W+l

Abb. 2. Resonanzkurven bei linearer Dampfung.

B, gleich sind. Eine weitere Voraussetzung fiir die Giiltigkeit von (18) und (19) ist, daf} beide
Dampfungskoeffizienten grofer als Null sind. Abb. 2 zeigt entsprechende Resonanzkurven, mit
der Annahme 4,, 4, > 0. Der Anschaulichkeit halber sind @, und Q,, hier und in den folgenden Ab-
bildungen in Abhingigkeit von der Frequenz w dargestellt, mit 0 = (w; + w,) (1 — 4). Die Glieder
(A1 + A4, E Bz) Q3%,, baw. ( 1 gg §1 4+ 4 ) 02, bestimmen dabei die Neigung der strichpunktierten
Mlttelhmen Die Lage der Velzwelgungspunkte auf der w-Achse hingt nur ven E,, E,, B, und B,,
jedoch nicht von 4; und 4, ab.

Dieser Fall ist schon von Leiss [11] ausfiihrlich untersucht worden, und zwar nach der 1. und
2. Niherung der asymptotischen Methode. Aus (19) ist' zu ersehen, dal} nichtiriviale stationire
Lésungen nur méglich sind, sofern B, B, > 4 E, E,ist, d. h. sofern die Erregerkrifte einen bestimm-
ten Mindestwert iiberschreiten.

Wenn keine lineare, sondern nur kubische Démpfung auftritt, d. h. wenn E, = E, = 0 ist,

erhilt man statt (18), (19)
Q20 ’ / Cl BZ 20
QIO C2 Bl ( )

C,. B, _ c12 G.B . 9C ,/G, B
L R (LSS T 2 SN 1>V ke, e

Aus (21) folgt, daBl die Resonanzkurven in der ersten Niherung geschlossen sind (Abb. 3), wobei

L L
ng]/% Bl /6B g 02031/33_ 1B }/CB 22)

¢ V6B, A ol X
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gilt. Nichttriviale stationire Losungen sind jetzt fiir beliebig kleine Erregerkrifte stets vorhanden,
Auch hier miissen die Vorzeichen von B, und B, gleich sein, und die kubische Dimpfung mul} in
beiden Gleichungen in (1c) auftreten. Die Neigung der diesmal nicht eingetragenen Mittellinien
hiangt von (A + 4 l/g g ) Q3%,, bzw. von (A Vg ﬁl —l—Az) 2, ab. Wie im Falle linearer Damp-
fung zeigt es sich auch be1 kubischer Dampfung, daB die Koeffizienten der nichtlinearen Riick-
stellkrifte 4, und A, keinen EinfluB auf die Lage der Verzweigungspunkte auf der - bzw, w-Achse
haben.

Bei gleichzeitiger Wirkung von linearer und kubischer Dampfung treten an die Stelle von (18),
(19) bzw. (20), (21) etwas kompliziertere Ausdriicke. Die Resonanzkurven sind jedoch wieder in
erster Naherung geschlossen und entsprechen im wesentlichen denen mit nur kubischer Dampfung,
wobei jedoch die Lage der Verzweigungspunkte ausschheﬁhch durch die Koeffizienten der linearen
Dimpfung bestimmt wird.

4. Die Stabilitit der nichtirivialen stationiiren Losungen. Es soll jetzt die Stabilitit der oben
betrachteten stationiiren Lésungen untersucht werden, wobei der Ljapunowsche Stabilititsbegriff
zugrunde gelegt wird. Im Fall linearer Dimpfung wurde diese Untersuchung in der 1. Niherung
schon in Sonderfillen von Mettler [12] und Benz [13], und in der 2. Niherung von Leiss [11] durch-
gefithrt. Dabei zeigte es sich, dall der obere Ast der Resonanzkurve stabil und der untere Ast
instabil ist (Abb. 2). Dariiber hinaus wird jetzt die Stabilitit der stationidren Lésungen im Falle
kubischer Dimpfung untersucht, wenn keine lineare Dampfung vorhanden ist. Wir setzen in (13)

E,=E =0, 01:01o+61= 022020‘—{’—@_2» 02790‘{“57 (23)
wo 61, 62 und 9 die Abweichungen von den stationiren Lésungen angegeben. Auf diese Weise
erhalten wir ein Differentialgleichungssystem fiir die ,,Stérungen, das nach Linearisierung in
Q. 0, und 9 die Form

, 9 ~ B, . = B =
Qi =— TS C, 0% 0y +§—4—1s1n190-02 +%‘1005ﬁ0'020191

, e B, . = 9¢ - B =
Qg————4~2—s1n190-01~? G 0% Q2 +ffcosﬂo"2mﬁ,

24
5,_“832 BQz\) 19 38_4 0. ()
=Tl Bg) s+ 1 00| 0 +
—i-[a (QB;z_Bzgéo)0051%“'-3[6142@20}62 —( 810+B gzo)smﬁo'ﬁ
annimit,

An Hand des linearen Systems (24) kann die Stabilitit der stationiren Lésungen nach dem
Hurwitz-Kriterium untersucht werden. Dabei wird in (24) der Ansatz

=pev, @_2:‘829”, 75:133@” (25)
gemacht, woraus dann die charakteristische Gleichung
VA Ayy 43 =0 (26)
folgt. Darin ergeben sich unter Beriicksichtigung von (15}, (16), (17) und (21) folgende Ausdriicke:
B,
.41:—— (C + G CB) 27
. CB) 9 C3/C, B Vc132
Ay =¢ Qm[ CCVCB+64(1+02]/ oB) amlcs \BlVeE, B
I 22 )2 _3_ C1B2 s Y E_C_% CzB1
+ € 010 16 (Al Bl + AZ B2) ]/ l 1 10 Y B2 _C‘Tl"'l?z ° (28)
27C3 G B
— g3 ()8 e 122 ) —
43_8010 643 (ZIBVCBl)

— 'C, B,
F e 0 3‘?: C, B, (A1 V C2 !

4 —
/G, B, oY 9 Ct 1/C, By
B, - A2 ] G, Bl) Vl Qw 4 B} ]/C1 B, ° (29)
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Das obere Vorzeichen in (28) und (29) entspricht dem oberen Vorzeichen in der Gleichung (21) der
Resonanzkurve.

Das Hurwitz-Kriterium liefert die hinreichenden und notwendigen Bedingungen dafiir, daB die
charakteristische Gleichung (26) nur Wurzeln mit negativem Realteil aufweist. Ist das der Fall,
so ist die triviale Losung @, = 0, Q, = 0, ¢ =0 des linearisierten Systems (24) asymptotisch stabil.
Aus den Ljapunowschen Sitzen wissen wir aber, dafl die asymptotische Stabilitdt der trivialen
Losung des linearisierten Gleichungssystems fiir die Stabilitdt derselben Losung des vollstindigen
Gleichungssystems hinreichend ist. Ist die triviale Losung des linearisierten Systems nur schwach
stabil, d. h. ist der Realieil mindestens einer Wurzel der charakteristischen Gleichung gleich Null,
wobei jedoch keine Wurzel einen positiven Realteil aufweisen darf, so kann an Hand der linearisier-
ten Gleichungen keine Aussage iiber die Stabilitit der trivialen Lésung des vollstindigen Gleichungs-
systems gemacht werden. Zur Stabilitdtsuntersuchung miissen dann auch noch Glieder hoherer
Ordnung hinzugezogen werden, was die Rechnung auBerordentlich erschwert. Man spricht dann
von einem , kritischen Fall“. Wenn mindestens eine Wurzel der charakteristischen Gleichung einen
positiven Realteil aufweist, so ist die triviale Losung des vollstindigen Systems instabil.

Im vorliegenden Fall liefert das Hurwitz-Kriterium die Stabilitdtsbedingungen

A, >0, (30) A;>0 @31 und A Ay — A3 > 0. (32)

Wihrend (30) immer erfiillt ist, zeigt eine einfache Zwischenrechnung, daf (31) zwar fiir das untere
Vorzeichen immer erfiillt ist, fiir das obere Vorzeichen jedoch nur, wenn die Ungleichung

/ 2
(a2 m)
Qlo = "9 2= (33)

9
ac(m+ s )2 g) LB ]/%% (V2% + 4 )/al)
gilt. Die Ungleichung (32) gilt ebenfalls immer fiir das untere Vorzeichen in den Ausdriicken 4,
und A;; auBerdem gilt sie auch fiir das obere Vorzeichen, fiir mindestens alle Werte von Q,,, die die
Ungleichung (33) erfiillen, wie sich mit einer im Prinzip recht einfachen, jedoch miithsamen Zwischen-
rechnung zeigt. Aus der Diskussion der Hurwitzschen Bedingungen (30), (31), (32) kann man dem-
nach entnehmen, daf die oberen Aste der Resonanzkurven immer stabil sind, wihrend die unteren
Aste nur stabil sind, solange die Werte von Q;, der Ungleichung (33) entsprechen.

[ QZ A0
! shibil
o~ jnstabi/ /
stabif /
— — — jpstabi] I/
%fzwegmym/zkfel
—— 2
w, H w,

Abb. 4. Stabilititsverhalten der trivialen Losung bei
linearer (und evtl. zusitzlicher kubischer) Dimpfung.

Abb. 3. Resonanzkurven bei kubischer Dampfung.

Aus der Frequenz-Amplituden-Beziehung (21) 1aBt sich der Wert von @,y bestimmen, fiir den
die Resonanzkurve eine zur A- bzw. w-Achse senkrechte Tangente aufweist; dazu geniigt es d1/dQ,,
gleich Null zu setzen. Vergleicht man den so errechneten Wert mit der vierten Wurzel der rechten
Seite von (33), so stellt man fest, daB} beide Ausdriicke identisch sind. Daraus ist zu entnehmen,
daB der untere Ast der Resonanzkurve oberhalb des Punktes mit lotrechter Tangente stabil und
unterhalb dieses Punktes instabil ist (Abb. 3). Wegen (20) gilt dasselbe fiir die Resonanzkurve

von Qg
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Mit zunehmenden Dampfungskoeffizienten und mit abnehmenden nichtlinearen Riickstell-
gliedern wandert der Grenzpunkt zwischen den stabilen und instabilen stationidren Losungen in
Abb. 3 nach unten, so daB schlieBlich die ganze Resonanzkurve stabil wird. Das ist auch bei
A, = Ay = 0 immer der Fall.

Es sei noch erwiihnt, daB kein kritischer Fall eintritt, da niemals Wurzeln mit verschwindendem
Realteil vorhanden sind, auler fiir den Punkt mit lotrechter Tangente. Wurzeln mit Realteil Null
kiénnen nur auftreten, wenn A; A, — Ay = 0 ist.

5. Die Stabilitiit der trivialen Losung. Es soll jetzt die Stabilitit der trivialen Losung @y = @, =
= 0 = konst. untersucht werden. Dazu wird in (12) die vor Leiss [11] erwiihnte Substitution

¥y = Qycos )y, Yo = Qyco8 ¥y, (34
7 =Qsind, 3 =(Qysind, )
vorgenommen, wodurch man das System
3";:_E1y1 +0-— lel-}_i;;lzz_vlyl(yl &) — lzl(y1+z1),
Y= 0 — _2y2+Ezz1— Aoy — Coyy (y3 -+ 55) — A % (¥: + 2) . (35)
z{:lly1+1?1y2—E1zl+ 0 —C %01+ )+A1y1(y1‘|“51)9
% :§2y1 + Ay, + 0 — E % — C %, (¥; -+ ) ‘(’Az}’2(y2 + %)
erhilt. Dabei stellen die iiberstrichenen Griofen folgende Abkiirzungen dar:
Z1=/1K1’ _1=§EB’19 E:%Yla Z12’38*8"‘11»
] (38)
Ay =41 K;, Bzzgfza Ezzsfz'a Z2:%1‘12-

Die Stabilitit der trivialen Lésung Q, = @, = 0, baw. y; =y, =2z =z, =0, wurde im Fall
E £ 0, E,# 0, C; = C, =0, also am nur linear gedampften System, schon von Leiss [11] be-
handelt. Das dort erhaltene Ergebnis stimmt erwartungsgemil iiberein mit der von Schmids und
Weidenhammer [2] anf anderem Wege abgeleiteten Aussage. Aus dem linearen Teil von (35) ergab
sich bei Leiss mit dem Hurwitz-Kriterium, daB die triviale Losung instabil ist fir

. << VBB, (V% + %) ]/1 A (37)
: 1/ 1 P2
und asymptotisch stabil ist fir ’
¢ o (1/F E, 4 E,E,
V.\[>Zl/Ble( £t E)Vl— BB (38)

Die Stabilitst der trivialen Losung von (35) a0t sich auBer fiir

A:i{—;/BTB—z(VE /Ez)]/ 1o (39)

im ganzen Frequenzbereich an Hand der linearen Glieder entschelden, da die Wurzeln der charak-
teristischen Gleichung immer einen von Null verschiedenen Realteil aufweisen.

Aus (37), (38) und aus der Frequenz-Amplituden-Beziehung ersieht man, daB die triviale Losung
gerade innerhalb des Bereiches instabil ist, der durch die Verzwelgungspunkte auf der w-Achse

begrenzt wird (Abb. 4). Das gilt auch noch, wenn C; 5% 0, Cys£ 0, sofern lineare Dampfung vor-
banden ist; allerdings wurde fiir diesen Fall keine exp11z1te Frequenz Amplituden-Beziehung an-
gegeben. Bei nichtverschwindender linearer Dampfung werden also die Grenzen des hier betrach-
teten Instabilitdtsbhereiches immer durch (39) angegeben. Der Instabilitdtsbereich verschwindet,
wenn 4 E, E, > B, B,. Auflerdem erkennt man an (39), daB} die lineare Dimpfung den Instabilitats-
bereich einschrinken oder auch erweitern kann, worauf Schmidt und Weidenhammer [2] zum ersten
Mal hingewiesen haben (Abb.1). Wenn man in den Ausgangsgleichungen (1c) von einer kleinen
konstanten Ddmpfung ausgeht, die nicht von ¢ abhingt, so nimmt der Instabilitdtsbereich die in
der Abb. 1b gezeigte Form an. Man sieht, daB8 Instabilitit dann erst oberhalb eines bestimmten
Schwellwertes ¢ == ¢, eintreten kann. Das Stabilititsverhalten ist also bekannt fiir den Fall, in dem
lineare Dampfung vorhanden ist.
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Als niichstes soll die Stabilitit der trivialen Lésung untersucht werden, wenn die lineare Damp-
fung verschwindet, d. h. wenn E; = E, = 0 ist. Dazu wird im linearen Teil von (35)

yy = '“1121“{‘322’
y; = B 9% — }\,2 g 5 (40)
n=ly+ By >
2= Byy; + Ao
wieder :
=per, Yo =P €7, n=per, . m=per (1)
gesetzt, woraus sich die charakteristische Gleichunng
Mt (] + R — 2B, By + (bl — B By =0 (42)
ergibt. Die Wurzeln dieser biquadratischen Gleichung kénnen explizit angegeben werden:
1 _— — — — = —= — Pm— — =
V=1 7" 1/(2 BB~ — %)+ V@B By— & — 2 — 4 (idy— B, By . (43)
Aus (43) ist zu entnehmen, daf} stets Wurzeln mit positivem Realteil existieren, wenn
@B, B, — 2 — 1) —4(Jp— B, By <0 ist , (44)
also wenn
i <5 VBB, ist; (45)

d. h. die triviale Losung ist instabil fiir -Werte, die die Ungleichung (45) erfiillen. Dies gilt nach
den Ljapunowschen Sitzen auch, wenn das Gleichungssystem aufler den linearen noch beliebige

nichtlineare Glieder aufweist. Diese Aussage behilt demzufolge ihre Giiltigkeit auch fiir C,; 5 0,
Co5#% 0, 4,5~ 0, 4, 0.
Wenn
@B B,— BB — 4y~ B BR=0 s, "~ (46)
148t sich leicht zeigen, dafl zwei Paare rein komplexer konjugierter Wurzeln vorhanden sind. Das
bedeutet, daB3 fiir 4 2% Vﬁ und fiir A << — % VBTBz die triviale Losung schwach stabil ist, sofern
in (35) die Glieder héherer Ordnung wegfallen. Falls in (35) die Glieder hoherer Ordnung nicht ver-

£2
schwinden, so kann man an Hand der linearisierten Gleichungen fiir 2 =7 B, B, nichts iber die
Stabilitit aussagen. Iiir

A> % [/BTB; und fiir A< — % [/B1 B, (47)

tritt somit der ,.kritische Fall* ein, und fiir die Stabilititsuntersuchung der trivialen Losung miissen
in (35) die Glieder héherer Ordnung hinzugezogen werden. Abb. 5 zeigt, daB der Instabilitdts-
bereich, der sich mit E; = E, = 0 aus den linearisierten Gleichungen ergibt, stets innerhalb des
Bereiches liegt, der auf der o- bzw. A-Achse durch die Verzweigungspunkte begrenzt wird. Im
Grenzfall C; B; = C, B, stimmen beide Bereiche iiberein.

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung (42) sollen im kritischen Fall mit + i7, und
7 i v, bezeichnet werden, wobei »; und », reell und positiv sind und den Ausdriicken

le
&

V—lV(fi§+E§~ 2B, B) + VG + 72— 2B, By — 4 (ida— By By,
- - _ S— - — (48)
= VB +E—2BB) VR R— 2B B — 4G BB

Y =

entsprechen.

Im kritischen Fall mufl die Stabilitdt mittels der zweiten oder direkten Methode von Ljapunow
untersucht werden. Diese beruht auf der ,,Konstruktion® einer Ljapunowschen Funktion, wofir
es jedoch keine allgemeingiiltigen Regeln gibt. Verschiedene Autoren haben versucht, die Kon-
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struktion der Ljapunewschen Funktion zu mechanisieren, wobei jedoch immer mehr oder weniger
willkiirliche Ausnahmen gemacht werden miissen; die Erfahrung und Ubung in der Losung solcher
Aufgaben spielt dabei eine grundlegende Rolle. Es sei hier nur die ,,Methode des veriinderlichen
Gradienten® erwihnt (Hahn [14]), welche im besonderen von Szegé [15, 16] systematisch weiter-
entwickelt wurde. Die Untersuchung der Stabilitiit der trivialen Losung von (35) nach dieser oder
dhnlichen Methoden ist jedoch auBerordentlich mithsam, wenn nicht ganz undurchfiithrbar. Die
bekannten Beispiele fiir diese Methoden entsprechen im allgemeinen bedeutend einfacheren Dif-
ferentialgleichungen.

Es existieren jedech auch andere systematische Untersuchungen fiir einzelne kritische Fille,
von denen einige bis auf Ljapunow zuriickgehen. Fiir ein mechanisches System mit zwei Freiheits-
graden sind fiir den kritischen Fall mit zwei Paaren konjugiert komplexer Wurzeln Untersuchungen
von Malkin [17] und von Salvadort [18, 19, 20] bekannt. Beide Methoden gelten fiir nichtlineare
Systeme, bei denen die nichtlinearen Glieder in Form einer Potenzreihe geschrieben werden kiénnen,
und sind deswegen auf unseren Fall anwendbar. Malkin transformiert zuerst mittels einer linearen
Transformation die Matrix der linearen Glieder des Differentialgleichungssystems in die Jordansche
Normalform:
iy 0 0 0

0 —iy, O 0
0 0 L 0
0 0 0 —iw,

J —

Er erhalt so ein komplexes System von Differentialgleichungen, und fithrt mittels verschiedener
Transformationen das Problem auf einen anderen einfacheren kritischen Fall zuriick, fiir den die
Stabilititsuntersuchung leicht durchfithrbar ist. Die Anwendung dieser Methode auf die Gleichun-
gen (35) fithrt auf ziemlich komplizierte Ausdriicke, welche die Rechnung recht uniibersichtlich
machen und die Auswertung der transformierten Gleichungen sehr erschweren.

)
-Stabil
——— ipstabi/
xx % x x % knifischer Fall /
(keine Stabilitds— /
aussage)
Abb. 5. Aus dem linearen Teil der Gleichungen folgendes
Stabilitdtsverhalten der trivialen Losung, ohne lineare /
Darnpfung %% xd x % : ——-{xyxlxxxxxxxxxcg

wtw,
Der von Salvadori [18, 19, 20] angegebene Weg beruht direkt auf der Anwendung der zweiten
Methode von Ljapunow und auf Sitzen iiber die Konstruktion einer Ljepunowschen Funktion.
Dabei wird von einem System ausgegangen, dessen Matrix der linearen Glieder die Normalform

0 0 y 0
0 0 0
- 0 0 0
0 — 0 0
annimmt. Das Gleichungssystem bleibt also reell. Diese Methode scheint im vorliegenden Fall auf
einfacherem Wege zum Ziel zu fithren; die Zwischenrechnungen sind zwar auch hier recht miihsam,
bleiben jedoch relativ iibersichtlich. AuBerdem kann diese Methode auch auf allgemeinere kritische

Fille angewendet werden. Aus diesen Griinden soll die Stabilititsuntersuchung im kritischen Fall
nach dem vou Selvadori aufgezeigten Weg durchgefithrt werden.

4= (49)
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6. Die Stabilititsuntersuchung im kritischen Fall nach Salvaderi [18, 19, 20]. Da dieses Ver-
fahren nicht sehr bekannt ist und auch keine praktischen Anwendungsheispiele vorhanden sind,
sollen zuerst seine Grundlagen kurz dargelegt werden. Dabei wird die Methode nur soweit entwickelt
als es zur Beurteilung der Stabilitit in unserem Fall notig ist?. AnschlieBend wird dann die Stabili-
tatsuntersuchung fiir das System (35) im kritischen Fall durchgefiihrt.

Das System von Differentialgleichungen wird jetzt in der Normalform

i = w5 + Yy Yo 5 %) 5
y; = Vg %y + Yz(ylv Ya» %y, z2) ? (50)
z, = — 11+ Za(es Yoo 51 %)

,
%

= — V¥ + Za(y1: Yoo %15 %)

dargestellt. Darin sind die Y; und Z; Potenzreihen in y; und z; (i = 1, 2) mit Potenzen mindestens
zweiten Grades. In unserem speziellen Fall bestehen sie nur aus Gliedern dritter Ordnung.
Die Gleichungen (50) kénnen auch mit

¥ Y1 Y,
=[], e=["]  wmd f =" 51)
% % A
z; %9 Z,
in Matrizenform als
¥ =Ax + fi(x) (52)
geschrieben werden.
Das Verfahren von Salvadori beruht in unserem hesonderen Fall auf dem Ansatz
Vix) = Vo) - Vi) (53)

fir die Ljapunowsche Funktion, wobei V;(x) (j = 2, 4) homogene Polynome j-ten Grades in den
4 Variablen y;, z ( = 1, 2) sind.

Fiir das linearisierte System ~
¥ =Ax (54)
LiBt sich sofort eine Ljapunowsche Funktion angeben, nimlich

V(x) = Vy(x) = o0 (01 + &) + a5 (53 + 2) - (55)

Darin sind & und o, beliebige Konstanten, die wegen der geforderten Definitheit dasselbe Vorzeichen
besitzen. Die Ableitung von V; (:l:) nach 7 mittels der linearisierten Gleichungen (54) ist identisch
Null, weil

dVy(x , , - o
%) = V(@) = grad Vy(x) &' = grad Vy(x) A2 =0y v; (y1 21— Y1 21) + %%, (Y22 — Y2 %) = 0 (56)
ist. Hier steht grad Vy(x) fiir die Zeilenmatrix

V@) eVy(x) 8V, M)
oy, ? oy, ? 07 ? 0z

grad Vy(x) = ( (57)
der partiellen Ableitungen nach y;, z; i = 1, 2).

Fiir das vollstindige System (52) soll im Ansatz (53) der obige Ausdruck fiir V,(x) erhalten
bleiben. Gesucht wird jetst eine Funktion V,(x), so dafl die Ableitung von V(x) = V() + V,(x)
nach der Zeit 7 lings den Trajektorien der Losungen von (52) definit ist. Diese Ableitung wird durch

Vi) = D — grad Vi) 2 = grad [Vfr) + V)] (A + fo() (58)

oder auch durch
V'(x) = grad V@) Awx | grad Vyw) fy(x) 4 grad Vyr) Az + grad Vyx) fo(x) (59)

gegeben. Das erste Glied der rechten Seite von (59) ist wegen (56) identisch Null. Die nichsten
beiden Glieder der rechten Seite von (59) sind homogene Polynome vierter Ordnungin y;, % (1 =1, 2),

2 Das Verfahren von Salvadori reicht bedeutend weiter. Es ist im Prinzip in allen kritischen Fallen anwend-
bar, in denen alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung rein imaginér sind. Die Anzahl der Freiheitsgrade
des mechanischen Systems ist dabei beliebig.
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withrend das letzte Glied ein homogenes Polynom sechster Ordnung ist. Wir schreiben deshalb

| Vi) = V@), + V@), (60)

mit
4 [V'(x)], = grad Vy(x) fy(x) + grad Vi(x) Ax (61)
[V'(@)lg = grad V(x) fy(x). (62)

Dabei steht [V'(x)],, Liir die Glieder m-ter Ordnung aus V'(). Wenn [V'(x)], definit wird, so ist
hiermit die Stabilitdtsfrage entschieden, denn fiir die Definitheit von V’(x) in einer hinreichend
kleinen Umgebung von & = 0 geniigt ja die Definitheit des Polynoms der Glieder niedrigster Ord-
nung. Die Glieder sechster Ordnung spiclen dann keine Rolle bei der Stabilititsentscheidung. Aus
diesem Grunde wird jetzt nur noch [V7(x)], betrachtet.

Es wird jetzt untersucht, unter welchen Bedingungen [V'(x)], dem Ausdruck

[V'(@)]y = Coo (57 + 20)° + Cu (07 +2) (02 + 2) + G2 (02 + 2)° (63)
entspricht. Aus (61) folgt mit (63)

grad V() Ao = Cy (53 + 22 + Cyu (v + 20 (08 + &) + Coa (9] + 29)2 — grad Vyfar) fy(x) , (64)

oder auch

av, oV, oV, ov, 9
n (e ) o (D — 2o ) = G2+ 28+ 0330 O3 +9) + Ca 032
— grad V(@) (@) . (63

worin grad Vy(x) fy(x) ein bekanntes Polynom vierter Ordnung ist. Wenn die ganze rechte Seite
von (65) als bekannt vorausgesetat wird, so ist (65) eine partielle Differentialgleichung in V,(x).
Salvadort hat iiber die Existenz von Lésungen solcher Differentialgleichungen verschiedene Sitze
angegeben. Die Differentialgleichung (65) besitzt genau dann Lésungen in der Klasse der homo-
genen Polynome vierter Ordnung, wenn v; und v, inkommensurabel sind und die Koeffizienten der
Glieder der bekannten rechten Seite bestimmte Bedingungen erfiillen. Die Tatsache, daB v, und
v, inkommensurabel sind, d. h. in keinem rationalen Verhiltnis zueinander stehen, besagt, daf} in
(50) keine ,,innere Resonanz® eintritt. Damit wollen wir uns hier nicht weiter befassen; diese
Bedingung darf aber im allgemeinen als erfiillt angenommen werden. Es wird jetst die erwihnte
Beziehung zwischen den Koeffizienten ausgewertet. In grad V(@) f;(2) soll der Koeffizient des
Gliedes 2 r-ten Grades in y; und 2 (p; — r;)-ten Grades in z; (i = 1, 2) mit 4.}, bezeichnet werden.
Dann ergibt sich aus den erwihnten Sitzen, dafl genau dann eine Losung fiir V(%) existiert, wenn
die Koeffizienten der Glieder der rechten Seiten von (65) den Gleichungen

3 1

Coo =5 (283 a3y ).
1 .

Cu = (A3 1 A+ 45 43, (6)

3 1

Co =3 (33 1+ A+ 43)

geniigen. Es existiert also bestimmt immer ein Polynom V,(x), so daB [V’(x)], die Form (63) an-
nimmt, wobei die Konstanten C,y, C;; und Cy, durch (66) gegeben sind: Wenn sich die Stabilitits-
frage an Hand von [V'(x)], beantworten 14Bt, so braucht V,(x) gar nicht konstruiert werden. Es
hat V(x) nimlich keinen Einflu auf den Charakter der Definitheit von V(x), da dieser ja durch
Vo(x) bestimmt wird.

Da V,(x) noch die freien Konstanten «; und &, enthilt, hingen die durch (66) bestimmten Koef-
fizienten Cy, Cyy, Gy, linear von «, und a, ab. Nach einer Zwischenrechnung folgt

Cog = hoy, Ch=qa, +sa,, Cpo =k a,, (67)

wo h, k, ¢ und s nicht mehr von &, und «, abhéingen. Mittels der Koeffizienten b, k, g und s kann
man die Art der Definitheit von 77(x) in Zusammenhang mit der von V(x) untersuchen und damit
im allgemeinen die Stabilitdtsfrage beantworten; «, und a, sind dabei frei wihlbare Parameter.
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Es sei hier nur ein besonderer Fall erwihnt, den wir fiir unsere speziellen Gleichungen anschlie-
Bend benbtigen. Wenn h k=~ 0 ist, und wenn die Produkte h ¢ und k s nicht gleichzeitig negativ
sind, so gilt folgendes Stabilititskriterium: die triviale Losung von (50} ist asymptotisch stabil,
wenn beide Konstanten h und k negativ sind; sie ist instabil, wenn mindestens eine dieser Kon-
stanten positiv ist. Es konnen namlich dann immer &, und «, so gewihlt werden, daBl ¥,(x) und
[V'(%)], mit demselben, bzw. mit entgegengesetztem Vorzeichen definit werden. Das ist im einzelnen
in 18, 19, 20] nachgewiesen. Dort wird auBerdem gezeigt, fiir welche anderen Beziechungen zwi-
schen h, k, g und s die triviale Losung stabil, bzw. instabil ist.

Die Stabilitiatsuntersuchung beschrinkt sich also auf die Bestimmung von h, k, ¢ und s aus
den Gleichungen (50), (55), (66) und (67), und auf die anschliefende Anwendung des angegebenen
Stabilitdiskriteriums, sofern die fiir seine Giiltigkeit notigen Voraussetzungen erfiillt sind. Dabei
ersieht man aus (66), daB nicht alle Koeffizienten des Polynoms grad V() f,(2) einen EinfluB
auf die Stabilitat haben. Nur die Koeffizienten der Glieder mit ausschlieBlich geraden Potenzen
in den y;, z (i == 1, 2) gehen in die Cyy, Cjy, Cyy ein.

Die besondere Eleganz dieses Verfahrens liegt darin, daB3 die Ljepunowsche Funktion V(x)
nicht vollstindig konstruiert werden muB}, obwohl die zweite Methode von Ljapunow streng an-
gewandt wird.

Nachdem die wesentlichen Punkte dieses Verfahrens kurz erliutert wurden, soll es auf unser
spezielles Problem — die Stabilitdtsuntersuchung der trivialen Losung von (35) — angewendet

werden. Der kritische Fall tritt ein, wenn E; = E, = 0 ist, so daB sich die Matrix der linearen Glie-
der in (35) als

0 0 —1, B
A= 0 0 B -4 (68)
L B0 0
B, J 0 0

schreibt. Mit einer linearen Transformation wird die Matrix A4 in die Normalform (49) iiberfiihrt.
Nennt man die Transformationsmatrix S, so gilt

A=8A481, (69)

wobei A die auf die Normalform {49) transformierte Matrix und S—! die Kehrmatrix von S ist.
Fiir S und S ergeben sich in unserem Fall die Ausdriicke

—ay by 51 d,
S—=[ % by Ca d, (70)
4 —by G d
ay —by Co dy
und
~by b by b
S| —% & 6 —al (71)
s —dy dy —d
—Cy ¢ —G ¢
mit

c; 2 H

- Vi v vi 0+ B, B, — 73)

%= e — ) by = B _ T ’
vy v (¥ — 1) 9, By (g — 7) 08 — 92)

P /‘71}72 — B B, — 9}

- h— A bk~ BBy
— R R ?,~ . 29
i By B,y 027, — A2, e i—1.2,

Y B03— ) Uy ) Uyly— B By)
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Die nichtlinearen Glieder in (35) miissen natiirlich auch mit transformiert werden. Das ist etwas
mithsamer als die Transformation der linearen Glieder; es wird an Hand der Transformations-
gleichungen

xy=Sa, x=S8"1xy (72)

im einzelnen schrittweise durchgefiihrt. In (72) ist & die Matrix der Variablen y,, ¥,, 2z, %, in (35);
@y ist die Matrix der transformierten Variablen, wenn (35) in der Normalform (50) dargestellt wird.
Fiir die transformierten Variablen — also fiir die Variablen unserer Differentialgleichungen, wenn
sie in der Form (50) geschrieben werden — sollen keine neuen Bezeichnungen eingefiihrt werden.
Vielmehr sollen von jetzt an die schon transformierten Variablen wieder einfach mit yy, v, 2, 2,
bezeichnet werden. Die Matrix &, entspricht deshalb der Matrix @ in (51).

Fiir die Bestimmung von h, k, ¢ und s bendtigt man jedoch nur einige der Koeffizienten des
nichtlinearen Teils von (50). Wegen (66) und wegen der Form von V,(x) miissen nur folgende
Koeffizienten in den transformierten Gleichungen bestimmt werden:

in der Gleichung fiir ¥, die Koeffizienten von v, 2%, %, y; 22, y; v2;
in der Gleichung fiir y, die Koeffizienten von v, 22, v, ¥, v, 52, v3:
in der Gleichung fiir z; die Koeffizienten von 2%, y2 z,, 7, 22, 5 y3;

in der Gleichung fiir z; die Koeffizienten von 2% z,, v3 2y, 23, 3 2, .

Diese Koeffizienten werden aus (35) mit den Transformationsgleichungen (72) bestimmt. An-
schlieBend werden die entsprechenden Glieder in fy(#) eingesetst, und aus dem bekannten Polynom

grad V,(x) f,(x) die notigen A7 berechnet. Man erhilt dann, unter Beriicksichtigung von (66)
und (67), die Ausdriicke

4 [ Gp

h=— —20 1 Gu«f, 73
03— P | B2 (Fy, — Ay T e (73)

L 4 r (_31 3 ——
e A T AL & ™

L - .

4 61 o B C |
= — —_— = X, 75
1 O —D°9% | B (1, — &) TG | (75)

4 Y ]
s = — _ P ¢, B, 76
; 05— "8 | By (hy — T 2 (76)

mit

o« =92+ B, B,— A2 und B =12+ B, B,— 2. (77)

Die einzelnen Schritte der Zwischenrechnung bereiten keinerlei Schwierigkeiten, sollen aber hier
wegen ihres Umfangs nicht ausgefithrt werden. _ -

An den Ausdriicken fiir &, k, ¢ und s fallt sofort auf, daB sie die Konstanten 4, und A4, nicht ent-
halten. Daraus ist zu entnehmen, daB die nichtlinearen Riickstellglieder hier die Stabilitit nicht
beeinflussen, sofern die Stabilitdtsfrage an Hand von h, k, ¢ und s eindeutig zu beantworten ist.
Es 14Bt sich auch auf anderem Wege direkt aus den Gleichungen (35) ersehen, daB die nichtlinearen
Riickstellglieder tatsichlich keinen EinfluBl auf die Stabilitat der trivialen Lésung haben. Wenn
diese Tatsache schon anfangs bekannt ist, so vereinfacht sich die Rechnung erheblich; dann braucht
man nimlich diese Glieder bei der Transformation nicht zu beriicksichtigen.

In (73), (74), (75) und (76) muf jetat untersucht werden, ob die Voraussetzungen zur Anwendung
des oben formulierten Stabilitdtskriteriums erfiillt sind, Als néchstes mufl dann festgestellt werden
fiir welche Werte von By, B,, Z’l, G Ezv J; und 2, die GréBen h und k positiv bzw. negativ sind.

Dazu werden die Produkte & ¢ und k s gebildet. Aus (42) und (77) ergibt sich leicht

“ﬁZ_Elgz(il_Z_z)ga (78)
und damit folgt
16 (a* + $2) (G4 El — G By

i3 (0 — v1)* B

hgq+4ks=

(79)

aus den Gleichungen fiir &, k, ¢ und s. Diese Summe wird nie negativ; es gilt also das angegebene
Stabilitatskriterium.
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Zur Bestimmung der Vorzeichen von h und k wird zunichst das Produkt h k betrachtet. Nach
einer kurzen Zwischenrechnung erhalt man den Ausdruck

_6G-ny GG

hk =2 F(J), (80)
v 43 03 — 11 B3
wo F(J) durch
F(;t)=A4—4§11§"2,12+2E§E§—%E§E-%ﬁ]§g§l (81)
2 1

gegeben ist. Das Vorzeichen von h k wird durch F(1) bestimmt und soll in Abhingigkeit von der
Frequenzabweichung A untersucht werden. Die biquadratische Gleichung F(1) = 0 besitzt jeweils
ein Paar imagindrer und reeller Wurzeln. Die reellen Wurzeln sind durch

4 = 4 ="=\2
=1/6,B, | 7 1/GEB
2= (B )fen 4B o3) 62
gegeben, was auch als
2= g (B 4/Cle B 1/CB,\ 83
=5 \B: ) s + o (83)

geschrieben werden kann. Ein Vergleich von (83) mit (21) zeigt, daB die reellen Wurzeln von F(1) =0
grade den Verzweigungspunkten der Resonanzkurven entsprechen (Abb. 5), deren Lage sich mit
Qo = 0 aus (21) ergibt. Aus (81) ist aufierdem zu entnchmen, daf fir

s mo 4 T \2
y o & /G, B, G B,
p=(n)en nlE) 6
F) >0 . (85)
folgt. Wenn
4 5 4 A2
s _ (g 1/CB: C2Bl)
g (B )En + n) e (86
ist, so ergibt sich
F()<0. (87)

2
Die ganze hier durchgefithrte Berechnung gilt natiirlich nur fiir 22 > a—BI B,, da ja nux fir diese
Werte von 4 der kritische Fall eintritt.? Aus (80), (86), und (87) ersicht man deshalb, daB mindestens
eine der Grofen h und k positiv ist, wenn die Ungleichung (86) erfiillt ist. Aus dem angegehenen
Stabilitatskriterium folgt dann, daB die triviale Losung von (35) fiir A-Werte instabil ist, die der
Bedingung

¢ o & $/C, B, ch B,
”7V3132>1>“I(B1]/C—2“§1 + B )¢ B, (88)
oder

C, B, 1/G B, ) (89)

& ' &€ E

“2“1/3le<1<‘4‘(31]/6231 + Bz] C. B,
geniigen. Das bedeutet, daB die Nullage instabil ist innerhalb des Bereiches, der auf der A- oder w-
Achse durch die Verzweigungspunkte begrenzt wird (Abb. 5). In diesem Bereich ist also jetzt die
Stabilititsfrage heantwortet.

Es muB jetzt noch die Stabilitat auBerhalb dieses Bereiches untersucht werden, wofiir wieder
die Vorzeichen von h und k ausschlaggebend sind. Die GroBen h und k sind wegen (84) und (85)
dann entweder beide negativ oder beide positiv. Aus (73) und (74) ldBt sich aber zeigen, dall h
und k nie gleichzeitig positiv sein konnen; die entsprechende Zwischenrechnung soll hier iiber-
gangen werden. Die GroBen h und k sind also beide negativ, und das oben formulierte Stabilitats-
kriterium besagt, dal die triviale Lésung von (35) fiir

& 1/C, B, 1/G, Bl)
’1>74’(BllczBl + B¢ (00)
und fiir
e 1/C, B, e, Bl)
A< g (Bl R Al ®1)

2 }
3 Fiir 2 = a— B, B, hat man auch noch den kritischen Fall, aber mit », = », = 0. Das Verfahren von

Salvadori ist dann nicht anwendbar.
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asymptotisch stabil ist. Die Ungleichung 12 > —Z—Z B, B, ist dabei immer erfiillt, da ndmlich

9 4 4 ETRNY 2
(m e mjen) = nn, o
gilt, wobei das Gleichheitszeichen der Beziehung C, B, = C, B, entspricht.

Die Abb. 5 kann jetzt so erginzt werden, daf} die triviale Losung gerade innerhaib des Bereiches
instabil ist, der auf der 1- bzaw. w-Achse zwischen den Verzweigungspunkten liegt (Abb. 6); die tri-
viale Lisung ist asymptotisch stabil auBlerhalb dieses Bereiches. Es zeigt sich dabei auch wegen
(92), daB die kubische Dampiung den Instabilititsbereich grundsitzlich erweitert, auller wenn
zwischen Dampfungs- und Erregungskoeffizienten die Beziehung C, B, = C, B, besteht: in diesem
Fall bleibt der Instabilitéitsbereich unverindert (Abb. 7).

‘Q"o
stabi/
— — — instobil
&
Dr+ Wy
[ © I Instabilitizsbereich bei
= }L =l 2 ungedmptien Gleichungen
AT Instabilitif durch
Instabilifir durch kubische Dimplimg Fubische Damplung
Abb. 6. Stabilitidtsverhalten der trivialen Losung im Abb. 1. Durch kubische Dampfung erweiterter
Falle kubischer Dampfung (ohne lineare Dampfung). Instabilitdtsbereich.

Wenn man statt einer zu & proportionalen eine konstante kubische Dampfung annimmt, ergibt
sich jetzt nicht mehr wie im Fall der konstanten linearen Dampfung (Abb. 1b) ein ,,angehobener*
Instabilititsbereich, bei dem Instabilitit nur oberhalb eines bestimmten Schwellwertes auftritt,
sondern der Instabilititsbereich bleibt auch weiterhin keilférmig und seine Spitze liegt auch weiter-
hin auf dex A- bzw. w-Achse. Der Instabilititsbhereich behilt also die in der Abb. 7 angegebene Form.
Physikalisch kann diese Tatsache so interpretiert werden, dafl im kritischen Fall mit kubischer
Dampfung Instabilitit bei beliebig kleinen Werten der ,,Erregerkrifte® eintritt. Es gibt hier keine
»Schwellwerte® wie im Falle linearer Ddmpfung, die iiberschritten werden miilliten, damit Instabili-
tit maglich ist.

Es muB noch bemerkt werden, dafl die Stabilitﬁtsfrage fiir

o (0 BB )

A=+t~ VBB, (94)

und fiir

hier nicht beantwortet wurde. Auf den durch (93) gegebenen Verzweigungspunkten ist bei prak-
tischen Anwendungen die Stabilititsfrage allerdings sowieso unwichtig, da es sich um die fest-
liegenden Grenzen des Instabilitdtsbereiches handelt.

7. SchluBibemerkungen. Es wurde der Resonanzfall w &~ w; 4 w, der Gleichungen (1c) mittels
der ersten Niherung der asymptotischen Methode nach Bogoljubow und Mitropolski untersucht,
wobei die erste Niherung dieser Methode mit dem Verfahren der langsam verinderlichen Phase
und Amplitude identisch ist. Dabei wurden sowohl die nichttrivialen stationiren Lésungen be-
trachtet als auch die Stabilitét der trivialen Losung.
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Als wesentliches und wichtigstes Ergehnis ist dabei die Feststellung anzusehen, daB die kubische
Diampfung den Instabilititsbereich im allgemeinen erweitert. Die zum ersten Mal von Schmidt
und Weidenhammer [2] bei parametererregten Schwingungen nachgewiesene Erweiterung der
Instabilitéitsbereiche durch Dampfung ist somit nicht auf den Spezialfall der linearen Dampfung
beschrankt. Bei nichtlinearer (kubischer) Dampfung ist dieser Effekt sogar noch prignanter, denn
withrend die lineare Dampfung den Instabilititsbereich verkleinern oder vergréBern kann, kann
die kubische Dampfung den Instabilititsbereich nur vergréBern. Ein weiteres wichtiges Ergebnis
ist darin zu sehen, dafl bei konstanter, von & unabhingiger kubischer Dampfung keine ,,Schwell-
werte &€ = gy wie im linear gedampften Fall vorhanden sind, und dafl demzufolge bei konstanter
kubischer Dampfung Instabilitit fiir beliebig kleine Werte von ¢ eintritt.

Bei den angestellten Berechnungen wurde eine kubische Dampfung der Form (2) angenommen.
Es kann aber leicht gezeigt werden, dal} alles, was hier gesagt wurde, auch noch fiir einen anderen
kubischen Dampfungsansatz gilt. In der Elastomechanik ist es namlich auch oft iiblich, die innere
Diampfung oder mechanische Hysteresis durch einen Ausdruck der Art

Dy = —puati (9)

darzustellen [9]. Dampfungsglieder dieser Art spielen auch in der Elektrotechnik eine wichtige
Rolle. Mit einem solchen Dampfungsansatz wiirde man fiir die Bewegungsgleichungen

% +wix, te(—bxycoswife v +hada +aad)=0,
Ko T w3 %y +E(— by coswt ey Xy + By a2 %y + @y xE) =0

schreiben, statt (lc); dabei sind h) und h, die Koeffizienten der mechanischen Hysteresis. Bei

Anwendung der asymptotischen Methode wie im Absatz 2 miifiten dann an Stelle der Gleichungen

(12) der ersten Niherung neue Ausdriicke treten, Es zeigt sich aber, daf} die Gleichungen der ersten

Naherung, die den Bewegungsgleichungen (96) entsprechen, mit (12) identisch sind, sofern dort

b
B

(96)

G = (i=1,2) (97)

gesetzt wird. Dementsprechend behalten dann auch alle weiteren Berechnungen ihre Giiltigkeit.
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