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Kombinationsresonanz und Instabilit/itsbereiche zweiter Art 
bei parametererregten Schwingungen mit nichtlinearer D/impfung 

Von P. Hagedorn 

~lbersieht-" Bei parametererregten Schwingungen mit nichtlinearer (kubischer) D/impfung w/rd der Reso- 
nanzfall untersucht, in dem die Erregerfrequenz gleich der Summe zweier Eigenfrequenzen der unged/impften 
freien Schwingungen ist. Dazu wird die erste N/iherung der asymptotischen Methode nach Bogoljubow und 
Mitropolski beniitzt. Bei der Stabilithtsuntersuchung der trivialen LSsung ergibt sich ein kritischer Fall, in 
dem das Stabilit/itsverhalten mittels eines yon Salvadori angegebenen Verfahrens nach der zweiten Methode 
yon Ljaptmow untersucht wird. Es zeigt sich dabei im besonderen, dab die nichtlineare D/impfung eine Erwei- 
terung der Instabilit/itsbereiche zur Folge hat,/ihnlich der, die im Falle linearer D/impfung eintritt, wie Schmidt 
und Weidenhammer nachgewiesen haben. 

Summary: In this paper, parametrically excited vibrations with nonlinear (cubic) damping are examined for 
that case of resonance in which the exciting frequency is equal to the sum of two of the natural frequencies of 
free undamped vibration. Here, the first approximation according to the asymptotic method of Bogoliubov 
and Mitropolski is used. The stability investigation indicates a critical case, which is solved by Liapunov's 
second method by use of a procedure given by Salvadori. I t  is particularly shown that nonlinear damping causes 
widening of the instability regions similar to that shown by Schmidt and lVeidenhammer for the case of linear 
damping. 

1. Einleitung. Bei einer Vielzahl yon mechanischen Schwingungsproblemen wird man auf 
Systeme yon Differentialgleichungen mi t  periodischen Koeffizienten gefiihrt. Diese ktinnen oft als 
eine Verallgemeinerung der Mathieuschen Differentialgleichungen angesehen werden. Mettler [1] 
entwickelte erstmalig eine ausfiihrliche und allgemeine Theorie der dabei  auf t re tenden Instabil i -  
ta ten,  wobei yon D~impfungskr~iften abgesehen wurde. Schmidt und Weidenhammer [2] unter-  
suchten sp/iter den Einfluft der l inearen D~mpfung auf die Ins tabi l i ta tsbereiche und stell ten dabei  
lest ,  daft die Dampfung die Ins tabi l i ta tsbereiche zweiter Ar t  nicht nur verkleinern,  sondern auch 
erweitern kann. Instabil i t / i tsbereiche zweiter Ar t  sind diejenigen, bei denen die Erregerfrequenz 
eine Linearkombinat ion  zweier Eigenfrequenzen des ungedampften  l inearen Systems ist. Man 
spricht  deswegen auch yon Kombinat ionsresonanz,  womit  ganz allgemein das l~esonanzverhalten 
in der unmi t te lbaren  ~qachbarschaft einer solchen , ,krit ischen Frequenz"  bezeichnet wird. 

Um Instabilit~itsbereiche zweiter Ar t  aufzuweisen, muft das mechanische System also minde- 
stens zwei Freihei tsgrade besitzen. Wenn die Bewegungsgleichungen in den Hauptkoord ina ten  
geschrieben werden, nehmen sie die Form 

x l + c ~  l + ~ ( - b  i x  2 c o s o g t + e  l x l ) = 0 , ~  ( l a )  

x2 -4- 0)~ x2 + s ( - -b  2 x 1 cos co t -~ e 2 x2) --~ 0 } 
an, wo 0)1 und co S die Eigenfrequenzen 1 der unged/impften freien Schwingungen darstellen,  co die 
Erregerfrequenz,  b I u n d  b 2 die Erregerkonstanten,  und e 1 und e 2 die l inearen D/impfungskoeHizienten. 
Der Fak to r  s ist  klein und bes t immt  die Grff tenordnung der Dampfungs-  und Erregungsglieder.  
Die einfachste ka'itische Frequenz zweiter Ar t  des Systems (1 a) is t  0)o = 0)1 -~- 0)2; Abb. I a gibt den 
entsprechenden Ins tabi l i ta tsbere ich  an [2, 3]. In  dem schraffierten Bereich is t  die , ,Nullage" des 
mechanischen Systems, d. h. die t r iviale  Ltisung x 1 --~ x~ --~ &l = &2 = 0 yon (1 a), instabil .  Wenn 
s t a t t  der  kleinen zu ~ proport ionalen D~impfung konstante  D~impfungskoeffizienten angenommen 
werden, ktinnen wir anstelle yon ( l a )  

xl + 0)~ xl q- e lx l  - -  e b 1 x z c o s ~  t = 0 , ~ ( l b )  

x 2 + 0 ) ~ x 2 + e z ~ c 2 - - e b  2 x ~ c o s c o t = 0  l 

schreiben. Instabilit~it t r i t t  dann erst oberhalb bes t immter  , ,Schwellwerte" s = s 0 ein, d. h / d i e  
, ,Erregerkraf t  ~ muft einen bes t immten  Mindestwert  i iberschreiten,  dami t  die Nullage instabi l  wird 
(Abb. l b ) .  

1 Eigentlich miiBte hier und auch sp/iter immer ,,Kreisfrequenz" anstelle yon ,,Frequenz" stehen. 
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Die ,,destabilisierende" Wirkung der D/impfung wurde nicht nur bei parametererregten Schwin- 
gungen, sondern auch bei Bewegungsgleichen mit konstanten Koeffizienten und nichtkonservativen 
Lasten mehrfach nachgewiesen [4]. Der Ausdruck ,,nichtkonservativ" wird in diesem Zusammen- 
hang fiir Krafte benfitzt, die eine Funktion der Lagekoordinaten sind, jedoch kein verallgemeinertes 
"con der Zeit abh/ingiges Potential aufweisen; im besonderen werden die ,Folgelasten" oft einfach 
so bezeichnet. 

V 
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Abb. 1. Erweiterung der Instabilit/itsbereiche dutch lineare D/impfung; 
a) D/impfungskoeffizienten proportional zu e; b) konstante endliche D/impfung. 

Soweit bekannt wurde jedoch bisher noch nicht untersucht, ob dieses Verhalten nur die lineare 
D/impfung kennzeichnet, oder ob bei nichtlinearer D/impfung ein/ihnliches YeIhahen nachgewiesen 
werden kann. Bei parametererregten Schwingungen gibt es zwar Yer6ffentlichungen fiber die 
Mathieugleichung mit nichtlinearer D/impfung [6, 7, 8], doch nicht fiber ein entsprechendes System 
yon Differentialgleichungen; Untersuchungen dariiber sollen hier angestellt werden. 

In dieser Abhandlung wird der EinfluB der nichtlinearen D/impfung auf die station/iren Lfsun- 
gen und deren Stabilit/it untersucht, und zwar in der iNachbarschaft der einfachsten kritischen Fre- 
quenz zweiter Art (co ~ col + cog)" Die Bewegungsgleichungen sollen in den Hauptkoordinaten des 
mechanischen Systems geschrieben werden, mit zus/itzlichen kubischen D/impfungsgliedern, so 
dab sie jetzt die Form 

:~1 -~- ('0l 2 Xl ~- '~ ( - - b l  x2 cos 09 t -~ e I Xl -~- Cl ~1 ~ @ al  Xl 3) - -  07 / 

/ x2 @ ~ x~ -f- e (--b~ x 1 cos co t ~ e 2 k z -{- c~ ~ -t- a~ x~) = 0 
(lc) 

annehmen. Dabei sind c 1 und c~ die Konstanten der kubischen D/impfung und a 1 und a 2 die Koeffi- 
zienten zus~tzlieher kubiseher Rfiekstellglieder; die restliehen Konstanten haben die sehon erkl/irte 
Bedeutung. Ffir die Differentialgleiehungen (1 e) ohne die kubisehe und nut mit linearer Dfimpfung 
gibt es eine Reihe yon meehanisehen Beispielen [5]. Die lineare Dfimpfung stellt jedoeh im Prinzip 
eine reeht willkfirliche Annahme dar, die meist nur zur Erleiehterung der Reehnu~g dient; die An- 
nahme einer niehtlinearen Dampfung dfirfte physikalisch mindestens ebenso gereehtfertigt sein. 
Ale meehanisches Beispiel mit kubiseher Dampfu~g seien hier nut die Biegeschwingungen eines 
stfihlernen Balkens genannt, bei denen die D/impfung nach Bolotin [9] in der Form 

D -~ --7 l~! ~ sgn (~) (2) 

geschrieben werden kann, wo e Werte zwischen 2 und 3 annimmt. Es sol1 hier jedoch nicht ein 
bestimmtes mechanisches Beispiel untersucht werden, sondern allgemeiner der EinfluB einer nicht- 
linearen D/~mpfung. 

Bei den folgenden Untersuchungen wird die erste N/iherung der asymptotischen Methode nach 
Bogoljubow und Mitropolski [10] angewendet, die bekanntlich mit ,,gemittelten" Differentialglei- 
chungen arbeitet. Darunter sind Gleichungen zu verstehen, bei denen gewisse Glieder fiber eine 
Schwingungsperiode gemittelt wurden. 

2. Die ,,gemittelten" D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  i m  Resonanzfall r 0 ---- r I -~ r 2. Als erstes sol[ das 
System dimensionslos gemaeht werden. Zu diesem Zweek fiihren wir gem/if~ 

co t = T (3) 

7 
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eine dimensionslose Zeit ein. Die Ableitungen nach der t ransformierten Zeit ~ werden nicht mehr 
durch einen Punkt ,  sondern durch einen Strich dargesteUt: 

dq dq 
= o9 q' = co drr = ~ "  (4) 

Da die Stabilitiit der LSsungen in der Niihe der kritischen Frequenz co 0 untersucht  werden soll~ 
schreiben wir 

= ~o (1 - ~) ,  (5) 

wobei ~ ein kleiner Faktor  yon der GrSBenordnung yon r ist und die Abweichung yon der kritischen 
Frequenz kennzeichnet. Aul3erdem werden noch folgende Abkiirzungen eingefiihrt: 

K1 = 0)1, B1 _ bl al | 0)0 K1 (D~0 c ,  = c l  K ,  ~ ~ o ,  G - -  e l  A 1  = 

b~ / (6) 
K2 ~--- 0)2 B2 K~ 0) 8 C2 = c2 K~ co 0 , E 2 - -  e2 A 2 - -  a2 . 

- - ' - - '  - J o G  (D O ~ (D O 

Wenn jetzt  in ( lc)  fiir co der Ausdruck (5) gesetzt wird, erh~lt man mit  den Abkiirzungen (6) und 
unter  Vernachliissigung der GrSBen, welche klein yon zweiter Ordnung sind, das System 

x ~ ' q - K  x(1-4-24)  x l q - e  , B ~ K  i x  s c o s v q - E ~ x ; q - K ~  x~3 -}-A1K~x~ = 0 ,  
(7) 

x~' q - K ~ ( 1  q-2; t )  x s q - e  ( -  B2Ksxlcosr q-E2x; K~X~ q-d sK sx~)--O. 

Nach der in der asymptot ischen Methode iiblichen Weise wird je tzt  in der ersten Naherung die 
Transformation 

xl = QI(~) ' sin [K 1 ~ q- vql(T)] , xs = Qs(~) �9 sin [K s ~ ~- v~2(r)], ~ (8) 

x~ -~ K 1 Q~(r) cos [K x r + vql(r)], x'2 = K2 Qs(v) cos [Ka r q- vqa(~)] J 

eingefiihrt. Dabei  sind QI(r), Qs(~), vql(~) nnd ~s(T) , , langsam" veranderliche Variable, was man ja 
auch daraus ersieht, dab in (7) die Stiirungsglieder klein sind. Wenn man in (8) die Ausdrficke fiir 
dxddr mit  x~ vergleicht, dann ergibt sich sofort 

k ) l ~ 9 ~ = - Q ~ t g ~  und Q a v ~ = - Q ~ t g q a ,  (9) 

wobei ql = K1 T q- ~1(~) und qs = K2 z + ~@)  gesetzt ist. 
Mit dem Ansatz (8) und unter  Beriicksichtigung yon (9) folgt aus (7) das Differentialgleichungs- 

system 

Q~ = - 2 2 K 1 Q~ sin ~1 cos ~ q- e (B1 Q~ cos ~ sin qs cos z - ] 

- E~ Qx c~ q~ - C1 Q~ cos ~ ~ - A~ Q~ sin ~ cos ~ ) ,  

Q~ = - 2 2 K z Qs sin q2 cos qs q- e (B s Q~ cos qs sin qa cos z - -  

- Es Q2 c~ qs - C~ Q~ cos 4 qs - As Q~ sin ~ cos qs), (10) 

Q~ v~ = 22 K~ Q~ sin ~ ~ q- e ( - -  B~ Q~ sin ~ sin qs cos z q- 

q- E x Q~ sin ~ cos ~ q- C x Q~ sin ql e~ q~ q- X~ Q~ sin a ~1), 

Q~ vq~ = 2 2 K~ Qs sin~ qs q- e ( -  B s Q~ sin q2 sin ~,cos z q- 

q- E~ Q~ sin ~ cos qs q- Cs Q~ sin ~ cos 8 qs q- As Q~ sin4 qa). 

Da Q1, Qs, va~ und v~s nur langsam veriinderlich sind, werden jetzt  in den rechten Seiten yon (10) die 
Winkelfunktionen dutch ihre zeitlichen Mittelwerte ersetzt, wobei die vqi konstant  gehalten werden. 
Fiir den einfachsten Instabilitiitsbereich zweiter Art, der hier untersucht  werden soll, hat  man 

G + G = I ,  bzw. O ~ o = ~ + ~ .  01) 

Die dafiir geltenden Mittelwerte der Winkelfunktionen sind aus Tabelle 1 zu ersehen. 
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Tabelle 1. Mittelwerte von Winkel ~unktionen 

Funktion Mittelwert 

si. i~ co~ {~, si. q~ cos qs 
sins ql cos q-l, sins q2 cos q2 0 
sin ql c~ qs, sin q2 c~ q2 

sin q~ cos q~ cos ~ 1 
sin q-x cos ~ cos z T sin (vq~ + z9~) 

sin ~ q~ cos T 1 cos (v~ a + z9~) 
sin 2~ cos z- -- ~- 

sin~ q~, sin~ q2 ] 
c~176 ~s, cos~ ~ ~- 

sin~ ql, sin4 q2 
cos, ~, cos~ ~ 

3 
8 

Die gemittelten Differentialgleichungen, welche die erste N/iherung nach der asymptotischen 
Methode darstellen, schreiben sich in der Form 

/ e B a e E a ^ 3 e 
Q~ = - ~ -  Q2 sin (29, + vqz) - ~ -  ~1 - - ~  C1 Q~ ~ [ 

[ B2 Q1 sin (@s § 03) - e E~ 

eB  1 3 e [ 
& 

Q, @; = ;~ Ks Q1 + - U  Q2 co~ (@s + @ + y As Q~, 

/ 
Q2 @~ --  2 K 2 Q2 e B 2 3 r § ~ -  Qs cos (@~ § @3) + ~ -  As Q~.j 

(12) 

Dieses System ist autonom. Es besitzt auBer der trivialen LTsung Q I ~  Q 2 ~  0 - - -kons t .  auch 
noch andere, nichttriviale Lfsungen, yon denen die sogenannten stationaren LTsungen besonders 
wichtig sind. Die letzteren sollen zuerst untersucht  werden. Da dann Q1 # 0, Q2 :/: 0 vorausgesetzt 
wird, kSnnen wir mit @ = @1 § @2 stat t  (12) auch 

e B 1 Q2 sin @ - e E1 3 e 
Q~ == - 4 -  - ~ -  QI - ~ -  c1 Q~, 

8 E  2 3 e 
Q~ = Q~ sin @ - ~ Q~ - -~- C 2 Q~, (13) 

~ ( ~  ~ ) 3 e ( A 1 Q ~ §  @ ' = 2 §  B 1 §  B 2 c o s @ + ~ -  

sehreiben. Aus (13) werden ansehliel3end die niehttrivialen stationfiren L6sungen bereehnet. Da 
(13) nur noch aus 3 gekoppelten Differentialgleichungen besteht, haben wir gewissermal3en dutch 
die Mittelung einen halben Freiheitsgrad eliminiert. Die Tatsaehe, dab wir ~ = @1 § @2 gesetzt 
haben, ist dabei nicht wesentlich, denn wenn QI@), Q26) und vq6) bekannt  sind, kSnnen in (12) 
v~l(~) und v~26) dureh einfaehe Quadraturen bestimmt werden. In  (13) miissen natiirlieh QI(T) und 
Q2(v) immer versehieden yon Null sein. 

3. Die niehttrivialen station/iren L6sungen. Als station/ir wird hier eine LSsung bezeichnet, 
fiir die 

01 ----- Qso = konst. , Q2 - -  Q2o == konst. , vq = @o = konst. (14) 

ist. Wenn man diese GrSBen in (13) einsetzt, wobei die Ableitungen verschwinden, erh/ilt man 

2 B 1 Q~o sin 29 o - 4 E~ Qso - 3 C~ Q~0 --  o ,  (15) 

2 B 2 Qlo sin @0 - 4 E~ Q2o - 3 C 2 Q~0 = o ,  (16) 

~ ( ~  +Qs~ B~) cos @o + 3~ 2 § T B1 Q~o --8- (A1 Q~o + d2 Q~0) = o .  (17) 

7* 
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Aus (15) und (16) ergibt sich die Beziehung zwischen Qw und Q~0, und damit folgen aus (17) die beiden 
Funktionen Qw(2) und Q~0(),). Da ~ die Abweichung der Erregeffrequenz ~o yon der kritischen Fre- 
quenz ~o 0 angibt (5), sind dies die Frequenz-Amplituden-Beziehungen, und ihre graphische Darstel- 
lung ergibt die Resonanzkurven. 

Wenn nut lineare Diimpfung vorhanden ist, d. h. wenn C~ = C~ =- 0 ist, so erhiilt man 

und 

q~o _ d E  B~ (18) 

3 ~ (  . . E l B a '  ~ (1/ ~J [),~ 4E1E ~ 2 = - - - ~ -  A ~ + A  S E ~ ) Q ~ 0 + _ ~ - r  + 1 BaB~ . (19) 

B 1 und B 2 miissen hierin dasselbe Vorzeiehen aufweisen. Bei Kr~iften, die yon einem verallgemeiner- 
ten, vonder  Zeit abhangenden Potential hergeteitet werden kSnnen, ist dies stets der Fall; (18) und 
(19) gelten jedoeh auch fiir niehtkonservative Erregerkrafte, sofern nur die Vorzeiehen yon B 1 und 

eA I / I 

/ , '7 / / / / / /  
/ / /  /7 

Abb. 2. Resonanzkurven bei linearer D/impfung. 

B~ gleich sin& Eine weitere u ffir die Gfiltigkeit yon (18) und (19) ist, dab beide 
Diimpfungskoeffizienten gr6Ber als Null sind. Abb. 2 zeigt entsprechende Resonanzkurven, mit 
der Annahme A1, A2 > 0. Der Anschaulichkeit halber sind Qlo und Q20 hier und in den folgenden Ab- 
bildungen in Abhlingigkeit yon der Frequenz co dargestellt, mit o~ = (cv~ + c%) (1 -- ~). Die Glieder 

E1 B~/ E~ B1 ( A1 +A~E~B1]Q~~ E~2 @A2) Q~~ bestimmen dabei die Neigung der striehpunktierten 

Mittellinien. Die Lage der Verzweigungspunkte auf der o)-Achse hfingt nut yon E~, E2, B 1 and B2, 
jedoch nicht yon A 1 und A S ab. 

Dieser Fall ist schon yon Leiss [11] ausfiihrlich untersucht worden, und zwar naeh der 1. und 
2. Niiherung der asymptotischen Methode. Aus (19) ist" zu ersehen, dai~ nichttriu stationiire 
LSsungen nur mSglich sind, sofern B 1 B2 >_ 4 E 1 E 2 ist, d. h. sofern die Erregerkrfifte einen bestimm- 
ten Mindestwert iiberschreiten. 

Wenn keine lineare, sondern nur kubische Dfimpfung auftritt, d.h.  wenn E 1 ~--- E 2 = 0 ist, 
erhiilt man statt  (18), (19) 

Q~o ]/~C~ B~ (20) 
ql - ;=  [ ~ B 1  , 

8 [ C ~ B I ] Q ~ ~  n l [ ~  + B z  (21) - - -  v q  B~ ! ~-S~ V~-f f~  Qi0. 

Aus (21) folgt, dab die Resonanzkurven in der ersten Naherung geschlossen sind (Abb. 3), wobei 

Q10 ~ V~-- V~ll{ ~/'_ ~1B2 - -  (22) 
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gilt.. Nicht.triviale st.ation~ire LSsungen sind jetzt ffir beliebig Heine Erregerkr/ift.e stets vorhanden. 
Auch bier mfissen die Vorzeichen yon B 1 und Bz gleich sein, und die kubische D/impfung muB in 
beiden Gleichungen in (1 c) auftreten. Die Neigung der diesmal nicht eingetragenen Mittellinien 

h~ingt yon A 1 ~- A 2 V ~  1 ) Q~0, bzw. von A 1 ~ / ~  -~- A s Q~o ab. Wie im Falle linearer D~imp- 

lung zeigt es sieh aueh bei kubiseher Dampfung, dab die Koeffizienten der niehtlinearen Riiek- 
stellkrafte A 1 und Ae keinen Einflug auf die Lage der Verzweigungspunkte auf der,~- bzw. co-Aehse 
haben. 

Bei gleichzeitiger Wirkung yon linearer und kubischer D~impfung treten an die Stelle yon (18), 
(19) bzw. (20), (21) etwas kompliziertere Ausdriicke. Die Resonanzkurven sind jedoch wieder in 
erster N~iherung geschlossen und entsprechen im wesentlichen denen mit nut kubischer D/impfung, 
webei jedoch die Lage der Verzweigungspunkt.e ausschlieBlich dutch die Koeffizienten der linearen 
D~impfung bestimmt wird. 

4. Die Stabilitiit der niehttrivialen stationiiren 1.8sungen. Es soil jetzt die St.abilit~it der oben 
betrachteten stat.ion/iren LSsungen untersucht werden, wobei der Ljapunowsche Stabilit/itsbegriff 
zugrunde gelegt, wird. Im Fall linearer D~impfung wurde diese Untersuchung in der 1. ~q~iherung 
schon in Sonderffillen yon Mettler [12] und Benz [13], und in der 2. Naherung yon Leiss [11] durch- 
gefiihrt. Dabei zeigt.e es sich, dab der obere Ast der Resonanzkurve stabil und der untere Ast 
instabil ist (Abb. 2). Dariiber hinaus wird jetzt die Stabilit~it der station/iren L6sungen im Falle 
kubischer D~impfung untersucht, wenn keine lineare D/impfung vorhanden ist. Wir setzen in (13) 

E 1 ~- E~ ---- 0, Q~ ~- Q~o -{- Q~, Q~ = Q2o ~- Q2, o -- V~o + 6 ,  (23) 

wo Q1, Q2 und ~ die Abweichungen yon den station/iren LSsungen angegeben. Auf diese Weise 
erhalten wit ein Differentialgleichungssystem ffir die ,,StSrungen", das nach Linearisierung in 
Q1, Q2 und v ~ die Form 

Q~ - 9 S C1Q~o QI -~-e B1 e B1 8 -~ -  sin v%. ~ -f- --4- cos V~o �9 Q2o ~ 

B 2 s B2 
Q; = T  eos 0o. qlO 

(24) 
3 

Q10] Q1 + 

3 s Q20] Q2 ~- - } - [ 4 ( ~ l o l - - B 2 Q ~ ) c o s 0 o - { - ~ - A 2  - - ~  (B2~+B1q~-o~ ~ 

annimmt. 
An Hand des linearen Systems (24) kann die St.abilitat. der station/iren LSsungen nach den1 

Hurwitz-Kriterium untersucht werden. Dabei wird in (24) der Ansatz 

Q~ = fl~ e ~ , Qz -= fl~ e ~ , v ~ =- ~a e *~ (25) 

gemacht, woraus dann die charakteristische Gleichung 

v ~ + A~# + ~ v  + A~ =- 0 (26) 

folgt. Darin ergeben sich unt.er Beriieksicht.igung yon (15), (16), (17) und (21) folgende Ausdriieke: 

3/  
(27) / '  

~ ~/~-~B~ 27(C 1@ ~ / C ~ - \  ~ 9 C , - / C ~ /  ~/C~B~__B2~c_C~) ]-T 

9 C~ B1 
[C~ B~ 1 -- Q~o ~ [ / C ~  ' (28) 

Ja  = es Q~o 27 c~ c2 (B 2 A~ B1 
64 B--~- _ [/C2 B~ ] -T 

_ ( ]//C~B~ ,~,/C-~' ~/i 9C~ ~/~B~ (29) 
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Das obere Vorzeichen in (28) und (29) entspricht dem oberen Vorzeichen in der Gleichung (21) der 
Resonanzkurve. 

Das Hurwitz-Kriterium liefert die hinreiebenden und notwendigen Bedingungen daffir, dab die 
charakteristische Gleichung (26) nut Wurzeln mit negativem Realteil aufweist. Ist das der Fall, 
so ist die triviale LSsung Q, = 0, Q~ = o, ~ = 0 des linearisierten Systems (24) asymptotisch stabil. 
Aus den Ljapunowschen Satzen wissen wit aber, dab die asymptotische Stabilit~it der trivialen 
LSsung des linearisierten Gleichungssystems ffir die Stab ilit/it derselben Lfisung des vollst~indigen 
Gleichungssystems hinreichend ist. Ist die triviale LSsung des linearisierten Systems nur schwach 
stabil, d. h. ist der Realteil mindestens einer Wurzel der charakteristischen Gleichung gleich Null, 
wobei jedoch keine Wurzel einen positiven t/ealteil aufweisen daft, so kann an Hand der linearisier- 
ten Gleichungen keine Aussage fiber die Stabilit~it der trivialen L6sung des vollst~indigen Gleichungs- 
systems gemacht werden. Zur Stabilit~tsuntersuchung mfissen dann auch noch Glieder h5herer 
Ordnung hinzugezogen werden, was die Rechnung auBerordentlich erschwert. Man spricht dann 
yon einem ,,kritischen Fall". Wenn mindestens eine Wurzel der charakteristischen Gleichung einen 
positiven Realteil aufweist, so ist die triviale L~sung des vollstandigen Systems instabil. 

Im vorliegenden Fall liefert das Hurwitz.Kriterium die Stabilit~tsbedingungen 

A, > 0,  (30) As > 0 (31) und A, As -- As > 0.  (32) 

Wahrend (30) immer erffillt ist, zeigt eine eiufache Zwischenrechnung, dab (31) zwar ffir das untere 
Vorzeichen immer erffillt ist, ffir das obere Vorzeichen jedoch nur, wenn die Ungleichung 

4 B~ B~ (A 1 
Q~0 _> -r 

i, C Icf (B 2-t-B1 i / ~ ]  4- C'~B~ pC,  B~. p ~  -f- A2 [ C~B,/ 

gilt. Die Ungleiehung (32) gilt ebenfalls immer fiir das untere Vorzeichen in den Ausdriicken A 2 
und As; auBerdem gilt sie auch fiir das obere Vorzeichen, ffir mindestens alle Werte yon Q10, die die 
Ungleichung (33) erffillen, wie sich mit einer im Prinzip recht einfachen, jedoch miihsamen Zwischen- 
rechnung zeigt. Aus der Diskussion der Hurwitzschen Bedingungen (30), (31), (32) kann man dem- 
nach entnehmen, dab die oberen Aste der Resonanzkurven immer stabil sind, w/ihrend die unteren 
)~ste nur stabil sind, solange die Werte yon Q10 der Ungleichung (33) entsprechen. 

I /  I/ 
// P 

co~+m~ 

/ 

co~+ % 

Abb. 4. Stabilitiitsverhalten der trivialen LSsung bei 
linearer (und evtl. zusiil~zlicher kubischcr) Diimpfung. 

Abb. 3. Resonanzkurven bei kubischer D/impfung. 

Aus der Frequenz-Amplituden-Beziehung (21) l~igt sich der Wert yon Q10 bestimmen, ffir den 
die Resonanzkurve eine zur 2- bzw. ~-Achse senkrechte Tangente aufweist; dazu genfigt es d2/dQl o 
gleich Null zu setzen. Vergleicht man den so errechneten Weft mit der vierten Wurzel der rechten 
Seite yon (33), so stellt man fest, dab beide Ausdrficke identisch sind. Daraus ist zu entnehmen, 
dab der untere Ast der Resonanzkurve oberhalb des Punktes mit lotrechter Tangente stabil und 
unterhalb dieses Punktes instabil ist (Abb. 3). Wegen (20) gilt dasselbe ffir die Resonanzkurve 
yon Q20. 
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Mit zunehmenden Dampfungskoeffizienten und mit abnehmenden niehtlinearen Riiekstell- 
gliedern wandert der Grenzpunkt zwischen den stabilen und instabi]en station/iren L~sungen in 
Abb. 3 nach unten, so dab schlieBlich die ganze Resonanzkurve stabil wird. Das ist auch bei 
Az ~- A s = 0 immer der Fall. 

Es sei noch erw/ihnt, dab kein kritischer Fall eintritt, da niema]s Wurzeln mit verschwindendem 
Realteil vorhanden sind, auBer ftir den Punkt mit lotrechter Tangente. Wurzeln mit Realteil Null 
k6nnen nur atfftreten, wenn A~ A~ --  A 8 = 0 ist. 

5. Die Stabilit/it der trivialen I2isung. 
= 0 = konst, untersucht werden. Dazu wird in (12) die yon Leiss [11] erw~hnte Substitution 

yj ~- Q~ cos vq~, y2 = Qs cos ~2, | 
(34) 

zl = Q1 sin t91, zs = Qs sin ~s 

vorgenommen, wodurch man das System 

y ; =  0 -- /~2yz+B--~z 1 -  ~ - s z s - - C s y s ( Y ~ q - z ~ ) - - ~ z  s ( z ~ + z ~ ) , [  (35) 

~; = ~ y~ + B~ ys -- 35 Zl + 0 -- ~ ~ (y,~ + ~) + Y~yl (Z~ + ~) ,  [ 

) ~; = ~sz~ + Lz~ + 0 

erh/ilt. 

Es soll jetzt  die Stabilit/it der trivialen LSsung Q1 = Q2 --  

- E~ zs - ~ zs (y~ + ~) + ~ y s  (y~ + ~) 

Dabei stellen die iiberstriehenen GrSBen folgende Abkfirzungen dar: 

- u  ~ -  , A1 = A 1 ,  

= 4 ' = - Y - '  As---- As" 

(38) 

Die Stabilit/it der trivialen LSsung Q1--Q2-- -o ,  bzw. Yl = Y2 = z l -  z2 = 0 ,  wurde im Fall 
E1 # 0,/Ts # 0, ~ = Cs ~- 0, also am nut linear ged/impften System, schon yon Leiss [11] be- 
handelt. Das dort erhaltene Ergebnis stimmt erwartungsgem/iB iiberein mit der yon Schmidt und 
Weidenhammer [2] auf anderem Wege abgeleiteten Aussage. Aus dem linearen Teil yon (35) ergab 
sich bei Leiss mit dem Hurwitz-Kriterium, dab die triviale LSsung instabil ist fiir 

( ~/E1-1 ~ - 2 )  V I  4 El ~-2 (37) 

und asymptotisch stabil ist ftir 

e ~ l B 2 ( ~  ~ ) ~  4EzE2 (38) 

Die Stabilit~t der trivialen LSsung yon (35) 1/igt sich auBer fiir 

e ( ~  1/~\ V 4EzE2 (39) 

im ganzen Frequenzbereieh an Hand der linearen Glieder entseheiden, da die Wurzeln der eharak- 
teristischen Gleiehung immer einen yon Null versehiedenen Realteil aufweisen. 

Aus (37), (38) und aus der Frequenz-Amplituden-Beziehung ersieht man, dab die triviale L6sung 
gerade innerhalb des Bereiehes instabil ist, der dureh die Yerzweigungspnnkte auf der co-Aehse 
begrenzt wird (Abb. 4). Das gilt auch noch, wenn ~ ~ 0, C s #  0, sofern lineare D~mpfung vor- 
handen ist; allerdings wurde fiir diesen Fall keine explizite Frequenz-Amplituden-Beziehung an- 
gegeben. Bei niehtversehwindender ]inearer Diimpfung werden also die Grenzen des hier betraeh- 
teten Instabilit~itsbereiches immer dutch (39) angegeben. Der Instabilitiitsbereieh versehwindet, 
wenn 4 E a E 2 > B~ B2. AuBerdem erkennt man an (39), dab die lineare Diimpfung den Instabilitiits- 
bereieh einsehr/inken oder auch erweitern kann, worauf Schmidt und Weidenhammer [2] zum ersten 
Mal hingewiesen haben (Abb. 1). Wenn man in den Ausgangsgleichungen (le) yon einer kleinen 
konstanten D~impfung ausgeht, die nicht yon e abhiingt, so nimmt der Instabilitiitsbereieh die in 
der Abb. l b gezeigte Form an. Man sieht, daB Instabilitiit dann erst oberha]b eines bestimmten 
Sehwellwertes e ~--- e 0 eintreten kann~ Das Stabi]itiitsverhalten ist also bekannt fiir den Fall, in dem 
lineare D~impfung vorhanden ist. 



88 P. Hagedorn: Kombinationsresonanz und Instabilit/itsbereiche Ingenieur-Archlv 

Als n/ichstes soll die Stabilit/it der trivialen Liisung untersucht  werden, wenn die lineare D/imp- 
fung verschwindet,  d. h. wenn E 1 = E 2 ~- 0 ist. Dazu wird im linearen Tell yon (35) 

Y; = B2 zx - -  ~e z21 / (40) 

z; = B2 Yl + ~ Ye 
wieder 

Y~ = fll e ~ ,  Y2 = fl~ e~ ~, z~ =/38 e ~ , ze =/~4 e~  (41) 

gesetzt, woraus sich die charakterist ische Gleichunng 

va -k ( ~  + ~g --  2 B~ Be) v e -k (2~),2 --  B1 Be) e = 0 (42) 

ergibt. Die Wurzeln dieser biquadratisehen Gleichung kfnnen  explizit angegeben werden : 

v = _ _ + ~ l  V( 2 B~ B e - -  X~ --  Z~) _+ ]/(2 B 1 B~ - -  ~ - -  2-~) 2 --  4 (212e --  B~ Be) e . (43) 

Aus (43) ist zu entnehmen, dab stets Wurzeln mit  posit ivem Realteil existieren, wenn 

(2 B~ H a - -  2~ - -  2~) 2 - -  4 (2~ 2~ - -  B~ B2)2 < 0 i s t ,  (44) 
also wenn 

e ~B 1 Be ist ; (45) 121 < y 

d. h. die triviale LSsung ist instabil ffir 2-Werte, die die Ungleichung (45) erffillen. Dies gilt nach 
den Ljapunowschen Sfitzen auch, wenn das Gleichungssystem auBer den linearen noch beliebige 
nichtlineare Glieder aufweist. Diese Aussage beh/ilt demzufolge ihre Giiltigkeit auch ffir C1 @ 0, 

G #  0 , E #  0,J # 0. 
Wenn 

(2 B~ B e - -  2-~ - -  ~ ) e  _ 4 (2~ 22 - -  B~ Be) 2 > 0 i s t ,  (46) 

laBt sieh leieht zeigen, dab zwei Paare rein komplexer  konjugierter Wurzeln vorhanden sind. Das 
8 E 

bedeutet ,  dab fiir 2 ~ ~-/B11B2 und fiir 2 ~_<-- y ~B~ B 2 die triviale LOsung sehwaeh stabil ist, sofern 

in (35) die Glieder hiiherer Ordnung wegfallen. Falls in (35) die Glieder h6herer 0rdnung nieht ver- 
E2 

sehwinden, so kann man an Hand  der linearisierten Gleiehungen fiir )e ~ 4- B1 B~ niehts fiber die 
Stabilitfit aussagen. Fiir 

2 > ~ e / N B 2  und ffir 2<__ _ 2e ~ B ~  (47) 

t r i t t  sornit der ,,kritische Fall"  ein, und fiir die Stabilit i i tsuntersuchung der trivialen L6sung mfissen 
in (35) die Glieder h6herer Ordnung hinzugezogen werden. Abb. 5 zeigt, dab der Instabilit/its- 
bereich, der sich mit  E 1 = E 2 = 0 aus den linearisierten Gleichungen ergibt, stets innerhalb des 
Bereiches liegt, der auf der co- bzw. 2-Achse durch die Verzweigungspunkte begrenzt wird. Im  
Grenzfall C 1 B 1 = C 2 B 2 s t immen beide Bereiche iiberein. 

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung (42) sollen im kritischen Fall mit  + i vl und 
i v2 bezeichnet werden, wobei ~1 und ~2 reell und positiv sind und den Ausdriicken 

vl = ~1 V(~+~_ZB1Be)_t_]/(~+~_ZB1Be)e 4(2122_B1Be)2, } (48) 

1 ( ~  + ~ _ 2 B 1 Be) - -  ~/(~ -~ ~ - -  2 B 1 Be) 2 - -  4 (2122 - -  Bx Be) ~ 
~2 ~ V ~  

entspreehen. 
Im kritisehen Fall muB die Stabilit/it mittels der zweiten oder direkten Methode yon Ljapunow 

untersueht werden. Diese beruht  auf der , ,Konstrukt ion" einer Ljapunowsehen Funktion, woffir 
es jedoeh keine allgemeingfiltigen tlegeln gibt. Versehiedene Autoren haben versueht,  die Kon- 
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struktion der Ljapunowschen Funktion zu mechanisieren, wobei jedoch immer mehr oder weniger 
willkiirliche Ausnahmen gemacht werden mtissen; die E,fahrung und tdbung in der LSsung solcher 
Aufgaben spielt dabei eine grundlegende Rolle. Es sei hier nur die ,Methode des ver~inderlichen 
Gradienten" erw~ihnt (Hahn [14]), welche im besonderen von Szeg6 [15, 16] systematisch weiter- 
entwickelt wurde. Die Untersuchung der Stabilitfit der trivialen LSsnng yon (35) nach dieser oder 
ahnlichen Methoden ist jedoch auf~erordentlich mfihsam, wenn nicht ganz undurchftihrbar. Die 
bekannten Beispiele ftir diese Methoden entsprechen im allgemeinen bedeutend einfacheren Dif- 
ferentialgleichun gen. 

Es existieren jedoch auch andere systematische Untersuchungen ftir einzelne kritische F~ille, 
yon denen einige bis auf Ljapunow zurfickgehen. Ftir ein mechanisches System mit zwei Freiheits- 
graden sind ftir den kritischen Fall mit zwei Paaren konjugiert komplexer Wurzeln Untersuchungen 
yon Malkin [17] und yon Salvadori [18, 19, 20] bekannt. Beide Methoden gelten ftir nichtlineare 
Systeme, bei denen die nichtlineareu Glieder in Form einer Potenzreihe geschrieben werden kSnnen, 
und sind deswegen auf unseren Fall anwendbar. Malkin transformiert zuerst mittels einer linearen 
Transformation die Matrix der linearen Glieder des Differentia]gleichungssystems in die Jordansche 
Normalform : 

iv 0 0 i ) 
j = 0 -- iv, 0 

0 0 i r2 
0 0 0 -- iv z 

Er erMilt so ein komplexes System von Differentialgleichungen, und fiihrt mittels verschiedener 
Transformationen das Problem auf einen anderen einfacheren kritischen Fall zurtick, ftir den die 
Stabilit~itsuntersuchung leicht durchftihrbar ist. Die Anwendung dieser Methode auf die Gleichun- 
gen (35) fiihrt auf ziemlich komplizierte Ausdriicke, welche die Rechnung recht untibersichtlich 
machen und die Auswertung der transformierten Gleichungen sehr erschweren. 

s&b// 
- - - - - -  in#abil / / 
>~ • x • x ~ trriti~ckep Fall / / 

(heine B&&7is / 

// / /  
,,I/ ,,// 

Abb. 5. Aus dem linearen Tell der Oleichungen folgendes V !! 
Stabilit/itsverhalten derD/impfung.trivialen L5sung, ohne lineare _• • • ~_~__..7._ ~_.~ ~ I  ~ • f ~ . . . . .  • ~ ~• 

%+mz 

Der yon Salvadori [18, 19, 20] angegebene Weg beruht direkt auf der Anwendung der zweiten 
Methode yon Ljapunow und auf S~itzen tiber die Konstruktion einer Ljapunowschen Funktion. 
Dabei wird yon einem System ausgegangen, dessen Matrix der linearen Glieder die ~ormalform (0 0,:) 

~ = 0 0 0 2 (49) 
--v, 0 0 

0 --v2 0 

annimmt. Das Gleichungssystem bleibt also reell. Diese Methode scheint im vorliegenden Fall auf 
einfacherem Wege zum Ziel zu fiihren; die Zwischenrechnungen sind zwar auch hier recht mtihsam, 
bleiben jedoch relativ iibersichtlich. AuBerdem kann diese Methode auch auf allgemeinere kritische 
F/ille angewendet werdeno Aus diesen Griinden soll die Stabilit~itsuntersuchung im kritischen Fall 
nach dem yon Salvadori aufgezeigten Weg durchgcfiihrt werden. 
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6. Die Stabilitiitsuntersuchung im kritischen Fall nach Salvadori [18, 19, 20]. Da dieses Ver- 
fahren nicht sehr bekannt  ist und auch keine praktischen Anwendungsbeispiele vorhanden sind, 
sollen zuerst seine Grundlagen kurz dargelegt werden. Dabei  wird die Methode nur soweit entwickelt 
als es zur Beurteilung der Stabilit/it in unserem Fall nfitig ist ~. Anschliefiend wird dann die Stabili- 
ta tsuntersuchung fiir das System (35) im kritischen Fall durchgefiihrt. 

Das System ,con Differentialgleichungen wird je tzt  in der Normalform 

y'~ = vz z~ -~ Yz(y~, y2, z~, z~) , (50) 
~ = - ~ y~ + Z~(y~, y~, ~ ,  ~ )  , 

~'~ = - v~ y~ + z~(y~, y~, zl, ~ )  

dargestellt. Darin sind die Y~ und Z~ Potenzreihen in y, und z~ (i ~- 1, 2) mit  Potenzen mindestens 
zweiten Grades. In  unserem speziellen Fall bestehen sie nur aus Gliedern drit ter Ordnung. 

Die Gleichungen (50) k6nnen auch mit  

t ( 1 ) ( )  x ' =  y , x =  y2 und [~(x)----- Y~2 (51) 
\ z ~ /  ~ z~ 

in Matrizenform als 

x' = ~ x + 13(x) (52) 
geschrieben werden. 

Das Verfahren yon Salvadori beruht  in unserem besonderen Fall auf dem Ansatz 

V(x)  = V2@ ) ~- V~(x) (53) 

fiir die Ljapunowsche Funktion,  wobei Vj(x)  (j = 2, 4) homogene Polynome j - ten  Grades in den 
4 Variablen y~, z~ (i = 1, 2) sind. 

Ffir das linearisierte System 

x' = _~ x (54) 

1/iBt sich sofort eine Ljapunowsche  Funktion angeben, n/imlich 

V(x) = V~(x) = al (Y~ + z~) + a~ (Y~ + z~)" (55) 

Darin sind a 1 und a S beliebige Konstanten,  die wegen der geforderten Definitheit  dasselbe Vorzeichen 
besitzen. Die Ableitung yon V2(x ) nach T mittels der linearisierten Gleichungen (54) ist identisch 
Null, weil 

dV~(x) _ V'2(x) = grad V2(x) x '  -~ grad V2(x ) _Yl x = a 1 ~:1 (Yl z l - -  Y~ Zl) + a2 v2 (y2 z2 --  Y2 zz) ~_ 0 (56) 
d-v 

ist. Hier steht grad V2(x) fiir die Zeilenmatrix 

grad V 2 ( x ) = \  ~yt ' ey~ ' ~zx ' ~z~ ] (57) 

der partiellen Ableitungen nach ys, z~ (i = 1, 2). 
F a r  das vollst/indige System (52) soll im Ansatz (53) der obige Ausdruck fiir V2(x) erhalten 

bleiben. Gesucht wird je tzt  eine Funktion Vr so dab die Ableitung yon V(x)  = V~(x) ~- V4(x ) 
nach der Zeit T 1/ings den Trajektorien der L~sungen yon (52) definit ist. Diese Ableitung wird durch 

V'(x)  --  dV(x) _ grad V(x) x '  = grad [V2(x ) ~- V~(x)] ( A x  - ~ G ( x ) )  (58) 
d~ 

oder auch durch 

V'(x)  ~- grad V2(x ) A x ~- grad V2(x) [~(x)  + grad V4(x ) A x + grad V4(x ) f 3 ( x )  (59) 

gegeben. Das erste Glied der rechten Seite yon (59) ist wegen (56) identisch Nul l  Die n/ichsten 
beiden Glieder der rechten Seite yon (59) sind homogene Polynome vierter Ordnung iny~, z~ (i ~ 1, 2), 

z Das Verfahren yon Salvadori reieht bedeutend welter. Es ist im Prinzip in allen kritischen F/illen anwend- 
bar, in denen alle Wurzeln der charakteristischen Gleichung rein imagin/ir sin& Die Anzahl der Freiheitsgrade 
des mechanischen Systems ist dabei beliebig. 
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wahrend das letzte Glied ein homogenes Polynom sechster Ordnung ist. Wit  schreiben deshalb 

V'(x) ---- [V'(x)]a 4- [V'(x)] e , (60) 
mit  

und 
[V'(x)]~ : grad Vz(x) /3(x)  4- grad Va(x) A x (61) 

[V'(x)]n = grad V~(x) [~(x).  (62) 

Dabei  steht [V'(x)],,  ffir die Glieder m-ter Ordnung aus V'(x). Wenn [V'(x)] 4 definit wird, so ist 
hiermit die Stabilit~itsfrage entschieden, denn ffir die Definitheit  yon V'(x) in einer hinreichend 
kleinen Umgebung yon x = 0 genfigt ja  die Definitheit des Polynoms der Glieder niedrigster Ord- 
hung. Die Glieder sechster Ordnuug spielen dann keine Rolle bei der Stabilitatsentscheidung. Aus 
diesem Grunde wird je tz t  nur noch [V'(x)] 4 betrachtet .  

Es wird je tzt  untersucht,  unter  welchen Bedingungen [V'(x)] 4 dem Ausdruck 

[V'(x)]4 =- C2o (y~ 4- z~) 2 4- Cn (y~ + z~) (y~ + z~) + Co2 (3~ 4- z~) 2 (63) 

entsprieht.  Aug (61) folgt mit  (63) 

grad V4(x ) :4 x = C20 (y~ 4- z~) 2 4- Cn (Y~ 4- z~) (y~ 4- z~) 4- C02 (y~ 4- z~) 2 --  grad V2(x ) L ( x ) ,  (64) 

oder auch 

~ ~ey~ ~ - ~ Y~. + ~ ~-~  z~ - ~ y~] = C~o (y~ + ~)~ + Cn (y~ 4- z~) (y~ + ~) 4- Co~ (y~ + ~)~ - 

- -  grad V~(x)L(x ) ,  (65) 

worin grad V2(x ) [ a (x )  ein bekanntes Polynom vier ter  Orduung ist. Wenn die ganze rechte Seite 
yon (65) als bekannt  vorausgesetzt  wird, so ist (65) eine partielle Differentialgleichung in V4(x ). 
SahJadori hat  fiber die Existenz yon L6sungen solcher Differentialgleichungen verschiedene Satze 
angegeben. Die Differentialgleichung (65) besitzt  genau dann LSsungen in der Klasse der homo- 
genen Polynome vierter Ordnung, wenu ~1 und vz inkommensurabel  sind u n d  die KoeffizierLten der 
Glieder der bekannten  rechten Seite bes t immte  Bedingungen erffilleu. Die Tatsache, dab vl und 
v0 inkommensurabel  sind, d. h. in keinem rationalen Verh/iltnis zueinander stehen, besagt, dab in 
(50) keine ,,innere Resonanz" eintritt .  Dami t  wollen wir uns hier nicht weiter befassen; diese 
Bedingung darf  aber im allgemeinen als erffillt angenommen werden. Es wird je tzt  die erw~ihnte 
Beziebung zwischen den Koeffizienten ausgewertet.  In  grad V.2@)f3(x) soll der Koeffizient des 
Gliedes 2 r/-teu Grades in Yi und 2 (p~ - -  rs)-ten Grades in z~ (i ---- 1, 2) mit  A rlr~ bezeichnet werden. 

, P l  P2 

Dann ergibt sich aus den erw/ihnten S/~tzen, dab genau dann eine LSsung ffir V4(x ) existiert, wean 
die Koeffizienten der Glieder der rechten Seiten yon (65) den Gleichungen 

3 ( 0 0  1 ~0) 
C~o = ~ A~o + ~- A~o ~ + A,~o , 

1 
Cn ~-- 7 (A~~ + A~ 4- A~ ~ + A ~ ) ,  (66) 

3( 1 ) 
genfigen. Es existiert also bes t immt  immer  ein Polynom V4(x), so dab [V'(x)] 4 die Form (63) an- 
nimmt,  wobei die Konstanten  C2o , C n und Co~ dureh (66) gegeben sind, Wenn sieh die Stabilit~ts- 
frage an Hand  yon [g'(x)] 4 beantwor ten  lfiBt, so brauebt  V4(x ) gar nieht konstruiert  werden. Es 
hat  V~(x) u~imlieh keinen EinfluB auf den Charakter  der Definitheit  yon V(x), da dieser ja  durch 
V0(x ) bes t immt  wird. 

Da V2(x ) noeh die ffeien Kons tan ten  a~ und c~ 2 entbfilt, hfingen die dureh (66) bes t immten Koef- 
fizienten Coo , Cn, Co2 linear yon % und a 0 ab. Naeh einer Zwisehenreehnung folgt 

Coo ---- h aa,  C n = q % 4- s a~, Co2 ----- k a2, (67) 

wo h, k, q und s nicht mehr  you a I u n d  a 2 abh/ingen. Mittels der Koeffizienten h, k, q und s kaun 
man die Art  der Definitbeit  yon V'(x) in Zusammenhang mit  der yon V(w) untersuchen und damit  
im allgemeinen die Stabil i tatsfrage beantworten;  a 1 und a 2 sind dabei frei w/ihlbare Parameter .  
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Es sei hier nur ein besonderer Fall erwtihnt, den wir fiir unsere speziellen Gleichungen anschlie- 
ftend benStigen. Wean  h k =fi 0 ist, und wean die Produkte h q und k s nicht gleichzeitig aegat iv  
sind, so gilt folgendes Stabili t / i tskriterium: die triviale LSsung yon (50) ist asymptot isch stabil, 
wenn beide Kons tan ten  h u n d  k negativ sind; sie ist instabil, wenn mindestens eine dieser Kon- 
s tanten posit iv ist. Es kSnnen n~imlich dann immer al und a 2 so gew~ihlt werden, dab V2(~ ) u n d  
[V'(x)]~ mit  demselben, bzw. mit  entgegengesetztem u definit werden. Das ist im einzelnen 
in [18, 19, 20] nachgewiesen. Dort  wird anBerdem gezeigt, ffir welche anderen Beziehungen zwi- 
schen h, k, q u n d s  die triviale LSsung stabil, bzw. instabil ist. 

Die Stabilit t i tsuntersuchung beschrtinkt sich also auf die Best immung yon h, k, q und s aus 
den Gleichungen (50), (55), (66) und (67), nnd auf die anschliefteade Anwenduag des angegebenea 
Stabilitfitskriteriums, sofern die fiir seine Giiltigkeit nStigen Voraussetzungea erffillt sind. Dabei  
ersieht man aus (66), da$ nicht alle Koeffizienten des Polynoms grad V2(~)fa(x) einen EinfluB 
auf die Stabilit/it haben. Nur die Koeffizienten der Glieder mit  ausschlieftlich geradea Potenzen 
in den y~, z~ (i = 1, 2) gehen in die C20 , Ca, C02 ein. 

Die besondere Eleganz dieses Ve~fahrens liegt darin, dab die Ljapunowsche Funkt ion V(~c) 
nicht vollst~indig koastruier t  werden ma$ ,  obwohl die zweite Methode ,con Ljapunow streng an- 
gewandt wird. 

Nachdem die wesentlichen Punkte  dieses u  kurz erl/iutert wurden, soll es auf unser 
spezielles Problem --  die Stabilit t i tsuntersuchung der tr ivialen Lfisung yon (35) - -  angewendet 

werden. Der kritische Fall t r i t t  ein, wenn E~ = /~2  = 0 ist, so daft sich die Matrix der linearen Glie- 
der in (35) als 

0 B~ --~'~ (68) 
A =  E 0 

0 

schreibt. Mit einer linearen Transformation wird die Matrix A in die Normalform (49) iiberffihrt. 
Nennt man die Transformat ionsmatr ix  S, so gilt 

A = S A S -1 , (69) 

wobei _4 die auf die Normalform (49) t ransformierte  Matrix und S -1 die Kehrmat r ix  yon S ist. 
Fiir S u n d  S -1 ergeben sich in unserem Fall die Ausdriicke 

und 

mit  

S = i - - a  I b I cl dl 1 
--a2 b e c2 d~ 

a I --bx c~ d 1 
a~ --b2 c~ dz 

(70) 

S-I = --a2 ax a2 --al (71) 

.~ = ~ v~ ( ~  - ~ ) ,  b~ ~ (~'~ + B1 B2 - -  ~.~), 

cz ---- B 2 (B 1 B 2 ~- ~ - -  ~1 ~2),  dl = ~ ~2 - -  B~ B 2 ~1 - -  ~ ~2: 

~ _ ,~ g~ = ~ ( ~  + B~ B~ - -  Z~) 

~1 ?)2 (v2 ~ - -  ~ )  ' ~1 ~2 B2 (~1 - -  ~2) ( ~  - -  ~1 ~) 

~ _ _  ~i~-- B 1 B ~ -  u } _  _ 

(~  - v~) ( ~  - &) ( ;h~  - B~ B~) ' 
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Die nichtlinearen Glieder in (35) miissen natiirlich auch mit transformiert werden. Das ist etwas 
miihsamer als die Transformation der linearen Glieder; es wird an Hand der Transformations- 
gleichungen 

~ = S a~, ~c ----- S -1 ~ (72) 

im einzelnen schrittweise durchgefiihrt. In  (72) ist ~ die Matrix der Yariablen .y~, Y2, zl, z2 in (35) ; 
~w ist die Matrix der transformierten Variablen, wenn (35) in der Normalform (50) dargestellt wird. 
Fiir die transformierten Variablen --  also fiir die Variablen unserer Differentialgleichungen, wenn 
sie in der Form (50) geschrieben werden --  sollen keine neuen Bezeichnungen eingefiihrt werden. 
Vielmehr sollen yon jetzt  an die schon transformierten Variablen wieder einfach mit y~, Y2, z~, z2 
bezeichnet werden. Die Matrix ~ v  entspricht deshalb der Matrix x in (51). 

Fiir die Best immung yon h, k, q und s benStigt man jedoch nut  einige der Koeffizienten des 
nichtlinearen Teils yon (50). Wegen (66) nnd wegen der Form yon V2@) mfissen nur folgende 
Koeffizienten in den transformierten Gleichungen bestimmt werden: 

r ~ 8  2. in der Gleichung ffir y~ die Koeffizienten yon y~ z~,  ~ yx z~,y~ y~, 

fur y~ Koeffizienten ,con in der Gleichung " ' die ~ ~ ~ '~ Y2 Z~, Y2 Yl, Y2 Z~, y~ ,  

in der Gleichung fiir z~ die Koeffizienten yon z~, y~ z~, z~ z~,~ z~ y~,~" 

~ z b y ~ z 2 .  in der Gleichung fiir z~ die Koeffizienten yon z~ z2, y~ z2, 

Diese Koeffizienten werden aus (35) mit den Transformationsgleichungen (72) bestimmt. An- 
schlieBend werden die entsprechenden Glieder in /o(~)  eingesetzt, und aus dem bekannten Polynom 

grad V~(~)/o(~) die ~Stigen A .... berechnet. Man erh/ilt dann, unter Beriicksichtignng yon (66) 
P~P~ 

und (67), die Ausdriicke 

mit 

h - -  (v ,~ _ ~ ~ ~ v~) v~ B~ (~ -- X2) ~ ~ ~ ~ (73) 

k = -- -(v~ v ~'3 v, ~ + C2/3 (74) 
- -  ~, ~ B ~ ( X x - - # ~ ) 2  

q - -  (v~ ~ 8 ~ - ~ )  ~ B~(;~. ~ )~  + ~ a ~ (75)  

s - -  (v~ - v~) 3 v~ LB~ ( ~ - ~  _~-~.9~ + ~ / 3 j ,  (76 )  

_ _  2 2 a - - % + B  1 B 2 - ~  und f i = ~ + B  1B  2 - ~ .  (77) 

Die einzelnen Schritte der Zwischenrechnung bereiten keinerlei Schwierigkeiten, sollen aber bier 
wegen ihres Umfangs nicht ausgef/ihrt werden. 

An den Ausdr/icken fiir h, k, q und s f/illt sofort auf, dab sie die Konstanten A1 und A-~ nicht ent- 
halten. Daraus ist zu entnehmen, dab die nichtlinearen Rfickstellglieder hier die Stabilitfit nicht 
beeinflussen, sofern die Stabilit/itsfrage an Hand yon h, k, q und s eindeutig zu beantworten ist. 
Es 1/iBt sich anch auf anderem Wege direkt aus den Gleichungen (35) ersehen, dab die nichtlinearen 
Riickstellglieder tats/ichlich keinen EinfluB auf die Stabilit/it der trivialen Lbsung haben. Wenn 
diese Tatsache schon anfangs bekannt  ist, so vereinfacht sich die Rechnung erheblich; dann braucht  
man n/imlich diese Glieder bei der Transformation nicht zu beriicksichtigen. 

In  (73), (74), (75) und (76) muB jetzt  untersucht werden, ob die Voraussetzungen zur Anwendung 
des oben formulierten Stabilit/itskriteriums erftillt sin& Als nfichstes muB dann festgestellt werden 

fiir welche Werte von B~, B~, C1, C1, C~,21 u n d ~  2 die Grbgen h und k positiv bzw. negativ sind. 
Dazu werden die Produkte h q und k s gebildet. Aus (42) und (77) ergibt sich leicht 

/3 = - -  B1 B2 (21 - -  ~)2 ,  
und damit  folgt 

16 (a ~ + f12) (C 1 B1 _ C~ B~) ~ h q + k s - -  

aus den Gleichungen fiir h, k, q und s. 
Stabilit/itskriterium. 

(78)  

(79) 

Diese Summe wird nie negativ; es gilt also das angegebene 
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Zur Bestimmung der Vorzeichen yon h und k wird zun~ichst das Produkt h k betrachtet. Nach 
einer kurzen Zwischenrechnung erhMt man den Ausdruck 

It k = 16 (2a _ _  _ F(2) (80) - -  22)2 C1 C~ 
~ ( ~  v~) B~ 

wo F(2) durch 

F(2) =24 -- 4 B~ B22 ~ + 2 B~ B~ --__< B~ B~-- ~ B~ B 1 (81) 

gegeben ist. Das Vorzeichen yon h k wird durch F(2) bestimmt und soil in Abh~ingigkeit yon der 
Frequenzabweichung 2 untersucht werden. Die biquadratische Gleichung F(2) = 0 besitzt jeweils 
ein Paar imagin~irer und reeller Wurzeln. Die reellen Wurzeln sind durch 

gegeben, was auch als 
. I/c B-W  

2~= ~ .B1 ~ c ~  + -~ [ ~  / (83) 

geschrieben werden kann. Ein Vergleich yon (83) mit (21) zeigt, dab die reellen Wurzeln yon F(~) =0  
grade den Verzweigungspunkten der Resonanzkurven entsprechen (Abb. 5)~ deren Lage sich mit 
Q10 -~ 0 aus (21) ergibt. Aus (81) ist auBerdem zu entnehmen, dab fiir 

(84) 

F(2) > 0 (85) 
folgt. Wenn 

(B~ ~,/U~ B~ ~ ~ ~ 2z 

ist, so ergibt sieh 
F(;,) < 0.  (87) 

E2 
Die ganze hier durehgefiihrte Bereehnung gilt natiirlich nur fiir 22 > ~-B a B2, da ja nur fiir diese 

Werte von,~ der kritische Fall eintritt, a Aus (80), (86), und (87) ersieht man deshalb~ dab mindestens 
eine der GrSBen h und k posi t ivis t ,  wenn die Ungleichung (86) erfiillt ist. Aus dem angegebenen 
Stabilit~tskriterium folgt dann, dab die triviale LSsung yon (35) fiir 2-Werte instabil ist, die der 
Bedingung 

~ /~B  2 > 2 > - ~ -  B 1 |  C2B~ + B2[C~B.] 
oder 

s e( I/U1B~ ] / C - ~  ) (89) 
-~VB~B 2 < 2 < ~ -  B~[C~B,  + B2 

geniigen. Das bedeutet, dab die Nullage instabil ist innerhalb des Bereiches, der auf der 2- oder ~o- 
Achse durch die Verzweigungspunkte begrenzt wird (Abb. 5). In diesem Bereich ist also jetzt die 
Stabilitfitsfrage beantwortet. 

Es muB jetzt noch die Stabilit~it auf~erhalb dieses Bereiches untersucht werden, wofiir wieder 
die Vorzeichen yon h und k ausschlaggebend sin& Die GrSgen h und k sind wegen (84) und (85) 
dann entweder beide negativ oder beide positiv. Aus (73) und (74) laBt sich abet zeigen, dab h 
und k hie gleichzeitig positiv sein k~nnen; die entsprechende Zwischenrechnung soll hier iiber- 
gangen werden. Die GrSgen h und k sind also beide negativ, und das oben formulierte Stabilitats- 
kriterium besagt, dab die triviale LSsung yon (35) fiir 

e ( ] / Q B ~  . ] / C - ~ ]  (90) 
2 > ~- B~ ~ c~ B~ + ~2//c~-~ / 

und fiir 
s (  ]/C~B~ i~C~---~l-~ ] (91) 

a Fiir ~z~ z~ -4-- B~ B z hat man auch noch den kritischen Fall, abet mit v~ = v 2 = 0. Das Verfahren yon 

Sah, adori ist dann nieht anwendbar. 
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asymptotiseh stabil ist. Die Ungleiehung 22 > 4- B1 B2 ist dabei immer erfiillt, da n/imlieh 

e~ II C' B2 @ B 2 > B~ B e (92) 
16 B i t '  C2B1 [ C 1B~/ --4Y, 

gilt, wobei das Gleichheitszeiehen der Beziehung C 1 B 1 ~- C 2 B 2 entsprieht. 
Die Abb. 5 kann jetzt so erg~inzt werden, dab die triviale Ltisung gerade innerhalb des Bereiehes 

instabil ist, der auf der ~- hzw. (o-Aehse zwisehen den Yerzweigungspunkten liegt (Abb. 6) ; die tri- 
viale Lfsung ist asymptotiseh stabil auBerha]b-dieses Bereiehes. Es zeigt sieh dabei aueh wegen 
(92), dab die kubisehe Dfimpfung den Instabilitgtsbereieh grundsgtzlieh erweitert~ auger wenn 
zwisehen D~impfungs- und Erregungskoeffizienten die Beziehung Cs B1 = C 2 B2 besteht: in diesem 
Fall bleibt der Instabilitfitsbereieh unver/indert (Abb. 7). 

Y ,/ 
., stobi7 / / 
------/n#o~l / I 

I / 

/ /  / /  

Instzbi/i/ii/ durck ImDiscke Ddmp@ 

Abb. 6. Stabilit/itsverhalten der trivialen L6sung im 
Falle kubiseher I)/impfung (ohne lineare D/impfung). 

Abb. 7. 

8 

S fns/zd//i/a/s~epeich ~e/ 
ungedtimpften Glsickuilgen 

_~ Zns/nbili/~i7 duruk 
~UblkCke O~m2Pung 

Dutch kubische D/impfung erweiterter 
Instabilit/itsberei eh. 

Wenn man statt  einer zu e proportionalen eine konstante kubische Dampfung annimmt, ergibt 
e ' ~ ~ sieh jetzt nicht mehr wie im Fall der konstanten linearen DZimpfung (Abb. 1 b) ein ,,ang hoDener 

Instabilitfitsbereich, bei dem InstahilitSt nur oberhalb eines hestimmten Sehwellwertes auftritt, 
sondern der Instabilit/itsbereich bleibt aueh weiterhin keilfSrmig und seine Spitze liegt aueh weiter- 
hin auf der2- bzw. o)-Achse. Der Instabilitfitsbereich hehfilt also die in der Abb. 7 angegebene Form. 
Physikalisch kann diese Tatsache so interpretiert werden, dab im kritischen Fall mit kubischer 
Dampfung Instabilltat bei beliebig kleinen Werten der ,,Erregerkrafte" eintritt. Es gibt hier keine 
,,Schwellwerte" wie im Falle linearer D/impfung, die iibersehritten werden m/if3ten, damit Instabili- 
i~it mSglich ist. 

Es mug noeh bemerkt werden, dab die Stabilitatsfrage ffir 

2 = ~ -  B xtC2B1 ~-B 2[C1B 21 (93) 
und ffir 

e ~B1B~2 (94) ~,= _+y 

hier nicht beantwortet wurde. Auf den durch (93) gegebenen u ist bei prak- 
tischen Anwendungen die StabilitZitsfrage allerdings sowieso unwichtig, da es sich urn die fest- 
liegenden Grenzen des Instabilitiitsbereiches handelt. 

7. Sehlufibemerkungen. Es wurde der 1%sonanzfall co ~ aJ x -t- a)2 der Gleichungen (lc) mittels 
der ersten _iNZiherung der asymptotischen Methode nach Bogoljubow und Mitropolski untersucht, 
wobei die erste N~iherung dieser Methode mit dem Verfahren der langsam veranderlichen Phase 
und Amplitude identisch ist. Dabei wurden sowohl die niehttrivialen stationSren LSsungen be- 
trachtet als auch die StabilitZit der trivialen LSsung. 
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Als wesentliches und wichtigstes Ergebnis ist dabei die Feststellung anzusehen, dab die kubische 
Dampfung den Instabilit~tsbereich im allgemeinen erweitert. Die zum ersten Mal ,con Schmidt 
und Weidenhammer [2] bei parametererregten Schwingungen nachgewiesene Erweiterung der 
Instabilitiitsbereiche dutch Diimpfung ist somit nicht auf den Spezialfall der linearen Diimpfung 
beschr~nkt. Bei nichtlinearer (kubischer) D~impfung ist dieser Effekt sogar noch pr/ignanter, denn 
w~hrend die lineare D/impfung den Instabilit~itsbereich verkleinern oder vergr6Bern kann, kann 
die kubische D~mpfung den Instabilit/itsbereich nur vergrSBern. Ein weiteres wichtiges Ergebnis 
ist darin zu sehen, dab bei konstanter, yon ~ unabh~ingiger kubischer Dfimpfung keine ,,Schwell- 
werte '~ ~ ~ 60 wie im linear ged~mpften Fall vorhanden sind, und dab demzufolge bei konstanter 
kubischer Dampfung Instabilit/it fiir beliebig kleine Werte yon ~ eintritt. 

Bei den angestellten Berechnungen wurde eine kubische D~mpfung der Form (2) angenommen. 
Es kann abet leicht gezeigt werden, dab alles, was hier gesagt wurde, auch noch ffir einen anderen 
kubischen D~mpfungsansatz gilt. In  der Elastomechanik ist es n~imlich auch oft iiblich, die inhere 
D~impfung oder mechanische Hysteresis durch einen Ausdruck der Art  

D~ = --  ~z  x2 ~ (95) 

darzustellen [9]. D/impfungsglieder dieser Art  spielen auch in der Elektrotechnik eine wichtige 
Rolle. Mit einem solchen D~impfungsansatz wiirde man fiir die Bewegungsgleichungen 

Xl -F (D~ X 1 -~- 8 ( - -  b I x 2 cos (A) t -~- e I xl  Jr- hi x~ Xl -F al  x8) = 0 ,  / 

~ - ~ x  2 + s ( - b ~ x ~ c o s c o t ~ - e  2 ~ 2 4 - h ~ x ~ 2 4 - a ~ x ~ ) = 0  ~ (96) 

schreiben, start ( lc) ;  dabei sind h 1 und h 2 die KoeHizienten der mechanischen Hysteresis. Bei 
Anwendung der asymptotischen Methode wie im Absatz 2 miiBten dann an Stelle der Gleichungen 
(12) der ersten N~iherung neue Ausdrficke treten. Es zeigt sich aber, dab die Gleichungen der ersten 
~ iherung ,  die den Bewegungsgleichungen (96) entsprechen, mit (12) identisch sind, sofern dort 

hl (i = 1, 2) (97) C i - -  3~  ~ 

gesetzt wird. Dementsprechend behalten dann auch alle weiteren Berechnungen ihre Giiltigkeit. 
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