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Zur Fliefbedingung der Plastizititstheorie *
Von M. Sayir

Ubersicht: In der vorliegenden Arbeit werden einige Aspekte der isotropen und anisotropen FlieBbedingung
behandelt. Nach einer kurzen Diskussion itber die Tensorialitit der Materialkonstanten folgt zunichst ein
Konvexitiitssatz fiir die isotrope Fliefifliche. Die isotropen Fliebedingungen von v. Mises und Tresca werden
dann auf den Fall ungleicher Zug- und Druckfliefspannungen sowohl fiir den inkompressiblen als auch fiir den
kompressiblen Korper erweitert und diese erweiterten isotropen FlieBbedingungen im ebenen Hauptspannungs-
zustand kurz studiert. Die Eigentiimlichkeiten der anisotropen FliefSfliche im Verhiltnis zu den Drehungen
des physikalischen Bezugssystems bilden den Gegenstand der danach folgenden Untersuchung, inshesondere
die Richtungsabhingigkeit der FlieSeigenschaften einiger speziellen anisotropen Korper. SchlieBlich wird eine
sinngeméfBe Erweiterung der Trescaschen FlieBbedingung fiir den anisotropen Stoff im ebenen Spannungs-
zustand vorgeschlagen.

Summary: The following paper discusses some aspects of the isotropic and anisotropic yield conditions
in the theory of plasticity. A short remark on the tensoriality of the material constants is followed by a theorem
on the convexity of the isotropic yield surface. The isotropic yield criteria of v. Mises and Tresca are then
extended to the case with different yield stresses in one-dimensional tension and compression (for the incom-
pressible as well as for the compressible material). These extended isotropic yield criteria are thereupon
specialized for plane stress. The general anisotropic yield surface and its relation to changes of the reference
frame constitute a further subject of discussion with special emphasis on particular cases of anisotropy. A “rea-
sonable” anisotropic generalization for the yield criterion of Tresca in plane stress is ultimately proposed.

1. Aligemeines. Die Stoffgleichungen der Plastizititstheorie setzen sich bekanntlich aus einer
skalaren FlieBbedingung

@(O'ij) =0, (O',;j = O‘ji) (1.1)
und einer tensoriellen Beziehung
0P
fiir die Komponenten des Tensors der Verformungsgeschwindigkeiten
1
d,;j = E— (1),',]' + ij ,-) (13)

Abb. 1. Die FlieBfliche und der Satz iiber das Maximum der Dissipationsleistung.

zusammen [1]. Die Gleichung (1.1) stellt eine 5-dimensionale Hyperfliche im 9-dimensionalen
Spannungsranm Sy dar, von der noch postuliert wird, dafi sie konvex sei. Wird der 9-dimensionale
Einheitsvektor auf der iuBeren Normalen zu dieser Hyperfliche mit n = (n;;) bezeichnet und die
Komponenten d;; als Vektorkomponenten des neundimensionalen Vektors d aufgefafit, so 1afit sich
(1.2) auch als

d=in, A>0 (1.4)

darstellen. In gleicher Weise wird ein Punktin Sy mit den neun Komponenten des Vektors 6=(g;;)
(0:j = 0;;) festgelegt. Es sei A(g) ein Punkt auf der FlieSfliche mit dem zugehorigen normalen
Einheitsvektor n und B(G) ein weiterer Punkt auf oder innerhalb der FlieBfliche; es gilt dann der
Satz iiber das Maximum der Dissipationsleistung [1], [2]

(O’ij"— 6:,']') dij203 (15)

welches aus der Konvexitit der Flieffliche folgt und umgekehrt auf sie fithrt (Abb. 1).

Von diesen bekannten Grundlagen ausgehend werden im folgenden einige meist stillschweigend
als giiltig angenommene Sitze kurz diskutiert und erginzende Bemerkungen zur FlieBbedingung
des isotropen und anisotropen Korpers angebracht.

* Herrn Professor Dr. H, Ziegler zum 60. Geburtstag gewidmet.
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2. Die FlieSfunktion und ihre Argumente. Denkt man in erster Linie an polynomiale Flie§-
funktionen @, und faft man die verschiedenen Potenzen der o; j Zusammen, so entsteht zunichst [3]
die allgemeine Form

D =Ky+ Kijo;; + Kijr10ij0k + Kijrimn0ijOr1Omn + 0+ 5 2.1)

wobei die Koeffizienten Ko, K, K;jgy, . . . Materialkonstanten sind. Das Prinzip der Unabhéangig-
keit vom Bezugssystem (Principle of material frame indifference) fordert, daB die Struktur von (1.1)
und (1.2) beziiglich Koordinatentransformationen

A (2.2)

erhalten bleibt. Zudem muf die ,,Gradientenbildung® in (1.2) einen Tensor d;; ergeben, der beim
Ubergang zum neuen Koordinatensystem dem Transformationsgesetz

dij = UipHiqtpq (2.3)

geniigen mufl. Da der Spannungstensor auch einem ihnlichen Transformationsgesetz unterworfen
ist, ergibt der Vergleich der untransformierten und transformierten Foun von (1 2) oder (2.1),
daB die symmetrsichen Anteile der Materialkonstanten Ki; 4 Kj;, Kijri+ Kjipi + Kiji -+
+ Kk -F Kirij + Kigij -+ Kgiji 4 Kigji usw. Tensoren zweiter, vierter, sechster bzw. héherer
Stufe sind. Die antimetrischen Anteile, welche keine tensoriellen Groflen zu sein brauchen, ergeben
jedoch keinen Beitrag in (2.1), so daf} ohne Einschrinkung der Allgemeinheit die Materialkonstan-
ten als symmetrische Tensoren der entsprechenden Stufe angesetzt werden kénnen. Die verjiingten
Produkte mit den Spannungen sind folglich skalare GroBen

P1:Kij0ija P2=Kijk10'ij0’kn Pg‘—‘KijktmnGijUHO'mm-ua
welche als Argumente der FlieBfunktion auftreten. Es gilt also
D(P) =0, (i=1...n). (2.4)

Mit anderen Worten ist die Voraussetzung fiir die Zuldssigkeit des Ansatzes (1.2) als Stoffgesetz,
daB die Spannungskomponenten in der FlieBfunktion mit tensoriellen Materialkonstanten zu ver-
jiingten skalaren Produkten P; zusammengefafit sind.

Ist der Stoff inkompressibel, so gelten wegen d;; = 0 die Beziehungen

Kii=0, Kiikl:Kijkk:07 Kiiklmn= ijkkmn = ijklmm:O"" (2'5)
usw. fiir die Materialkonstanten. Alsdann ergibt nur der deviatorische Anteil
1
sij:(fij—?o'iiéija (2.6)

des Spannungstensors in (2.1) einen Beitrag. Die FlieBbedingung eines inkompressiblen Korpers
enthilt folglich die skalaren Argumente

Ql Sijs szKijklsijskla--- (2-7)

und ist von der ersten Grundinvariante o(;y des Spannungstensors unabhingig, wie schon wohlbe-
kannt ist.

Fiir den isotropen Korper sind die Materialeigenschaften richtungsunabhingig; die Tensoren
der Materialkonstanten reduzieren sich folglich auf isotrope Tensoren. Samtliche Produkte P;
bzaw. Q; (i = 1...n) konnen dann in Funktien der Grundinvarianten des Spannungstensors bzw.
des Spannungsdeviators dargestellt werden. Man erhilt in diesem Fall die bekannten FlieBbedin-
gungen

D(o), 0(2) O(3)) = 0 2.8)
des kompressiblen isotropen und

@(5(2), 5(3)) =0 (29)

des inkompressiblen isotropen Korpers mit noch skalaren Materialkonstanten, welche in (2.8) und
(2.9) neben den Grundinvarianten als Argumente der FlieBfunktion einzufiithren sind.

3. Die isotrope Fliefbedingung und ein Kenvexitiitssatz. Die skalaren Materialkonstanten der
FhieBlbedingung eines isotropen Korpers werden durch die Drehung (2.2) des physﬂiahschen Bezugs-
systems nicht beeinflult. Daraus folgt, daf} die fiinfdimensionale FlieBfliche in S, fiir ]edes Bezugs-
system x; dieselbe ist. Ein Punkt A(o) der Fliefifliche, welcher den Spannungszustand in einem
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materiellen Punkt darstellt, beschreibt bei der Drehung des physikalischen Bezugssystems eine
Kurve auf der FlieBfliche (Abb. 2). Insbesondere, wenn das physikalische Bezugssystem soweit
gedreht ist, daB das Hauptachsensystem vorliegt, kommt der Punkt 4 in den Hauptspannungsraum
;. Dieser ist der dreidimensionale Schuitt i #j — ¢;; = 0 von S, mit den Achsen oy, 011, Our
Es folgt daraus, daBl jedem Punkt der FlieBfliche in S, ein Punkt von J; zugeordnet ist, welcher
auf dem dreidimensionalen Hauptschnitt der FlieBfliche liegt. Dieser Hauptschnitt ist also repri-
sentativ fiir die ganze FlieBfliche in Sy, welche aus jener in J; und der Gesamtheit aller Koordina-
tentransformationen x; > x; erzeugt werden kann.

Abb. 2, Wanderung des Bildpunk- Abb. 3. Der Hauptspannungs- Abb. 4. Die FlieBfigur in der
tes auf der isotropen FlieBflache. raum . deviatorischen Ebene.

Die Eigentiimlichkeiten von J; sind wohlbekannt [4]. Insbesondere kann ein Vektor ¢ =
= (07, 011, 01m1) in I, in zwei zueinander orthogonale Vektoren

1
6 = (sp, s sm) + 5 o1, 1, 1) (3.1)

zerlegt werden, wobei sy, su, sy die Hauptwerte des Spannungsdeviators sind (Abb. 3). Wird ein
ebener Schnitt o = konstant durch die FlieBfliche gelegt und der ganze Ranm J; in diese devia-

torische Ebene projiziert, entsteht die sogenannte FlieGfigur (Abb. 4). Der Vektor 04 —s er-
scheint hier in seiner wirklichen Linge, welche bis auf den Faktor l/i die Wurzel der zweiten Grund-

invariante s( darstellt. Ferner sind die Projektionen 6;1)1, . .. bis auf den Faktor ‘/% die Haupt-
werte sg, . . . selbst, nimlich

07}:1/% Shyeee (3.2)

Da die Grundinvarianten in (2.8) bzw. (2.9) in den Hauptwerten symmetrisch sind, weist die Flie(3-
figur eine mindestens sechsfache Symmetrie beziiglich der projizierten Achsen Ooy, . . . auf, so daB
die Stiitzgeraden in den Schnittpunkten S, S’ usw. zu den projizierten Achsen orthogonal sind.

Aus der Konvexitit der FlieBfliche in S, folgt trivialerweise, dall der Hauptschnitt in J,
ebenfalls konvex ist. Es stellt sich nun die Frage, ob auch die Umkehrung dieses Satzes giiltig ist:
entspricht (fiir den isotropen Stoff) einem jeden konvexen Hauptschnitt in J; eine konvexe fiinf-
dimensionale Fliefifliche in Sy?

Es sei A(0;;) ein Punkt auf der FlieBfliche in S, und d;; der zugehorige Tensor der Verformungs-
geschwindigkeiten nach (1.4). Die spezifische Dissipationsleistung I; = 0;; d;; andert ihren Wert
bei einer Drehung x; —> x; des physikalischen Bezugssystems nicht, weil sie eine skalare Grofe ist.
Bekanntlich [5, 6] besitzen ¢;; und d;; fiir den isotropen Fall stets ein gemeinsames Hauptachsen-
system, so dafB /; nach der Hauptachsentransformation x; — Xj; als

Iy =o1dy + ondu + om dur = 055 di; (3.3)
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berechnet werden kann, wobei o1, 011, o1 die Koordinaten eines Punktes A4(o) des Hauptschnit-
tes und df, dyg, dip die Komponenten des zugehorigen normalen Vektors d = A{ng, ni, ni),
A > 0 sind (Abb. 5).

Es sei B(0;;) ein anderer Punkt auf der FlieBfliche in S, Die Hauptachsentransformation
von ¢;; wird 0;; im allgemeinen nicht in die Hauptform bringen. Dennoch wird sich das Produkt
0;jd;j, dessen Wert wieder vom physikalischen Bezugssystem unabhingig ist, im X-System zu

by =Gy dy + Gy it + Gy dint = Gy dy; (3.4)
vereinfachen. Der Vektor 3
6™ = (01, Opg» Os) (3.5)

stellt die Projektion des neundimensionalen Vektors ¢ = (0;;) in J; dar und charakterisiert die
Projektion B* von B. Man betrachte die deviatorische Ebene o(1) = konstant durch B* und die

FlieBfigur in dieser Ebene (Abb. 6). Eine beliebige Koordinatentransformation X; — X; 1aBt oy
unverdndert, woraus folgt, dal B* stets in derselben deviatorischen Ebene bleibt. Insbesondere
ergibt eine Hauptachsentransformation von o;; einen Punkt B auf der FlieBfigur der Ebene Gy =
= konstant, den man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit auf dem Stiick SS’, o1 > oy = on
der Fliefifigur annehmen darf (Abb. 06).

Jr
Abb. 5. Die Fliefifliche in J¢,. Abb. 6. Projektion B* von B in ,.
Die Extremaleigenschaft der Hauptwerte fithrt zur Ungleichung
811 << Syq, Sgos Szg <L SI, (3.6)

aus welcher unter Beriicksichtigung von (3.2) folgt, dal B* im schraffierten, konvexen Gebiet liegen
muB, welches durch die symmetrische Fortsetzung von OB1By entsteht. Da die FlieBfliche in
€, und insbesondere die FlieBfigur nach Hypothese konvex ist und die Stiitzgeraden in den Schnitt-
punkten S, S’, usw. zu BBy, BBy usw, parallel sind, liegt dieses schraffierte Gebiet ganz innerhalb
der FlieBfigur, folglich der Punkt B* innerhalb der Fliefflache in J, oder im Grenzfall auf ihr.
Aus der vorausgesetzten Konvexitit dieser FlieBfliche in J¢; folgt also

—cd>s*d=1,. ; 3.7)

Setzt man in (3.7) die dquivalenten tensoriellen Ausdriicke fiir /; und /; aus (3.3) und (3.4) ein,
so entsteht die Ungleichung (1.5), welche gerade die Konvexitit der FlieBfliche in S, charakteri-
siert. Es gilt somit der Satz:

Eine notwendlge und hinreichende Bedlngung fiir die Konvexitit der fiinfdimensionalen FheB-

hyperfliche eines isotropen Stoffes in S, ist, daf ihr Hauptschnitt in H,; konvex sei.

Auf Grund dieses Satzes ist es jetzt moghch die Konvexitit der F heBbedlngung eines isotropen
Kérpers direkt in J; zu untersuchen, ohne daf} eine meist mithsame Verifikation in S, notwendig
ist.

4. Einige isotrope FlieBbedingungen. Die Form der FlieBfigur in J, hingt bei isotropen kom-
pressiblen Stoffen von der ersten Grundinvariante ¢(jy ab. Dagegen ist die Fheﬂbedmgung des
inkompressiblen Stoffes wegen der Unabhingigkeit von o(;) bekanntlich durch eine Zylinderfliche
darstellbar, mit Leitgeraden parallel zur Raumdiagonale e = (1, 1, 1) des ersten Oktanten von ¥,.

30%
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Zwei spezielle FlieBbedingungen dieser letzten Art finden allgemeine Anwendung in der Plasti-
zititstheorie, nimlich die von Misessche FlieBbedingung ’

28 =59 =k, 4.1)
welche in ¥, durch eine Kreiszylinderfliche dargestellt wird, und die Trescasche Flielbedingung
Max (sy — sul, |su — smils [s1m — s1)) =2 k&, (4.2)
welche in Funktion der Grundinvarianten auch als
4 sy — 27 55y — 36 k2 sy + 96 kt sz) — 64 kS = 0 4.3)
formuliert werden kann und in J; ein regulires Sechseckprisma ergibt [7].

Tm einachsigen Spannungszustand folgen aus der von Misesschen FlieBbedingung (4.1) gleiche

Zug- und Druckiliefspannungen o, 4 = +- |/§ k. Fiir inkompressible Stoffe mit verschiedenen Zug-
und DruckflieBspannungen kann (4.1) am einfachsten mit dem Ansatz

& s@) -+ fsg =1 (4.4)
erweitert werden. Dabei sind o und f§ skalare Materialkonstanten, welche sich in Funktion der
ZugflieBspannung o, = ¢ und DruckflieBspannung ¢, = — b zu

3 27 :
cx=m—2(a2—ab+b2), ﬂ=~m(a—b) (4.5)
berechnen lassen. Die somit entstandene FlieBhedingung
2
2 (az —ab —]— 62) 8(2) — 9 (a _ b) S(.3) :? a? b2 (4.'6)

ergibt in ‘¥, eine Zylinderfliche. Die Flieffigur hat in jeder deviatorischen Ebene dieselbe Form
und kann mit Hilfe von (3.2) und den Beziehungen fiir die Grundinvarianten

1 1
s@ =5 (st + st + sin) s =5 (o1 + str + sfn) (4.7)

Abb. 7. Die FlieBbedingung (4.6) in der deviatorischen Ebene.

konstruiert werden (Abb. 7). .Sie besteht aus einer konvexen geschlossenen Kurve, die den Ur-
sprung enthilt, und aus drei weiteren asymptotischen Stiicken zwischen den Asymptoten KL,
LM, MK. Aus Konvexititsgriinden kann nur die geschlossene Kurve um den Ursprung als FlieB-
figur angenommen werden. Die Asymptoten sind mit den Gleichungen

S = % B S = % s S1IL = %— (4-8)

festgelegt, so daf nur die Hauptwerte kleiner als /f in (4.6) zugelassen sind. Bekanntlich [8] be-
steht zwischen den Zug- und DruckflieBspannungen ¢ und b aus Konvexititsgrinden die Un-
gleichung

12<<afb<2. (4.9)
Fiir den Grenzfall b = 2 @ bzw. a = 2 b reduziert sich die FlieBgfiur auf das Asymptotendreieck
KLM, das auch in der obenerwihnten Arbeit [8] kurz besprochen worden ist.
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Auch die Trescasche Flielbedingung (4.2) kann fiir den Fall mit verschiedenen Zug- und Druck-

flieBspannungen ¢ und b mit dem Ansatz
2b—a)si—(2a—b)ysp=u0ab, 2b—a)su—(Re—bysi=ab,... (4.10)

erweitert werden!. Nach einiger Rechnung driickt sich auch (4.10) mit den Grundinvarianten allge-
mein als

(@452 2a—b)?(a— 20b)%shy — 27 (a® 4 b2 — a b)® sy +
+ 81 a®b% (@ — b) (a® 4 b2 — a b) 52 53 — 9 @2 b2 (a? + b2 — a b)? sfy) —
—27a'b* (@ —b) s - 6at bt (a® 0> —ab)sg —atdb =0 (4.11)

-aus. Man stellt leicht fest, daB fiir den Grenzfall b = 2 a bzw. ¢ = 2 b die beiden FlieBbedingungen
(4.6) und (4.11) ineinander iibergehen und somit dasselbe regulire Dreieckprisma ergeben. Im
allgemeinen Fall stellt (4.10) bzw. (4.11) ein Sechseckprisma in J€; dar mit einem deviatorischen
Sechseckquerschnitt (Abb. 8), welcher nur eine sechsfache Symmetrie enthilt, im Gegensatz zum
Trescaschen reguliren Sechseck, das eine zwolifache Symmetrie besitzt.

TUM

Abb. 8. Die FlieBbedingung (4.10) in der deviatorischen Ebene.

Die einfachste Erweiterung von (4.1) bzw. (4.2) auf den kompressiblen Fall fithrt mit den An-
sitzen

g
s = k2 (1 - ‘%’) (4.12)
und
o
Max(|s; — sul, [su — S, [$1r — s1)) =2k (1 - %) (4.13)

zum Drucker- Pragerschen FlieSkegel [9] baw. zur Druckerschen FlieBpyramide [10]. Dabei stellt
m 2= 0 eine zweite skalare Materialkonstante neben k > 0 dar. Aus Konvexititsgriinden ist nur
die eine Halfte gp<m (oder o = m) des FlieBkegels bzw. der FlieBpyramide zugelassen. Die
Spitze des Kreiskegels bzw. der reguliren Sechseckpyramide befindet sich auf der Raumdiagonale
im Abstand m/}/3 vom Ursprung O.

Die FlieSbedingungen (4.12) und (4.13) ergeben von selbst verschiedene Zug- bzw. Druckflie$3-

Spannungen ~ . i
G, =3 k/ (1 113 ;:)’ ca=—13 k// (1 3 ._) (4.14)

m

fir (4.12) und

(,zzzk//(l +27n_’f), adz——zk/<1—%—nlf) (4.15)

fiir (4.13), wobei far |m| <C l/§ k bzw. [m| << 2 k die eine oder die andere FlieBspannung wegfillt.
Da die gewdhnlichen plastischen Stoffe im allgemeinen sowohl auf Druck wie auch auf Zug flieBen
kénnen, gilt fiir solche Stoffe die Ungleichung (vergleiche mit [6])

im| >3k  baw.  |m|>2k. (4.16)

Zusammenfallende Zug- und DruckflieBspanrungen fithren mit diesen FlieBbedingungen zu
m — oo, folglich zum inkompressiblen Stoff.

1 Punkte deuten eine zyklische Ergidnzung an.
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Auch die FlieBbedingungen (4.6) bzw. (4.10) kénnen mit den Ansétzen
aea(l—ﬁl)a b—+b(1—o'(—1))
m m
auf den kompressiblen Fall erweitert werden. In den somit entstandenen neuen FlieSbedingungen

o 8
2(a® —ab+b?) ( — —r(;)) s@— 9 (e —b) sz = % a? b? (l — ——UI(:) (4.17)
bzw.

(2b~a)s —2a—b = _ b — — — = O]
i—2a—bysyu=ab|l et K Rb—a)su—(2a—b)ys;=abl|l o= 5o (4.18)

gestatten die drei skalaren Materialkonstanten a, b, m einen groBeren Spielraum zur Anpassung an’
allfallige Versuchsergebnisse.
Im einachsigen Spannungszustand ergibt (4.17) die Zug- bzw. die DruckflieBspannung

a,:a/(l +ml) ad:—b/(l_%), 4.19)

wobei die Ungleichung m > b oder m < — @ erfilllt sein muf}, damit der Kérper sowohl auf Zug
wie auch auf Druck flieflen kann. Nach (4.19) kann fiir m = 2 a b/(¢ — b) im Gegensatz zu (4.12)
auch ein kompressibler Stoff mit der FlieBbedingung (4.17) gleiche Zug- und DruckflieBspannungen
Oy g = 4 2 a bj(a + b) aufweisen.

Die FlieBbedingung (4.17) wird in J; wieder durch einen Kegel dargestellt, dessen deviatorische
Schnitte dhnliche FlieBfiguren von der Form der Abb. 7 sind, und dessen Spitze auf der Raumdiago-
nale des ersten Oktanten liegt. Entsprechend sind die deviatorischen Schnitte der Sechseckpyramide
(4.18) dhnliche Sechsecke von der Form der Abb. 8. Im einachsigen Spannungszustand sind die
beiden FlieBspannungen nach (4.18) wieder durch (4.19) gegeben, so da} die obigen Bemerkungen
auch fiir die FlieBbedingung (4.18) giiltig sind. Die Ungleichung (4.9) gilt auch aus Konvexitits-
griinden fiir die beiden FlieBbedingungen (4.17) und (4.18), obwobhl sie hier im Gegensatz zum in-
kompressiblen Fall (4.6) bzw. (4.10) nicht die Bedeutung einer Einschrinkung der Zug- und Druck-
flieBspannungen hat, welche nach (4.19) je nach den Werten von a, b und m im beliebigen Verhalt-
nis zueinander stehen kénnen. Fiir die beiden Grenzfille a = 2 b, b = 2 a dieser Ungleichung (4.9)
gehen die FlieBbedingungen (4.17) und (4.18) ineinander iiber, wie es schon beim inkompressiblen
Stoff der Fall war, und ergeben beide eine regulire Dreieckpyramide.

Ein Spezialfall von (4.18), ndmlich
m = a b/(b — a) (4.20)

fithrt zur Shieldschen FlieBbedingung [11]
2b—a)ys;—Qa—b)su=ab—oy(—a), }

(4.21)
(2b—a)sn—(2a—b)slzab-«o‘(l)(b—a),...,

welche die einzige sinngemifle raiumliche Verallgemeinerung der Coulombschen FlieBbedingung der
Erdmechanik darstellt. Auf diesen Spezialfall wird im néichsten Abschnitt nochmals hingewiesen.

5. Die isotropen FlieBbedingungen im ebenen Spannungszustand. a) Der ebene Spannungszu-
stand ist hinsichtlich der Anwendung auf Fliachentragwerke (z. B. Platten und Schalen) von beson-
derer Bedeutung. Aus der Hauptspannungsdarstellung von (4.17) gewinnt man mit o = 0 die

FlieBbedingung
(@ — ab 4 b%) (03 + 0% — o10m) (1 ~ ‘ﬂi;—‘ll) 4
3
5 (6 — b) (o1 + om) € 0x — om) @ om — 07) = @ B? (1 — ‘11‘;—"11) : (5.1)

welche fiir m —» oo den inkompressiblen Fall nach (4.6), fiix @ = b den Drucker- Pragerschen Fall

(4.12) und fiir gleichzeitigm —~cound a =b =Fk 1/§ die bekannte v. Misessche FlieBbedingung im
ebenen Spannungszustand enthilt. Die FlieBkurven nach (5.1) sind in den Abbn. 9a und 9b fiir
m > 0 eingezeichnet. Diese Kurven gehen durch die Punkte

(a /(1 1 _:7) o) und (o, - bﬂ/(l — mi)) (5.2)
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auf der o1~ baw. gu-Achse und schneiden die Symmetrieachse o1 = 0y; in den Punkten

(b (1 +%”) b (1 - %”)) und (— a/(l ~ Em_“)) — a((l _ ?n_l’f)) (5.3)

Dabei wurde der asymptotische Teil (Abb. 7) auller acht gelassen, da er aus Konvexitdtsgriinden
ausgeschlossen werden mufl. In Abb. 9b ist auch der Fall gleicher Zug- und DruckflieBspannungen
bei m = 2 a b/(a — b) eingezeichnet worden, wobei nochmals betont werden soll, daB der Kérper
kompressibel bleibt, obwohl die beiden FlieBspannungen gleich sind. Ist m = 2 g, flieBt der Korper
im ,,ebenen hydrostatischen Druck o1 = 011 = — p nicht. Fir m = b flieit er im einachsigen
Druck picht. Beachtenwsert ist hier, daBl die sechsfache Symmetrie in der deviatorischen Ebene
(Abb. 7), welche den isotropen Korper charakterisiert, sich im ebenen Spannungszustand auf eine
einfache Symmetrie beziiglich der Geraden ¢y = o1 reduziert.

%

b=a

R

m=zabffz-b)

m=2a

Abb. 9. Die FlieBbedingung (4.17) im ebenen Spannungszustand (GI* (5.1)), a) b > @, b) a > b.

Die Gleichungen (4.8) ergeben mit oy = 0 fiir die stiickweise lineare FlieBbedingung im ebe-
nen Spannungszustand die Beziehungen

b(l —{—ml>0'1——a<1——;bl—)0‘n=(lb,
(a—b—l—ggb)m-a(l—mi)
(a—b—!—%)du——d(l———’z—)o’l

b
b(l -}—ml)o‘n——a(l——;;)o‘lzab,

(5.4)

I
)
Q=

b(lfl—mi)GII—F(a—b—f"%lé)UI:ab-

Die zugehtrigen FlieBsechsecke sind in den Abbn. 10a und 10b fiir m > 0 eingezeichnet. Auch hier
sind die Schnittpunkte auf den Achsen durch (5.2) und auf der Symmetrieachse durch (5.3) gegeben.
Der Fall gleicher Zug- und DruckflieBspannungen tritt in Abb. 10b wieder fiir m = 2 a b/(a — b)
auf. Analog wie bei der vorherigen FlieBbedingung flieft der Korper bei m = 2 a im ebenen hydro-
statischen Druck nicht und bei m = b im einachsigen Druck nicht. Die FlieBbedingung (4.18) kann
also als lineares Analogon von (4.17) angesehen werden. Die Unstetigkeit und die umstindliche
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allgemeine Darstellung von (4.18) ((4.11) nach Einsetzen von a durch a (1 -— %l—)) und b durch

I
b (1 — —%)) wird durch ihre Linearitiat im Hauptspannungsraum kompensiert, so dal} sie sich fiir

die Anwendung auf ebene Probleme im allgemeinen besser eignen wird.
Aus (5.4) ist ersichtlich, daB fir
m =abf(b — a) (5.5)

9

b>a
m=>0

Sl

R

ym= ab/(6-a) m=b

m=2a

Abb. 10. Die FlieBbedingung (4.18) im ‘ebenen Spannungszustand (Gleichung (5.4)), a) b6 > a, b) a > b.

Abb. 11. Die Coulombsche Gerade.

ein Sechseck entsteht (Abb. 10a), das als die Coulombsche FlieBbedingung der Erdmechanik [11]
interpretiert werden kann, wie im letzten Abschnitt erwihnt wurde. Im wesentlichen ist das ein
Trescasches Sechseck mit verschiedenen Fliefspannungen a b/(2 b — a), a b/(2 @ — b), welche aus
dem Coulombschen Kohisionsfaktor ¢ und dem Winkel ¢ (Abb. 11) zu

o, =2ccosp/(l +sing), og3 = — 2 ¢ cos @/(1 — sin ¢) (5.6)
berechnet werden kénnen. Die Materialkonstanten a, b, m sind dann nach (5.2), (5.5) und (5.6) als

a=06ccos /(3 +sing), b=06ccosp/(3 —sing), m = 3 c cotg @ (5.7

in Funktion von ¢ und ¢ gegeben.

b) Bemerkung zu einer Arbeit von Sankaranarayenan und Olszak. Es wurde
bereits erwithnt, daB die mindestens sechsfache Symmetrie der FlieBfigur eines isotropen Karpers
in der deviatorischen Ebene sich im ebenen Spannungszustand auf eine einfache Symmetrie beziig-
lich der Geraden o7 = oyg reduziert. Eine Drehung um 7/2: x, — x1, %; — — %3 des physikalischen
Bezugssystems liBt die FlieBkurve in der Hauptebene unverindert. Die Symmetrie beziiglich
01 = o7 ist also cine notwendige Bedingung dafiir, daB eine konvexe FlieBkurve im ebenen Span-
nungszustand (in der Hauptspannungsdarstellung) als FlieBbedingung eines isotropen Karpers
interpretiert werden kann.
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Nun sind die obengenannten Autoren in einer Arbeit iiber anisotrope Platten und Schalen [12,
s.auch 13] von einem Flielsechseck im ebenen Spannungszustand mit vier Parametern oy, & 6,
B 6y, v 0, ausgegangen (Abb. 12), welches beziiglich o1 = o5y symmetrisch ist und trotz dieser

Symmetrie die FlieBbedingung eines anisotropen Kérpers darstellen soll. Wie aus threr Bemerkung

hervorgeht, dafl mit y =1 die ,,Anisotropie in den Druckspannungen‘ aufgehoben werden kann,

Abb. 12. Das Flielsechseck von [12]. Abb. 13. TIsotrope FliefSfliche in J, fiir Abb. 12.

meinen sie dabei, Anisotropie sei in diesem Fall gleichbedeutend mit der Schiefstellung der Sechs-
eckseiten im ersten oder dritten Quadranten (4B, AF, bzw. DC, DE in Abb. 12) beziiglich der oy,
om-Achsen. Fiir sie sind also nur die Trescaschen (m = 00, ¢ = bin (5.4)) und die Shieldschen (Spe-
zialfall (5.5) von (5.4)) FlieBsechsecke isotrop, da nur hier c_lie Seiten AB, AF baw. DC, DE zu den
o1, 011-Achsen parallel (bzw. orthogonal) sind. Daf8 diese Uberlegungen grundsitzlich falsch sind,
beweisen die bisherigen Ausfithrungen iiber die isotropen FlieBbedingungen im ebenen Haupt-
spannungszustand und inshesondere die verschiedenen isotropen FlieBsechsecke der Abb. 10a, b,

Da das Sechseck von Abb. 12 im wesentlichen die Form derjenigen Sechsecke von Abb. 10a,
hat, ist es im Prinzip moglich, es auch aus dem ebenen Schnitt ¢y; = 0 einer pyramidenartigen
isotropen FlieSfliche zu bekommen. Die Fliebedingung von Abb. 12 enthilt jedoch vier Material-
konstanten (im Gegensatz zu den dreiparametrigen Sechsecken von Abb. 10a,b), daher entsteht
sie nicht aus einer einzigen isotropen Pyramide (4.18), sondern aus zwei aneinander gefiigten Pyra-
miden gleicher Art (Abb. 13), so dal neben @, b und m eine vierte Materialkonstante n vorkommt,
welche die Lage der Spitze der zweiten Pyramide auf der Raumdiagonale kennzeichnet. Die Glei-
chung der ersten Pyramide ist durch (4.18) und jene der zweiten durch

CBysy— (25 — —___abmn _ oy, ... 5.8

2a—b)s— (25 a)sn—m(l T) (5.8)
/

gegeben. Beide Pyramiden schneiden sich in der deviatorischen Ebene owy =a (1 -+ %), so daf}

in Abb. 12 der Teil im ersten Quadranten aus dem Schnitt gy = 0 der Pyramide (4.18) und der
iibrighleibende Teil aus dem Schnitt oy = 0 der Pyramide (5.8) zu erhalten ist. Die in [12] vor-
geschlagenen Materialkonstanten (Abb. 12) driicken sich in Funktion von m, n, a, b aus als

- mnb _ mb Bo,= ma o mna
0 et —m)+m—b)° aao—m+2b’ T mTae 7 " mn+an—3m’

(5.9)

Nach (5.9) entspricht jedem Satz von Parametern o4, «, 3, v ein Satz von Konstanten m, n, a, b
und umgekehrt. Jedes vierparametrige Sechseck (Abb. 12) der betrachteten Art kann also aus zwei
isotropen Pyramiden von der Form der Abb. 13 erhalten werden. Damit jedoch die Pyramiden
von Abb. 13 im Sinne der Plastizitdtstheorie als FlieBfliche gelten konnen, miissen sie zusammen
eine konvexe Fliche bilden, so daB die Konstanten m, n, a, b den Konvexititseinschrankungen

0< -2a— <b < 2a (Konvexitit der deviatorischen Querschnitte) und n>m >0 oder m > 0,

n < 0 oder m < n < 0 (Konvexitit an der Schnittstelle der beiden Pyramiden) unterworfen sein
miissen, mit entsprechenden Einschriankungen fiir oy, %, 8, ¢ (die aus (5.9) folgen). AuBerhalb dieser
fiir die Materialkonstanten zuldssigen Bereiche kann also keine konvexe isotrope FlieBfliche gefun-
den werden, welche mit einem konvexen, beziiglich o1 = oy symmetrischen Sechseck vertriglich
ist, so daf} in diesen Bereichen (und nur in ihnen), um die Konvexitit zu gewihrleisten, doch eine
gewisse rdumliche Anisotropie eingefithrt werden mufl, welche die sechsfache Symmetrie in den

29%
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deviatorischen Querschnitten teilweise reduziert. Wie in den niichsten Abschnitten gezeigt wird,
bewirkt jedoch eine solche spezielle Anisotropie wegen der Symmetrie beziiglich oy = o011 keine
richtungsabhingigen FlieBeigenschaften, wenn man sich auf Drehungen in der spannungsfreien
Ebene beschrinkt. Inshesondere kann also entgegen der Behauptung der Autoren fiir die von ihnen
behandelten diinnen Schalen und Platten (sei es innerhalb oder sogar aulerhalb der zuslisigen Be-
reiche fiir die Materialkonstanten) von keiner wesentlichen anisotropischen Erscheinung die Rede
sein, solange die FlieBkurve im ebenen Hauptspannungszustand beziiglich o1 = ¢z symmetrisch
1st.

6. Fliefbedingung des anisotropen Korpers. Die allgemeinste anisotrope Fliefbedingung in
einem gegebenen physikalischen Bezugssystem x; ist nach Abschnitt 2 von der Form (2.4). Diese
stellt die Gleichung einer achtdimensionalen Hyperflache Fy in S, dar, deren Schnitt mit der sechs-
dimensionalen Symmetriehyperebene E (03; = ;i) die funfdlmenswnale FlieBhyperfliche F; er-
gibt. Im folgenden wird zunichst die Anderung von (2.4) und F; infolge einer starren Drehung des
physikalischen Bezugssystems B, untersucht. Diese Drehung ist nach (2.2) durch die Drehmatrix
tij gekennzeichnet, welche der Orthogonalititsheziehung

i j = Ok (6.1)
geniigt. Die Drehung in B; beeinflufit die tensoriellen Materialkonstanten in P; in der bekannten
Weise, d. h. als

Kij = pipthjq Kpg» Kijer=pip tiq e pits Kpgraoo oo - (0.2)
Die FlieBbedingung in x; ist folglich von der Form
O (KpqlipliqOijs Kpgrship Wigihr thisOij 01y 2) =0 (6.3)

Die Gleichung (6.3) stellt eine neue Fliche Fg baw. Fsin S, baw. Eg dar, welche offensichtlich durch

die Koordinatentransformation

Opq = fhip i1 0ij (6.4)
im Raum S, in die alte Fliche Fg bzw. F; mit der Gleichung
P (KpqOpg KpgrsOpgOraev ) =0 (6.5)
iibergeht, wobei Fy bzw. Fy jetzt in Sy bzw. E; (0;; = 0};) eingebettet sind. Die 9 X 9 Transfor-
mationsmatrix
M = pip pijq (6.6)

besteht aus 9 X (3 X 3) Teilmatrizen, deren Stellung in M durch die 9 Zeiger des ersten Faktors
Uip gekennzeichnet ist, wogegen die Zeiger des zweiten Faktors y;, die Stellung der einzelnen Ele-
mente in den 3 X 3 Teilmatrizen ergeben. Somit entsteht die Darstellung

Mathiq Mazflig Masliq
M = | pas g Maaliq Haslhiq |-
Mailiq Maaljq HazMiq
Das Produkt von M mit der transponierten Matrix M7 ergibt unter Beriicksichtigung von (6.1)

M M7 = piip pirp g phrg = 0 015

wobei in dieser Notation die rechte Seite die Komponenten der Einheitsmatrix darstellt. Daraus
folgt, dall M orthogonal ist, und daf} somit die Transformation (6.4) einer starren Drehung 6 = M ¢’
in Sy entspricht. Die Koordinatentransformation (2.2) im physikalischen Bezugssystem B, be-
wirkt daher eine starre Drehung der Fliche F in Sy mit der neundimensionalen Drehmatrix (6.6).
Wie man leicht feststellen kann, lift die Transformationsmatrix M die Symmetriehyperebene
Eg (0ij = 0j;) invariant, so daB E; = Ej ist. Der Schnitt F; von Fy in E, erfahrt also infolge M eine
ebenfalls starre Drehung in Eg. Mlt anderen Worten bew1rkt eine Koordlnatentransformatlon (2.2)
im physikalischen Bezugssystem B, eine starre Drehung der FlieBhyperflaiche F; in der Symmetrie-
hyperebene E (0:; = 05)-

Zur Besnmmung der zugehérigen Drebmatrix M(®) wihlt man ein sechsdimensionales, orthogo-
nales Koordinatensystem oy, 039, O3, T19» Tag» Tay il Fog, wobei die neuen GroBen 755, . . . in Funktion
der alten durch '

T2 = 7= (0'12 + 0a1) » (6.7)

<1
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gegeben sind (Drehung in den Ebenen 6y, =0y, ..,...). Aus M ergibt sich dann die 6 X 6
Matrix

g—

78 H“ia His 1/2: Hi1 e i/ 2 P12 s I/i 13 fh1 ]
sy Maa Uas l/fi Haz oo [/2_ Hag oz V2 Has o1
MO — U Wia Mis VZ H31 Uss }/2 Hag Uss l/2 Mss Hsy

_ _ — , (0.8)
1/2 11 Moy VZ Mg oo 1/2 PisMog s fhos 1 tialor Mg fhos - Mas Mo PasMay - fi1 Has

V? a1 g1 l/?!/‘zz sz ]/2— Moafhss Mor e 1 Moo a1 Mos Mas + Has sz HasMar - Moy Has
_I/ 2 a1 VZ M3a e 1/2 Mg s Msythis + Haafhin Maefhas + Mesthae Mss b + Ms s |

deren Orthogonalitiat mit Hilfe von (6.1) leicht bewiesen werden kann® Die allgemeinste Drehung
in E; wird durch 15 Parameter heschrieben, wihrend die durch M {6) charakterisierte Drehung drei-

parametrig ist. Fiir eine ebene Drehung um x; des physikalischen Bezugssystems By mit dem Win-
kel yp vereinfacht sich M© zu ’

cos? sin? 0 sin 2y 0 0 1
Y Y 7z
sin®yp  cos? 0 — sin2y 0 0
Y Y T2
0 0 1 0 0 0
MO(y) = . . (6.9)
__smzlp_ sin 2 ¢ 0 cos 21 0 0
TERNE Y
0 0 0 0 cosy — siny
n 0 0 0 0 sin cos |
und nach einer Koordinatentransformation
— 0y + 622 011 + 0'22
0 = ———=, Oy =— — —
. 1 VE 2 Vz
Az,
]
- : 5
15 a
01'7/%\02; .
Abb. 14. Das Bezugssystem o), 0,7, in Us.
im dreidimensionalen Raum o7, Oy, 1o (Drehung um 7;, mit dem Winkel /4 (Abb. 14)) zu
[0, ] [} 0 0 0 0 0 Tjlor
0y 0 cos2yp —sin2yp O 0 0 o3
Tip || 0 sin2y cos2y 0 0 0 11/2 (6.10)
O3 0 0 0 1 0 0 033
Tog 0 0 0 0 cosy —siny || 72
o 0 0 0 siny cos_|| 751_

Die Transformation (6.10), welche die einparametrige Drehung des mit der FlieBfldche Fj fest ver-
bundenen Koordinatensystems o}, Gy, Tyz, 033, Tag» Tey In Eg darstellt, laBt also die Achsen 6,3 und
0, (61, = Ogs in E;) damit auch die Ebene oy =75 = 7y = Tg; = 0 fest. Nach (6.10) erfahren die

2 Man beachte, daB M) aus der Variation der Materialkonstanten entstanden ist und nicht aus der Ande-
rung eines bestimmten Spannungszustandes in einem materiellen Punkt. . Von dem letzteren Vorgehen aus-
gehend kommt v. Mises [1] auf eine dhnliche Matrix, die sich von (6.8) durch die Faktoren /2 unterscheidet
und deswegen nicht mehr orthogonal ist, daher nicht einer starren Drebhung entsprechen wiirde. Man erkennt
hier, wie wichtig der Ansatz (6.7) fiir die Orthogonalitit ist,
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Schnitte der FlieBfliche Fy in den dreidimensionalen Raumen ¢y, 0g9, 7y und 0y5, 793,75 eine gewshn-
liche Rotation um 2 4 bzw. p beziiglich der Achsen oy (6;; = 035) bzw. 045. Insbesondere sieht man,
daB, solange die FlieBfliche nicht geniigende Rotationssymmetrien besitzt, der Hauptschnitt im
Hauptspannungsraum Fy (7,5 = Ty3 = Tg; = 0) verschiedene Formen annimmt. Da die allgemeine
Drehung (2.2) in By sich aus drei sukzessiven Eulerschen Rotationen y, 4, ¢ zusammensetzt, ergibt
die Ubertragung der obigen Uberlegungen auf die Drehungen & und ¢ (bzw. die sukzessive Anwen-
dung von analogen Drehmatrizen (6.9)) die ganze dreiparametrige starre Drehung der FlieBfliche
Fyin E; Bei jeder Teildrehung bleibt eine der Ebenen — 0y, + 0gy =715 = Tpy = T5; = 0, — 0y +
Oy =Typ =Tpy =Tgy = 0, — 033+ 073 =Typ =7Ta3 = T3, = 0, also bei der resultierenden Dre-
hung die Achse gy; = 09 = 03 fest.

Die Koordinaten o;; des Bildpunktes 4 in S, eines bestimmten Spannungszustandes sind infolge
der Drehung (2.2) in B, der Transformation

Gij = HipHjqOpq

ausgesetzt (vergleiche mit (6.4)). Die Bewegung von A in S, wird daher ebenfalls durch die Dreh-
matrix (6.6) beschrieben, woraus folgt, dafl die einzelnen Punkte der FlieBfliche Fy, welche in B,
bestimmten Spannungszustiinden entsprechen, wihrend der starren Drehung von Fj in E; beziig-
lich F; stationiir bleiben. Da die Isotropie als Spezialfall der Anisotropie betrachtet werden kann,
bei welchem die Tensoren K}, K;jy ), . . . isotrop sind, scheint das obige Resultat mit der Feststellung
des dritten Abschnittes in Widerspruch zu stehen, daf} die isotrope FlieBfliche F; von (2.2) unbe-
einflult bleibt, und der Bildpunkt A infolge (2.2) auf F; eine Kurve beschreibt (Abb. 2), so daB
er beziiglich F; scheinbar nicht stationir ist. Dieser scheinbare Widerspruch kann aufgehoben
werden, wenn man beachtet, daf wegen der Isotropie der Materialtensoren die Drehmatrix (6.6)
oder (6.8) die isotrope FlieBfliche wieder in sich selbst iiberfithrt. Auch sie wird also samt Bild-
punkt A4 auf ihr gemiB der Drehmatrix (6.8) in E; gedreht, da sie jedoch bei dieser Drehung wieder
in sich iibergeht, ist nur die Bewegung des ausgesonderten Bildpunktes 4 ersichtlich. Hieraus folgen
eine Menge von notwendigen Rotationssymmetrien der isotropen FlieBfliche, z. B. nach (6.10)
Rotationssymmetrie des dreidimensionalen Schnitts in 01y, 049, 7y, beziiglich oy (071 == 05, in 0355, Tyg
Ty beziiglich oy, in 0y, Tog, T4y beziiglich ¢ usw,

Die einfachste allgemeine anisotrope FlieBbedingung, welche sich fiir den isotropen Korper auf

(2.8) bzw. (2.9) reduziert, kann als

D(K 0155 Kijui10:j 01 Kijhimn 0ij0k10mn) =0 ‘ (6.11)
fiir den kompressiblen und als '
D(K;j5i5, Kijri5ij suts Kijrimn Sij Skt Smn) =0 (6.12)

fiir den inkompressiblen Fall angesetzt werden. Der Ansatz (6.11) enthilt unter Beriicksichtigung
der Symmetrien 6 Materialkonstanten K;;, 21 K;;,; und 56 K;;j mn, also bereits 83unabhingige
Materialkonstanten, der inkompressible Ansatz (6.12) enthilt dagegen wegen s;; = 0 5 unabhiin-
gige K;;, 15 K ji; und 35 K;jpmn folglich 55 unabhingige Materialkonstanten. Fiir den isotropen
Kéorper reduzieren sie sich auf die Komponenten der isotropen Tensoren

K;; =k 05, Kijrr=ky 05501 4 Fog (01 051 + 0:10%5) »

Kijkimn = b1 0:50k10mn + bag [0:5 (Btm Oin + Okn Om) +
+ 01 (O3m O + Oin Ojm) + Omn (0ix ;1 + 0;:10;8)] +-
+ kg [0ik OjmOin + 0i £ 0jn Otm + 0510k m Ojn + i 10k Ojm -+
+ im0k jOrn + OimOknO1j 4 0in Ok jOrm + Oin Okm 0ij] -

Die verjiingten Produkte P, = K0}, . . . ergeben dann
Py =kyoy, Py = (kyy + 2 kgp) 0ft) + 4 ka0 5
Py = (kgy + 6 kgy + 8 kyg) 6fty + 12 (kegg 4 2 kgg) 01y 02) + 24 kgg0(3) }

Eine mogliche amsotrope Verallgemeinerung der v. Misesschen Fheﬁbedlngung (4.1) wurde von
v. Mises selber [1] mit dem Ansatz

(6.13)

Kijrisijsei=1 (6.14)

vorgeschlagen und ziemlich eingehend diskutiert. Spiiter haben andere Autoren ebenfalls auf
diesen Ansatz (6.14) hingewiesen und ihn besprochen [4,14].
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Um auch die Trescasche FlieBbedingung fiir den anisotropen Kérper zu verallgemeinern, schligt

Sawczuk [15] den Ansatz
1=Aijo‘ij=k0nst., fzsz,o'klzkonst.,..., fnzN,s(r,s:konst. (6.15)

vor, der in E; Hyperebenen ergibt. Dieser Vorschlag kann jedoch nicht als sinngemifBle Verallge-
meinerung der Trescaschen FlieBbedingung angenommen werden, denn obwohl der Ansatz (6.15)
im Hauptspannungsraum J; dhnlich wie bei der isotropen Trescaschen FlieBbedingung ein’ Sechs-
eck (n = 6) ergibt, reduziert er sich in Eg fiir den isotropen Fall mit den isotropen Materialkonstan-
ten A;; = k d;; auf die triviale Aussage

o() = konstant,

welche u. a. ausgerechnet fiir die inkompressiblen Stoffe, die der Autor im iibrigen Teil seiner Arbeit
in Betracht zieht, ein widerspriichliches Resultat ergibt. Bereits im isotropen Fall ist die Trescasche
FlieBfliche (wie aus (4.3) sofort ersichtlich wird) nichtlinear und zerfillt auf keinen Fall auf 6 Hyper-
ebenen in E,. :

Eine sinngemifle anisotrope Verallgemeinerung der Trescaschen FlieBbedingung des inkom-
pressiblen Stoffs entsteht, wenn in (4.3) die Grundinvarianten sp) und s;) durch die verjiingten
Produkte

Q= Kijni8ij8k15 Qs =K;jkimnSijSkiSmn (6.16)
wie folgt ersetst werden:

408 —27Q2—36K2 Q2 196k Q, — 64 k5 =0, (6.17)

so daB fur isotrope K;jp1, Kijpimn nach (6.13) mit 4 ky, = 24 ky; = 1 wieder die Form (4.3), also
die isotrope Trescasche FlieBbedingung resultiert. In (6.17) ist k eine skalare Materialkonstante,
die zusammen mit den 15 tensoriellen Konstanten K;;;; und 35 K;jjim, im allgemeinsten Fall
51 Materialkonstanten ergibt. Es ist natirlich kaum zu erwarten, dal die FlieBbedingung (6.16),
(6.17) in dieser allgemeinen Form praktisch brauchbar ist, und man kénnte versuchen, durch
spezielle Annahmen, inshesondere zur Gewihrung der stiickweise linearen Form in J€;, die Anzahl
der auftretenden unabhingigen Materialkonstanten zu verkleinern. Diese Aufgabe diirfte jedoch
mit ziemlich groflen rechuerischen Schwierigkeiten verkniipft sein, und einfachheitshalber wird sie
im achten Abschnitt nur fiir den ebenen Spannungszustand kurz diskutiert.

7. Die anisotrope Fliefbedingung im ebenen Spannungszustand. Wenn man sich in B, auf Dre-
hungen beziiglich der x;-Achse beschrinkt (Drehwinkel %), so erfihrt der Schnitt 7,y == 75 = 055 = 0
der FlieBfliche F;; im dreidimensionalen Unterraum U, (gekennzeichnet durch die Achsen o4y, 09, 775)
gemil (6.10) eine reine Drehung (Drehwinkel 2 1) um die Achse ¢;; = 0y, (Abb. 14) und bleibt daher
in U,. Dieser Schnitt F, kann als FlieBfliche des ebenen Spannungszustandes mit der spannungs-
freien Ebene x; x, aufgefallit werden, Im folgenden soll die FlieBfliche F, ndher untersucht werden.

Wenn auch Spiegelungen in der Ebene x, x, zugelassen sind, welche ja Drehungen um 180°
beziiglich der Spiegelungsachse entsprechen, so ergibt sich aus (6.8) mit z. B. x, als Spiegelungsachse
die Drehmatrix

in Ey. Die FlieBfliche F, wird also in Uj einer Spiegelung an dex gy, 0,5-Ebene ausgesetzt und bleibt
weiterhin im Unterraum U,. Zusammenfassend kann daher fiir die FlieBfliche F, des ebenen
Spannungszustandes gesagt werden, dal sie infolge einer Drehung um y baw. einer Spiegelung des
ebenen Bezugssystems x; x, in der spannungsfreien Ebene eine Drehung um 2y beziiglich der
Achse 0y (03 = 0yy) bzw. eine Spiegelung an der Ebene 7,, = 0 erfihrt und somit im Unterraum
U, (ty3 = 75 = 033 = 0) bleibt.

Hieraus ergibt sich fiir jede isotrope FlieBflache des ebenen Spannungszustandes (wie im letzten
Abschnitt schon erwdhnt wurde) eine Rotationssymmetrie beziiglich der Achse 0;; = 0,,. Die
isotrope v. Misessche Fliebedingung ist zum Beispiel ein Rotationsellipsoid

3% + 2‘119—2 (0; +71i) =1 ((71 = 1‘7111%7‘2“2 » Oy = “g]']l/;;’:%?’ > Tig = Op I/2> (7.1)
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mit der Hanptachse oy (07; = 0yy), so daf} die Schnitte g; = konstant Kreise sind {Abb. 15). Die
isotrope Trescasche FlieBfliche im ebenen Spannungszustand besteht dagegen aus zwei Halbkreis-

kegeln

1 2
oh (03 +73) = (1 ¥ 'é":ﬁ) (1.2)
mit den Spitzen 4 und 4’ auf der Kegelachse ¢; und mit dem halben Offnungswinkel 7/4. Zwischen
die Kegel kommt noch eine Kreiszylinderfliche ‘

oy +15, =2k , (7.3)
mit derselben Achse ¢; (Abb. 15). Jede ebene Drehung bzw. Spiegelung in der wx x,-Ebene fiihrt

die isotrope FlieBfliche in sich selbst iiber, AuBerdem haben Spannungstensor g; j und Tensor der

Abb. 15. Die v. Misessche bzw. Trescasche FlieBfliche im ebenen Spannungszustand.

Verformungsgeschwindigkeiten d; ; stets ein gemeinsames Hauptachsensystem in x; x,, da es iiberall
im Schnitt 7,, = 0 der isotropen FlieBfliche F, eine Normale zu ihr gibt, die in der Ebene 7, = 0
liegt. Dabei gilt als Normale an allfilligen Unstetigkeitsstellen der Flieffliche wie iiblich die
Gerade senkrecht zu einer der Stiitzebenen.

Da im allgemeinen die anisotrope FlieBfliche keine Rotationssymmetrie zu besitzen braucht,
fallt das Hauptachsensystem des Spannungszustandes mit jenem der Verformungsgeschwindig-
keiten nicht zusammen, Es stellt sich nun die Frage nach den notwendigen und hinreichenden
Bedingungen fiir die Existenz in der spannungsfreien Ebene x;x, eines speziellen Bezugssystems
#1%11, in welchem die beiden (ebenen) Hauptachsensysteme zusammenfallen. Aus der Dreheigen-
schaft von F, in U, folgt, daB ein solches spezielles Bezugssystem dann und nur dann existiert, wenn

1. es cine ebene Kurve auf F, gibt, lings welcher alle Normalen zur FlieBfliche in der Kurven-
ebene liegen,

2. die Kurvenebene die Drehachse g, enthilt.

Beide Bedingungen sind insbesondere fiir den orthotropen Korper erfilllt. Ein Kérper heifit
bekanntlich orthotrop, wenn in jedem Punkt drei aufeinander senkrechte Richtungen existieren so,
daB nach Drehungen um 180° beziiglich dieser Achsen wieder dieselben Materialeigenschaften ent-
stehen. Es sei x, eine der Orthotropieachsen, dann kann durch eine ebene Drehung beziiglich x,
erreicht werden, daB8 x, und %, mit den beiden anderen Orthotropieachsen zusammenfallen. Eine
Drehung um 180° beziiglich x; oder x, ist gleichbedeutend mit einer Spiegelung an der x;x,-Ebene,
welche ja eine Spiegelung der FlieBfliche F, an der o};05-Ebene verursacht. Wegen der Orthotropie
muB F, bei dieser Spiegelung wieder in sich iibergehen, folglich ist sie beziiglich der gy;05,-Ebene
symmetrisch und alle Normalen lings der Schnittkurve mit dieser Ebene liegen in ihr, woraus folgt,
daB die (ebenen) Hauptachsensysteme von ¢;; und d;; zusammenfallen. Durch Wiederholung des~
selben Gedankenganges kann dieses Resultat auch auf den rdumlichen Fall iibertragen werden.
Es gilt also der Satz:

Fiir einen orthotropen Korper fallen lings der Orthotropieachsen die Hauptachsen der Span-
nungen und der Verformungsgeschwindigkeiten zusammen.

Dieser Satz wurde bis jetzt nur fiir die v. Misessche FlieBbedingung (6.14) bewiesen. Damit ist
gezeigt, da er fiir jede anisotrope FlieBbedingung eines orthotropen Kérpers gilt. Zu beachten ist
ferner, daB die Orthotropie nur eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Satzes von
zusammenfallenden Hauptachsensystemen ist.
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Ein weiterer spezieller anisotroper Korper, der von v, Mises im Zusammenhang mit seiner Flie3-
bedingung (6.14) erwihnt wurde [1], ist das regulire Kristallsystem (Steinsalz, Kupfer, Aluminium,
Eisen). Es besitzt drei zueinander senkrechte, eindeutig ausgezeichnete Achsen, die miteinander
beliebig vertauschbar sind. Folglich fithren Drehungen um 90° beziiglich dieser Achsen die Flie3-
fliche wieder in sich ither. Ist x, eine der ausgezeichneten Symmetrieachsen, so konnen wieder x,
und x, ohne Verletzung der Allgemeinheit als die beiden anderen Symmetrieachsen angenommen
werden. Eine Drehung um 90° beziiglich der x,-Achse verursacht eine entsprechende Drehung der
FlieBfiache F, in U; um 180° beziiglich der oy-Achse, welche ja mit einer Spiegelung an der o7,
Ebene gleichbedeutend ist. Nach: dieser Spiegelung sollte also die FlieBfliche des reguliren Systems
wieder in sich selbst iibergehen, folglich muB sie neben der o,0,-Ebene (das regulire Kristallsystem
ist trivialerweise auch orthotrop) auch beziiglich der ¢;73,-Ebene symmetrisch sein. Lings der
Schnittkurve von F, mit der ¢;7;5-Ebene liegen also die Normalen zu F, in dieser Ebene. Es gibt
daher mindestens zwei ebene Kurven auf F,, welche die Bedingungen fiir zusammenfallende Haupt-
achsensysteme erfilllen. Da die ebene Schnittkurve von F, in 07y, nach einer Drehung um 45°
beziiglich der x;-Achse in die Hauptebene (0;0,-Ebene) gebracht werden kann, gilt (auch fiiv den
raumlichen Spannungszustand) der Satz: ‘

Fiir ein regulires Kristallsystem fallen die Hauptachsen von ¢;; und d;; zusammen 1. in den
drei Symmetrieachsen des Kristallsystems, 2. in drei weiteren Bezugssystemen, welche je eine
der Symmetrieachsen enthalten und um 45° gedreht sind.

SchlieBlich sei noch ein dritter, ebenfalls von v. Mises erwihnter spezieller anisotroper Kérper,
nimlich das hexagonale Kristallsystem (Kadmium, Zink) untersucht. Dieser Korper besitzt die
Symmetrieverhiltnisse eines geraden Prismas, dessen Querschnitt ein regelmiBiges Sechseck ist.
Nimmt man die Prismenachse zur x;-Achse, so fithren Drehungen um 60°, 120°, 180° beziiglich der
xg-Achse die FlieBfldche in sich selbst iiber. Daraus folgt, daBl die Schnittkurven der FlieBfliche I,
mit den Ebenen g, == konstant etwa die Form der Abb. 16 haben, also durch Drehungen um 120°
in sich selbst ibergehen. Man sicht, dal in diesem Fall die Bedingungen fir die Existenz von ge-
meinsamen Hauptachsensystemen nicht erfiillt zu sein brauchen.

17

Abb. 16. Der Schnitt ¢; = konst. der anisotropen FlieBflidche fiir das hexagonale Kristallsystem.

Zusammenfassend kann von der anisotropen FlieBfliche F; in U, gesagt werden. dal} sie fiir
einen orthotropen Korper (mit x, als Orthotropieachse) eine die ¢;~Achse enthaltende Symmetrie-
ebene, fiir ein regulires Kristallsystem (mit x; als eine der Symmetrieachsen) zwei aufeinander
senkrechte, sich lings der o;-Achse schneidende Symmetrieebenen, fiir ein hexagonales Kristall-
system (mit x, als Prismenachse) eine Drehsymmetrie um 120° beziiglich der o, Achse besitzt.

Im niichsten Abschnitt sollen diese drei Fille zunichst. fiir die anisotrope v. Misessche FlieB-
bedingung untersucht werden, um gleichzeitig eine sinngemiifle anisotrope Trescasche FlieBbedin-
gung im ebenen Spannungszustand zu entwickeln, welche grundsitzlich durch die Analogie mit der
entsprechenden v. Misesschen Fliefbedingung entstehen soll.

8. Die anisotrope v, Misessche und eine entsprechende Trescasche FlieSifliche im ebenen Span-
nungszustand, Da die v. Misessche anisotrope FlieSbedingung (6.14) eine homogene quadratische
Form ist, ergibt sie in U, ein Ellipsoid (wenn die Konvexititsbedingung zwischen den Material-
konstanten erfiillt ist), dessen drei orthogonale Hauptebenen Symmetrieebenen sind, und dessen
Zentrum im Ursprung 0 des Spannungsraums liegt. Wenn der Kérper orthotrop sein soll, dann mafl
eine dieser Hauptebenen die o-Achse enthalten. Fiir ein regulires Kristallsystem miissen zwei
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Hauptebenen die ¢y-Achse enthalten, folglich ist die ¢;-Achse eine Hauptachse des Ellipsoids. Ist
das Kristallsystem hexagonal, so fithrt fiir das Ellipsoid die notwendige Drehsymmetrie um 120°
beziiglich der ¢;-Achse zu einer vollstindigen Rotationssymmetrie um diese Achse, welche gleich-
zeitig zur Hauptachse des Rotationsellipsoids wird.

Die entsprechende v. Misessche FlieBbedingung (im ebenen Spannungszustand) des hexagonalen
Systems (mit x, als Prismenachse) ist dann besonders einfach und lautet etwa

At S a) =1 61

mit o, § als (positiven) Materialkonstanten. Das Rotationsellipsoid hat dieselbe Gestalt wie beim
isotropen Korper (Abb. 15), und (8.1) unterscheidet sich von der isotropen FlieBbedingung (7.1)
nur durch das Auftreten einer zweiten Materialkonstante. Diese Gleichung ergibt also richtungs-
unabhingige FlieBeigenschaften (Isotropie), solange man sich nur auf ebene Spannungszustinde
mit der spannungsfreien Ebene senkrecht zur Prismenachse beschrinkt, denn jede Drehung um die
xg-Achse fiihrt die FlieBfliche F, in sich selbst iiber.
Fiir das reguldre System, wenn xy, x,, x; die Symmetrieachsen sind, werden g, 05, 7,5 zu den

Hauptachsen des FlieBellipsoids

of | 9% | 7

atp o=l (82)
wobei y eine dritte (positive) Materialkonstante ist. Eine Drehung des Bezugssystems um x, ergibt
verschiedene Hauptabschnitte der FlieBfliche in der Hauptebene 6,0, Man sieht hier deutlich,
dal} die ebenen Hauptachsen von ¢;; und d;; nur dann zusammenfallen, wenn 6,0, sich mit einer
der beiden Hauptebenen deckt, die die ¢;-Achse enthalten.

Abb. 17. Die orthotrope v. Misessche bzw. Trescasche FlieBfliche im ebenen Spannungszustand.

Beim orthotropen Korper mit xy, xy, x; als Orthotropieachsen ist die eine Hauptachse des

Ellipsoids (Abb. 17) mit der Gleichung

41 g‘%__2o‘lo'zcosw+ﬁ_2:1 (8.3)

die 7y,-Achse, wihrend die beiden anderen, in der g,0,-Ebene liegenden Hauptachsen beziiglich oy, 0,
gedreht sind. In (8.3) erscheint also zusitzlich der Winkel w, der als vierte Materialkonstante
aufzufassen ist. Hier fallen nur in den Orthotropieachsen die Hauptachsensysteme von o;; und d;;
zusammen.

Im allgemeinsten Fall enthilt keine der Hauptebenen des Ellipsoids die oj-Achse, so da8l die
Hauptachsensysteme von 0;; und d;; in keinem Bezugssystem zusammenfallen wiirden.

Es gibt verschiedene Méglichkeiten zur Verallgemeinerung der Trescaschen FlieBbedingung auf
den anisotropen Fall. Im folgenden wird eine solche Maglichkeit vorgeschlagen, welche von den
folgenden prinzipiellen Annahmen ausgeht.

1. Die FlieBfliche soll mindestens in speziellen Bezugssystemen einen stiickweise linearen,
sechseckformigen Hauptschnitt aufweisen.
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2. Sie soll im wesentlichen das lineare Analogon der v. Misesschen Fliefifliche sein.

3. Sie soll sich im isotropen Fall auf die beiden Halbkreiskegel und die Zylinderfliche (7.2) bzw.
(7.3) reduzieren.

Somit entsteht fiir das hexagonale Kristallsystem der Ansatz

I%E (03 +7h) = (1 + %)2 ) 05 + 15 = 2« + B)% . (8.4)

Die exste Gleichung ergibt wieder zwei Halbkreiskegel mit den Spitzen auf der ¢,-Achse und die
zweite eine zwischen den Kegeln liegende Zylinderfliche, welche sie lings Kreisen schneidet, die
durch die Achsen ¢y, 0y gehen. Zylinder und Kegel haben eine gemeinsame Achse. Es kann
analog wie bei der entsprechenden v. Misesschen FlieBbedingung (8.1) gesagt werden, dafl die Flief}-
fliche dieselbe Gestalt wie beim isotropen Korper (Abb. 15) hat. Jede Drehung beziiglich der
%g-Achse fiihrt die FlieBfliche in sich selbst iiber (beschrinkte, ehene Isotropie). In jedem Achsen-
system x; x, ist der Hauptschnitt ein (irreguliires) Sechseck.

Tabelle 1. Zusammenfassender Vergleich der Fliefflichen.

[ v. Mises Tresca
1 o \2
= (o2 2y (1%
__+B§(a§+r‘f2):1 52(024“712)*(1%*“) ’
H onales
K?i);ifllsystem 03 + 71, = o P/ + B
Rotationsellipsoid Kreiskegel, Kreiszylinder,
Hauptachse 0. gemeinsame Achse 0.
arB=(122),
N ”12 =
Reguléres 0‘2 ﬁ2 03 Tl _ ., .
Kristallsystem B + 2 ol + B)
Ellipsoid, Kegel, Zylinder mit Ellipsenquerschnitt,
Hauptachse o;. gemeinsame Achse 0.
—1—(6 sinw -+ o cosw)2+1—%2=
2 06,0,c0850 | 713 gt 2 72
A R ! :
= [1 F— (o cosw — azsinw)] ,
Orthotroper Ellipsoid x
Koérper | Hauptachse: beziiglich o,

1 . 73

1 45 B cos o = (0ysin ® + 0, cos )® + —F = a¥/(x + )
| um § = - arctg ———— p ) . 7 .

‘ dreh 2 p?— o Kegel, Zylinder mit Ellipsenquerschniti
gedreht gemeinsame Achse: beziiglich o,

; um o gedreht.

oy = (09 + 522)/V§ , 0= (—oy+ 522)/V§= T2 = Op2 V§

Fiir das regulire Kristallsystem entsteht in den Symmetrieachsen der Ansatz

ﬂz + > ( T ‘Z‘l)z Iz +T“ =2/ +-F)* (8.5)

der zwei Halbkegel mit Ellipsenquerschnitt und mit den Spitzen auf der ¢;-Achse sowie eine da-
zwischen liegende Zylinderfliche mit Ellipsenquerschnitt ergibt. Der Zylinder schneidet die Kegel
lings Ellipsen, welche durch die Achsen oy, 0, gehen. Zylinder und Kegel haben eine gemeinsame
Achse. Eine Drehung um x; des Bezugssystems ergibt verschiedene Hauptschnitte in der Haupt-
ebene 0,0,, welche jedenfalls immer Sechsecke sind. AuBer in den Symmetrieachsen fallen Haupt-
achsensysteme von ¢;; und d; ; auch in dem beziiglich x, um 45° gedrehten Bezugssystem zusammen.
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SchlieBlich ergeben dieselben Uberlegungen wie bei der v. Misesschen FlieBbedingung fiir den
orthrotropen Kérper den Ansatz (Abb. 17)
2 9
% (o) sinw + 0, cos m)? +.f;—§— = [1 F —;; (01 cos w — gy sin 0))]2 )
1 72 (86)
e (o3 sinw + oy cosw)? + —;72 =?/(x + f)?,

‘welcher aus (8.5) durch eine Drehung um den Winkel —w (Materialkonstante) erzeugt wurde. Die
Schnittellipsen gehen in diesem Fall durch keine der Achsen ¢y; oder gy, Der Hauptschnitt in der
0,05-Ebene ist nur in den Orthotropieachsen ein Sechseck, in jedem anderen Bezugssystem besteht
er aus Ellipsen-, Hyperbel- oder Parabelstiicken.

Die verschiedenen oben besprochenen Fille sind zusammenfassend in Tabelle 1 aufgefithrt. Zu
beachten ist hier, daB bei allen Anséitzen die Zug- und DruckflieBspannungen gleich sind. Die Uber-
tragung der obigen Uberlegungen auf den Fall mit ungleichen Zug- und DruckflieBspannungen
wiirde keine wesentlichen Schwierigkeiten verursachen.
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