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Zur Fl ieBbedingung der Plast izit / i tstheorie  * 

Von M. Sayir 

{Sbersieht-" In der vorliegenden Arbeit werden einige Aspekte der isotropen und anisotropen FlieBbedingung 
behandelt. Nach einer kurzen Diskussion tiber die Tensoriallt/it der Materialkonstanten folgt zun/iehst ein 
Konvexit/itssatz fiir die isotrope FlieBfl/iche, Die isotropen FlieBbedingungen yon v. Mises und Tresca werden 
dann auf den Fall ungleicher Zug- und DruckflieBspannungen sowohl ftir den inkompressiblen als auch ftir den 
kompressiblen Ki~rper erweitert und diese erweiterten isotropen Fliefibedingungen im ebenen Hauptspannungs- 
zustand kurz studiert. Die Eigentiimlichkeiten tier anisotropen Flief~fl/iche im Verh/iltnis zu den Drehungen 
des physikalischen Bezugssystems bilden den Gegenstand der danach folgenden Untersuchung, insbesondere 
die l~ichtungsabh/ingigkeit der FlieBeigenschaften einiger speziellen anisotropeu K~irper. Schliel31ich wird eine 
sinngem/iBe Erweiterung der Trescaschen FlieBbedingung ftir den anisotropen Stoff im ebenen Spannungs- 
zustand vorgeschlagen. 

Summary: The following paper discusses some aspects of the isotropic and anisotropic yield conditions 
in the theory of plasticity. A short remark on the tensoriality of the material constants is followed by a theorem 
on the convexity of the isotropic yield surface. The isotropie yield criteria of v. Mises and Tresca are then 
extended to the case with different yield stresses in one-dimensional tension and compression (for the incom- 
pressible as well as for the compressible material). These extended isotropic yield criteria are thereupon 
specialized for plane stress. The general anisotropic yield surface and its relation to changes of the reference 
frame constitute a further subject of discussion with special emphasis on particular cases of anisotropy. A "rea- 
sonable" anisotropic generalization for the yield criterion of Tresca in plane stress is ultimately proposed. 

1. Allgemeines. Die Stoffgleichungen der Plastizit~tstheorie setzen sich bekanntlich aus einer 
skalaren Fliegbedingung 

~(~j) = 0, 
und einer tensoriellen Beziehung 

dl j  = 2 - - ,  8a~j 

(~ j  = ~j~) (1.1) 

2 > 0 (1.2) 

fiir die Komponenten des Tensors der Verformungsgeschwindigkeiten 

1 
d~j -= y (vl, j  "q- vj, ~) (1.3) 

Abb. 1. Die FlieBfl/iche und der Satz tiber das Maximum der Dissipationsleistung. 

zusammen [1]. Die Gleichung (1.1) stellt eine 5-dimensionale Hyperflache im 9-dimensionalen 
Spannungsraum S 9 dar, yon der noch postuliert wird, dab sie konvex sei. Wird der 9-dimensionale 
Einheitsvektor auf der/iuBeren Normalen zu dieser Hyperfl/iche mit n ~ (hi j) bezeichnet und  die 
Komponenten d~j als Vektorkomponenten des neundimensionalen Yektors d aufgefaBt, so 1/iBt sich 
(1.2) auch als 

d = 2 n ,  2 > 0 (1.4) 

darstellen. I n  gleicher Weise wird ein Punkt  inS  9 mit den neun Komponenten des Vektors o-=(~ij) 
(a~j = aj~) festgelegt. Es sei A(o) ein Punk :  auf der FlieBfl/iche mit dem zugehtirigen normalen 
Einheitsvektor n und B(~) ein weiterer Punk :  auf oder innerhalb der Flieflfl/iche; es gilt dann der 
Satz tiber das Maximum der Dissipationsleistung Eli, [2] 

( ~ j - - ~ i j )  d l j > ~ 0 ,  (1.5) 

welches aus der Konvexit/it  der Fliegfl/iche folgt und umgekehrt  auf sie fiihrt (Abb. 1). 
Yon diesen bekannten Grundlagen ausgehend werden im folgenden einige meist stillschweigend 

als gtiltig angenommene S/itze kurz diskutiert und erganzende Bemerkungen zur FlieBbedingung 
des isotropen und anisotropen K6rpers angebracht. 

* /=Ierrn Professor Dr. H. Ziegler zum 60. Geburtstag gewidmet. 



39. B~a ~970 M. Sayir: Zur FlieBbedingung der Plastizit/itstheorie 415 

2. Die Flieflfunktion und ihre Argumente. Denkt man in erster Linie an polynomiale FlieB- 
funktionen r  und fal]t man die vel'schiedenen Potenzen der a~j zusammen~ so entsteht zun~ehst [3] 
die allgemeine Form 

of) ~- K o ~- Kijr -~- Kijklai jal~l  -~- Kijk~rn,,aijal~la,n,~ A_.. .  , (2.1) 

wobei die Koeffizienten Ko, K i j  , Kij  k l , . . .  Materialkonstanten sind. Das Prinzip der Unabh~ingig- 
keit yore Bezugssystem (Principle of material frame indifference) fordert, dab die Struktur yon (1.1) 
und (1.2) beziiglich Koordinatentransformationen 

x~ = #1i xj (2.2) 

erhalten bleibt. Zudem muB die ,Gradientenbildung" in (1.2) einen Tensor d~j ergeben, der beim 
Ubergang zum neuen Koordinatensystem dem Transformationsgesetz 

d~ j = #i p ~j q dp q (2.3) 

geniigen mug. Da der Spannungstensor auch einem ahnlichen Transformationsgesetz unterworfen 
ist, ergibt der Vergleich der untransformierten und transformierten Form von (1.2) oder (2.1), 
dab die symmetrsichen Anteile der Materialkonstanten Ki j  -~- Kji ,  KijkZ -~- Kj ik l  ~- Kij lk  -[- 
~- K j , k  -]- Kkl i j  -k K~kij -k Kk~jl -]- Ktkj~, usw. Tensoren zweiter, vierter, sechster bzw. h6herer 
Stufe sind. Die antimetrischen Anteile, welche keine tensoriellen GrOgen zu sein brauchen, ergeben 
jedoch keinen Beitrag in (2.1), so dab ohne Einschr/inkung der Allgemeinheit die Materialkonstan- 
ten als symmetrische Tensoren der entsprechenden Stufe angesetzt werden kSnnen. Die verjiingten 
Produkte mit den Spannungen sind folglich skalare GrSBen 

P1 = K~j(~ij, P~, = Ki jk l f f i j f f k t ,  Pa = KijklmnaZjakZ ~r . . . . . . .  

welche als Argumente der FlieBfunktion auftreten. Es gilt also 

q~(P~) ---- 0 ,  (i = 1 . . .  n) .  (2.4) 

Mit anderen Worten ist die Voraussetzung fiir die Zulassigkeit des Ansatzes (1.2) als Stoffgesetz, 
dab die Spannungskomponenten in der FlieBfunktion mit tensoriellen Materialkonstanten zu ver- 
jiingten skalaren Produkten Pi zusammengefaBt sind. 

Ist der Stoff inkompressibel, s,~ gelten wegen d i i = 0 die Beziehungen 

K ~ = 0 ,  K ~ i k l = K ~ j k ~ = O  , K ~ , ~ = K ~ j ~ k  . . . .  = K i j l ~ t m m = O , . . .  (2.5) 

usw. fiir die Materialkonstanten. Alsdann ergibt nur der deviatorische Anteil 

1 
8 i j  = (~ij - -  ~ t Y i i ~ i j ,  (2.6) 

des Spannungstensors in (2.1) einen Beitrag. Die FlieBbedingung eines inkompressiblen K6rpers 
enthalt folglich die skalaren Argumente 

01 : K i j s i j ,  Q2 : K i j k I S i j S k l  . . . .  (2.7) 

und ist yon der ersten Grundinvariante (~(1) des Spannungstensors unabhangig, wie schon wohlbe- 
kannt ist. 

Ffir den isotropen Kfrper  sind die Materialeigenschaften richtungsunabh/ingig; die Tensoren 
der Materialkonstanten reduzieren sich folglich auf isotrope Tensoren. S/imtliche Produkte Pi 
bzw. Q~ (i = 1 . . .  n) k~nnen dann in Funktion der Grundinvarianten des Spannungstensors bzw. 
des Spannungsdeviators dargestellt werden. Man erhalt in diesem Fall die bekannten FlieBbedin- 
gungen 

q~(c0)' ~r(2), ~r(3)) ---- 0 (2.8) 
des kompressiblen isotropen und 

09(s(2), s@) -- 0 (2.9) 

des inkompressiblen isotropen KSrpers mit noch skalaren Materialkonstanten, welche in (2.8) und 
(2.9) neben den Grundinvarianten als Argumente der FlieBfnnktion einzufiihren sind. 

3. Die isotrope Fliellbedingung und ein Konvexifiitssatz. Die skalaren Materialkonstanten der 
Fliel~bedingung eines isotropen K6rpers werden durch die Drehung (2.2) des physikalischen Bezugs- 
systems nicht beeinflugt. Daraus folgt, dab die fiinfdimensionale FlieBfl/iche in S 9 fiir jedes Bezugs- 
system x~ dieselbe ist. Ein Punkit A(o)  der Flieflfl~iche, weleher den Spannungszustand in einem 
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materiellen Punkt darstellt~ beschreibt bei der Drehung des physikalischen Bezugssystems eine 
Kurve auf der FlieBfl/iche (Abb. 2). Insbesondere, wenn das physikalische Bezugssystem soweit 
gedreht ist, dab das Hauptachsensystem vorliegt, kommt der Punkt A in den t tauptspannungsraum 
5e 3. Dieser ist der dreidimensionale Schnitt i # j  --~ ~rii = 0 yon S 9 mit den Achsen aI, um ~m. 
Es folgt daraus, dab jedem Punkt der FlieBfl~iche in S 9 ein Punkt yon o~ a zugeordnet ist, welcher 
auf dem dreidimensionalen Hauptschnitt  der FlieBfl~iche liegt. Dieser Hauptschnitt  ist also repr~i- 
sentativ fiir die ganze Fliegfl/iche in $9, welche aus jener in ~ und der Gesamtheit aller Koordina- 
tentransformationen x~-~ x~ erzeugt werden kann, 

A 

Abb. 2. Wanderung des Bildpunk- 
tes auf der isotropen Fliel~ft/iche. 

r  

Abb. 3. Der Hauptspannungs- 
raum oWs. 

Abb. 4. Die Flief3figur in der 
deviatorischen Ebene. 

Die Eigentiimlichkeiten yon 3~ 3 sind wohlbekannt [4]. Insbesondere kann ein Vektor a = 
= (ui ,  a m  crm) in ~ a  in zwei zueinander orthogonale Vektoren 

l 
a = (si, si~, sin) + T ~(1)(1,1,1)  (3.1) 

zerlegt werden, wobei si, sii, sm die Hauptwerte des Spannungsdeviators sind (Abb. 3). Wird ein 
ebener Schnitt u(1) = konstant dutch die FlieBflache gelegt und der ganze Raum ~ a  in diese devia- 

torische Ebene projiziert, entsteht die sogenannte FlieBfigur (Abb. 4). Der Vektor O A  = s er- 

scheint bier in seiner wirklichen L~inge, welche his auf den Faktor ~2 di e Wurzel der zweiten Grund- 

invariante s(2) darsteUt. Ferner sind die Projektionen O--AI . . . .  bis auf den Faktor ~3-~ die Haupt-  
werte si, �9 �9 �9 selbst, n~imlich 

--~ V Y O A i  = T s1 . . . . .  (3.2) 

Da die Grnndinvarianten in (2.8) bzw. (2.9) in den Hauptwerten synnnetrisch sind, weist die FlieB- 
figur eine mindestens sechsfache Symmetrie beziiglich der projizierten Achsen OaI . . . .  auf, so dab 
die Stiitzgeraden in den Schnittpunkten S, S' usw. zu den projizierten Achsen orthogonal sind. 

Aus der Konvexit~it der FlieBfl/iche in S o folgt trivialerweise, dab der Hauptschnitt  in JC 3 
ebenfalls konvex ist. Es stellt sich nun die Frage, ob auch die Umkehrung dieses Satzes giiltig ist: 
entspricht (flit den isotropen Stoff) einem jedea konvexen Hauptschnitt  in 5e a eine konvexe ffinf- 
dimensionale Flief~fl~iche in S 9 ? 

Es sei A(aij ) ein Punkt auf der FlieBflache in S 9 und dij der zugehSrige Tensor der Verformungs- 
geschwindigkeiten nach (1.4). Die spezifische Dissipationsleistung ld = a l j  dij ~ndert ihren Wert 
bei einer Drehung x~ -~ x~ des physikalischen Bezugssystems nicht, well sie eine skalare GrSBe ist. 
Bekanntlich [5, 6] besitzen u,] und d i j  fiir den isotropen Fall stets ein gemeinsames Hauptachsen- 
system, so dab Id nach der Hauptachsentransformation x~ --~ X, als 

Id ~- a i  d i  ~ crxi dII -~- ffIII d m  -~ a~ j di  j (3.3) 
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berechnet werden kann, wobeisi, crib, siIi die Koordinaten eines Punktes A(e~) des Hauptschnit- 
tes und d~, dii, dm die Komponenten des zugehSrigen normalen Vektors d =2(hi ,  nil, niH), 

> 0 sind (Abb. 5). 
Es sei B(-~ij) ein anderer Punkt auf der FlieBfl/iche in S 9. Die Hauptachsentransformation 

yon ~ij wird g~j im allgemeinen nicht in die Hauptf0rm bringen. Dennoch wird sich das Produkt 
Jij dlj, dessen Weft wieder yore physikalischen Bezugssystem unabh~ingig ist, im X-System zu 

l~ =: Kll di -k ~2~ dH -{- ~ d i H =  ~ j  d~ (3.4) 
vereinfachen. Der Vektor 

* = ( ~ .  ~ ,  ~ )  (3.5) 

stellt die Projektion des neundimensionalen Vektors ~ = (F~j) in JF~ dar und charakterisiert die 
Projektion B* yon B. Man betrachte die deviatorische Ebene ~(1) = konstant durch B* und die 
FlieBfigur in dieser Ebene (Abb. 6). Eine beliebige Koordinatentransformation X~ --~ X~ laBt ~(0 
unver/indert, woraus folgt, daB B* stets in derselben deviatorischen Ebene bleibt. Insbesondere 
ergibt eine Hauptachsentransformation yon ~ii einen Punkt B auf der FlieBfigur der Ebene FO) = 
= konstant, den man ohneEinschr/inkung derAllgemeinheit auf dem Stiick SS', c;I >__ ~m >>_ ~H 
der FlieBfigur annehmen daft (Abb. 6). 

% 

Abb. 5. Die Fliel]fl/iche in ;Tga. 

@ 

B ~ 

Abb. 6. Projektion B* yon B in ~a. 

Die Extremaleigenschaft dcr Hauptwerte fiihrt zur Ungleichung 

sII ~< sll, s22, s~8 ~< sI ,  (3.6) 

aus welcher unter Berficksichtigung yon (3.2) folgt, daB B* im schraffierten, konvexen Gebiet liegen 
muB, welches durch die symmetrische Fortsetzung yon OBIBII entsteht. Da die Fliel3fl/iche in 
Je 3 und insbesondere die FlieBfigur nach Hypothese konvex ist und die Stiitzgeraden in den Schnitt- 
punkten S, S', usw. zu BBI, BBII usw. parallel sind, liegt dieses schraffierte Gebiet ganz innerhalb 
der FlieBfigur, folglich der Punkt B* innerhalb der FlieBfl/iche in riga oder im Grenzfall auf ihr. 
Aus der vorausgesetzten Konvexil~at dieser FlieBfl/iche in Jg3 folgt also 

ld = ~ d > 5"  d = l~. (3.7) 

Setzt man in (3.7) die aquivalenten tensoriellen Ausdriicke fiir l d und lg aus (3.3) und (3.4) ein, 
so entsteht die Ungleiehurig (1.5), welche gerade die Konvexit/it der FlieBfl/iche in S 9 charakteri- 
siert. Es gilt somit der Satz: 

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvexit/it der fiinfdimensio~alen FlieB- 
hyperfl/iche eines isotropen Stoffes in S 9 ist, daB ihr Hauptschnitt in 3~ 3 konvex sei. 
Auf Grund dieses Satzes ist es jetzt mSglich, die Konvexitat der FlieBbedingung eines isotropen 

Kfrpers direkt in 3~ 3 zu untersuchen, ohne dab eine meist miihsame Yerifikation in S 9 notwendig 
ist. 

4. Einige isotrope FlieBbedingm~gen. Die Form der FlieBfigur in r 3 h/ingt bei isotropen kom- 
pressiblen Stoffen yon der ersten Grundinvariante o(1) ab. Dagegen ist die Fliegbedingung des 
inkompressiblen Stoffes wegen der Unabh/ingigkeit yon o(1) bekanntlich durch eine Zylinderflache 
darstellbar, mit Leitgeraden parallel zur Raumdiagonale e = (1, 1, 1) des ersten Oktanten yon 3~ a. 

30* 
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Zwei spezielle Fliel~bedingungen dieser letzten Art  finden allgemeine Anwendung in der Plasti- 
zit/itstheorie, n~mlich die von Misessche Fliel3bedingung 

2 s 2 = s(2) = k 2 , (4.1) 

welche in 3C~ durch eine Kreiszylinderflache dargestellt wird, und die Trescasche Fliel]bedingung 

Max (isz - -  sn[, ]siz --  siiiI, [$III - -  S I [ )  = 2 k ,  (4.2) 

welche in Funktion der Grundinvarianten auch als 

4 s[2) --  27 s~s) --  36 k 2 s~) + 96 k a s(2) - -  64 k s = 0 (4.3) 

formuliert werden kann und in a~ s ein regul~ires Sechseckprisma ergibt [7]. 
Im  einachsigen Spannungszustand folgen aus der von Misesschen Fliel]bedingung (4.1) gleiche 

Zug- und Druckflieflspannungen a~, a -~ Jz [/3 k. Fiir inkompressible Stoffe mit verschiedenen Zug- 
und DruckflieBspannungen kann (4.1) am einfachsten mit  dem Ansatz 

s(2) + fi s(3) = 1 (4.4) 
erweitert werden. Dabei sind oc und fi skalare Materialkonstanten, welche sich in Funktion der 
ZugflieBspannung a, = a und DruekflieBspannung aa -~ --  b zu 

3 27 (a - -  b) (4.5) = ~ (a 2 -= a b -[- b2), /3 - -  2 a sb ~ 

berechnen lassen. Die somit entstandene Fliel]bedingung 

2 a2 b2 (4.6) 2 (a ~ - -  a b + b ~) s(2) --  9 (a --  b) s(z) = ~ -  

ergibt in'o~ a eine Zylinderflache. Die FlieBfigur hat  in jeder deviatorischen Ebene dieselbe Form 
und kann mit Hilfe yon (3.2) und den Beziehungen fiir die Grundinvarianten 

8(2) = "~-i (8~ _]_ 8~I -~- $~II) , S(3) = 3-1 ($~ _{_ SlSi _j_ S~II ) (4.7) 

/ 
Abb. 7. Die Fliel3bedingung (4.6) in der deviatorisehen Ebene. 

konstruiert  werden (Abb. 7) . .  Sie besteht aus einer konvexen gesehlossenen Kurve,  die den Ur- 
sprung enth~ilt, und aus drei weiteren asymptotisehen Stricken zwisehen den Asymptoten KL,  
LM,  MK.  Aus Konvexit~itsgriinden kann nut  die geschlossene Kurve um den Ursprung als FlieB- 
figur angenommen werden. Die Asymptoten sind mit den Gleichungen 

~ ~ ( 4 , 8 )  

festgelegt, so dab nur die Hauptwerte  kleiner als cr in (4.6) zugelassen sin& Bekanntlich [8] be- 
steht zwischen den Zug- und Druckfliel3spannungen a und b aus Konvexit/itsgriinden die Un- 
gleichung 

1/2 < a/b ~___ 2 .  (4.9) 

Fiir den Grenzfall b = 2 a bzw. a = 2 b reduziert sich die FlieBgfiur auf das Asymptotendreieck 
K L M ,  alas auch in der obenerwiihnten Arbeit [8] kurz besprochen worden ist. 
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Auch die Trescasche Fliegbedingung (4.2) kann fiir den Fall mit verschiedenen Zug- und Druck- 
flieBspannungen a und b m i t  dem Ansatz 

(2 b - -  a) s~ - -  (2 a - -  b) sii = a b ,  (2 b - -  a) siI --  (2 a --  b) si = a b . . . .  (4.10) 

erweitert werden 1. Nach einiger l~echnung driickt sich auch (4.10) mit den Grundinvarianten allge- 
mein als 

(a -}- b) ~ (2 a - -  b) 2 (a - -  2 b) 2 s~2) --  27 (a 2 -t- b2 - -  a b) ~ s~3) ~- 

~- 81 a ~ b e (a - -  b) (a s -t- b e - -  a b) s(2) s(3) --  9 a 2 b 2 (a ~ + b e --  a b) e s~2) --  

- -  2 7  a 4 b 4 (a  - -  b) s(3) -f- 6 a ~ b 4 (a  s @ b ~ - -  a b) s(2) - -  a s b e = 0 ( 4 . 1 1 )  

�9 aus. Man s td l t  leicht lest, dab ffir den Grenzfall b = 2 a bzw. a ~- 2 b die beiden FlieBbedingungen 
(4.6) und (4.11) ineinander iibetgehen und somit dasselbe regul~ire Dreieckprisma ergeben. Im  
allgemeinen Fall stellt (4.10) bzw. (4.11) ein Sechseckprisma in 3~? 8 dar mit einem deviatorischen 
Sechseckquerschnitt (Abb. 8), welcher nur eine sechsfache Symmetrie enthalt, im Gegensatz zum 
Trescaschen regul/iren Sechseck, das eine zw6lffache Symmetrie besitzt. 

I 
I 
I 

Abb. 8. Die FlieBbedingung (4.10) in der deviatorisehen Ebene. 

Die einfaehste Erweiterung yon (4.1} bzw. (4.2) auf den kompressiblen Fall fiihrt mit den An- 
s~itzen 

s(2) = k2 (1 --  ~ )  ~ (4.12) 

und 

Max(tsi _ sli[, IsiI __ Siiii, ]siii __ siI) = 2 k ( l  __ ff(~lm_ ) (4.13) 

zum Drucker-Pragerschen Fliegkegel [9] bzw. zur Druckerschen FlieBpyramide [10]. Dabei stellt 
m <> 0 eine zweite skalare MateIialkonstante neben k > 0 dar. Aus Konvexit/itsgriinden ist nu t  
die eine Halfte a(1) ~_~ m (oder o(1) ~ m) des Fliegkegels bzw. der Fliegpyramide zugelassen. Die 
Spitze des Kreiskegels bzw. der regularen Sechseckpyramide befindet sich auf der Raumdiagonale 

im Abstand mill3 yore Ursprung O. 
Die FlieBbedingungen (4.12) und (4.13) ergeben von selbst verschiedene Zug- bzw. Druckflieg- 

spannungen 

fiir (4.12) und 

a a =  - - 2 k / ( 1 - - ~ )  

(4.a4) 

(4.15) 

ffir (4.13), wobei fiir Iml ~_</3 k bzw. Iml < 2 k die eine oder die andere FlieBspannung wegfMlt. 
Da die gewShnlichen plastischen Stoffe im allgemeinen sowohl auf Druck wie auch auf Zug fliegen 
kSnnen, gilt fiir solche Stoffe die Ungleichung (vergleiche mit [6]) 

Iml > ~3k bzw. Iml > 2 k .  (4.16) 

Zusammenfallende Zug- und Druckfl iegspanrungen fiihren mit diesen Fliel3bedingungen zu 
m --~ 0% folglich zum inkompressiblen Stoff. 

1 Punkte deuten eine zyklische Erg/inzung an. 
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Auch die FlieBbedingungen (4.6) bzw. (4.10) kSnnen mit den Ansatzen 

auf den kompressiblen Fall erweitert werden. In den somit entstandenen neuen Fliegbedingungen 

bzw. 

(2 b - -  ai si - -  (2 a - -  b) 8ii = a b ( 1 - -  ff(~l)~) , (2 b - -  g) 8ii - -  (2 a --  b) $i = a b ( 1 - -  ff{~l t-) . . . .  (4.18) 

gestatten die drei skalaren Materialkonstanten a, b, re einen grSi3eren Spielraum zur Anpassung a n  
allfgllige Yersuehsergebnisse. 

Im einaehsigen Spannungsznstand ergibt (4.17) die Zug- bzw. die Druekfliel3spannung 

a , = a / ( 1  + ~ ) ,  U d = - - b / ( 1 -  , (4.19, 

wobei die Ungleichung m > b oder m < -- a erfiillt sein muB, damit der KSrper sowohl auf Zug 
wie auch auf Druck flieBen kann. Nach (4.19) kann far m = 2 a b/(a --  b) im Gegensatz zu (4.12) 
auch ein kompressibler Stoff mit der FlieBbedingung (4.17) gleiche Zug- und DruckflieBspannungen 
a~; a -~ ~ 2 a b/(a -I- b) anfweisen. 

Die FlieBbedingung (4.17) wird in 3~ a wieder durch einen Kegel dargestellt, dessen deviatorische 
Schnitte ~hnliche FlieBfiguren yon der Form der Abb. 7 sind, und dessen Spitze auf der Raumdiago- 
hale des ersten Oktanten liegt. Entsprechend sind die deviatorischen Schnitte der Sechseckpyramide 
(4.18) iihnliche Sechsecke yon der Form der Abb. 8. Im einachsigen Spannungszustand sind die 
beiden FlieBspannungen naeh (4.18) wieder durch (4.19) gegeben, so dab die obigen Bemerkungen 
auch fiir die FlieBbedingung (r giiltig sind. Die Ungleichung (4.9) gilt auch aus Konvexit~its- 
griinden ffir die beiden FlieBbedingungen (4.17) nnd (4.18), obwohl sie bier im Gegensatz zum in- 
kompressiblen Fall (4.6) bzw. (4.10) nicht die Bedeutung einer Einschriinkung der Zng- und Druck- 
flieBspannungen hat, welche nach (4.19) je nach den Werten yon a, b und m im beliebigen Yerhfilt- 
his zueinander stehen kSnnen. Ffir die beiden Grenzffille a ~- 2 b, b ~ 2 a dieser Ungleichung (4.9) 
gehen die FlieBbedingungen (4.17) nnd (4.18) ineinander fiber, wie es schon beim inkompressiblen 
Stoff der Fall war, und ergeben beide eine regulate Dreieckpyramide. 

Ein Spezialfall von (4.18), niimlich 
m = a b/(b - -  a) (4.20) 

fiihrt zur Shieldschen FlieBbedingung [11] 

(2 b -- a) si -- (2 a -- b) sii --~ a b -- u(1)(b -- a) ,  ~ (4.21) 

(2 b -- a) s n - -  (2 a -- b) si = a b -- a0)(b --  a) . . . . .  ] 
welche die einzige sinngemiiBe riiumliche Verallgemeinerung der Coulombschen Fliel3bedingung der 
Erdmechanik darstellt. Auf diesen Spezialfall wird im nlichsten Abschnitt nochmals hingewiesen. 

5. Die isotropen Flieflbedingungen im ebenen Spannungszustand. a) Der ebene Spannungszu- 
stand ist hinsichtlich der Anwendung auf Fliichentragwerke (z. B. Platten und Sehalen) yon beson- 
derer Bedeutung. Aus der Itauptspannungsdarstellung yon (4.17) gewinnt man mit am = 0 die 
Flief~bedingung 

( a 2 - - a b + b 2 ) ( a ~ + a } i - - a l a l i ) ( 1  aI ~a l I )  + 

1 ( a -  b)(ai ~-uii)(2 a i -  (YII)(2 o~ii- O'I)= a S b 2 (1 aI -~aII) a (5.1) § - , 

welehe flit m -+ oo den inkompressiblen Fall nach (4.6), ffir a ~ b den Drucker-Pragerschen Fall 
(4.12) und fiir gleichzeitig m -+ oo und a -~ b = k ~3 die bekannte v. Misessche FlieBbedingung im 
ebenen Spannungszustand enthalt. Die FlieBkurven nach (5.1) sind in den Abbn. 9a und 9b ffir 
m > 0 eingezeichnet. Diese Kurven gehen durch die Punkte 

(a / (1  ~ - a ) ,  0 ) u n d  (0, -- b//(1 -- b ) )  (5.2) 
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auf der ~:- bzw. r und schneiden die Symmetrieachse o': ----- ::: in den Punkten 

(b(l-}-~),b(l-~-~)) und (--a/(l--~-~)),--a((l--~-~)). (5.3) 

Dabei wurde der asymptotische Teil (Abb. 7) aui3er acht gelassen, da er aus Konvexit/itsgriinden 
ausgeschlossen werden mug. In Abb. 9b ist auch der Fall gleicher Zug- und Druckfliel3spannungen 
bei m -~ 2 a b / (a  - -  b) eingezeichnet worden, wobei nochmals betont werden soil, dab der K~rper 
kompressibel bleibt, obwohl die beiden Fliel3spannungen gleich sin& Ist m = 2 a, fliel3t der KSrper 
im ,,ebenen hydrostatischen" Druck ~: = cri: = -- p nicht. Ffir m = b fliel3t er im einachsigen 
Druck laicht. Beachtenwsert ist bier, dab die sechsfache Symmetrie in der deviatorischen Ebene 
(Abb. 7), welche den isotropen KSrper charakterisiert, sich im ebenen Spannungszustand auf eine 
einfache Symmetrie bezfiglich der Geraden ~: = at: reduziert. 

/ 

/ 

r~=b 

a 

a:>b I @ 

/ 

/ re  =2~z 

Abb. 9. Die FlieBbedingung (4.17) im ebenen Spannungszustand (GI" (5.1)), a) b > a, b) a > b. 

Die Gleichungen (4.8) ergeben mit O':H = 0 fiir die stfickweise lineare Fliel3bedingung im ebe- 
hen Spannungszustand die Beziehungen 

(YI--a --  ~ )  (YII = a (1 . 

(a--b-[-~) o ' i - - a  ( 1 -  ~--) o'ii --~ a b ,  
(5.4) 

a - - b q - - ~  o ' i i - - a  1 - -  a : = a b ,  

(~  ( b l - T ~ -  ffII~- a--bq- ai=ab. 
Die zugehtirigen FlieBsechsecke sind in den Abbn. 10a und 10b fiir m > 0 eingezeichlaet. Auch bier 
sind die Schnittpunkte auf den Achsen durch (5.2) und anf der Symmetrieachse durch (5.3) gegeben. 
Der Fall gleicher Zug- und DruckflieBspannungen tri t t  in Abb. 10b wieder fiir m = 2 a b / (a  - -  b) 
auf. Analog wie bei der vorherigen Fliegbedingung fliel3t der KSrper bei m = 2 a im ebenen hydro- 
statischen Druck nicht und bei m = b im einachsigen Druck nicht. Die FlieBbedingung (4.18) kann 
also als lineares Analogon yon (4.17) angesehen werden. Die Unstetigkeit und die umstandliche 
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allgemeine Darstellung yon (4.18)((4.11) nach Einsetzen von a durch a (1 --  - ~ - ) ) u n d b  dutch 

b ( 1 - - ~ ) ) )  wird durch ihre Linearit/it im Hauptspannungsraum kompensiert, so dal3 sie sich fiir 

die Anwendung auf ebene Probleme im allgemeinen besser eignen wird. 
Aus (5.4) ist ersichtlich, dab fiir 

m = ab/(b  - -  a) (5.5) 

& 

nZ>0 

b 

Abb. 10. Die FlieBbedingung (4.18) im'ebenen Spannungszustand (Gleichung (5.4)), a) b > a, b) a > b. 

Abb. 11. Die Coulombsche Gerade. 

ein Sechseck entsteht (Afbb. 10a), das als die Coulombsche Flief3bedingung der Erdmechanik [11] 
interpretiert werden kann, wie im letzten Abschnitt  erw~ihnt wurde. Im  wesentlichen ist das ein 
Trescasches Sechseck mit verschiedenen FlieBspannungen a b/(2 b --  a), a b/(2 a --  b), wetche aus 
dem Coulombschen Koh/isionsfaktor c und dem Winkel ~ (Abb. 11) zu 

ao = 2 c cos ~v/(1 + sin ~v), ad = - -  2 c cos ~/(1 - -  sin ~) (5.6) 

berechnet werden ktinnen. Die Materialkonstanten a, b, m sind dann nach (5.2), (5.5) und (5.6) als 

a -~ 6 c cos ~v/(3 + sin ~v), b = 6 c cos ~/(3 - -  sin ~v), m = 3 c cotg ~ (5.7) 

in Funkt ion yon c und ~ gegeben. 
b) B e m e r k u n g  zu  e i n e r  A r b e i t  y o n  S a n k a r a n a r a y a n a n  u n d  O l s z a k .  Es wurde 

bereits erw/ihnt, dab die mindestens sechsfache Symmetrie der Fliel3figur eines isotropen KSrpers 
in der deviatorischen Ebene sich im ebenen Spannungszustand auf eine einfache Symmetrie beziig- 
lich der Geraden ai = all reduziert. Eine Drehung um ~r/2 : x 2 --~ x~, x 1 -+ --  x~ des physikalischen 
Bezugssystems l~iBt die Fliel~kurve in der Hauptebene unver/indert. Die Symmetrie beziiglich 
ai = all ist also eine notwendige Bedingung dafiir, dab eine konvexe FlieBkurve im ebenen Span- 
nungszustand (in der Hauptspannungsdarstellung) als FlieBbedingung eines isotropen Kfirpers 
interpretiert werden kann. 
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Nun sind die obengenannten Autoren in einer Arbeit fiber anisotrope Platten und Schalen [12, 
s. auch 13] yon einem FlieSsechseck im ebenen Spannungszustand mit vier Parametern o.0, a o.0, 
/~ o.o, Y o.o ausgegangen (Abb. 12), welches bezfiglich ut = o.n symmetrisch ist und trotz dieser 
Symmetrie die FlieBbedingung eines anisotropen KSrpers darstellen soll. Wie aus ihrer ]3emerkung 
hervorgeht, dab mit 7 = 1 die ,Anisotropie in den Druckspannungen" aufgehoben werden kann~ 

i- 

i'Z 

Abb. 12. Das Fliel~seehseek yon [12]. 

i 

Abb. 13. Isotrope FheBfl~che in Jt~3 fiir Abb. 12. 

meinen sie dabei, Anisotropie sei in diesem Fall gleichbedeutend mit der Schiefstellung der Sechs- 
eckseiten im ersten oder dritten Quadranten (AB,  _~IF, bzw. DC, DE in Abb. 12) beziiglich der o.I~ 
o.n-Achsen. Fiir sie sind also nur ,die Trescaschen (m = oo~ a = b in (5.4)) und die Shieldschen (Spe- 
zialfall (5.5) yon (5.4)) FlieSsechsecke isotrop, da nur hier die Seiten _4B, A F  bzw. DC, D E  zu den 
o.~, o.ii-Achsen parallel (bzw. ortbogonal) sind. Da$ diese Uberlegungen grunds/itzlich falsch sind, 
beweisen die bisherigen Ausfiihrungen fiber die isotropen FlieBbedingungen im ebenen Haupt-  
spannungszustand und insbesondere die verschiedenen isotropen FlieBsechsecke der Abb. 10a, b. 

Da das Sechseck yon Abb. 1'5 im wesentlichen die Form derjenigen Secbsecke yon Abb. 10a, 
hat, ist es im Prinzip mSglich, es auch aus dem ebenen Schnitt o.m = 0 einer pyramidenartigen 
isotropen FlieBfl~iche zu bekommen. Die FlieBbedingtmg yon Abb. 12 enth~ilt jedoch vier Material- 
konstanten (ira Gegensatz zu den dreiparametrigen Sechsecken yon Abb. 10a, b), daher entsteht 
sie nicht aus einer einzigen isotropen Pyramide (4.18), sondern aus zwei aneinander gefiigten Pyra- 
miden gleicher Art (Abb. 13), so dab neben a, b und m eine vierte Materialkonstante n vorkommt, 
welche die Lage der Spitze der zweiten Pyramide auf der Raumdiagonale kennzeichnet. Die Glei- 
chung der ersten Pyramide ist durch (4.18) und jene der zweiten durch 

( 2  a - -  ~)  s~ - -  ( 2  b - -  a )  s ~  = ~ , ~  ~ - ~  _~ m) a 1 . . . . .  

/(o) gegebem Beide Pyramiden sehneiden sieh in der deviatorisehen Ebene o'(1) ~ a 1 @ ~- , so dab 

in Abb. 12 der Teil im ersten Q~Ladranten aus dem Sehnitt o.III = 0 der Pyramide (4.18) und der 
iibrigbleibende Tell aus dem Sehnitt o.III = 0 der Pyramide (5.8) zu erhalten ist. Die in [12] vor- 
geschlagenen Materialkonstanten (Abb. 12) driieken sieb in Funktion yon m, n, a, b aus als 

m n b  mb ma m n a  
o.0 = - -  = (5.9) 

Nach (5.9) entspricht jedem Satz yon Parametern ~0,a,/~, 7 ein Satz yon Konstanten m, n, a, b 
und umgekehrt. Jedes vierparametrige Sechseck (Abb. 12) der betrachteten Art kann also aus zwei 
isotropen Pyramiden yon der Form der Abb. 13 erbalten werden. Damit jedoch die Pyramiden 
yon Abb. 13 im Sinne der Plastizit/itstheorie als FlieBfl/iche gehen kfnnen, miissen sie zusammen 
eine konvexe F1/iche bilden, so daft die Konstanten m, n, a, b den Konvexit/itseinschr/inkungen 

a 

0 < ~- < b  < 2 a (Konvexit/it der deviatorischen Querschnitte) und n > m > 0 oder m > 0, 

n < 0 oder m < n < 0 (Konvexit~t an der Schnittstelle der beiden Pyramiden) unterworfen sein 
mfissen, mit entsprechenden Einschr/inkungen ffir %, c~,/~, 9' (die aus (5.9) folgen). Aufterhalb dieser 
fiir die Materialkonstanten zul/issigen Bereiche kann also keine konvexe isotrope Flieftfl/iche gefun- 
den werden, welche mit einem konvexen, bezfiglich o.I ~- o.II symmetrischen Sechseck vertr~iglich 
ist, so daft in diesen Bereichen (und nut in ihnen), um die Konvexit/it zu gew~ihrleisten, doch eine 
gewisse r/iumliche Anisotropie eingeffihrt werden muB, welche die sechsfache Symmetrie in den 

29* 
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deviatorischen Querschnitten teilweise reduziert. Wie in den n~ichsten Abschnitten gezeigt wird, 
bewirkt jedoch eine solche spezielle Anisotropie wegen der Symmetrie beziiglich aT = ax~ keine 
richtungsabhangigen FlieSelgenschaften, wenn man sich auf Drehungen in der spannungsfreien 
Ebene beschr~nkt. Insbesondere kann also entgegen der Behauptung der Autoren ffir die yon ihnen 
behandelten dfinnen Schalen und Platten (sei es innerhalb oder sogar aul3erhalb der zusl~isigen Be- 
reiche fiir die Materialkonstanten) yon keiner wesentlichen anisotropischen Erscheinung die Rede 
sein, solange die FlieBkurve im ebenen Hauptspannungszustand beziiglich a~ = a H  symmetrisch 
ist. 

6. Flieflbedingung des anisotropen KSrpers. Die allgemeinste anisotrope Fliel~bedingung in 
einem gegebenen physikalischen Bezugssystem x~ ist nach Abschnitt 2 yon der Form (2.4). Diese 
stellt die Gleichung einer achtdimensionalen Hyperflache F s in S 9 dar, deren Schnitt mit der sechs- 
dimensionalen Symmetriehyperebene E 6 (~j  = aji) die fiinfdimensionale Flieghyperfl~iche F 5 er- 
gibt. Im folgenden wird zunachst die )~nderung yon (2.4) und F 5 infolge einer starren Drehung des 
physikalischen Bezugssystems B a untersucht. Diese Drehung ist nach (2.2) dutch die Drehmatrix 
/zij gekennzeichnet, welche der Orthogonalitatsbeziehung 

#~j#~j = ~ (6.1) 
geniigt. Die Drehung in Ba beeinfluBt die tensoriellen Materialkonstanten in P~ in der bekannten 
Weise, d. h. als 

K~2 = #sp#j~ Kpq,  K~j~z : ~iptlZjq~kr~ls Kpq . . . . . . .  (6.2) 

Die FlieBbedingung in x'~ ist folglich yon der Form 

(I)' (Kpqlzip~jqf f i j  , Kpqrs~t~p[Zjq[Zkr~Zs~Zjffl~ t . . . .  ) = 0.  (6.3) 

Die Gleichung (6.3) stellt eine neue Fl~iche F~ bzw./75 in S O bzw. E~ dar, welche offensichtlich durch 
die Koordinatentransformation 

a~ q = # i t  #j ~ o'~j (6.4) 

im Raum S 9 in die alte Fl~iche F s bzw. F 5 mit der Gleichung 
p t 

q~' (Kv~Gq,  Kr~ , s%q~r  . . . . . .  ) = 0 (6.5) 

iibergeht, wobei F s bzw. F 5 jetzt  in S~ bzw. E~ (a~i = aj~) eingebettet sind. Die 9 • 9 Transfor- 
mafionsmatrix 

M = #ip #j ~ (6.6) 

besteht aus 9 • (3 • 3) Teilmatrizen, deren Stellung in M dutch die 9 Zeiger des ersten Faktors 
#iv gekennzeichnet ist, wogegen die Zeiger des zweiten Faktors #j q die Stellung der einzelnen Ele- 
mente in den 3 • 3 Teilmatrizen ergeben. Somlt entsteht die Darstellung 

~ll~]q ~12  ~J 'q  ~t13~jq] 
L~3x~j~ ~32~jq ,uaa~jgJ 

Das l~rodilkt yon M nail der transponierten Matrix M T ergibt unter Beriicksichtigung yon (6.1) 

M M T = #il, gkr# j~#zq  =- ~ j l ,  

wobei in dieser Notation die rechte Seite die Komponenten der Einheitsmatrix darstellt. Daraus 
folgt, dab M orthogonal ist, und dab somit die Transformation (6.4) einer starren Drehung o = M o' 
in S 9 entsprieht. Die Koordinatentransformation (2.2) im physikalisehen Bezugssystem B z be- 
wirkt daher eine starre Drehung der Fliiehe F s in S 9 mit der neundimensionalen Drehmatrix (6.6). 
Wie man leicht feststellen kann, lal~t die Transformationsmatrix M die Symmetriehyperebene 
E 6 (~rsj = aj i) invariant, so dab E s = E~ ist. Der Schnitt/75 yon F s in E s erfahrt also infolge M eine 
ebenfalls starre Drehung in Es. Mit anderen Worten bewirkt eine Koordinatentransformation (2.2) 
im physikalisctten Bezugssystem B 3 eine starre Drehung der FlieShyperflache F~ in der Symmetrie- 
hyperebene Ee (a~j = ~j ~). 

Zur Bestimmung der zugeht~rigen Drehmatrix M(6) w/ihlt man ein sechsdimensionales, orthogo- 
hales Koordinatensystem a~, 022, aas, ~ ,  ~2z, %~ in E6, wobei die neuen GriSBen ~2, . ' . .  in Funktion 
der alten dutch 

1 
~2  = ~ -  ( ~  @ ~z~) . . . .  (6.7) 
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gegeben sind (Drehung in den Ebenen a12 = aal , .  . . . . . .  ). 
Matr ix  

/& 

M(6) = 

Aus M ergibt  sich dann die 6 X 6 

~2/'g23~33 #21#32 -~//$22#31 /~22#33 -]- #28~39 /~23~/31 ~- #21 #88 

]/~/Z33~13 #31f112 -~ #32#11 fla~a13 -}- #3afll~ #33#11 @ #al#~a~ 

, (6.8) 

deren Orthogonali t i i t  mi t  Hilfe yon (6.1) leicht bewiesen werden kann z. Die allgemeinste Drehung 
in E 6 wird durch 15 Pa rame te r  beschrieben, wiihrend die dutch M(6) charakter is ier te  Drehung drei- 
paramet r ig  ist. Ffir eine "ebene Drehung um x 3 des physikal ischen Bezugssystems B z mi t  dem Win- 
kel ~v vereinfacht  sich M(6) zu 

COS 2 

sin 2 y~ 

,0 M(6)(v) = 
sin 2 ~v 

V~ 
0 

0 

und nach einer Koord lna ten t rans format ion  

(Yl 

sin 2 ~f 

COS 2 ~) 

0 

sin 2 

V~ 
0 

0 sin 2 ~ 0 0 7 
V~ 

0 sin 2 yJ 0 0 

V~ 
1 0 0 0 

0 cos 2 ~p 0 0 

0 0 cos~  - - s in~v  

0 0 sin ~v cos ~.  

V~ ' ~ - V2 

(6.9) 

Abb. 14. Das Bezugssystem a], a S, T12 in U3. 

im dreidimensionalen Raum a n,  322, TlZ (Drehung um 

F li0 00 
T12 __ An2~v cos 2~v 0 

[o~a3 I 0 0 1 

1Z'23 [ 0 0 0 
LT3~I 0 0 0 

v12 mi t  dem Winkel  zr/4 (Abb. 14)) zu 

o o % ; -  

0 0 a2 
t 

0 0 ~1,2 

0 0 (Y33 

cos,p - -  s i n~  v23 

sin ~f cos ~f_ ffal .  

(6.10) 

Die Transformat ion (6.10), welcke die e inparametr ige Drehung des mi t  der FlieBflache F s lest  ver- 
bundenen Koordina tensys tems r az,~:l~,aaa,~3, 'ql  in E 6 darstel l t ,  liiBt also die Achsen a3a und 
o'j_ (O~11 = (~22 in E@) dami t  auch die E b e n e  % = v12 = ~23 = v31 = 0 lest.  Nach (6.10) erfahren die 

2 Man beachte, dab M(r aus der Variation der Materiatkonstanten entstanden ist und nicht aus der Xnde- 
rung eines bestimmten Spannungszustandes in einem materiellen Punkt. .Von dem letzteren Vorgehen aus- 
gehend kommt v. Mises [1] auf eine/ihnliche Matrix, die sich yon (6.8) durch die Faktoren V ~ unterscheidet 
und deswegen nicht mehr orthogona]! ist, daher nicht einer starren Drehung entsprechen wiirde. Man erkennt 
hier, wie wichtig der Ansatz (6.7) fiir die Orthogonalit/it ist. 
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S chnitte der FlieBfliiche F 5 in den dreidimensionalen Riiumen o11, o2~, Tx~ und o~3 ,v~,'qa eine gewshn- 
liche Rotation um 2 ~ bzw. ~v beziiglich der Achsen o 1 (oll --~ o22 ) bzw. oar Insbesondere sieht man, 
daB, solange die FlieBfl~iche nicht geniigende Rotationssymmetrien besitzt, der Hauptschnitt im 
Hauptspannungsraum ~a  (T12 = T~a = T31 -~ 0) verschiedene Formen annimmt. Da die allgemeine 
Drehung (2.2) in B 3 sich aus drei sukzessiven Eulerschen Rotationen % ~, ~ zusammensetzt, ergibt 
die l~bertragung der obigen ~lberlegungen auf die Drehungen v ~ und ~v (bzw. die sukzessive Anwen- 
dung yon analogen Drehmatrizen (6.9)) die ganze dreiparametrige starre Drehung der FlieSflache 
F 5 in E 6. Bei jeder Teildrehung bleibt eine der Ebenen -- oll + o22 -- ~ = ~23 ---= ~1 = 0, -- o22 -1- 
+ ~38 -- ~12 = ~2~ = ~31 ----- 0, -- o3~ + ~11 = T12 = T2a ----- T31 ----- 0, also bei der resuhierenden Dre- 
hung die Achse oll ---- 033 = ~8 lest. 

Die Koordinaten ~J  des Bildpunktes A in S 9 eines bestimmten Spannungszustandes sind infolge 
der Drehung (2.2) in B a der Transformation 

ausgesetzt (vergleiche mit (6.4)). Die Bewegung yon A in S~ wird daher ebenfalls durch die Dreh- 
matrix (6.6) beschrieben, woraus folgt, daf~ die einzelnen Punkte der FlieSfl~iche F~, welche in B a 
bestimmten Spannungszustanden entsprechen, wahrend der starren Drehung yon F~ in E~ beziig- 
lich F~ stationar bleiben. Da die Isotropie als Spezialfall der Anisotropie betrachtet werden kann, 
bei welchem die Tensoren K~j, K~ i ~ ~, . . .  isotrop sind, scheint das obige Resultat mit der Feststellung 
des dritten Abschnittes in Widerspruch zu stehen, daf~ die isotrope Fliel~fl~iche F~ yon (2.2) unbe- 
einflui3t bleibt, und der Bildpunkt A infolge (2.2) auf F~ eine Kurve beschreibt (Abb. 2), so da$ 
er beziiglich F 5 scheinbar nicht station/ir ist. Dieser scheinbare Widerspruch kann aufgehoben 
werden, wenn man beachtet, da$ wegen der Isotropie der Materiahensoren die Drehmatrix (6.6) 
oder (6.8) die isotrope FlieSfl~iche wieder in sich selbst iiberfiihrt. Auch sie wird also samt Bild- 
punkt A auf ihr gem~iB der Drehmatrix (6.8) in E~ gedreht, da sie jedoch bei dieser Drehung wieder 
in sich iibergeht, ist nur die Bewegung des ausgesonderten Bildpunktes A ersichtlich. Hieraus folgen 
eine Menge yon notwendigen Rotationssymmetrien der isotropen FlieBfl~iche, z.B. nach (6.10) 
Rotationssymmetrie des dreidimensionalen Schnitts in o~, o2~, ~2 beziiglich o 1 (o~ ---- a~), in 088, ~aa 
~8~ beziiglich o~, in ol, ~2a, Val beziiglich o I usw. 

Die einfachste allgemeine anisotrope FlieBbedingung, welche sich fiir den isotropen KSrper auf 
(2.8) bzw. (2.9) reduziert, kann als 

q~(K~j o~ i,  K~j ~ o~j o~ ~, K~j ~ t ,~, o~j o~ ~ 0,, ,) = 0 (6.11) 

fiir den kompressiblen und als 

qb(K~ j szj, K z ~ t  s ~  s~ ,  K ~ t , ~  s~j s~t Sm~) = 0 (6.12) 

fiir den inkompressiblen Fall angesetzt werden. Der Ansatz (6.11) enth~ilt unter Beriicksichtigung 
der Symmetrien 6 Materialkonstanten K~i, 21 K,3 ~, und 56 K~i ~, ~, ,  also bereits 83unabh~ingige 
Materialkonstanten, der inkompressible Ansatz (6.12) enthMt dagegen wegen si~----0 5 unabh~in- 
gige Ki i ,  15 K, 3 ~ ~ und 35 K~ i ~ t,~ ~ folglich 55 unabhangige Materialkonstanten. Fiir den isotropen 
K~rper reduzieren sie sich auf die Komponenten der isotropen Tensoren 

K i j  = kll(gl j , Kijl~t = k21(~ij(91~l + k22 ( (~i~j  l + (~il~kj) , 

Die verjiingten Produkte P~ = K i j  o U . . . .  ergeben dann 

P1 = kl~ 00), P2 = (k~x + 2 k~) 0"~1) -{- 4 k22 0(2), / 
(6.13) 

P~ = (k~l + 6 k~ + 8 ka~ ) a~,) + 12 (k~ + 2 k~) a0) 0(2) + 24 k~o(3). ! 
Eine mSgliche anisotrope Verallgemeinerung der v. Misesschen  Fliel3bedingung (4.1) wurde yon 

v. Mises  selber [1] mit dem Ansatz 
K , ~ ,  s~ s~ ---- 1 (6.14) 

Vorgeschlagen und ziemlich eingehend diskutiert. Sp/iter haben andere Autoren ebenfalls auf 
diesen Ansatz (6.14) hingewiesen und ihn besprochen [4,14]. 
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Um auch die Trescasche FlieBbedingung fiir den anisotropen K6rper  zuverallgemeinern,  schl/igt 
Sawczuk [15] den Ansatz 

f~ = Ai j  0.ij = kons t . ,  f2 ---- Bkl~kt = konst  . . . . .  , f= = N ~  ~ ----- konst. (6.15) 

vor, der in E 6 Hyperebenen ergibt. Dieser Vorschlag kann jedoch nicht als sinngem/iBe Verallge- 
meinerung der Trescaschen FlieBbedingung angenommen werden, denn obwohl der Ansatz (6.15) 
im Hauptspannungsraum Jg3 ~hnlich wie bei der isotropen Trescaschen FlieBbedingung ein" Sechs- 
eck (n = 6) ergibt~ reduziert er sich in Es ffir den isotropen Fall mit  den isotropen Materialkonstan- 
t e n  A i j  ~ k (~ij auf die triviale Aussagc 

0"(1) = k o n s t a n t ,  

welche u. a. ausgerechnet fiir die inkompressiblen Stoffe, die der Autor  im iibrigen Tell seiner Arbeit  
in Betracht  zieht, ein widerspriichliches Resuha t  ergibt. Bereits im isotropen Fall ist die Trescasche 
FlieBfl~che (wie aus (4.3) sofort ersichtlich wird) nichtlinear und zerffillt auf keinen Fall auf 6 Hyper-  
ebenen in E~. 

Eine sinngemiiBe anisotrope Verallgemeinerung der Trescaschen FlieBbedingung des inkom- 
pressiblen Stoffs entsteht,  wenn in (4.3) die Grundinvarianten s(2) und s@ durch die verjiingten 
Produkte  

Q~ = Ki j k t s i j s k t ,  Qa = Kijktmnsljsklsrnn (6.16) 
wie folgt ersetzt werden: 

4Q~ - 2 7 Q ~ -  36 k zQ~ q- 96 k a Q ~ -  64 k r  0 ,  (6.17) 

so dab fiir isotrope K~j~,  K~j~r~n nach (6.13) mit  4 k~2 = 24 kza = 1 wieder die Form (4.3), also 
die isotrope Trescasche FlieBbedingung resultiert. In  (6.17) ist k eine skalare Materialkonstante,  
die zusammen mit  den 15 tensoriellen Kons tan ten  K i j ~  und 35 Kij~tm,~ im allgemeinsten Fall  
51 Materialkonstanten ergibt. Es ist natfirlich kaum zu erwarten, dab die Fliel3bedingung (6.16), 
(6.17) in dieser allgemeinen Form prakt isch brauchbar  ist, und man  kiinnte versuchen, durch 
spezielle Annahmen,  insbesondere zur Gew/ihrung der stiickweise linearen Form in ~Tg a, die Anzahl 
der auftretenden unabh~ngigen Materialkonstanten zu verkleinern. Diese Aufgabe diirfte jedoch 
mit  ziemlich groBen rechnerischen Schwierigkeiten verkniipft  sein, und einfachheitshalber wird sie 
im achten Abschnit t  nu t  fiir den ebenen Spannungszustand kurz diskutiert. 

7. Die anisotrope Flieflbedingung im ebenen Spannungszustand. Wenn man sich in B 3 auf Dre- 
hungen beziiglich der xa-Achse beschr/inkt (Drehwinkel ~v), so erf/ihrt der Schnitt  v2a -~ ~32 -~ 0.33 = 0 
der FlieBfl/iche F~ im dreidimensionalen Unte r raum Ua (gekennzeichnet durch die Achsen 0.21, (~22, ~22) 
gemaB (6.10) eine reine Drehung (Drehwinkel 2 yJ) um die Achse a n  = a~2 (Abb. 14) und bleibt daher 
in U 3. Dieser Schnitt  F~ kann als FlieBfl/iche des ebenen Spannungszustandes mit  der spannungs- 
freien Ebene x 1 x 2 aufgefagt  werden. I m  folgenden soll die Flieflfl/iche F 2 n/iher untersucht  werden. 

Wenn auch Spiegelungen in der Ebene x 1 x2 zugelassen sind, welche ja Drehungen um 180 ~ 
beziiglich der Spiegelungsachse entsprechen, so ergibt sich aus (6.8) mit  z. B. x 1 als Spiegelungsachse 
die Drehmat r ix  

M(6) : !--1 0 
0 1 

= 0 - -1  1 
in E r Die FlieBfl/iche F2 wird also in U 3 einer Spiegelung an der ~12 (r2~'Ebene ausgesetzt und bleibt 
weiterhin im Unte r raum U~. Zusammenfassend kann daher fiir die Fliegfl/iche F 2 des ebenen 
Spannungszustandes gesagt werden, dab sie infolge einer Drehung urn y) bzw. einer Spiegelung des 
ebenen Bezugssystems x 1 x2 in der spannungsfreien Ebene eine Drehung um 2 ~o beziiglich der 
Achse 0.2 (oll ----- 0.~2) bzw. eine Spiegelung an der Ebene v12 = 0 erfiihrt und somit im Unter raum 
Us (v2~ = T82 = %~ = 0) bleibt. 

Hieraus ergibt sich fiir jede isotrope FlieBfl/iche des ebenen Spannungszustandes (wie im letzten 
Abschnit t  schon erw/ihnt wurde) eine Rotat ionssymmetr ie  beziiglich der Achse 0.11 = 0.32" Die 
isotrope v. Misessche Fliegbedingung ist zum Beispiel ein Rotationsellipsoid 

~ k 1 ( ~1~q-~22 -~J~+~2~ ) (7.1.) 6 k S 2 k "2 (0.~ -~ z~) = 1 0.2 - -  ]/~ , 0.2 - -  - - -V2 ' T~2 = 0.12 1/2 
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mit der Hauptachse ~ (~1 = r so dab die Schnitte al = konstant Kreise sind (Abb. 15). Die 
isotrope Trescasche FlieSfl/iche im ebenen Spannungszustand besteht dagegen aus zwei Halbkreis- 
kegeln 

8 + = 1 - (7 .2)  
2kl / 

mit den Spitzen A und A' auf der Kegelachse ~1 und mit dem halben Offnungswinkel z/4. Zwischen 
die Kegel kommt noch eine Kreiszylinderflache 

r + T~2 = 2 k s (7.3) 

mit derselben Achse r (Abb. 15). Jede ebene Drehung bzw. Spiegelung in der xlx2-Ebene fiihrt 
die isotrope FlieBfl/iche in sich selbst fiber. Aul~erdem haben Spannungstensor aij und Tensor der 

Abb. 15. Die v. Misessche bzw. Trescasche Fliel3fl/iche im ebenen Spannungszustand. 

Verformungsgeschwindigkeiten d i j  stets ein gemeinsames Hauptachsensystem in x 1 x2, da es fiberall 
im Schnitt ~1~ = 0 der isotropen FlieBfl/iche F~ eine Normale zu ihr gibt, die in der Ebene ~12 ~ 0 
liegt. Dabei gilt als Normale an allf/illigen Unstetigkeitsstellen der FlieBfl/iche wie fiblich die 
Gerade senkrecht zu einer der Stiitzebenen. 

Da im allgemeinen die anisotrope Fliegfl~iche keine Rotationssymmetrie zu besitzen braucht, 
f/illt das Hauptachsensystem des Spannungszustandes mit jenem der Verformungsgeschwindig- 
keiten nicht zusammen. Es stellt sich nun die Frage nach den notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen ffir die Existenz in der spannungsfreien Ebene x l x  ~ eines speziellen Bezugssystems 
x i x i i ,  in welchem die beiden (ebenen) Hauptachsensysteme zusammenfallen. Aus der Dreheigen- 
schaft yon F 2 in U 3 folgt, dab ein solches spezielles Bezugssystem dann und nut dann existiert, wenn 

1. es eine ebene Kurve auf F~ gibt, 1/ings welcher alle Normalen zur FlieSfl/iche in der Kurven- 
ebene liegen, 

2. die Kurvenebene die Drehachse ol enth/ilt. 
Beide Bedingungen sind insbesondere fiir den orthotropen Kfirper erfiillt. Ein KSrper heiBt 

bekanntlich orthotrop, wenn in jedem Punkt drei aufeinander senkrechte Richtungen existieren so, 
dab nach Drehungen um 180 ~ beziiglich dieser Achsen wieder dieselben Materialeigenschaften ent- 
stehen. Es sei x 8 eine der Orthotropieachsen, dann kann durch eine ebene Drehung bezfiglich x a 
erreicht werden, dab x 1 und x2 mit den beiden anderen Orthotropieachsen zusammenfallen. Eine 
Drehung um 180 ~ beziiglich x 1 oder x 2 ist gleichbedeutend mit einer Spiegelung an der xlx~-Eben% 
welche ja eine Spiegelung der Flief~fl~iche F~ an der alla=-Ebene verursacht. Wegen der Orthotropie 
mu$ F 2 bei dieser Spiegelung wieder in sich fibergehen, folglich ist sie bezfiglich der ~11a22-Ebene 
symmetrisch und alle Normalen l~ings der Schnittkurve mit dieser Ebene liegen in ihr, woraus folgt, 
dab die (ebenen) Hauptachsensysteme yon r und d~j zusammenfallen. Dutch Wiederholung des- 
selben Gedankenganges kann dieses Resultat auch auf den r/iumlichen Fall fibertragen werden. 
Es gilt also der Satz: 

Ffir einen orthotropen KSrper fallen 1/ings der Orthotropieachsen die Hauptachsen der Span- 
nungen und der Verformungsgeschwindigkeiten zusammen. 

Dieser Satz wurde his jetzt nur fiir die v. M i s e s s c h e  Flief~bedingung (6.14) bewiesen. Damit ist 
gezeigt, dab er ffir jede anisotrope FlieBbedingung eines orthotropen KSrpers gilt. Zu beachten ist 
ferner, dab die Orthotropie nur eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines Satzes yon 
zusammenfallenden Hauptachsensystemen ist. 
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Ein weiterer spezieller anisotroper K6rper, der yon v. M i s e s  im Zusammenhang mit seiner FlieB- 
bedingung (6.14) erwahnt wurde [1], ist das regulare Kristallsystem (Steinsalz, Kupfer, Aluminium, 
Eisen). Es besitzt drei zueinander senkrechte, eindeutig ausgezeichnete Achsen, die miteinander 
beliebig vertauschbar sind. Folglich ffihren Drehungen um 90 ~ bezfiglich dieser Achsen die FlieB- 
fl/iche wieder ~ in sich fiber. Ist x 3 eine der ausgezeichneten Symmetrieachsen, so kSnnen wieder x 1 
und x 2 ohne Verletzung tier Allgemeinheit als die beiden anderen Symmetrieachsen angenommen 
werden. Eine Drehung um 90 ~ bezfiglich der %-Achse verursacht eine entsprechende Drehung der 
FlieBfl/iche F2 in U 3 um 180 ~ bezfiglich der ~l-Acbse, welche ja mit einer Spiegelung an der crlv12- 
Ebene gleichbedeutend ist. Nach dieser Spiegelung sollte also die FlieBfl/iche des regul~iren Systems 
wieder in sich selbst fibergehen, folglich muB sie neben der ala~-Ebene (das regul/ire Kristallsystem 
ist trivialerweise auch orthotrop) auch beziiglich der crlvl~-Ebene symmetriscb sein. L/ings der 
Schnittkurve yon F 2 mit der cr1T12-Ebene liegen also die Normalen zu F 2 in dieser Ebene. Es gibt 
daher mindestens zwei ebene Ku~ven auf F2, welche die Bedingungen ffir zusammenfallende Haupt- 
achsensysteme erffillen. Da die ebene Schnittkurve yon F 2 in ~1~2 nach einer Drehung um 45 ~ 
bezfiglich der x3-Achse in die Hauptebene (~l~2-Ebene) gebracht werden kann, gilt (auch ffir den 
r/iumlichen Spannungszustand) der Satz : 

Fiir ein regul/ires Kristallsystem fallen die Hauptachsen yon a~j und d~j zusammen 1. in den 
drei Symmetrieachsen des Kristallsystems, 2. in drei weiteren Bezugssystemen, welche je eine 
der Symmetrieachsen enthalten und um 45 ~ gedreht sind. 
SchlieBlich sei noch ein dritter, ebenfalls yon v. M i s e s  erw/ihnter spezieller anisotroper KSrper, 

n~mlich das hexagonale Kristallsystem (Kadmium, Zink) untersucht. Dieser Ktlrper besitzt die 
Symmetrieverh/iltnisse eines geraden Prismas, dessen Querschnitt ein regelm/iBiges Sechseck ist. 
Nimmt man die Prismenachse zur %-Achse, so fiihren Drehungen um 60 ~ 120 ~ 180 ~ bezfiglich der 
x~-Achse die Fliel]fl/iche in sich selbst fiber. Daraus folgt, dab die Schnittkurven der Fliel3fl/iche F 2 
mit den Ebenen ~I = konstant etwa die Form der Abb. 16 haben, also dutch Drehungen um 120 ~ 
in sich selbst fibergehen. Man sieht, dab in diesem Fall die Bedingungen ffir die Existenz yon ge- 
meinsamen Hauptachsensystemen nicht erffillt zu sein brauchen. 

Abb. 16. Der Schnitt o 1 = konst, der anisotropen Fliel]fl/iche fiir das hexagoaale Kristallsystem. 

Zusammenfassend kann yon der anisotropen FlieBfl/iche F 2 in U 3 gesagt werden, dab sie fiir 
einen orthotropen KSrper (mit x~ als Orthotropieachse) eine die ~l-Achse enthahende Symmetrie- 
ebene, ffir ein regul~res Kristallsystem (mit x 3 als eine der Symmetrieachsen) zwei aufeinander 
senkrechte, sich 1/ings der ~rl-Acitse schneidende Symmetrieebenen, ffir ein hexagonales Kristall- 
system (mit x~ als Prismenachse) eine Drehsymmetrie um 120 ~ bezfiglich der ~-lAchse besitzt. 

Im n~ichsten Abschnitt sollen diese drei F/ille zun~chst ffir die anisotrope v. M i s e s s c h e  FlieS- 
bedingung untersucht werden, um gleichzeitig eine sinngem/il3e anisotrope Trescasche  FlieBbedin- 
gung im ebenen Spannungszustand zu entwickeln, welche grunds/itzlich dutch die Analogie mit der 
entsprechenden v. M i s e s s c h e n  FlieBbedingung entstehen soil. 

8. Die anisotrope v. Misessche und eine entsprechende Trescasche Fliellfl~iche im ebenen Span- 
nungszustand. Da die v. M i s e s s c h e  anisotrope FlieBbedingung (6.14) eine homogene quadratische 
Form ist, ergibt sie in U 3 ein Ellipsoid (wenn die Konvexit/itsbedingung zwischen den Material- 
konstanten erfiillt ist), dessen drei orthogonale Hauptebenen Symmetrieebenen sind, und dessen 
Zentrum im Ursprung 0 des Spannungsraums liegt. Wenn der Kfirper orthotrop sein soll, dann muB 
eine dieser Hauptebenen die ~l-Achse enthalten. Ffir ein regul/ires Kristallsystem mfissen zwei 
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Hauptebenen die al-Aehse enthalten, folglich ist die a~-Achse eine Hauptachse des Ellipsoids. Ist 
das Kristallsystem hexagonal, so fiihrt ffir das Ellipsoid die notwendige Drehsymmetrie um 120 ~ 
beziiglich der ~l-Achse zu einer vollstandigen Rotationssymmetrie um diese Achse, welche gleich- 
zeitig zur Hauptachse des Rotationsellipsoids wird. 

Die entsprechende v. M i s e s s c h e  FlieBbedingung (im ebenen Spannungszustand) des hexagonalen 
Systems (mit x 3 als Prismenachse) ist dann besonders einfach und lautet etwa 

O6w ~ ( ~  + ~ )  = 1 (8.1) 

mit ~,/~ als (positiven) Materialkonstanten. Das Rotationsellipsoid hat dieselbe Gestalt wie beim 
isotropen K6rper (Abb. 15), und (8.1) unterscheidet sich yon der isotropen FlieSbedingung (7.1) 
nur dutch das Auftreten einer zweiten Materialkonstante. Diese Gleichung ergibt also richtungs- 
unabhangige FlieBeigenschaften (Isotropie), solange man sich nur auf ebene Spannungszustande 
mit der spannungsfreien Ebene senkrecht zur Prismenachse beschrankt, denn jede Drehung um die 
xa-Achse ffihrt die FlieBflache F~ in sich selbst fiber. 

Fiir das regul~ire System, wenn xl, x2, x 3 die Symmetrieachsen sind, werden ~1, a2, z12 zu den 
Hauptachsen des FlieBellipsoids 

a- ~ ~- ~- q- -~- : 1, (8.2) 

wobei T eine dritte (positive) Materialkonstante ist. Eine Drehung des Bezugssystems um x 3 ergibt 
verschiedene Hauptabschnitte der FlieBfl/iche in der Hauptebene alaz. Man sieht hier deutlich, 
dab die ebenen Hauptachsen yon a~j und dij n u t  dann zusammenfallen, wenn a~a 2 sich mit einer 
der beiden Hauptebenen deckt, die die al-Achse enthalten. 

@ 

Abb. 17. Die orthotrope v. Misessche  bzw. Trescasche FlieBfl/iche im ebenen Spannungszustand. 

Beim orthotropen Kfrper mit x 1,x2,xz als Orthotropieachsen ist die eine Hauptachse des 
Ellipsoids (Abb. 17) mit der Gleichung 

2 ~1 ~ cos o~ ~ = 1 (8 .3)  
O6 2 

die zla-Achse, wahrend die beiden anderen, in der ala2-Ebene liegenden Hauptachsen bezfiglich al, a~ 
gedreht sind. In (8.3) erscheint also zus/itzlich der Winkel co, der als vierte Materialkonstante 
aufzufassen ist. Hier fallen nur in den Orthotropieachsen die I-Iauptachsensysteme yon ~ i  und dlj 
zusammen. 

Im allgemeinsten Fall enthalt keine der Hauptebenen des Ellipsoids die ~x-Achse, so dab die 
I-Iauptachsensysteme yon ~ j  und d~j in keinem Bezugssystem znsammenfallen wiirden. 

Es gibt verschiedene Mfglichkeiten zur Yerallgemeinerung der T r e s c a s c h e n  FlieBbedingung auf 
den anisotropen Fall. Im folgenden wird eine solche Mfglichkeit vorgeschlagen, welche yon den 
folgenden prinzipiellen Annahmen ausgeht. 

1. Die FlieBfl~iche soil mindestens in speziellen Bezugssystemen einen stiickweise linearen, 
sechseckfi~rmigen Hauptscbnitt aufweisen. 
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2. Sie soll i n  wesentlicllen das lineare Analogon der v. Misesschen FlieBfliiche sein. 
3. Sie soil sich im isotropen Fall auf die beiden Halbkreiskegel und die Zylinderfliiche (7.2) bzw. 

(7.3) reduzieren. 
Sonit  entsteht fiir das hexagonale Kristallsystem der Ansatz 

1 ( 
2 ~ ,~, + ~ = ~ ~ / (~  + ~)2 (8.4) 

Die erste Gleichung ergibt wieder zwei Halbkreiskegel mit den Spitzen auf der g~-Achse und die 
zweite eine zwischen den Kegeln liegende Zylinderflache, welche sie liings Kreisen schneidet, die 
durch die Achsen a~, aze gehen. Zylinder und Kegel haben eine geneinsane Achse. Es kann 
analog wie bei der entsprechenden v. Misesschen FlieBbedingung (8.1) gesagt werden, dab die FlieB- 
flache dieselbe Gestalt wie beim isotropen K~rper (Abb. 15) hat. Jede Drehung bezfiglich der 
xa-Achse ffihrt die FlieBfliiche in sich selbst fiber (beschrankte, ebene Isotropie). In jedem Achsen- 
system x~x2 ist der Hauptschnitt ein (irregul/ires) Sechseck. 

Tabelle 1. gusammenfassender Yergleich der Fliefifliichen. 

Hexagonales 
Kristallsystem 

Regul/ires 
Kristallsystem 

Orthotroper 
KSrper 

v. M i s e s  Tresca 

0"~ 1 

~+~t)"  (~ + ~ 0  = 

Rotationsellipsoid 
Hauptachse 0"~. 

0-2 0"2 T2 2 - -  ~ + ~ + . ~ - _ 1  
@2 ~2 

Ellipsoid, 
Hauptachse 0"1- 

(0".~ + ~.~o) = ~ ,= ~ ] , 

~ + ~h = ~ P~/(~ + fl)~ 
Kreiskegel, Kreiszylinder, 
gemeinsame Achse 0"~. 

/ 

Kegel, Zylinder mit Ellipsenquerschnitt, 
gemeinsame Achse a~. 

2 G 1 (~2 COS O) ~Tl~2 

0r 2 

Ellipsoid 
Hauptachse: beziiglich 0"1 

l 4~flcos~ 
umv ~=~-a r c tg  flu_a.~ 
gedreht 

T~2 _ 
1 ((q sin eo + 0"2 cos ~o) 2 -~ 72 

= 1T~(~r leoso)-0"~ m) , 

1 (~1 sin co -? ~2 cos ~o) ~ + ~ = a2/(a + 

Kegel, Zylinder mit Ellipsenquerschnitt 
gemeinsame Achse: beziiglich 0"1 
um co gedreht. 

Ffir das regulare Kristallsysten entsteht in den Synmetrieachsen der Ansatz 

~ T~2 ( 1 ~ )  2 ~-~+7= ~-~+W (8.5) 

der zwei Halbkegel n i t  Ellipsenquerschnitt und n i t  den Spitzen auf der ~l-Achse sowie eine da- 
zwischen liegende Zylinderfl~che mit Ellipsenquerschnitt ergibt. Der Zylinder schneidet die Kegel 
liings Ellipsen, welche durch die Aehsen On, a22 gehen. Zylinder und Kegel haben eine gemeinsame 
Achse. Eine Drehung u n  x a des Bezugssystens ergibt verschiedene Hauptschnitte in der Haupt- 
ebene ~1~2, welche jedenfalls i n n e r  Sechsecke sind. AuBer in den Symmetrieachsen fallen Haupt- 
achsensystene yon ~ j  und d~ j auch in dem bezfiglich xa u n  45 ~ gedrehten Bezugssystem zusanmen. 



432 M. Sayir: Zur Flieflbedingung der Plastizit/itstheorie Ingenleur-Archlv 

Schlieglich ergeben dieselben Uberlegungen wie bei der v. Misesschen Flief~bedingung fiir den 
orthrotropen Kfrper  den Ansatz (Abb. 17) 

1 ~ = l I T  1 ]'~ / fl-~ ((r 1 sin ~o ~- (r 2 cos o~) ~ ~- ~ -  ~ -  (~1 COS 03 - -  (72 sin o~) , 

• V - + 
f12 (al sin ~o § az cos @2 ~_ ~ _ (8.6) 

welcher aus (8.5) dutch eine Drehung um den Winkel --o) (Materialkonstante) erzeugt wurde. Die 
Schnittellipsen gehen in diesem Fall durch keine der Achsen (ill oder (~22" Der Hauptschnitt  in der 
gla2-Ebene ist nur in den Orthotropieachsen ein Sechseck, in jedem anderen Bezugssystem besteht 
er aus Ellipsen-, Hyperbel- oder Parabelstiicken. 

Die verschiedenen o]aen besprochenen Falle sind zusammenfassend in Tabelle 1 aufgefiihrt. Zu 
beachten ist hier, dab bei allen Ans/itzen die Zug- und DruckflieBspannungen gleich sind. Die Uber- 
tragung der obigen Oberlegungen auf den Fall mit ungleichen Zug- nnd DruekflieBspannungen 
wiirde keine wesentlichen Schwierigkeiten verursachen. 
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