
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete 33, 139 - 154 (1975) 
�9 by Springer-Verlag 1975 

Processus de Markov associ  a une forme 
de Dirichlet non sym trique 

Santiago Carrillo Menendez* 
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The purpose of the present paper is the probabilistic interpretation of potential 
theory associated with a Dirichlet form on a functional space. We generalise 
the works of M. Fukushima to unsymmetric forms using a new method based 
on the utilisation of quasi continuous representation of functions belonging 
to the Dirichlet space and a Ray Knight compactification. 

I1 s'agit ici de g6n6raliser au cas non sym6trique les travaux de M. Fukushima 
relatifs aux processus de Markov  associ6s fi une forme de Dirichlet (cf. [10,13]). 

Le probl6me est le suivant: 6tant donn6 une forme de Dirichlet a sur un 
espace fonctionnel H, il existe une r6solvante d'op6rateurs sur H associ6e/t 
la forme a, et une th6orie du potentiel dans H (cf. I); peut-on consid6rer que 
la r6solvante associ6e/t a est la rdsolvante d'un bon processus de Markov?  

Nous montrons,  sous des hypoth6ses de rdgularit6 raisonnable, que la 
r6ponse est oui: cette r6solvante est en fait la r6solvante d'un processus de 
Hunt. Pour le montrer  nous construisons une r6solvante de noyaux ~t partir 
de la r6solvante d'op6rateurs et nous construisons ensuite le processus 
associ& 

Nous utilisons, pour ce faire, l'existence de repr6sentants quasi-continus 
qui permet d 'obtenir un << rel6vement >> de l'espace de Dirichlet et une m6thode 
de compactification du type Ray-Knight.  

On donnera aussi (cf. III) un crit6re de continuit6 des trajectoires au moyen 
de la forme a. 

Pour ce qui est de la thdorie des espaces de Dirichlet nous renvoyons/ t  
l'excellent expos6 de J. Deny (cf. [8]), pour l'extension de ces r6sultats au 
cas non sym6trique, voir A. Ancona ([-1]). 

Notations 

X est un espace topologique L.C.D. non compact  et 0 est le point fi l'infini de X 
dans la compactification d'Alexandrov. 

* Laboratoire associ6 au C.N.R.S. n ~ 224. 
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Jr (X) est le c6ne des mesures de Radon positives sur X. Si # appartient 
~t J/g+ (X) supp # d~igne le support de #. Si de plus A est une pattie de X, #1A est 
la restriction de # ~ A et A' =supp/~la lorsque cette 6criture/~ un sens. 

e x d6signe la masse unit6 en x. 
m est un 616ment de dr'+ (X) fix6 une fois pour toutes. 
~k (X) est l'espace des fonctions d6finies sur X, continues et/~ support compact, 

muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact; Cgo(X ) est la 
fermeture de c~k(X ). 

LcP(X, m), LP(X, m) d6signent tes espaces usuels des fonctions et des classes 
de fonctions mesurables dont la puissance p-i6me est int6grable. 

(f, g) est le produit scalaire de f et g dans LZ(X, m). 
f v g est le sup de f et g et f / x  g est l'inf. 

est la tribu bor61ienne de X et B est l'espace vectoriel des fonctions 
mesurables born6es. Si Yest un bor61ien de X, Y)(Y) est la tribu trace de ~ sur Y 
et B(Y) est l'espace des fonctions d6finies sur Y, ~(Y)  mesurables et born6es. 

Si A est une partie de X, A cest le compl6mentaire de A. 
est l 'adherence de A. N, t1~, IR d6signent les ensembles arithm6tiques usuels. 

I. Th~orie du potentiel associ6e a une forme de Dirichlet 

1. Espaces fonctionnels et formes de Dirichlet 

I.t .I. Ddfinition 
(i) Nous appellerons espace fonctionnel de base (X, m) un sous espace 

H de L 2 (X, m), muni d'une structure hilbertienne, cor6ticul6 dans L z (X, m), 
tel que si f est dans H,fA 1 soit dans H et tel que l'injection de H clans 
LZ(X, m) soit continue. 

(ii) Un espace fonctionnel H, de base (X, m), est dit r6gulier si H c~cgk(X) est 
dense dans H et dans ~k(X). 

Dans la suite IL" II est une norme sur H, compatible avec la structure hilbertienne 
et ( - , .  > le produit scalaire associ6. 

1.1.2. 

d) 

0.1) 
(ii) 

1.1.3. 
une famille de formes de Dirichlet (a~)a~a§ 
e t a  o = a. Nous avons alors le 

Ddfinition 
Soit a une forme bilinhaire dhfinie sur H x H. Nous dirons que la 
contraction fondamentale op6re pour a si l'une des trois conditions 
6quivalentes suivantes est v6rifihe pour tout f de H, off U f = f  +/x 1. 
a ( f +  U f -  Uf)>=0; a(Uf, f -  U f ) > 0 ;  a ( f /x  c, I f - c ] + ) > 0  V c~lR+. 

Une forme de Dirichlet sur H est une forme bilin6aire a d6finie sur 
H x H, continue et coercive, pour laquelle la contraction fondamentale 
opSre. 

Etant donnSe une forme de Dirichlet a sur H nous pouvons lui associer 
en posant ax( f, g )=a( f ,  g )+2( f ,  g) 
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1.1.3. Th6or6me. Soit a une forme de Dirichlet sur un espace fonctionnel H de 
base (X, m). I1 existe une unique rOsolvante (Va);.~+ d'op~rateurs continus sur 
L 2 (X, m) ayant les propridtds suivantes: 

a) O < f < l ~ O < 2 V ~ f < l .  
b) Im Vz est une partie de H partout dense dans H. 
c) Pour tous f de LE(X,m), g de H et 2 de lR+, a z ( V z f g ) = ( f g ) .  
d) La r~solvante est fortement continue sur H. 
e) Si(A, ~(A))  est le g~n~rateur infinitdsimal de la r~solvante, dans LE(x, m), 

alors ~ ( A ) ~  H et pour tous f de ~(A) ,  g de H nous avons: a ( f  g)= ( - A  f, g). 

1.1.4. Remarques. Nous 6crivons V au lieu de V o l'op6rateur terminal de la 
r6solvante. D'autre part, de la troisi6me expression donn6e en (I.1) il vient que 
a ( f  g)_-<0 pour f et g 6trangers 

2. C6ne de potentiels dans un espace fonctionnel r~gulier 

Dans toute une suite de cet article nous supposons donn6s un espace fonctionnel 
r6gulier H, de base (X, m) et une forme de Dirichlet a sur H. 

I1 est facile de voir qu'une cons6quence de l'hypoth6se de r6gularit6 est la 
forte continuit6 sur L 2 (X, m) de la r6solvante construite au th6or6me 1.1.3. 
Nous noterons (T~)~a+ le semi-groupe fortement continu d'op6rateurs sur 
L 2 (X, m) qui lui est associ6. 

1.2.1. DOfinition. Nous appellerons potentiel un 616ment du c6ne 

~ =  {p~H/a(p,f)>=O Vf~H+} 

le c6ne ~ ainsi d6fini a les propri6t6s suivantes: 

(P.1) Soit p6H;  il est ~quivalent de dire que p e s t  un potentiel ou qu'il existe 
une mesure de Radon positive # telle que pour toute f de Hc~Cgk(X ) on 
air a ( p , f ) = ~ f  d#. On ~crit alors p= V". 

(P.2) ~ est la fermeture dans H du c6ne V (L2+ (X, m)). 
(P.3) ~ est inf-stabIe et s i p  est dans ~ ,  p A 1 y est aussi. 
(P.4) Si F est un convexe fermO non vide de H, hOrOditaire croissant (i.e. {f~F,  

g~H et f__<g} ~{g6F})  aIors la a-projection de 0 sur F est le plus petit 
potentiel de F. 

Le lecteur pourra consulter l'expos6 de J. Deny ([8], chap. 4) ou celui d'A. 
Ancona ([1], chap. 5) pour plus de renseignements sur le lien entre les potentiels 
et les mesures dites d'6nergie finie. 

1.2.2. Proposition 
(i) Soit f dans H. II est ~quivalent de dire que f appartient gt ~ ou que 2 Vzf  < f 

pour tout 2 de IR+. 
(ii) Soit f une fonction ddfinie presque partout sur X,  positive (m-pp),  majorOe 

par une fonction g de H+ et telle que 2 Vz f < f dans L 2 pour tout 2 de IR + . 
Alors f est un potentiel e t a  ( f  f ) <  M 2 a(g, g) (M est la norme de a). 

La d6monstration des cette proposition repose sur le r6sultat suivant: 
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Lemme. Soit o~z(f, g ) = 2 ( f - 2 V ~ f  g) d~finie pour f et g dans L2(X, m). 

(i) Soit f dans I )  (X, m); f est dans H si et seulement si sup a~ ( f  f )  < oo. 

(ii) Pour f et g dans H nous avons a ( f  g)= lim az ( f  g). 
) , ~ o o  

3. Potentiels capacitaires 

1.3.1. Ddfinition. Soient A une partie de X, f un 616ment de H et c une constante. 
Nous dirons que f majore c sur A au sens de H ( f>uc )  s'il existe une suite 
( f , ) , ~  dans H, convergent vers f e t  telle que chaque f ,  majore c presque partout 
sur un voisinage de A. 

Nous d6finissons alors El(X)= { A e X / 3 f e H  et f > H 1  sur A} et pour A dans 
El(X) soit e A la a-projection de 0 sur le convexe ferm6 F a = { f e H / f  >HI sur A}; 
e A est le potential capacitaire de A; il d6finit une capacit6 fonctionnelle c'est-/t- 
dire que nous avons les propri6t6s suivantes: 

(C.1) Eapplication A ~ e A de El(X) dans H est croissante. 
(C.2) Si une suite (A , ) ,~  darts El(X) croit vers un dl~ment A de El(X) alors 

e A = lira e A = sup ea, (dans H). 
n ~  n n 

(C.3) Si A est dans El (X) et si ~ d~signe lefiltre des ouverts (non rides) contenant 
A, alors eA=lim {eo/cos~- } =inf{eo/coeW} (dans H). 

(C.4) Si co est un ouvert de X appartenant gt El(X) et si ~ ddsigne le filtre des 
compacts contenus dans co nous avons: % = lim {%/K e ~ }  = sup {er/K ~o~}. 

(C.5) Si A est un dlOment de El(X), alors nous avons: 0 < e a < l m - p p  et 
e a = 1 m-- pp sur A. 

1.3.2. Ddfinition. Un 616ment A de H(X) sera dit polaire si son potentiel 
capacitaire est nul. 

On montre que tout bor61ien polaire est m-n6gligeable (cf. [1], V. Th. 12). 

4. Fonctions quasi-continues 

1.4.1. Ddfinition. Une fonction r6elle f, d6finie sur X, sera dite quasi-continue 
s'il existe une suite d6croissante (co~),~ d'ouverts dans El(X) telle que: 

1. f est continue sur co~, pour tout n. 
2. %,  tend vers 0 dans H. 

Les principaux r6sultats sur la quasi-continuit6 sont rassembl6s dans le 

1.4.2. Th6or~me. 
(i) Une fonction quasi-continue positive presque partout est positive quasi 

partout (i.e. sauf sur un ensemble polaire). 
(ii) Tout dIdment f de H admet un repr~sentant quasi-continu f 
(iii) Si la suite (f,),~N converge vers f dans 14 et sif ,  et f sont des reprdsentants 

quasi-continus, respectivement de f ,  et de f il existe une sous-suite (f,~)k~N 
qui converge quasi partout vers f 

5. Emboitement rOgulier 

Les notions introduites ici sont dues/t  M. Fukushima ([11]). 
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1.5.1. D~finition. 

(i) Un ferm6 F de X sera dit ( m - )  r6gulier si F = F'. 
(ii) Un emboitement est une suite croissante de ferm6s F k, (keN) telle que 

OJk=X--F k soit dans H(X)  pour tout k et tel que co, k tend vers 0 (dans H) 
lorsque k tend vers l'infini. Si chaque ferm6 F k est r6gulier, on dit que 
l 'emboitement est r6gulier. 

Etant donn6 un emboitement r6gulier {Fk}k~N nous posons Y = ~) F k et nous 
0 

d6finissons eg({Fk} )---= {f: Y~--~IR/sup If(x) l< oo;fk----fIF~ est continue sur F k et se 
x ~ J (  

prolonge continfiment ~ FkVO{O } en posant fk(c~)=0}. 

1.5.2. Th6or6me. Soit L un ensemble d~nombrable de fonctions quasi-continues 
bornOes. II existe un emboitement r~gulier {Fk}~ ~ tel que L soit contenu dans 
<g({F~}). 

1.5.3. Remarque. La d6monstration de ce r6sultat est la meme que pour le cas 
sym6trique; on la trouvera dans l'article d6j~t cit6 de M. Fukushima [11]. 

II. Construction d'un processus de Hunt 

1. Introduction 

Nous supposons donn6s un espace fonctionnel r6gulier H, de base (X, m) et une 
forme de Dirichlet a sur H. 

II.l.1. Soit ~/" = {f2, ~ ,  J~, Xt, 0t, P~} un processus de Markov d'espace d'6tats 
w 

(Y, N(Y)) off Yest un bor61ien de X (cf. [21], chap. XIV). Nous adjoignons ~ Yle 
<<cimeti&e>> 0 en consid&ant Yw{O} comme un sousespace topologique du 
compactifi6 d'Alexandrov Xvo{0}. Soient (Pt),~+ et (G~)~e+ le semi-groupe et 
la r6solvante associ6s fi ~ .  

11.1.1. DOfinition. Nous dirons que le processus ~//r est proprement associ6 ~ la 
forme a si les deux conditions suivantes sont v6rifi6es: 

1. yc est polaire (au sense de 1.3.2). 
2. Pour toute fonction f bor61ienne, born& et de carr6 int6grable et tout 

2 de Ill+, Gaf  est un repr6sentant quasi-continu de VJ.  

Ils s'agit ici de ddmontrer le r6sultat suivant: 

II.1.2. Th6or~me. I1 existe un processus de Hunt proprement associ~ d a. 

2. D~monstration du thOorOme 

Elle va se faire en plusieurs &apes. 

11.2.1. Les op&ateurs int~graux V~. Puisque H C~ egk(X) est uniform6ment dense 
dans ego(X ) nous pouvons trouver dans H c~egk(X ) un ensemble d6nombrable C 
ayant les propri6t6s suivantes: 
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1. C est un espace vectoriel sur le corps Q; 
2. C est uniform~ment dense dans cg o (X); 
3. C est inf-stable et si f est dans C il en est de m~me de f /x 1. 

Soit 1=  U V~(C) et soit [ l'ensemble form6 par le choix d'un repr6sentant 

quasi-continu f pour chaque 616ment f de I. Les th6or6mes 1.4.2 et 1.5.2 per- 
mettent de d6montrer la 

II.2.1. Proposition. II existe un emboitement r~gulier { Fk 1}kelq tel que si nous posons 
Yx = U Fk 1 nous ayons: 

k e n  

(i) [es t  contenu dans cg({Fkl}). 

(ii) ~ ) ( x ) ; ~ f ( x ) + ~ g ( x )  pour tous 2 ~ Q + , f ,  geC,  x~Y. 

(iii) Vz(pf"'~)(x)=p~f(x) pour tous 2 e ~ + ,  p~Q, f ~ C ,  x~Y. 

(iv) 0 < f < l = ~ 0 < 2 V ~ ( x ) < l  pour tous 2~Q+,  f ~ C ,  x~Y. 
..--.._1 

(v) II existe une suite (2,),~ N de rationnels positifs telle que 2, V~.f(x) tende 
verse f (x) lorsque n tend vers rinfini, pour tout f de C et tout x de Y. 

Des (ii), (iii) et (iv) nous d6duisons l'existence d'une famille de sous probabilit6s 
2 l?z(x, .) d6finies sur ~ pour 2 dans t~+ et x dans Y1 telles que pour tout x dans 

I11 tout 2 darts Q+ et tout f dans C nous ayons ~'~'~(x)= ~f(y)V~(x, dy). Nous 
X 

prolongeons alors les V~ en noyaux sur (X, ~)  en posant IT~(x, " )=0 lorsque x 
appartient ~ Y~q 

II.2.2. Proposition. Pour toute fonction bordlienne positive fi de carr~ int~grable, 
et pour tout 2 de ~ +, Vxf est un repr~sentant quasi continu de V~f. 

Ce resultat est unr cons6quence imm6diate du lemme suivant (cf. [11], lemme 3.1). 

Lemme. Soit J un ensemble de fonctions rdelles, ddfinies sur X et vdrifiant: 

I. ~r  
2. f l ,  f2 eJ  et c l f  1 +CEfE >--O=~clfl +c2 f2eJ  pour tout couple (cl, c2)e~2;  
3. Si (fn),~N est une suite de fonctions de J et s i f ,  croit vers f appartenant d 

L2(X, m) alors f e s t  dans J. 
Alors J continent toutes les fonctions bor~liennes positives de L2(X, m). 

H.2.3. Un c6ne de fonctions surm~dianes. Soient {A,}n~ N une base d'ouverts 
relativement compacts de la topologie de X et ~ l'ensemble des r6unions 
finies de ces ouverts. Alors ~(X)  est contenu dans H(X). Pour tout A de q/(X) 
soit e,4 un reprbsentant quasi continu fix6 de e Aet soit D l'ensemble de ces repr6- 
sentants. 

Soit alors S le plus peit Q-c6ne ayant les propri&6s suivantes: 

I. S est inf-stable et si f est dans S , f  ^ 1 y est aussi; 
2. S est stable par ~'~ pour 2 dans ~ + ; 
3. S contient les I/x(C + wD) pour 2 dans ff~+, et O. 
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De la proposition II.2.1. (v) et des propri&~s d e C  il vient que S s6pare les 
points de Y~. On peut donner une construction de S analogue ~ celle faite en 
[15] ou [29]. 

11.2.3. Proposition. I1 existe un emboitement rdgulier {Fg}k~ tel que si nous 
posons Y2 = U F2 nous ayons: 

k d q  

(i) ScCg({F2}), F2CFk ~ VkeN 
(ii) pour tout A de ~//(X): 0--<~A(X)=< 1 V x e Y  2 et gA(x)=l VxEAc~ Y2 
(iii) pour tous A, B de ~ tels que A ~ B: ~ A (x)<__ ~ (x )  V x ~ Y2 
(iv) pour tous A de ~l(X) et 2 de II)+ :2 IT"z ga(x)_-< eA (X) V X ~ Y2 
(v) pour tous f de S, 2,# de Q+, x de Y2: Vxf(x)=V, f (x)+(#2"2)~ '~V, f (x)  
(vi) il existe une suite ( 2 ~ ) ~  de rationnels positifs telle que 2r, Vail(x)  tende 

vers f (x) lorsque m tend vers l'infini, pour tous f de S e t  x de I12. 

Nous allons nous placer sur Y2 w {8} et consid6rer les ensembles de fonctions 
d6finis jusqu'/t pr6sent comme des ensembles de fonctions d6finies sur Y2 w {8}, 
6tant entendu que les fonctions d6finies sur X sont 6tendues/t X w {8} en leur 
donnant la valeur 0 en 8. De m6me la r6solvante (l?a)~+ est considbr6e comme 
r6solvante markovienne sur Yaw {8} muni de la tribu trace de la tribu bor61ienne 
de X w {t?}. 

Soit alors J le ti) c6ne de fonctions (sur I12 w {8}) engendr6 par S e t  1. I1 est 
clair que J s6pare les points de Y2 u {8}, qu'il est d6nombrable et contenu dans 
~({Fk2}). De plus, comte tenu du (iv) de la proposition pr6c6dente on montre 
comme en [29] que les <<fonctions de J sont surm6dianes>>: 

(II.1.) g f e J ,  ~pell)+ te lque 2f/~+pf<=f V2eQ+.  

II.2.4. Une compactification et la r&olvante de Ray associ&. En reprenant une 
d6monstration analogue ~t celle expos6e en [15] ou en [29] on montre le r6sultat 
suivant: 

11.2.4. Proposition. Soit Y le compldtd de Y2 u {8} pour la structure uniforme la 
moins fine rendant continus les dlOments de J. Alors f" est compact, m~trisable, et 
il existe sur f" une rdsolvante de Ray, (fza)~a. telle que, pour tout 2 de Q+, toute 
f de ~ (Y)  et tout x de Y2 w {8} nous ayons fz~f(x)= 17"a(j~r2,,{0})(x ). 

II.2.5. Remarque. J e s t  contenu dans cg({F~}), de 1/~ que sur F~ et sur F 2 u {8}, 
(keN), la topologie initiale (induite par X u {t?}) coincide avec la topologie induite 
par Y. Cette propri&6 sera utile par la suite pour l'6tude des limites/l gauche du 
processus associ6 ~t la r6solvante (l~)x~ L . De plus nous n'aurons pas de probl6me 
de mesurabilit6:Y2 et Y2 u {8} apparaissent comme des Kr de Y. 

II.2.6. Processus de Ray associd et ensemble de branchement. Les r6sultats de 
cette section sont d6montr6s dans [18] et dans [24]. 

A. Pour tout x de Y les mesures ).~'a(x, ") convergent vaguement, lorsque ). 
tend vers l'infini, vers une mesure markovienne #(x, .). L'ensemble 
f~= {x~Y/#(x ,  ")4:ex} des points de branchement est un Kr et #(x,/~)=0 pour 
tout x de Y.. De plus, de la proposition II.2.4. (vi) il vient qu'il n'y a pas de points 
de branchement dans I12. 
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B. I1 existe une fonction de transition markovienne (/],),~+ unique sur f- telle 
que pour tout f de cg(f-) et tout x de Y,, l'application t~-+~f(x) soil continue ~t 
droite et de transform6e de Laplace Vzf(x). De plus, lorsque t tend vers 0 la 
familte des mesures/],(x, .) converge vaguement vers #(x, ") pour tout x de f- et 
/],(x,/})=0 pour tout t de IR+ et x de Y. 

C. I1 existe un processus fortement markovien, d'espaces d'6tats f- muni de 
sa tribu bor61ienne et de semi-groupe (/] ,) ,~:  nous prendrons comme tel la 
r6alisation canonique du semi-groupe, soil J / =  {D, ar *~ ar *~ )~t, P~}; c'est h dire 
que ~ est l'ensemble des trajectoires &: [0, oo [~-~ f-continues ~ droite et pourvues 
de limites ~t gauche en tout point, mourrant en ~; ~ est la dur6e de vie du processus. 
On 6crit X,(&) et 2t_(&) pour &(t) et &(t-).  ~r176 s<_t) et at"~ = V ~r p~ 

est l'unique probabilit6 sur ag *~ qui v6rifie, pour 0<  t~ < . . .  < t, et E~, i=  1... n, 
bor61iens de f-: 

E1 En 

Le processus de Ray ~ ainsi obtenu ales  propri6t6s suivantes" 

(M.1) ~ ( f f o ~ E ) = # ( x , E )  pour tout x et tout bor~lien E de 

(M.2) Soient sg  ~ la tribu compl&& de d ~~ pour P, off # est une loi sur f- et ~ u  la 
tribu obtenue en adjoignant d d~t tous les Ol~ments P~-nkgligeables de d ~. 
Posons s f =  ~ s f  ~, d~= ( ' ) ~  off # parcourt l'ensemble des lois sur Y. 

# # 

Le processus est encore fortement markovien par rapport aux tribus ainsi 
compl&&s. 

(M.3) Le processus est quasi-continu d gauche en un sens restreint: si (T,),~ Nest 
une suite de temps d'arr~t (relatifs aux tribus compl&~es) croissant vers 
T, X r .  tend vers Xr~-presque shrement sur l'ensemble 

{T< o% lira ) ? r ~  f ' - B }  

pour tout x de Y. 

(M.4) P~({Vt>0, X t ~ Y - B } ) =  1 pour tout x de Y. 

I1.2.7. Restriction de l'espace d'ktats. Pour toute partie A de f- nous notons D a 
le d6but de A; il est connu que si A est une pattie analytique de Y, D A est un temps 
d'arr& du processus (I-4], chap. 1.10). 

Dans ce qui suit nous d&ignons par  co k et c5 k les compl6mentaires de F~ 
respectivement dans X et dans f- et nous 6crirons D k pour D,~ nous avons alors la 

II.2.7. Proposition. La restriction d Y2 de la fonction (~k(X)=P~(Dk < 00) d~finit 
un repr&entant quasi-continu de eok. 

Preuve. Commenqons par construire un repr6sentant quasi-continu ~,ok de 
e,ok. Soint (A,)n~ N une suite d'616ments de 0g(X) croissant vers (D k et soient ea, 
les 616ments de D correspondant: ce sont des fonctions surm6dianes continues 
sur Y. Du th6orbme 1.4.2. (iii) il vient que la restriction ~t Y2 de la fonction sur- 
m6diane d6finie sur f-par ~o = sup ea est un repr6sentant quasi-continu de eo~. 

k n n 
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De la proposition 1.2.2. (ii) il vient que q~k/x Y~k est un potentiel, de 1.2.1. (P.4) 
il vient alors que ~ A e~k=e~k q'P" i.e. ~bk>~k q.p. 

Pour d6montrer l'in6galit6 contraire consid&ons la fonction surm6diane 
suivante: 

~b~(x)={~(x ) si xffY2u{0 } 
si xCY2•{0 }. 

I1 est facile de voir que ~b;, vaut 1 sur & et 0 en 0. Pour toute partie finie S de Q + 
soit as=inf{ t~S/X~E&J (a ,= + ~ si u  XtC&k) c'est un temps d'arr& relatif 
aux (~r et le th6or6me d'arrat appliqu6 fi la surmatingale {~b;,()(t)},~s (cf. [20], 
T.9) nous donne 

Px({ s < o o } )  = __< = 

pour tout x de Y2. De lh le r6sultat. 

Corollaire 1. Pour quasi tout x de Y2 nous avons 

P~({V te~{ +, ff,~ I72 et f(t- e Y2})= I. 

Corol|aire 2. Il existe un borOlien Y de X,  contenu dans Y2, de compldmentaire 
polaire et tel que pour tout x de Y nous ayons 

(on peut toujours supposer que Y est un F~ de X:  cf 1.3.1. (C.4)). 

IL2.8. Le processus de Hunt proprement associO fi a. Soit (Fk)k~ ~ une suite crois- 
sante de ferm6s telle que Y= ~ F k . Du corollaire 2 il vient que lira D~_r~ = + ~ 

k~N" k ~  

p.s. pour tout x de Y. Soient alors ~2= { o ~ / l i m  D,~_F = + ~} et ~ et fit les 

tribus trace respectivement de ~ e t  ~ sur ~2. P~ d6signe, pour x appartenant ~t Y, 
la restriction ~ ~ de/~ et pour ~o dans ~ on 6crit X~(co) au lieu de )~(~o). 

On v6rifie alors ais6ment que le processus Jg--(~2, ~ ,  fit, X~, 0 ,  PJ d'espace 
d'6tat (Y, ~ ( ~ )  est un processus de Hunt. Notamment, le fait que sur Yon puisse 
garder la topologie initiale provient de la remarque II.2.5. De plus, de la proposi- 
tion II.2.2. il vient que le processus est proprement associ6/t la forme de Dirichlet a. 

IL2.9. InterprOtation probabiliste de la notion de polaire. En remarquant que 
tout polaire est contenu dans un G~ polaire (cf. 1.3.1 ; (C.4)) et en faisant un raisonne- 
ment analogue /l celui qui donne le corollaire 2 (cf [11], th6or6me 3.9) nous 
obtenons le 

II.2.9. Th6or6me. Si B e s t  un polaire de Y, il existe un polaire B' contenant B e t  
tel que P~({Vt61R+, X~ et Xt ~ Y - B ' ) = I  pour tout x de Y - B ' .  

IIL Continuit6 des trajectoires 

1. Dffinitions et rOsultat fondamental 

Dans tout ce chapitre nous supposons donn6s un espace fonctionnel r6gulier H 
de base (X, m) et une forme de Dirichlet a sur H. ~ =(E2, ~ ,  fit, Xt, 0t, Px) est un 
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processus de Hunt, proprement associ6/l la forme a, d'espace d'6tats (Y, ~(Y)), 
de semi-groupe (Pt)t~+ de r6solvante (G~)z~,+. 

III.1.1. D~finition. 

(i) Etant donn6 un 616ment f de L 2 (X, m) nous d6finissions supp [ f ]  comme 
6tant le support de la measure f.m. 

(ii) La forme a est dite locale si a(f,  g )=0  d6s que supp [ f ]  et supp [g] sont 
des compacts disjoints. 

III.1.2. Th6or6me. Les deux assertions suivantes sont ~quivalentes : 

a) la forme est locale, 
b) il existe un processus proprement associ~ ~ a dont les trajectoires sont 

continues. 

Ce r6sultat a 6t6 d6montr6 par M. Fukushima dans le cas off la forme est 
sym6trique en utilisant une caract6risation relative au semi-groupe (cf. [13]). 

2. Les opdrateurs Pv 

III.2.1. Pour tout ouvert relativement compact U et tout 616ment f de H soit 
Pvf  la a-projection de 0 sur le convexe ferm6 Fv,s= {gEH/g=fq.p .  sur U c} nous 
avons la 

III.2.1. Proposition 
(i) f - P v f  est la a-projection de f sur le sous espace ferm~ de H, Hv= 

{geH/g=O q.p. sur UC}. 
(ii) Pour toute fonction g de H v nous avons a (Pv f,  g)= 0. 

D~monstration. Le (i) est imm6diat et le (ii) provient de ce que Pvf+ tg appar- 
tient A Iv, s pour tout t de IR. 

III.2.2. Proposition. Les deux assertions suivantes sont dquivalentes : 

a -  la forme a est locale. 
b -  pour tout ouvert relativement compact U tout f de H tel que supp I f ]  est 

contenu dans X -  U nous avons P v f = f .  

Ddmonstration. Sous les hypotheses de b nous avons, pour g dans 
Iv, I,  supp [ f ]  c~ supp [ g - f ]  = ~ ce qui implique a( f,  g - f ) =  0 si la forme est 
locale donc f =  Pvf  d'apr6s l'unicit6 de la projection. 

R6ciproquement soient f et g tels que supp [ f ]  c~ supp [g] = ~ et U un ouvert 
tel que supp I f ]  c U et U c~ supp [g] = ~ nous avons alors a(g, f ) =  a(Pvg, f ) = 0  
d'apr~s la proposition III.2.1. (ii). 

III.2.3. Pour toute partie A de X et tout 616ment f de H, soit Rafla  a-projection 
de 0 sur le convexe ferm6 FA,I={g~H/g> f q.p. sur A} c'est un potentiel dit 
~r6duite de f sur A~ et la mesure qui lui est associ6e (cf. 1.2.1; (P.1)) est port6e 
par .4. 
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1II.2.4. Proposition. Soient U un ouvert de X, F son compl~mentaire et f un potentiel. 
Alors Pv f = Re f . 

D~monstration. a(Pv f ,  Pv f - Re f )=O d'apr~s III.2.1 parce que Pv f = Re f = f 
q.p. sur F et, d'autre part, a(RFf, Pv f - -Re f )>O par d6finition de RFf. De l& le 
r6sultat. 

1II.2.5. Remarque. I1 est clair que ces r6sultats restent vrais si l'on remplace Pv 
et R e par Pv ~ et R~(2>0) d6finis de mani6re similaire ~ partir des az (el. 1.1.3). 
D'autre part la proposition III.2.4 peut ~tre consid6r6e comme version hilbertienne 
du th6or6me de Hunt. 

3. Interprdtation probabiliste 

Etant donn6 que les r6sultats 6nonc6s ici sont vrais/i un polaire pr6s, nous utili- 
serons la m6me lettre pour d6sign6r une partie de X ou sa trace sur Y. 

Ili.3.1. Etant donn6 un ouvert U de X, o- v d6signe le temps de sortie de U et 
nous d6finissons, pour toute fonction f bor61ienne et tout 2 positif 

II~v f (x)= E~ [e-~:~f o X:u]G ~ f (x)= E:  [ ~ e  - ~ 'o  Xtdt] . 
0 

Les / /~  (on 6crit 11 v au lieu de / /o )  d4finissent les op6rateurs de balayage associ6s 
au processus et (GV)z+~+ est la r6solvante du processus tu6 en sortant de U. 

III.3.2. Proposition. Pour tout 2 de IR+, H i d~finit un opdrateur continu de H 
dans H qui coincide avec Pv a. 

D~monstration. Soit f une diff6rence de deux 2-potentiels. Compte tenu de la 
remarque 1.1.4 et de la proposition 1.2.2(ii), 1-1~:f est encore un 2-potentiel et 
Jl//~:f[I <K~llfJ]. On conclut en remarquant que ~ - ~ z  est dense dans H. 

Pour d6montrer la seconde assertion il suffit de remarquer que Pv z et H~ 
coincident sur ~x: c'est une cons6quence de 111.2.4 et du th6or6me de Hunt 
(si f est 2-excessive et U ouvert, de compl6mentaire F, H~vf est la plus petite 
fonction 2-excessive qui majore f sur F). 

Coroilaire 1. Pour tout ouvert U, Hv, muni des structures hilbertiennes et 
latticielles induites par H, est un espace de Dirichlet r~gulier de base (U, rely ). La 
restriction de a d H U est encore une forme de Dirichlet et la r~solvante sur L2(U, mw) 
ddfinie par v (Gz)~+ est Ia r~solvante construite en 1.1.3 associ~e. 

D~monstration. Le seul point d61icat est la derni&e assertion. Soit donc h u n  
616ment de Hv; nous avons ax(Gxf-Gt~f,h)=aa(Pv~Gzf, h)=O (cf. IV.2.1(ii) et 
III.3.2). De 15 que az(Gafi h)=az(GVf, h) ce qui 6quivaut au r6sultat annonc6. 

Corollaire 2. Soient f u n  ~l~ment born~ de H et f u n  repr~sentant quasi continu 
de f. A lors H i f est, pour tout ouvert U relativement compact, un repr~sentant quasi 
continu de P~ f . 
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4. D~monstration du th~orkme III.1.2 

Supposons le processus J/g ~t trajectoires continues. Alors les mesures II~(x, .) 
sont port6es par ~ U pour tout ouvert U relativement compact ([22], lemme 1.2.3). 
Des propositions III.2.2 et III.3.2 il vient que la forme est locale. 

R6ciproquement, supposons la forme locale. Du corollaire 2 pr6c6dent et 
tu th6or6me II.2.9, nous d6duisons l'existence d'un bor61ien polaire B de Y tel 
que Px({g t~IR+, X t et X t _ ~ Y - B } ) = I  pour tout x de Y - B  et tel que II~,(x, ") 
soit port6e par SA n pour tout x de Y - B ,  tout 2 de ]R+, {A,},~ N d6signant une 
base d6nombrable d'ouverts relativement compacts de Y. On restreint alors 
l'espace d'6tats h Y - B  (cf. II.2.8) et en reprenant la d6monstration du lemme de 
P. Courr6ge et P. Priouret d6j~t cit6 on montre que le processus est ~t trajectoires 
continues. 

IV. Generalisations et exemples 

1. Formes de Dirichlet g~nkrales et processus associOs 

IV.I.1. Remarque. Soient H un espace fonctionnel r6gulier de base (X, m) et a 
une forme bilin6aire,d6finie positive et continue sur H • H, telle que la contraction 
fondamentale op6re pour a. Si nous supposons que chaque az()~>0) est coercive 
nous obtenons un r6sultat identique h II.1.2/t ceci pr6s que la r6solvante n'a pas 
de noyau terminal. 

IV.1.2. D~finition. Soient H u n  espace fonctionnel r6gulier, de base (X, m) et a 
une forme bilin6aire sur H x H. Nous dirons que a est une forme de Dirichlet 
g6n6rale si elle v6rifie les deux conditions suivantes: 

(D.1) La contraction fondamentale op6re sur a i.e. pour tout f de H et tout c 
de IR+ l'une des trois relations (6quivalentes) suivantes est v6rifi6e: 

a(f +Uf, f -Uf)>= -8ollf-Ufll~2; a ( U f f - U f ) > O ;  

a ( f  A c , [ f - c ] + ) > O  V cER+ 

(D.2) I1 existe 80 dans IR+ tel que la forme aao soit continue et coercive. 

IV.1.3. Th6or~me. Soient H u n  espace fonctionnel r~gulier de base (X, m) eta  une 
forme de Dirichlet g~n~rale sur H. 

1. I1 existe une r~solvante (Vz)z__>po d'op~rateurs continus sur L2 (X,m) ayant 
les propriOt~s suivantes: 

a) O<f<l=>O<)~VzJ<=l  pour 2__>80 ; 
b) Im Vz est une partie partout dense de H pour )~>--80; 
c) pour tous f de I2(X,m),  g de H et 2>8 0 ,  a~(V~f, g)=(f ,  g); 
d) la r~solvante est fortement continue sur H; 
e) si ( A, ~ ( A )) est le gOn~rateur infinitesimal de la rksolvante, dans L2 ( X, m), 

alors ~ ( A ) c H  et pour tous f de ~(A)  et g de H nous avons a(f ,  g ) = ( - A f ,  g). 
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2. II existe un semi-groupe Jbrtement continu (Tt)~a+ d'opOrateurs sous marko- 
viens sur L2 (X, m) tel que I[ Ttll < e ~~ vdrifiant, dans I~ (X, m): 

ct3 

(IV.l) Vxf = ~ e-XtTt fdt  2>flo. 
0 

Ce r6sultat, qui g6n6ralise 1.1.3 est dfi ~ H. Kunita (cf. [16]). 

IV.1.4 Remarque. Du fait de la sous markoviennit6 de l'opdrateur Tt(t>0), la 
transform6e de la place de T~ f peut encore ~tre d6finie pour toute f de U ~ (X, m) et est 
aussi dans L ~176 (X, m) lorsque 2 < rio. I1 est clair que l'6quation r6solvante est v6rifi6e 
avec IR+ comme ensemble d'indices bien que les Vx (2 > 0) ne soient plus n6ces- 
sairement des op6rateurs continus de L 2 (X, m) darts H. 

IV.1.5. Th6or6me. Etant donn~s un espace fonctionnel rdgulier H, de base (X, m) 
et une forme de Dirichlet gdndrale a sur H, il existe un processus de Hunt proprement 
associ~ ~ a au sens de II.1.1. 

DOmonstration. Soit JC/po = (f2, ~ ,  ~ ,  Xt, 0t, P~) un processus de Hunt propre- 
ment associ6/t la forme a~o , d'espace d'6tats (Y, N' (Y)), de fonction de transition 
(Qt)t~a+ et consid6rons semi groupe de noyaux d6fini sur (Y, ~ (Y)) par Pt = e~~ 
pour tout t de IR+. Du th6or6me IV.1.3(2.) il vient que les P~ sont encore sous 
markoviens. Soit donc (G~)x~a+ la r6solvante associ6e. Pour toute fonction f 
bor61ienne born6e et de carr~ int6grable et pour tout 2>f l  o, G~f est un repr& 
sentant quasi continu de Vxf. Compte tenu de l'6quation r6solvante et de la 
densit6 de L2(X, m) darts L~(X, m) on en d6duit que pour toute fonction f bor6- 
lienne born6e, et pour tout 2 > 0, Gxf  est un repr6sentant quasi continu de Vxf. 
Reste ~ voir que (G~)~a+ est la r6solvante d'un processus de Hunt, dont l'espace 
d'6tats est un F~ de X de compl6mentaire. Pour ce faire on reprend la d6monstration 
de I I en  compactifiant par rapport ~ la nouvelle r6solvante. 

2. I2hypoth~se de dualit~ 

IV.2.1. D~finition. Nous dirons qu'une forme de Dirichlet a d6finie sur un espace 
fonctionnel H de base (X, m) v6rifie l'hypoth~se de dualit6 si sa transpos6e fi est 
elle aussi une forme de Dirichlet. 

IV.2.2. Si une forme de Dirichlet a sur H v6rifie l'hypoth6se de dualitd nous 
d6signons par (P;.)~+la r6solvante sous markovienne associ6e/~ ~. I1 est facile 
de voir qu'alors les r6solvantes (Va)x~, et (~)x~L sont en dualit6 dans L 2 (X, m). 
D'autre part, nous avons (cf. [3]): 

IV.2.2. Proposition. Si a est une forme de Dirichlet (sur un espace fonctionnel 
rOgulier H, de base (X, m)) vdrifiant l'hypothdse de duaIitd les ensembles polaires 
coincident avec les copolaires (i.e. les ensembles polaires relativement d ~). 
Nous aurons donc le 

IV.2.3. Th6or6me. Sous les mYmes hypothOses il existe deux processus de Hunt, 
d/[ et ~ proprement associOs ~ a e t  ~, ayant Ie mdme espace d'~tats et dont les 
rOsolvantes sont en dualitO dans L 2 (X, m). 
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3. Exemples de formes de Dirichlet 

IV.3.1. Cadre et notations. Dans tout ce paragraphe f2 d6signe un ouvert 
relativement compact de IR" et dx d6signe la restriction ~t ~ de la mesure de 
Lebesgue sur IR". @ (Q)= N e s t  l'espace des fonctions ind6finiment diff6rentiables 
et ~ support compact contenu dans ~ et @'= ~'(s est l'espace des distributions 
sur O. Nous 6crivons L 2 pour L2(Q, dx). Nous d6signons par H~ = H01 (fa) la 
fermeture de ~ (g2) relativement ~t la norme d6finie par 

]if I[ 2= I1 11~+ Ilfll~ 
1 

H~ est un espace fonctionnel r6gulier relativement h (12, dx). 

IV.3.2. Un exemple de forme non locale. (aij(x)) d6signe une matrice n x n uni- 
form6ment elliptique de fonctions bor61iennes born6es d6finies sur Yd. Soit ~b une 
fonction continue strictement positive ~ support compact d6finie sur Q x s et 
soit c la function d6finie par c(x)=Sfo(x,y)dy, Pour route f de N(O) nous 

d6finissons L f, au sens des distributions, par 

L f= + S 4)(x, y) f (y)dy-c(x)  f (x) 
i,j=l 

Posons alors, pour f ,  g dans ~ ,  a ( f ,  g ) - -  - (Lf, g)~, • 2- I1 est ais6 de v6rifier que a 
se p r o l o n g e  en une  f o r m e  bil in6aire,  c o n t i n u e  sur H~ • H~ p o u r  laquel le  la 
contraction fondamentale op~re. Montrons que a est une forme de Dirichlet 
g6n6rale. 

Posons 2 = f l + #  (fl et # positifs); nous avons 

az(f,f)=Y'+ I a , j ( x ) ~  ~ f  dx+fl f f2 (x )dx+ I [c(x)+/~] f2(x)dx 
i , j  o G x  i (TXj  .Q ..Q 

- 5 4)(x ,y) f (x) f (y)dxdy.  
f 2 x ~  

I1 existe un fl~ tel que pour fl>fll nous ayons (cf. 1-27] [28]) 

Of Of dx+flSf2(x)dx>>_vllfllz (v constante) 2 I j a a - 

d'autre part, il existe u n / q  ne d6pendant que de q5 et de f2 tel que pour P>/~I 
nous ayons, pour tout f de H~: 

5 [c(x)+#] f2(x) dx-[, cb (x, y)f(x)f(y)dx dy>0. 
De 1/~ que a est bien une forme de Dirichlet g6n6rale (flo = & + fill). 

IV.3.3. Une forme locale et l'hypoth&e de dualitd. L'exemple suivant repose sur 
les travaux de G. Stampacchia ([27, 28]). Nous supposons n>  2; (ai, j) est d6finie 
comme pr6c6demment; (b 1 ... b,) et (d I ... d,) sont deux fonctions vectorielles de 
~2 dans IR n telles que chacune de leurs composantes soient des fonctions bor61iennes 
de s dx); c est une fonction bor61ienne de ~"/2(~2,dx). Pour toute f de 
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N(O) nous d6finissons L f, au sens des distributions, par 

Lf =~ ~--~- (~i aii~+d.if)+ ~ bi O-~-f +c.f. 
j j Gxi / i Gxi 

On d6finit a ~t partir de L comme pr6c6demment: c'est une forme bilin6aire 
continue et il existe un rio dans 1R+ tel que pour 2 > flo les a~ soient coercive. De 

c est une distribution n6gative alors la contrac- plus si -~ ~d-i (resp. c + ~ ? b J  t 

tion fondamentale op~re pour a (resp. pour 2). 

IV.3.3. Remarque. I1 est plus facile de voir que la forme associ6e A Lest locale 
H. Kunita a 6tudi6 les diffusions associ6es (cf. [17]); on peut, comme prOc6demment, 
obtenir une forme non locale en rajoutant un noyau de L6vy. 
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