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Die Stabilit~itskriterien der Elastomechanik.  

Von H. Ziegler. 

1. Einleitung. In der Kinetik wird die G]eichgewichtslage eines Systems als stabil bezeichnet 
wenn sich dieses unter dem EinfluB hinreichend kleiner, im iibrigen abet beliebiger St~rungen 
nut  wenig yon ihr entfernt (und damit  eine kleine Schwingung um sie ausfiihrt). Auf dieser 
Definition beruht das Verfahren der kleinen Bewegungen, das nut  die Linearisierbarkeit der Be- 
wegungsdifferentialgleichungen voraussetzt und im Falle konstanter Beiwerte auf  dem Wege 
tiber den Exponentialansatz, die Wurzeln der charakteristischen Gleichung sowie die Bortth- 
Hurwitz .Kri terien 1 die Stabilit~t eines Systems zu beurteilen gestattet .  

In der Elastomechanik besteht das Stabilit/itsproblem darin, die kritische Belastung zu be- 
stimmen, unter der eine urspriinglich stabile Gleichgewichtslage instabil wird. Bei seiner Lfisung 
kann man sich unmittelbar  auf  die Definition der Stabilit/it berufen und erh/ilt damit  das voraus- 
setzungslos giiltige 

ki ne t i  s clle St a b i l i t  iit s k r i t  e r i u m  : Die kritische ist die kleinste Belastung, unter der 
eine geeignete St~rung zu einer nicht in der n/ichsten Umgebung der Gleichgewichtslage ver- 
laufenden Bewegung fiihrt. 

In  der Praxis wird diesem kinetischen meist das bereits yon L. Euler verwendete, in der Hand- 
habung wesentlich einfachere, abet nicht ohne weiteres mit  ihm gleichwertige 

s t a t i s c h e  S t a b i l i t / i t s k r i t e r i u m :  Die kritische ist die kleinste Belastung, unter der 
neben der ursprfinglichen (trivialen) erstmals eine weitere (nichttriviale) Gleichgewichts- 
lage existiert 

und in neuerer Zeit auch das 
e n e r g e t i s c h e  S t a b i l i t / i t s k r i t e r i u m :  Die kritische ist die kleinste Belastung, unter 

der die gesamte potentielle Energie des Kfirpers nicht mehr positiv definit ist 
vorgezogen. 

Die Erfolge, die mit  den zuletzt genannten Kriterien erzielt worden sind, haben die Frage 
nach ihrer Legitimit~it in den Hintergrund gedr/ingt und zu einer rein statischen Konzeption des 
seinem Wesen nach kinetischen Stabilit/itsproblems gefithrt. Damit,  d. h. mit  der relativen Sel- 
tenheit nichtkonservativer Probleme, bei denen diese Konzeption zu Irrt i imern fiihrt, erkl/irt 
sich, dab - -  a m  nur ein groSes Belspiel zu nennen - -  S. Timoshenko in seinem beriihmten Stan- 
dardwerk 2 ausschlie$1ich - -  und ohne kinetische B e g r i i n d u n g -  die beiden letzten Kriterien 
verwendet. 

A. Pfliiger hat in seinem Buche fiber Stabilit/itsprobieme der Elastostatik 3 - -  freilich ohne 
Beweis und ohne die Konsequenzen aus dieser Bemerkung zu ziehen 4 - -  darauf hingewiesen, dab 
bei nichtkonservativen Systemen nut  das erste Kri ter ium in Frage kommt.  Seither hat der Ver- 
fasser 5 nachgewiesen, dab beispielsweise das Knick- und das Drehzahlproblem der fliegenden, 
durch ein axiales Moment auf  Torsion beanspruchten Welle nichtkonservativ ist und dab bier 
das bisher verwendete statische Stabilit/itskriterium versagt. 

Angesichts dieser Sachlage dr~ingt sich die Frage auf, ob es nicht mSglich sei, das statische 
oder das energetische Kriterium dutch Umformulierung auch fiir nichtkonservative Systeme zu 
legitimieren. Zweck dieser Arbeit ist die Beantwortung dieser Frage, und zwar im negativen 
Sinne. 

2. Das kinetische Kriterium. Ein typisches (eindimensionales, nichtgyroskopisches 6 und kon- 
servatives) Stabilit/itsproblem ist die Eulersche Knickaufgabe fiir den (beliebig, nach Abb. 1 

1 E. J. Routh, Advanced Rigid Dynamics, 6. Aufl., S. 228; London 1930; .d. tturwltz, Math. Ann. 46 
(1895), S. 273. 

S. Timoshenko, Theory of Elastic Stability, New York u. London 1936. 
A. Pfl~ger, Stabilit~itsprobleme der Elastostatik, S. 67. Berlin, G6ttingen, Heidelberg 1950. 

4 Trotz sciner Bemerkung auf S. 67 behandelt er auf S. 217 ein nichtkonservatives (auch bei L. Collatz, 
Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen, S. 41, Leipzig 1949 zitiertes) Problem mit dem 
statischen Kriterium. 

H. Ziegler, Z. angew. Math. Phys. 2 (1951), S. 265. 
6 Vgl. H. Ziegler, Zum Begriff des konservativen Systems, Elem. der Math., erscheint demn~ichst. 
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etwa beidseitig gelenkig gelagerten) Stab rait der Masse #(x) je Liingeneinheit und der Biege- 
steifigkeit a(x). Seine Bewegnngsenergie ist 

i 

0 

und die potentielle Energie setzt sich geraiiB 
l l 

v =  v -  P w 0 ,  W o = l f y ' 2 d x  (2.1) 
0 0 

aus der Forra~inderungsenergie und dera Potential der axialen Druckkraft zusararaen. 3[st ys(x) 
die zur Eigenkreisfrequenz ~rs gehfirige k-te norraierte Eigenfnnktion des unbelasteten, quer- 
schwingenden Stabes, so kann man die Sehwingungen unter der Druckkraft P in der Form 

o o  

y(x,  t) - -  .~  qs(t) q;~(x) 
S = l  

darstellen und die qs als Lage-, fiir P-~= 0 als Norraalkoordinaten deuten. In ihnen driicken sich 
die drei Bestandteile der Gesaratenergie in der Gestalt 

l 
1 1 2 ~ ' , T q~, ~ -~- as qs, fro --= ql q~ q~ ~v~ dx -bY 

- -  s=l s~l ", = 

aus; das kinetische Potential ist mithin 

Abb. I.  Konse rva t ives  P rob l em:  Axial  ge- 
dri iekter ,  beidseit ig gelenkig gelager ter  Stab. 

l 

2 s j 1 * 2 1 " 
L = -~ ({t~ - -  as qs) -~- -~ P q~ qs cf~ cf'~ dx ,  

S ~ l  "' = 0 

und die Lagrangesehen Beziehungen 

d~- ~ - -  0~-~ = 0 (k--= 1, 2 , . . . )  (2.2) 

fiihren anf die Bewegungsdifferentialgleichungen 
l 

q'k-~ a~ qk-- P Z q~ . q ~  d x =  0 ( k =  1, 2 . . . .  ). (2.3) 
i = l  0 

Im Falle des prisraatischen, horaogenen und beidseitig gelenkig gelagerten Stabes ist 

k4~z ~ ~ kzcx 
(rs-- 14 / z '  ~ s ( x ) =  s i n - ~ - ,  

und da bier neben den Eigenfunktionen ~s auch ihre Ableitungen ~0], ira Intervall 0 . . . I ortho- 
gonal sind, zerfiillt das siraultane Systera (2.3) in die unabh/ingigen Differentialgleichungen 

qk-~-~ l~ ~ /~l~ - - q s =  0 ( k = l ,  2 . . . .  ) .  (2.4) 

Die Eigenkreisfrequenzen unter der Belastnng P sind raithin dutch 

k2 712 ( k2 z~2 a P) ( k =  1,2,  .) ~ = -TV - - V - - -  "" 

gegeben, und die Forderung, dab sie s~iratlich reell seien, fiihrt auf die Eulersche Knicklast 
yg2 0{ 

e k =  ~ (2.5) 

])as kinetische Stabilitiitskriteriura gilt, da es unmittelbar auf der Definition der Stabilifiit 
beruht, voraussetzungslos. In der Tat  ist leicht einzusehen, dab sich das hier verwendeteYerfahren 
ohne weiteres auf raehrdimensionale Anfgaben nnd dadurch, dab man die rechten Seiten der 
Lagrangesehen Gleichungen (2.2) dutch verallgeraeinerte Kriifte Qs erg~inzt, auch anf gyrosko- 
pische und nichtkonse~vative Probleme ilbertragen liiBt. Da aber das simultane System (2.3) nur 
ansnahrasweise zerf/illt, ist die Methode im allgemeinen umst~indlich. 
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3. Das energetische Kriterium. Werden die Lagekoordinaten eines konservativen elastischen 
Systems yon der trivialen Gleichgewichtslage (d. h. derjenigen des unbelasteten Systems) aus 
gemessen und die potentielle Energie in dieser Lage 1Null gesetzt, so gelten die Beziehungen 

V(0, . . ) = 0  a _ _ V ( 0 , . . . ) = 0  ( k - ~ 1 , 2  . . . .  ). (3.1) 
�9 , aq k 

Nach dem Satz yon der Erhaltung der Energie nimmt die Bewegungsenergie T m i t  zunehmender 
Entfernung yon der Gleichgewichtslage mit Sicherheit oder bestenfalls unter Umst/inden ab, je 
nachdem V(q  1, q2, �9 �9 ") positiv definit ist oder nicht. Bei konservativen Systemen kann also das 
kinetische dutch das energetische Kriterium ersetzt werden. 

Oft l~gt sich die potentielle Energie in der Umgebnng der Gleichgewichtslage durch die ab- 
gebrochene Potenzreihe 

~ '~OV(o  ' ..)q~_~_ 1 ~ O~V (0, . . )q~q~ (3.2) v(q , . . . ) =  v ( o  . . . .  ) +  . . 

k = l  i , k = l  

darstellen, und da bier zufolge (3.1) neben dem ersten Term auch der zweite, n/imlich die erste 
Variation -con V verschwindet, kann das energetische Kriterium auch dahin formuliert werden, 
dais der dritte Term, der - -  yore Faktor 1/2 abgesehen - -  als zweite Variation yon Vbezeichnet 
wird, positiv definit sein mul3, wenn das System stabil sein soll. 

Im Beispiel yon Abschn. 2 ist die potentielle Energie V--~ U - - P I g  0 nur fiir geniigend kleine 
Werte yon P positiv definit. Beim prismatischen, homogenen und beidseitig gelenkig gelagerten 
Stab folgt aus (2.4), dal3 die qk aueh fiir den belasteten Stab Normalkoordinaten sind, und die 
Bedingung, dab 

V - - - - ~  = 

positiv definit, die cr~ 2 mithin s~mtlicb griiBer als Null seien, fiihrt wieder auf die Eulersche 
Knicklast (2.5). 

Der Giiltigkeitsbereich des energetischen Kriteriums ist offensichtlich insofern enger als der- 
jenige des kinetischen, als es die Existenz einer station~iren, eindeutigen potentiellen Energie 
voraussetzt. Es bleibt indessen denkbar, dab es sich fiir nichtkonservative Systeme dutch eine 
andere t]berlegung statischer Natur, z. B. eine Arbeitsbetrachtung ersetzen l~13t. 

4. Das statisehe Kriterium. L~gt die potentielle Energie eines konservativen Systems die 
abgebrochene Entwicklung (3.2) zu, so kann sie, indem man die Darstellnng (2.1) dutch Einfiih- 
rung eines ffir die Belastung charakteristischen Parameters 2 verallgemeinert und (3.1) sowie 
(3.2) beizieht, in einer der Formeu 

1 2 V =  U--2WoZ.  ~ c~k(2)q~q~ (4.1) 
i,k= l 

dargestellt werden; zudem ist sie mit der Energie U der inneren Krfifte fiir geniigend kleine Werte 
yon 2 positiv definit. Wenn man jetzt  statt  T und V die quadratischen Formen U und W 0 auf 
Hauptachsen transformiert,  erhiilt man an Stelle der qk neue Normalkoordinaten Pk, in denen sich 
U und W 0 durch 

o~ oo 
1 2 I ~ p~, W 0 --~ -~ ~ ak PI~ (4.2) U - - ~ y  

k = l  k = l  

ausdriicken. Es ist daher 

1 ~  (1- -2ak)p~,  ( 1 - - 2  ak)p~ (k -= 1, 2 . . . .  ) .  
0 V  

V----- 

Solange2 genfigend klein ist, sind die Klammeransdriicke in diesen Beziehungen s~mtlich positiv, 
und da die Relationen 

OV~ (1 - - ~  ak)pk = 0 (k ~--- 1, 2 . . . .  ) (4.3) 
0q~ 

die Gleichgewichtsbedingungen des Systems darstellen, existiert keine nichttriviale Gleich- 
gewichtslage. Wird andererseits mit zunebmendem X erstmals eine der Klammern Null, so ver- 
liert V seinen positiv definiten Charakter ; gleichzeitig lfiBt abet (4.3) eine nichttriviale Lt~sung zu, 

4* 
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Beim prismatischen, homogenen und beidseitig gelenkig gelagerten Stab yon Abschn. 2 
fallen die Normalkoordinaten pk mit den q~ zusammen. Die nichttrivialen Gleichgewichtslagen 
sind durch das Yerschwinden der Klammern in (2.4) gekennzeichnet, und dutch Nullsetzen der 
kleinsten erh~ilt man wieder die E u l e r s c h e  Knicklast (2.5). 

Diesen ~berlegungen zufolge gilt das statische Stabilit~itskriterinm fiir konservative Systeme, 
deren potentielle Energie sich gem~ft (4.1) bzw. (4.2) darsteIlen I~Bt. Es bleibt aber denkbar, dab 
sich sein Giiltigkeitsbereich - -  unter Umst/inden sogar auf nichtkonservative Systeme - -  er- 
weitern 1/iBt. 

5. Niehtkonservative Prohleme. Schwingungsf/ihige Systeme sind schon mit Rilcksicht auf 
die stets vorhandene, yore Bewegungsznstand abh~ingigeD/impfungnicbt konservativ. Im allgemei- 

nen kommt man bei Yernachl~issigung der D~mpfung auf cin konservatives 
System zuriiek, das sich mit jcdem der drei Kriterien behandeln l~iBt. Daneben 
kommt es indessen - -  and dieser Fall soll bier allein untersucht werden - -  
vor, dab ein elastisches System bei der Belastung seinen konservativen 
Charakter deshalb verliert, wcil sich die yore Bewegungszustand unabh~ingigen 
Lasten nicht yon einem station~iren, eindeutigen Potential ableiten ]assen. 
Hierher gehsrt der yon A. P f l f i g e r  1 angefiihrte Stab, der eine stetige, in die 
Tangente der elastischen Linie fallende, bei der Deformation in dieser ver- 
bleibende Belastung tr~gt, ferner die vom Yerfasser 2 behandeite, am freicn 
Ende durch einen axialen Momentvektor belastete fliegende Welle. Der 

Ablo. 2. Nichtk . . . . . .  Grund fiir dieses anormale Verhalten liegt darin, dab weder die mit einem 
vatives Problem: 

Tangential gedrilck- Ki~rper starr verbundene (mithin an seiner Drehung tcilnehmende) Kraft  mit 
ter, einseitig ein- konstantem Betrag noch der konstante Momentvektor konservativ ist 8 
gespannter Stab. 

Als Musterbeispiel filr diese Problemklasse, die zwar nicht sehr umfang- 
reich, abet praktisch doch yon Bedeutung ist, kanu der einseitig eingespannte, homogene und 
prismatische, am freien Ende durch eine tangentiale Einzelkraft P belastete Stab (Abb. 2) be- 

Tfg I 

Abb. 3. DoppelpendeI als ~we{gliedrlges ModelI des 
elastischen Stabes naeh Abb, 2. 

t rachtet  werden. Die bei der Verschiebung in 
die (triviale) Gleichgewichtslage yon P geleistete 
Arbeit hhng t yon der Art ab, wie diese Verschie- 
bung vorgenommen wird; die Last P ist also •icht 
konservativ. Das energetische Kriterium versagt 
in der in Abschu. 1 gegebenen Form, und da man 
miihelos zeigen kann, dab keine nichttriviale Gleich- 
gewichtslage existiert, miigte mit dem statischen 
Kriterium auf eine unbegrenzte Stabilitiit des 
Stabes geschlossen werden. 

Die in Abschn. 3 und 4 often gebliebene Frage, 
ob sich das statische oder das energetische Kri- 
terium so modifizieren lasse, dab es auch aufnicht .  
konservative Systeme anwendbar wird, 1/iBt sich 
schon an einfachen Beispielen beantworten, so etwa 
an einer Gclenkstabkette, die nach K .  M a r g u e r r e  4 
als vereinfachtes Model1 des elastischen Stabes 
(Abb. 2) dienen kann. 

6. Ein Modell. Abb. 3 zeigt ein Doppelpendel mit den (als klein vorausgesetzten) Drehwin- 
keln ~01, ~02, bestehend aus zwei starren Stiiben der Lfinge l, deren Massen ml, m 2 in den Abst~ndeu 
al, a~ yon den Gelenken konzentriert gedacht sin& In m 1, m~ greifen zwei vertikale Kr/ifte G1, G 2 
an, die als Gewichte interpretiert  werden kfinnen, am freien Ende des zweiten Stabes die axiale 
Kraft  P und in den Gelenken die ttiickstellmomente c~,, c(~02 - -  q0,) sowie die Diimpfungsmomente 
~ ,  b ( ~ - -  ~) .  

Die gesamte Bewegungsenergie ist his auf Gri~Ben zweiter Orclnung genau 

1 T = y [(m, a~ @ m~ 12) ~0~ @ 2 m z l a~ ~ ~b~ @ m 2 az~ ~b~], 

, A.  Pflliger, a. a. 0 . ,  S. 4I .  
2 H. Ziegler, Z. angew. Math. Phys. 2 (1951), S. 279. 

Vgl. H. Ziegler, Zum Begrlff des konservativen Systems, a. a. O. 
4 K.  Marguerre, Neuere Festigkeitsprobleme des Ingenieurs, S. 211. Berlin, GSttingen, Heidelberg 1950. 



XX.Band1952. Ziegler: Die Stabilit~itskriterien der Elastomechanik. 53 

die potentielle Energie der Kriifte G1, G s sowie der tRiiekstellmomente 

V =  1 2 c s__ 2 

und die verallgemeinerten nichtkonservativen Kr~ifte (die yon P und den D~mpfungsmomenten 
herriihren) bereehnen sich zu 

Q1 = P l (~ l  - -  ~02) - -  b (2 ~ - -  Cs), Qs = b ( ~ l  - -  ~)S)" 

Die Lagrangeschen  Relationen 

a-7 - -  ~-~ = Q~ (L=- T - -  V, k =  1,2) 

ftihren auf  die Bewegungsdifferentialgleiehungen 

(m~ a~ + m~ I s) ~ + m~ l a s ~s § b (2 ~ - -  ~s) + [ ~  a~ § (C~ - -  V) Z §  2 c] f~ § (VZ - -  c)~o s = 0 ,  

~s  las ~ + ,n~ a~ ~ s .  b @1 - -  ~s) - -  c r + (Q as + c) f~ = 0 ,  

und der Exponentialansatz 

q% -~- Ak e x' (k = 1, 2) (6.1) 

auf die eharakteristisehe Gleiehung 

P0 Z' -{- p~ Z z -]- Pz Z" -~- P3 2 -~ p,  = 0, (6.2) 

deren Beiwerte dutch 

Pl = Era1 a~ + m s (l s ~- 2 I a 2 -~- 2 a~)] b, 

ps = (m~ ~ + m~ r) ( ~  ~ + ~) + ~s ~ [~1 ~1 + (as-- ~) ~ + 2 ~3 - -  .~  ~.~ ( P / - -  2 c) + a~, (6.3) 
p~ --- [G~a~-~ G2(1-4 ;- 2 as)-~- 2 c ] b ,  
p~ --- [G~ a~-~  ( V 2 - -  P)  l-~- 2 c] (G,~as.~- . c)-~- ( P I - -  c) c 

gegebea sin& 

Das Doppelpendel ist so/ange stabil, als samtliche Wurzeln2~ . . . . .  2a der charakteristischen 
Gleichung nichtpositive l~eaheile aufweisen. Dann und nur dann bleibt namlich die allgemeinste 
Bewegung, die sich aus vier Lfsungen der Form (6.1) zusammensetzt ,  beschr/inkt. 

Sind ~ wie dies im folgenden mehrfach zutreffen wird - -  je zwei Wurzeln entgegengesetzt 
gleich ( e t w a 2 z - - - - 2 ~ , 2 a  = - - 2 a ) ,  dann ist der Schwinger solange stabil, als die Werte 2~=2~, 
2~ = 2~ negativ oder Null sin& 

Yerschwindet eine der Wurzeln, so existiert nach (6.1) eine LSsung mit  konstanten, nicht 
gleichzeitig verschwindenden Winkeln ~1, qgz, d. h. eine nichttriviale Gleichgewichtslage. Um- 
gekehrt verlangt die Existenz einer nichttrivialen Gleichgewichtslage das u einer 
dieser Wurzeln. 

7. Folgerungen. a) Setzt man b = 0, m~ = 2 m, m s = m, a~ = a s ~ -  1, G~ ~ G2 = 0, so ]~13t 
sich das Pendel der Abb. 3 als zweigliedriges Mode/1 des (urn ~ gedrehten) Stabes yon Abb. 2 auf- 
fassen, wobei die Masse auf die Knoten verteilt und das Eigengewicht saint der D/impfung ver- 
nachliissigt ist. Die charakteristische Gleiehung geh~ dann mit  

190 ---- 2 m 21 ~, 

in die biquadratische Gleichung 

mit der Diskriminante 

Ps = m12 (7 c - -  2 P l), 

Po 24 + P~ ;s  ~_ P4 = 0 

P4 = c2 (7.1) 

(7.2) 

zJ = p~ - -  4 PoP~ = ms la(41 c 2 - -  28 P1 c -~- 4 p s  l s) (7.3) 
fiber. 

Far  P =  0 sind die Wu~zeln2~ = ) , ~ , ~  =2~  der charakteristischen Gleichung, da neben der 
Diskriminante (7.3) alle Beiwerte (7.1) positiv sind, kleiner als 57u11 (Abb. 4). Die allgemeinste 
Bewegung ist mithin beschriinkt und setzt sich in bekannter  Weise aus den beiden 5~ormal- 
schwingungen zusammen. LaBt man P anwachsen, so m m m t  z] ab und wechselt fiir P ~  
(7/2 - -  ]/2) cfl = Pk das Vorzeichen. Die Wurzeln 2~, 2~ niihern sich daher mit  zunehmendem P, 
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allen fiir P ~ P k  zusammen,  und da sie fi~r grSf~ere Werte yon P konjugiert  komplex werden, ist 

c c (7.4) P~-~ (7/2 - -  ]/2) T : 2,086 T 

die kritische Belastung.  

Da nach (7.1) Pa > 0  ist, sind die Wurzeln yon (7.2) ffir beliebige Werte yon P yon Null ver- 
schieden; es gibt mithin  - -  wie man fibrigens auch dutch  Bet rachtung des Kr~iftespiels in Abb. 3 
best~itigt - -  keine nichttr iviale Gleichgewichtslage. Dami t  folgt schon aus diesem einfachen 
Beispiel 

S a t z  1: Bei n ichtkonserva t iven  Systemen kann  das statische Stabilit/ i tskriterium ver- 
sagen. 

Man kSnnte aber noclx vermuten,  dab es nu t  bei Abwesenheit  einer nichttr ivialen Gleichgewichts- 
lage versage. 

b) Modifiziert man  das Beispiel durch Beriicksichtigung des Eigengewichtes, indem man s ta t t  
G 1 ~-~ G 2-~- 0 jetzt  G 1 = 2 G, G~ : G setzt, so erh~lt man  start  (7.1) 

P0-~ 2rn 2l ~, p ~ - - - m l  2 ( 7 c - 2 P I ~ ,  6 G l ) ,  ] 

p, = c~ + 5 c Vl - -  VVl 2 § 3 ~212 ~ (7.5) 

und an Stelle yon (7.3) 

A = m 214 [41 c 2 - -  4 c (7 P - -  11 G) l ~- 4 p21 z __ 16 P G l  2 -~- 12 G z 12]. (7.6) 

Far  P - =  0 sind die Wurzeln2~ =2~,2~ = 22 yon (7.2) wieder negativ,  das Pendel also erwar- 
tungsgem/iB stabil. LhBt man P anwachsen,  so geh~ die Stabilitht verloren, sobald (Abb. 4) ent- 

2 - -  2 weder 2~--- 0 oder ~ ' 1 -  2a wird, denn dann verl~il~t mindestens 2~ die negative reelle Achse. Die 
kritische Belastung bes t immt sich daher aus der schhrferen unter  den beiden Forderungen 

P4 = 0, A : 0, (7.7) 

yon  denen die erste gleichzeitig die Bedingung fiir die Existenz einer nicht tr ivialen Gleich- 
gewichtslage ist. Fiihrt  man  (7.7) vermit tels t  (7.5) und (7.6) aus, so erh/ilt man auf  Grund der 
statischen Stabilit / i tsbedingung allein die kritische Belastung 

Abb. 4. Verschiebung der ~urze ln  der 
charakteristischen GIeichung mit 

zunehmender Belastung. 

c c ~ 1 
P ~ =  5 -T-~- 3 G-~--~ "~- , 

der kinetischen zufolge abet zus/itzlich 

7 c Pk--  
2 l V2 r ~ G+G2. ~ - 2 G - -  F ~ - 3 T  

Da P~ > 0 ist, gibt es eine Belastung, fiir die eine nichttriviale Gleichgewichtslage existiert. 
Da indessen Pk < P~ ist und P~ fiir G ~  0 fiber alle Grenzen w/ichst, ist aber Pk und nicht die yore 
statischen Kri ter ium gelieferte, unter  Umst~inden sehr viel grSBere Belastung P~ die kritisehe. 
Es gilt mi th in  

S a t z  2: Das statische Stabili t / i tskriterium kann  auch bei Vorhandensein einer nicht-  
t r ivialen Gleichgewlchtslage versagen (und unter  Umst/inden eine viel zu hohe kritische Be- 
lastung liefern). 

Mit diesem Satze ist die Unbrauchbarkei t  des statischen Kri ter iums nach Absehn. 1 fiir nicht- 
konservat ive Systeme nachgewiesen;  die Frage  nach der MSglichkeit, P~ auf  anderem, rein sta- 
t i schem Wege - -  z. B. durch eine Bet rachtung der Arbeiten - -  zu bestimmen, bleibt indessen noch 
often. 

c) Vernachl~ssigt man mit  b -~  0, G 1 = G 2 = 0 die D~mpfung und das Eigengewicht,  so er- 
h/ilt man  mit m 1 ~ m 2 ~ m ,  a 1 ~ a S ~ 1/2 ein zweigliedriges Modell des (urn r~ gedrehten) Stabes 
yon  Abb. 2, das dem unter  (a) besprochenen gleichwertig ist und sich nut  darin yon ibm nnter- 
scheidet, daf$ jetzt  die Masse nicht  in den Knoten,  sondern in den Mit telpunkten der St/ibe kon- 
zentriert  gedacht  ist. Die charakteristische Gleichung ist auch hier (7.2), wobei aber (7.1) und 
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(7.3) durch 

zu ersetzen sind. 

1 m2 14 1 m l  2 (11 c - -  3 P1), 
Po = ~ , P~ = T 

A - = - 3 m e l a ( 3 9 c  2 - 2 2 c P l @ 3 P 2  12) 
16 

Da wieder p ~ >  O ist, erMilt man  die kritiselae t~elastung durek Nullsetzen yon Zl, und zwar 
ergibt  sich mi t  

C 
P ~ = 3  T 

ein wesent l ich hSherer Weft ,  als er mi t  (7.4) im Falle (a) erhal ten wurde.  Es gilt also 

S a t  z 3 : Bei n ich tkonserva t iven  Sys temen h~ingt die kri t ische Belastung bei sonst gleichen 
Verh/il tnissen (unter Umstf inden sehr s tark)  yon der Massevertei lung ab. 

Bei der Vereinfaclnmg solcher Systeme ist mi th in  Vorsiclat geboten.  

Da die Masse in s tat ische Untersuehm~gen nicht  eingeht,  folgt aus Satz 3 

S a t z  4: Nich tkonserva t ive  Stabil i t f i tsprobleme lassen sich auf  s ta t i schem Wege nicht  
15sen. 

Dami t  i s t  gezeigt,  dab  sich auch das energetische Kr l t e r ium nach Abschn.  1 fiir n ichtkonser-  
va t ive  Systeme nicht  legit imisieren HiBt. Mit der Feststel lung,  dab  nu t  das kinetische Kr i t e r ium 
anwendbar  bleibt ,  r i ickt  aber die Frage nach dem EinflnB der D/ impfnng in den Vordergrund.  

d) Mit G 1 = G 2 = 0 ,  m 1 = 2 m, m s = m, a 1 = a 2 = l erhfilt m a n  ein zweigliedriges Modell 
des Stabes yon Abb.  2, bei dem aucll die innere D/ impfung beri icksichtigt  ist. Die charakter i -  
stische Gleichung ha t  die Form (6.2), wobei die Koeff iz ienten dutch  

P 0 = = 2 m  2l 4, P l - - 7 m l  2b, ] 
P2 = mlZ  ( 7 c -  2 P I )  @ b'~ , P a n  2 c b , [~ (7.8) 
p~ = C2 ] 

gegeben sin& Da die Gleichung (6.2) im  Gegensatz zu (7.2) nicht  
mehr  quadra t i sch  ist, empf iehl t  sich die Verwendung der R o u t h -  
H u r w i t z - K r i t e r i e n  x, und diesen zufolge ist das Sys tem jedenfalls 
stabil ,  solange die Ausdriicke 

Po P3 P~ P4 
19o, 191, P 2 - -  Pl  ' I9~ P l P 2 - - P o P ~ '  P4 

das gleiche Vorzeichen besitzen. Setzt man  hier die Werte  (7.8) ein, 
so k o m m t  man  auf  die Stabil i t f i tsbedingungen 

41 c 1 b 
1. b > 0 ,  3. P < ~ - f i T @  2 m l  3 '  

45 c 1 b 2 
2. P < =-: - c  4- =- ml3 t - -  z 4. c 2 > 0 ,  

Ap 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ b t~ 
\ 
\ 
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Abb. 5. StabilitlltSberelch des 
Modells bei Ber l icks icht igung der 

D~impfung (b D~impfung, 
P Belastung).  

yon denen die vier te  auf  alte F/ille erfiillt ist. Aus der ers ten sehlieBt man ,  dab das Sys tem fiir 
negat ive  D/ impfungen (Abb. 5) instabi l  ist ; aus der dr i t ten,  die sch/irfer als die zweite ist, ergibt  
sich fiir posi t ive D~mpfung  die kri t ische Belastung 

p k  41 c 1 b 
28 l ~ 2 m l  3 ' 

und diese geht  fiir b ~ 0 nieht  gegen (7.4), sondern gegen 

P~ = 1,464 @ .  (7.9) 

1A.  a. O. zitiert. 



56 Ziegler: Die Stabilit~itskriterien der Elastomechanik. I~ge=i~r-nrchi~ 

Mathematisch 1/iBt sich die Diskrepanz zwischen Pk und P~ damit verstehen, dab die Routh- 
Hurwitz-Kriterien die Bedingungen ffir Abklingen der allgemeinsten Li~sung darstellen, die 
stationliren Schwingungen unter der Belastung P~' < P <  Pe im Sinne dieser Kriterien also be- 
reits als instabil gelten k~nnen. Dem entspricht die mechanische Feststellung, dab stets mit einer 
- -  wenn aueh noch so geringen - -  D/impfung zu rechnen ist, und da diese im Intervall P~ < P <  Pk 
abilisierend wirkt, mu$ yore physikalischen Standpunkte aus anch fiir das praktisch unged/impfte 
System P~ als kritische Belastung angesehen werden. Man hat also 

S at  z 5 : Bei nichtkonservativen Systemen kann die D/impfung labilisierend wirken, 

so~ie schliel~lich 

Sa t  z 6: Bei nichtkonservativen Systemen kann die geringste D~mpfung die kritische Be- 
lastung erheblich modifizieren. 

Systeme der hier betrachteten Art lassen sich also nut  mit dem kinetischen Stabilit~itskri- 
terium behandeln. Dieses ist in der Anwendung wesentlich umst~ndlicher als die beiden anderen 
und wird mit der als notwendig erkannten Beriicksichtigung der D~mpfung noch schwerf/illiger. 
Die sich hieraus ergebenden Komplikationen diirften sich indessen ~ kaum umgehen lassen. Sie 
liegen wohl in der ~a tu r  des Problems, und zwar in der Tatsache begriindet, dab die Energie- 
aufnahme des nichtkonservativen Systems dutch geringe Yariationen im Bewegungsablanf emp- 
findlich beeinfluBt werden kann. 

(Eingegangen am 28.  J u l i  1 9 5 1 . )  

Anschrift des Verfassers: Professor Dr. H. Ziegler, Riischlikon bei Zfirich, Weierweg 5. 


