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Rechnergestiitztes Aufstellen der Bewegungsgleichungen
gewOhnlicher Mehrkorpersysteme

W. Schiehlen und E. Kreuzer, Miinchen

Ubersicht: Bei der dynamischen Untersuchung von Mehrkorpersystemen, aufgebaut aus starren Kérpern,
Federn, Dampfern, Stelimotoren und Lagern, besitzen die algebraisch aufgestellten Bewegungsgleichungen im
Vergleich zu den numerischen Formalismen den Vorteil geringerer Rechenzeiten und héherer Genauigkeit. Es
wird gezeigt, daB sich auch Bewegungsgleichungen grofier Systeme durch Rechnerunterstiitzung in tibersicht-
licher Weise algebraisch aufstellen lassen. Dazu wird das d’Alembertsche Prinzip auf die Newton-Eulerschen
Gleichungen des betrachteten Mehrkérpersystems angewandt. Die auftretenden, umfangreichen Matrizen-
operationen werden mit Hilfe der Indexcodierung algebraisch auf dem Digitalrechner ausgefithrt. Als Ergebnis
erhilt man die Bewegungsgleichungen gewdhnlicher Mehrkdrpersysteme in der Form einer nichtlinearen oder
linearisierten Vektordifferentialgleichung zweiter Ordnung.

Summary: The dynamical investigation of multibody systems consisting of rigid bodies, springs, dashpots,
servomotors and bearings based on algebraic equations of motion results in shorter computation time and higher
accuracy compared with investigations based on numerical formalisms. It is shown that the algebraic equations
of motion of large systems can be clearly found by computer aid. For this purpose d’Alembert’s principle is
applied to the Newton-Euler equations of the considered multibody system. The extensive matrix operations
are performed algebraically on the digital computer using index coding. Finally the equations of motion of
ordinary multibody systems are presented by one nonlinear or linearized vector differential equation of second
order.

1. Einleitung

Zur dynamischen Untersuchung werden mechanische Systeme haufig durch Mehrkorpersysteme
modelliert. Mehrkorpersysteme haben sich im Apparate- und Getriebebau, im Motoren- und
Fahrzeugbau und in der Raumfahrttechnik seit langem bewiahrt. Die zunehmenden Anforde-
rungen an die Genauigkeit der Modellierung ergeben aber immer gréBere und komplexere
Mehrkorpersysteme, bei denen bereits die Aufstellung der Bewegungsgleichungen erhebliche
Schwierigkeiten bereitet. Die im allgemeinen verwendeten Lagrangeschen Gleichungen fithren
bei einer zunehmenden Anzahl von starren Kérpern zu uniibersichtlichen Energieausdriicken.
Bei den Differentiationen von kinetischer und potentieller Energie entstehen leicht Fehler, die
sich nur durch umfangreiche Kontrollrechnungen vermeiden lassen. Deshalb sind in den letzten
Jahren numerische Formalismen zur automatischen Berechnung der Bewegungsgleichungen
entwickelt worden.

Die ersten Formalismen tiber die numerische Berechnung der Bewegungsgleichungen von
Mehrkoérpersystemen verdffentlichten Hooker und Margulies [1] und Roberson und Wittenburg
[2]. In beiden Formalismen wurde vorausgesetzt, daB die Teilkdrper gegeneinander nur
Rotationsbewegungen ausfithren kénnen und daBl das Gesamtsystem eine offene Baumstruktur
aufweisen muf. Diese einschrinkenden Voraussetzungen wurden in den neueren Formalismen
von Ossenberg [3], Gupta [4] und Fleischer und Likins [5] weitgehend iiberwunden. Die
Formalismen liefern jedoch die Bewegungsgleichungen nur in numerischer Form und fiir einen
festen Parametersatz, der z. B. durch die Massen, die Feder- und Dampferkonstanten be-
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stimmt wird. Aus den numerischen Bewegungsgleichungen lassen sich dann bei linearen, zeit-
invarianten Systemen die gewiinschten Ergebnisse durch Integration oder Eigenwertberech-
nung fiir einen festen Parametersatz gewinnen. Werden die Losungen fiir verschiedene Para-
meterwerte bendtigt, so muf3 fiir jede Parameterinderung der gesamte Formalismus von
neuem durchlaufen werden. Bei linearen, zeitvarianten und bei nichtlinearen Systemen liegen
die Verhéltnisse noch ungtinstiger. In diesem Fall muB nicht nur bei jeder Parameterinderung,
sondern bereits bei jedem Integrationsschritt der gesamte Formalismus durchlaufen werden.
Dies bedeutet einen grofien Aufwand an Rechenzeit und eine zusitzliche Verminderung der
Genauigkeit der Ergebnisse.

Die Verwendung algebraisch aufgestellter Bewegungsgleichungen ergibt bei der dynami-
schen Untersuchung von mechanischen Systemen im Vergleich zum Einsatz numerischer
Formalismen den Vorteil geringerer Rechenzeiten und hoherer Genauigkeiten. Es soll in dieser
Arbeit gezeigt werden, daB sich die Bewegungsgleichungen von Mehrkérpersystemen in al-
gebraischer Form mit Rechnerunterstiitzung in iibersichtlicher Weise aufstellen lassen. Dazu
ist es erforderlich, die Bewegungsgleichungen in einer rechnergerechten Form darzustellen und
die verbleibenden Operationen auf dem Rechner algebraisch zu verarbeiten. Die Lagrange-
schen Gleichungen sind durch die zahlreichen Differentiationen wenig rechnerfreundlich und
kommen fiir die gestellte Aufgabe nicht in Frage. Es ist vielmehr zweckmaBig, auf die Newton-
sche und die Eulersche Gleichung fiir jeden Teilkdrper des Systems zuriickzugehen. Man
erhilt dann durch eine geeignete Zusammenfassung der Teilkérpergleichungen die Newton-
Eulerschen Gleichungen des Systems. Mit Hilfe des d’Alembertschen Prinzips lassen sich die
Newton-Eulerschen Gleichungen auf die Bewegungsgleichungen reduzieren, die bei gewdhn-
lichen Mehrkorpersystemen stets als eine Vektordifferentialgleichung zweiter Ordnung ge-
schrieben werden konnen. Die dabei auftretenden mathematischen Operationen sind haupt-
sichlich durch Matrizenadditionen und -multiplikationen gekennzeichnet. Diese, bei Systemen
mit vielen Freiheitsgraden umfangreichen Matrizenoperationen, kénnen jedoch durch eine
geeignete Codierung algebraisch mit einem Rechner ausgefithrt werden. Damit stehen die
Bewegungsgleichungen fiir die' weiteren dynamischen Untersuchungen in algebraischer Form
zur Verfiigung. Im besonderen kann dem Rechner auch die Linearisierung der Bewegungs-

gleichungen iibertragen werden.
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Bild 1. Dynamische Untersuchung mechanischer Systeme
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Ein Schema fiir die dynamische Untersuchung mechanischer Systeme ist in Bild 1 zusammen-
fassend dargestellt. Der Einsatz numerischer Formalismen, Bild 1a, fithrt zu einem héheren
Aufwand an Rechenzeit und einem Verlust an Genauigkeit. Die algebraischen, rechnergestiitzt
aufgestellten Bewegungsgleichungen, Bild 1 b, vermeiden die Nachteile der Formalismen.

2. Elemente von Mehrkorpersystemen

Ein Mehrkorpersystem ist gegeben, wenn die Bauteile des betrachteten technischien Systems
durch starre Kérper, masselose Federn, masselose Didmpfer und masselose Stellmotoren ersetzt
werden konnen, Bild 2. Die einzelnen starren Kérper, die auch zu Massenpunkten entarten
konnen, sollen durch ideale, unnachgiebige Lager miteinander und mit ihrer Umgebung ver-
bunden sein.

Bild 2. Mehrkoérpersystem

Das gegebene Mehrkorpersystem soll aus p starren Korpern K, ¢ = 1(1)p, aufgebaut sein.
Die Lage jedes starren Teilkorpers 148t sich beziiglich des Inertialsystems x,, y,, z; durch den
3 X 1-Ortsvektor

r, = [7'xi Vyi 7’zi]T s 1= 1(1):{) , (1)
des Massenmittelpunkts C; und die 3 X 3-Drehungsmatrix
S; = Sile, By vi) » t=1(1)p, (2)

zwischen dem Inertialsystem x,, y;, 2; und dem kdrperfesten System x,, y;, 2, beschreiben.
Die Drehungs- oder Transformationsmatrix S, hingt von hochstens drei verallgemeinerten
Koordinaten ab, z. B. den Kardanwinkeln «;, 8;, y;, sieche Magnus [6]. Durch Differenzieren
erhilt man aus (1) den 3 X 1-Geschwindigkeitsvektor

v, = (1 73 74)" i=1(1)p, (3)

des Massenmittelpunkts und nach den Gesetzen der Drehbewegung findet man aus (2) den
schiefsymmetrischen 3 X 3-Winkelgeschwindigkeitstensor

0 Wy Wy
5 — S8 —
w; = 5,8] = Wi 0 04 | (4)
—Wy; Wy (6]

der in den 3 X 1-Winkelgeschwindigkeitsvektor umgeschrieben werden kann,
wi = [wxi wyi wz‘i]T . (5)

Unter Beriicksichtigung des Schnittprinzips gilt fiir jeden Teilkérper K, die Newtonsche
Gleichung
mv, = fi + f7, t=1(1)p, (6a)
und die Eulersche Gleichung
Lo, + olw, =1+ 1., i=1(1)p, (6b)



188 Ingenieur-Archiv 46 (1977)

die beziiglich des Massenmittelpunktes C; und im Inertialsystem x,,y,, z, angeschrieben
werden sollen. Dabei ist #,; die Masse und I, der 3 X 3-Trigheitstensor des Kérpers K; im
Inertialsystem, der durch den konstanten 3 x 3-Tragheitstensor I, im kérperfesten System
%;, ¥;, % mit der Transformation

I, =S,,I,8T (7)

bestimmt wird. Weiterhin ist in (6a) die Summe aller duBeren Kréfte in den 3 X 1-Vektor f¢
der eingeprigten Krifte und den 3 X 1-Vektor f7 der Reaktionskrifte aufgeteilt. Ebenso ist in
(6b) die Summe aller duferen Momente in den 3 X 1-Vektor ¥ der eingeprigten Momente und
den 3 X 1-Vektor I der Reaktionsmomente aufgeteilt. Die Reaktionskrifte und -momente
werden durch die Lager und die sonstigen Bindungen des Systems hervorgerufen.

3. Newton-Eulersche Gleichungen

Die Bewegungsfreiheit von Mehrkdrpersystemen wird durch die Bindungen (Zwangsbedin-
gungen) eingeschrinkt, siehe z. B. [7]. Unter der Voraussetzung von ¢ holonomen, rheonomen
Bindungen betrigt die Zahl f der I'reiheitsgrade der Lage eines Systems mit p Korpern

f=6p—q. (®)

Zur eindeutigen Beschreibung der Lage eines Mehrkorpersystems geniigen daher f verall-

gemeinerte Koordinaten, die zu einem f X 1-Lagevektor y(f) zusammengefa3t werden kénnen.
Damit lauten der Ortsvektor und die Drehungsmatrix

r=ryY, S, =849, i=10)p, (9)

wobei die explizite Abhingigkeit von der Zeit ¢ im Falle holonomer, skleronomer Bindungen
verschwindet. Die Geschwindigkeiten lassen sich nun stets in der Form

v, =dJr(y, 1) yit) + i’i(y: ) :}
o, =Jg(y, 1) Y1) + o,y 1),

darstellen, wobei die 3 X f-Jacobi-Matrix der Translation

i=1(1) p, (10)

oy, 3
Jri(y, 1) = oy (11)
und die 3 X f-Jacobi-Matrix der Rotation
6si(y, i)
Jrily, 1) = oy (12)

eingefithrt wurden. Der 3 X 1-Vektor 8s; der infinitesimalen Drehung wird entsprechend (4, 5)
aus dem 3 X 3-Tensor der infinitesimalen Drehung

0s; = 08, 8] (13)
bestimmt. Weiterhin treten in (10) die ,,lokalen‘ Geschwindigkeitsvektoren

_ or;(y, 1) _ 0s;(y, t)
'v(y’ t) = 5t 3 t(l B t) = at.

(14)

auf.

Durch die holonomen Bindungen des Mehrkérpersystems wird auch die virtuelle Bewegung
des i-ten Korpers eingeschriankt, die durch die virtuelle Verschiebung ér; und die virtuelle
Drehung ds; gegeben ist,

or, =Jri(y, ) oy, 98, =Jrly, 1) oy, (15)

wobei 8y eine beliebige, infinitesimale Anderung des Lagevektors darstellt.

Die Art eines Mehrkorpersystems wird durch die Bindungen und die eingeprigten Kriifte
bestimmt, siehe [7]. Unter der Voraussetzung von holonomen Bindungen und proportional-
differentialen eingeprigten Kriften ist ein gewOhnliches Mehrkorpersystem gegeben. Die
eingeprigten Krifte und Momente lauten in diesem Fall

fi=RmeY, E=Ew9, =10, (16)
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Die Reaktionskrifte und -momente lassen sich andererseits durch den ¢ X 1-Vektor ¢ der
verallgemeinerten Zwangskrifte ausdriicken,

fi=Fyng, V=L{lg, i=101)p, (17)

wobei die 3 X ¢-Verteilungsmatrix F,(y, f) und die 3 X ¢-Verteilungsmatrix L(y, ¢) auftreten,
die die verallgemeinerten Zwangskrifte den einzelnen Teilkérpern zuordnen.
Setzt man nun (10), (16) und (17) in (6} ein, so findet man die Newton-Eulerschen Gleichun-
gen
miJTig + miKTi?'/ + mil_li =fi+Fg,

. : - — } 1= 1(1)p. (18)
Ldpy 4+ LKyy + Lo, + (Jry + 0,) LIy + o) = + Lg,

Dabei treten die 3 X f~Matrix (Translationsbeschleunigung)

. a(J1i®)) 9%,
KTi(yf Y, t) = oy E’ (19)
die 3 X f-Matrix (Rotationsbeschleunigung)
. (T r:Y) ow;
Ky, 9,1) = " 4 258 (20)
und die ,,lokalen’ Beschleunigungen
— 1721‘1- — 62'Si
oY) =7z OO0 =5 (21)

auf. Mit den Newton-Eulerschen Gleichungen sind 6p Gleichungen fiir die verallgemeinerten
Koordinaten y;, j = 1(1)f und die verallgemeinerten Zwangskrifte g, & = 1(1)g, gegeben.
Dies wird noch deutlicher, wenn man (18) zu einer 6p X 1-Vektorgleichung zusammenfaBt:

My, )y + k. ¥.0) =341+ 0wy, (22)
™ g 7, [ 1] F, 7
— m J f”’ — 1;'
.Z‘l = 4 TP s q° = ’ y O = ¢ 2
12 7% A L )
| I J-RP" | l;_ _LPJ

Die 6p x f-Massenmatrix M beschreibt die Massenwirkungen, der 6p X 1-Vektor k stellt eine
Abktrzung fir die Kreisel- und Zentrifugalkrifte dar, der 6p X 1-Vektor g° beinhaltet

die eingeprigten Krifte und Momente und die 6p X g-Matrix Q beschreibt die Verteilung der
verallgemeinerten Zwangskrifte.

4. Bewegungsgleichungen in verallgemeinerten Koordinaten

Die Bewegungsgleichungen fiir die verallgemeinerten Koordinaten y;, j = 1(1)f, erhdlt man
aus den Newton-Eulerschen Gleichungen durch die Anwendung des d’Alembertschen Prinzips.
Danach gilt, daBl die virtuelle Arbeit der Reaktionskrifte und -momente verschwindet,

oW = dy"dq’ = oy" J'Qg = o, (24)
wobei die globale Jacobi-Matrix des Gesamtsystems
T = [JF, - JEpdF, IR (23)
auftritt. Unter Beriicksichtigung von (15) folgt aus (24) die wichtige Beziehung
J7Q =0, (26)
d. h. die Matrizen J und Q sind orthogonal.
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Multipliziert man nun (22) von vorn mit der transponierten, globalen Jacobi-Matrix (25), so
ergeben sich unmittelbar die Bewegungsgleichungen in der Form einer f X 1-Vektordifferential-
gleichung zweiter Ordnung,

My )y +Eky.y.0 =q 9.9 . (27)
Die f x f-Massenmatrix

M(y, t) = J7 diag {m, - iy By - L} J (28)

ist symmetrisch und positiv definit. Der f x 1-Vektor k(y, ¥, {) beschreibt die verallgemeinerten
Kreisel- und Zentrifugalkrifte und der f x 1-Vektor (¥, ¥, ¢) beinhaltet alle verallgemeinerten
eingeprigten Krifte des Mehrkérpersystems. Ist die Losung der Bewegungsgleichungen (2%)
bekannt, so kann (22) mit Hilfe der verallgemeinerten inversen Matrix von Q nach den ver-
allgemeinerten Zwangskriften aufgeldst werden,

g = (070)1 Q7) [Myj + k — q°], (29)
womit simtliche Unbekannten bestimmt sind.

Werden die Bewegungsgleichungen (27) linearisiert, oder liegt ein lineares mechanisches
System vor, so nehmen die Bewegungsgleichungen im zeitinvarianten Fall die Form

My(t) + (D + G) y(t) + (K + N) y() = h() (30)

an. Neben der symmetrischen, positiv definiten Massenmatrix M treten jetzt die symmetri-
schen f X f-Matrizen D und K auf, welche die Dampfungs- und Steifigkeitswirkungen kenn-
zeichnen, und die schiefsymmetrischen f X f-Matrizen & und N, welche die Kreiselwirkungen
und die Einfliisse nichtkonservativer Lagekrifte beschreiben. Der f x 1-Vektor h(f) bein-
haltet die duBeren Erregungen.

Werden fiir eine dynamische Untersuchung nur die linearisierten Bewegungsgleichungen
(30) und nicht auch die nichtlinearen Bewegungsgleichungen (27) benétigt, so fithrt man im
allgemeinen die Linearisierung bereits bei den Ansdtzen der Kinematik und der eingeprigten
Krifte und Momente durch. Dadurch wird viel Rechenarbeit, und im Falle der rechner-
gestiitzten Aufstellung von Bewegungsgleichungen, viel Speicherplatz eingespart.

5. Rechnergestiitztes Aufstellen

Wihrend die Newton-Eulerschen Gleichungen schrittweise fiir jeden Teilkorper angeschrieben
werden konnen, erfordert ihre Zusammenfassung zu den Bewegungsgleichungen nach dem
d’Alembertschen Prinzip sehr umfangreiche Matrizenoperationen. Deshalb wird man in einem
ersten Schritt des rechnergestiitzten Aufstellens von Bewegungsgleichungen die Matrizen-
additionen und -multiplikationen und gegebenenfalls den Linearisierungsproze8 dem Rechner
iibertragen.

Zum algebraischen Rechnen mit dem Digitalrechner bieten sich nach [8] zundchst die
besonderen Programmiersprachen fiir das analytische Rechnen an. Es zeigt sich jedoch, da3
der Interpreter fiir solche Sprachen nur auf grofen Digitalrechnern untergebracht werden
kann und daB hohe Rechenzeiten anfallen. Damit wird das rechnergestiitzte Aufstellen al-
gebraischer Bewegungsgleichungen wieder sehr aufwendig und die Vorteile gegentiber den
numerischen Formalismen gehen verloren. Deshalb ist eine problemorientierte Programmierung
von algebraischen Matrizenoperationen erforderlich.

Die Indexcodierung, dargestellt in der weit verbreiteten Programmsprache FORTRAN 1V,
ist nach [8] und [g] eine zeit- und speicherplatzgiinstige Losung fiir die algebraischen Matrizen-
operationen Addition, Subtraktion und Multiplikation.

Beider Indexcodierung werden die Variablennamen und die Funktionsnamen in der Reihen-
folge ihres Auftretens in je einem Feld gespeichert. Die Codierung erfolgt nun dadurch, daB die
Indizes der Namen in den Feldern verwendet werden. Als Codenummern (Indizes) werden die
positiven Integerzahlen (Variable) und die negativen Integerzahlen (Funktionen) herangezogen.
Beschriankt man sich auf die oben genannten Grundrechnungsarten, so entfilit deren Codierung

unter den folgenden Voraussetzungen:
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1. Das Vorzeichen eines Terms — aufgebaut aus einem Zahlenfaktor, gefolgt von beliebig
vielen Variablen und Funktionen — ist durch das Vorzeichen seines Zahlenfaktors bestimmt.

2. Die Elemente eines Terms sind durch Multiplikationszeichen verkniipft.

Zur Speicherung und zur Verarbeitung von Ausdriicken — aufgebaut aus mehreren additiv
oder subtraktiv verkniipften Termen — wird ein Arbeitsfeld verwendet, in dem Ausdriicke in
der in Bild 3 gezeigten Form dargestellt werden. Nach der Eingabe eines Ausdrucks konnen
Variable und Funktionen im Term in beliebiger Reihenfolge angeordnet sein.

Ausdruck : 8x A*SIN{X) » PHI1- OF *PHI1

Index R AR - T B |1
Variablenfeld . .A, R S L S |
Index 1

Funktionsfeld |SIN EOS

Erster Term  Zweiter Term
Index b4 ——m —————

Arbeitsteld . .[2]/61817 1362874 1116 28}

L Variable
Zahtenfaktor

Lunge 2.Term
Voriable
Funktion{neg.) + Argument
——Variable
——Zahlenfaktor
L——Ldnge, 1. Term
————Anzahl der Terme

Bild 3. Darstellung und Codicrung eines Ausdrucks

Fir verschiedene Rechenoperationen, wie z. B. fiir das Vergleichen von Termen oder Ver-
einfachen von Ausdriicken, ist es zweckmiBig, in den einzelnen Termen ein Ordnungsprinzip
anzuwenden. Das Ordnen wird beziiglich der Codenummern in fallender IFolge vorgenommen,
d. h. die Variable mit der héchsten Codenummer steht am Anfang und die Funktion mit der
niedrigsten Codenummer steht am Ende des Terms. Beim Ordnen der Terme eines Ausdrucks
wird deren Lage im Arbeitsfeld nicht geiindert. AuBerdem bleiben dadurch Zahlenfaktor und
Lénge unverdndert. Das Ordnen beansprucht relativ lange Rechenzeiten. Deshalb wird bei der
Ausfithrung jeder Grundoperation das Ordnungsprinzip berticksichtigt.

Bei der Addition bzw. Subtraktion werden zwei Ausdriicke dadurch miteinander verkniipft,
daB die Anzahl der Terme addiert und abgespeichert wird. AnschlieBend werden die Terme
der beiden Ausdriicke hintereinander geschrieben.

Bei der Multiplikation von zwei Ausdriicken wird die Anzahl der Terme multipliziert und
dann werden die Terme paarweise multiplikativ verkniipft. Die Multiplikation zweier Terme
beinhaltet die Multiplikation der Zahlenfaktoren und das Anemanderfugen der Termglieder
unter Beriicksichtigung des Ordnungsprmmpa

Weiterhin werden nach jeder der drei Grundoperationen Addition, Subtraktion und Multi-
plikation mogliche Vereinfachungen, wie das Zusammenfassen von Termen, die bis auf den
Zahlenfaktor gleich sind, oder Linearisierungen vorgenommen. Bei der Linearisierung werden
Terme, die mindestens zwei Variable enthalten, die klein von erster Ordnung sind, Null gesetzt.

Bei der Addition, Subtraktion und Multiplikation von Matrizen miissen die einzelnen
Matrixelemente — aufgebaut aus jeweils einem Ausdruck — gekennzeichnet werden. Die
Stellung der einzelnen Matrixelemente wird durch die Reihenfolge des Einlesens bestimmt und
kann beim Rechnen daher nur durch umfangreiche Indexrechnungen ermittelt werden. Fiir
die zeitoptimale Weiterverarbeitung wird deshalb parallel zu den Codenummern im Arbeitsfeld
ein Hilfsfeld aufgebaut, in dem die Anfangsindizes der Elemente (Ausdriicke) festgehalten
werden.

Das Programm zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen wird zur Erhéhung der Zu-
verldssigkeit aus einer Vielzahl von Unterprogrammen aufgebaut. Fiir die Matrizenoperationen
bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen werden unter anderem die folgenden Unter-
programme benotigt :

14
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Die Multiplikation einer Matrix mit einer Variablen,

die Matrizenaddition und -subtraktion,

das Vektorprodukt,

die Matrizenmultiplikation,

die Transponierung von Matrizen.

Dabei werden zunichst die termbezogenen Operationen programmiert. Die termbezogenen
Operationen werden zum Aufbau der ausdruck- bzw. elementbezogenen Programme verwendet.
Diese bilden wiederum die Grundlage der Matrizenprogramme. Mit den Matrizenprogrammen
wird dann das Fertigprogramm zur Berechnung der Bewegungsgleichungen von Mehrkorper-
systemen formuliert. Codierungs-und Decodierungsprogramme ergianzen die Rechenprogramme.

6. Beispiel

Die Aufstellung der Bewegungsgleichungen fiir Mehrkorpersysteme macht insbesondere im
TFalle hoherer Systemordnung Schwierigkeiten. Dies wurde z. B. bei der Untersuchung eines
elastisch gelagerten Rotors mit acht Freiheitsgraden in der Arbeit [10] sehr deutlich. Die
Bewegungsgleichungen dieses Rotors, Bild 4, sollen deshalb auch mit dem in [g] zur Verfiigung
gestellten Fertigprogramm bestimmt werden. Der Lagevektor wird durch die Horizontalaus-
lenkungen der oberen Lagermasse #;, des Rotorschwerpunkts C;, der unteren Lagermasse
und durch die Kardanwinkel des Rotors bestimmt :

Y= (2 %Y fx ¥ .

Bild 4. Elastisch gelagerter Rotor

Die Jacobimatrizen der Translation lauten fiir die obere Lagermasse
0 000 0 0 O
dr, =10 1 0o 0o 0o 0o o of>
0 0 0 000 0O
fiir den Rotor

0o 0 1 0 0 0 0 0
g, =|0 0o 1 o 4] 0o O0
0o 0 0 0o —ad —a—fd o 0]

und fiir das untere Lager

o 0 0 0 00 1 O
Jr;=]0 o o o 0o 0o 0 1
0 00O OO 0O 0 O
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Die Jacobimatrix der Rotation errechnet sich zu

0 0 0 0 cosft —sinf¥ o o
Jg, =10 0 0o o sin ¥ cosfX o o]
o o o o —f 0 0 0

wobei Q die konstante Rotordrehzahl darstellt. Die Matrizen der Translationsbeschleunigung
sind nicht besetzt, K; = 0, ¢ = 1(1)3, wihrend man fiir die Matrix der Rotationsbeschleuni-
gung des Rotors

0 0 0 —Qsind — LQcosfH o o

Kg,=|0 0 o o Rcos 2 — Qsint o o

0 0 0 0 0 0 0

(=]

o

erhilt. Die lokalen Translationsbeschleunigungen verschwinden fiir alle Massen, d. h. es ist
a, = 0, 7 = 1(1)3. Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit des Rotors ergibt sich zu

Zaé = [0 o SQJT‘:

woraus sich fiir die Winkelbeschleunigung $2 = 0 errechnet.

RM(1,1)=RM1 Qlb,1)==-CK*CH+COS(OT)
Q(6,2)=-CK+CH*S IN(OT)
RM(2, 2)=RM1 Q(6,3)orKeCH*COS(OT)-CW*DK+COS(OT)
Q6,4 )=CK*CHS IN(OT)=CW+DK*S IN(OT)
RM(3,3)=RM2 Q(6,6)%=RM2#DK#GE+DK*RN+C+OMOM*S INCOT) ¢S IN(OT) ~AvOM
*OM*S IN(OT) *S INCOT)+CK#CK»CH+S INCOT) +S INCOT )+
AM (k4,4 )Y=RM2 RN#CK#SINCOT) #SIN(OT)+CWsDK#DK*S IN(OT) #S IN(OT) +
C*OM*OM+COS(OTY#COS(OTY-A«OM*OM=L05(0T)
RM(5,5)=A*COS{OT ) +COS(OT) +A+SINCOT) *S IN(OT) «COS(OT)4CK*CK2CH+COS(OT)*COS(OT ) +RN*CK
*COS{OT) *COS(OT)+CH«DK2DK+LAS(OT) *COS(OT)
RM(6,6) =A+SIN(OT) #SIN(OT)+A+£0S(0T)+COS(OT) Q(6,7)=CH*DK«COS(OT)
Q(6,8)=CW*DK+SIN(OT)
RM(7,7)=RM3
Q(7,3)==CW .
RM(H, 8)=RM3 N(7,5)=CHsDK*S IN(OT)
Q(7,6)=CW*DK+COS(OT)
QC7,7)=CU+CH
P(1,1)=D0 Q(8,4)==CW
Q(8,5)==CW*DK*COS(OT)
P(2,2)=00 Q(8,6)=CWeDK*SIN(OT) -
Q(8,8)=CU+CHW

P(5,6)==2,#A*0M*COS(OT)*COS(OT)+C+OM+COS(OTI*COS(OT)~2.,
*A*OM#*S IN(OT)*S IN(QT)+C#OM*S IN(OT) #SIN(OT)

PG, 5)=2 . #A*OMsS INCOT) 45 IN(OT)~CaDMsS IN(OTY oS [N(OT) 4z, (1o 1) = CHUAKLCOS(OT)

*A+OMYCOS(OT)*COS(OT)=CHOMCAS(OT) +COS(OT) H(2,1) =~ CHeAKSS INCOT)

P(7,7¥=DU H(3,1)aCHAK*COS(OT ) +CHAK*COS(OT)

P(8,8)=DY HQ4,1)=CH*AK*S INCOT ) +CHAAK#S IN(OT)

H(5,1)==OMsOM#D*COS (OT) +COS(OT)-OMeOMeD #S 1NCOT)

0(1,1)=CO+CH *SIN(OT)

Q(1,3)=-CH

Q(1,5)m-CKeCH*S INCOT) H(6,1) =RM2eGESAK=RN*AK+OMsOMSES IN(OT) #S IN(OT) $CK+CH

Q(1,6)m=CK+CH+COS(OT) *AK*SIN(OT) S NCOT) *RN~AK*S [ NCOT) #5 | NCOT Y= CW
+DK+AK*S [N(OT) S IN(OT) +OMeOMeE «COS(0T) #£0S(OT) +

Q(2,2)=CO+CH CK#CHAK*COS{OT) #COS(OT) +RNwAK«COS{OT) +C0S(OT)~

N(2,4)==CH LW*DK*AK*COS{OT)»COS(OT)

(2 5)=CKeCH+COS(OT)

Q(2,6)=-CK*CH*SIN(OT) H(7,1)==CWeAK*COS(OT)

Q(3,1)=-CH H(8,1)==CHWeAKSS IN(OT)

n(3,3)=CHeCH

N(3,5)=CK+*CH¥S IN(OT)=CW+DK+S INCOT)
0(3,6)=CK*CHwCOS(OT)-CW#DK#COS(OT)
Q(3,7)=-CH

n(4,2)w=-CH

n(4,4)=CH+CW

Q(b4,5)m=CK*CH*COS(OT) +CWDKeCOS(OT)
Q{h,6)=CKatH*SINCOT)-CWeDKeSIN(OT)
Qiy,8)==CHW

0(5,1)==CK+CH*S IN(OT) Zuordnung der Variablennamen:
Q(5,2)=CK«CH«COS(OT)

Q(5,3)=CK«CH#S IN(OT)~CW*DK+S INCOT) a = AKX m, - RM1 a4, = oy
Q(5,4)=-CK*CH*COS{OT ) +CH*DK#*COS(OT) a - DK m, = RM2 4+ DO
Q(5,5)»~RM2*DK*GE+DK~*RN+C*OM*OM«COS(OT)*COS(OT)-A+OM °
*OM*COS(OT) *C0S{OT) +CKCK*CH*COS(OT)I#COS(OT) + ¢ = CK m, =+ RM3 €, = €O
AN*CK#COS(OT)#COS(OT)+CW+DK*DK#*COS(OT) *COS(0T) + g - GE A - A c. = CH
C#OM#OM*S [N(OT) S INCOT Y~ A#DM#OM#*S IN(OT) @ h
*S IN(QOT) +CK«CK*CH2S INTOT) #S IN{OT) +RN*CK -+ OM c » C e, Cw
*SINCOT) #S IH(OT) +CWaDK*DK#S IN(OT ) #S INCOT) € or D -
Q(5,7)=CH*DK*S IN(OT) fe = b Sy * ©U
Q(5,8)=-CW*DK*(0S(OT) N = RN

Bild 5. Protokollausdruck
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Der Trigheitstensor fiir den Rotor ist in [10, (2.30)] angegeben, ebenso wie die eingeprigten
Krifte und Momente [10, (2.17) bis (2.22)]. Nach der Eingabe der oben zusammengestellten
Matrizen und Vektoren liefert das Fertigprogramm die Systemmatrizen M = RM, (D + G) =
= P, (K + N) = Q und den Erregervektor b = H der linearisierten Bewegungsgleichungen
(30), die in Bild 5 als Protokoll ausgedruckt sind, wobei auf die Angabe von Nullelementen aus
Platzgriinden verzichtet wurde. Dieses Ergebnis stimmt erwartungsgemifl mit (2.36) in [10]
itberein.

Durch das rechnergestiitzte Aufstellen der Bewegungsgleichungen wird nicht nur der
Arbeits- und Zeitaufwand erheblich verringert, sondern es werden auch viele Fehlerméglich-
keiten ausgeschlossen.

7. Zusammenfassung

Die Bewegungsgleichungen gewshnlicher Mehrkorpersysteme fithren stets auf eine Vektor-
differentialgleichung zweiter Ordnung. Diese Vektordifferentialgleichung 145t sich aus den
Newton-Eulerschen Gleichungen nach dem d’Alembertschen Prinzip durch eine Matrizen-
multiplikation mit der globalen Jacobi-Matrix des Mehrkérpersystems gewinnen. Die Newton-
Eulerschen Gleichungen werden schrittweise fiir jeden einzelnen Teilkérper bestimmt. Dann
werden die Matrizenoperationen mit Hilfe der Indexcodierung am Digitalrechner algebraisch
durchgefiihrt. Damit stehen die Bewegungsgleichungen in algebraischer Form zur Verfiigung,
wobel sowohl lineare als auch nichtlineare Mehrkérpersysteme zugelassen sind. Die Program-
mierungsarbeiten werden mit dem Ziel fortgesetzt, auch die Newton-Eulerschen Gleichungen
mit dem Digitalrechner zu bestimmen.
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