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Rechnergestfitztes Aufstellen der Bewegunt~sp, leichungen 
p, ew6hnlicher Mehrk6rpersysteme 

W. Schiehlen und E. Kreuzer, Mtinchen 

Ubersicht: Bei der dynamischen Untersuchung yon Mehrk6rpersystemen, aufgebaut aus starren I~6rpern, 
Federn, Dfimpfern, Stelimotoren und Lagern, besitzen die algebraisch aufgestellten Bewegungsgleichungen im 
Vergleich zu den numerischen Formalismen den Vorteil geringerer Rechenzeiten und h6herer Genauigkeit. Es 
wird gezeigt, dab sich auch Bewegungsgleichungen groBer Systeme durch Rechneruntersti~tzung in flbersicht- 
licher Weise algebraisch aufstellen lassen. Dazu wird das d'Alembertsche Prinzip auf die Newton-Eulerschen 
Gleichungen des betrachteten Mehrk6rpersystems angewandt. Die auftretenden, umfangreichen Matrizen- 
operationen werden mit Hilfe der Indexcodierung algebraisch auf dem Digitalrechner ausgeffihrt. Als Ergebnis 
erh~Llt man die Bewegnngsgleichungen gew6hnlicher Mehrk6rpersysteme in der Form einer nichtlinearen oder 
linearisierten Vektordifferentialgleichung zweiter Ordnung. 

Summary: The dynamical investigation of multibody systems consisting of rigid bodies, springs, dashpots, 
servomotors and bearings based on algebraic equations of motion results in shorter computation time and higher 
accuracy compared with investigations based on numerical formalisms. It is shown that the algebraic equations 
of motion of large systems can be clearly found by computer aid. For this purpose d'Alembert's principle is 
applied to the Newton-Euler equations of the considered multibody system. The extensive matrix operations 
are performed algebraically on the digital computer using index coding. Finally the equations of motion of 
ordinary multibody systems are presented by one nonlinear or linearized vector differential equation of second 
order. 

1. Einle i tung 

Zur dynamischen Untersuchung werden mechanische Systeme h~ufig dutch Mehrk6rpersysteme 
modelliert. Mehrk6rpersysteme haben sich im Apparate- und Getriebebau, im Motoren- und 
Fahrzeugbau und in der Raumfahrt technik seit langem bew~thrt. Die zunehmenden Anforde- 
rungen an die Genauigkeit der Modellierung ergeben aber immer gr6Bere und komplexere 
Mehrk6rpersysteme, bei denen bereits die Aufstellung der Bewegungsgleichungen erhebliche 
Schwierigkeiten bereitet. Die im allgemeinen verwendeten Lagrangeschen Gleichungen fiihren 
bei einer zunehmenden Anzahl von starren K6rpern zu untibersichtlichen Energieausdrticken. 
Bei den Differentiationen von kinetischer und potentieller Energie entstehen leicht Fehler, die 
sich nut  durch umfangreiche Kontrollrechnungen vermeiden lassen. Deshalb sind in den letzten 
Jahren numerische Formalismen zur automatischen Berechnung der Bewegungsgleichungen 
entwickelt worden. 

Die ersten Formalismen tiber die numerische Berechnung der Bewegungsgleichungen von 
Mehrk6rpersystemen ver6ffentlichten Hooker und Margulies EI~ und Roberson und Wittenburg 
[2]. In beiden Formalismen wurde vorausgesetzt, dab die Teilk6rper gegeneinander nur 
Rotationsbewegungen ausftihren k6nnen und dab das Gesamtsystem eine offene Baumstruktur  
aufweisen muB. Diese einschr~nkenden Voraussetzungen wurden in den neueren Formahsmen 
von Ossenberg E3~, Gupta [4~ und Fleischer und Likins [5] weitgehend tiberwunden. Die 
Formalismen liefern jedoch die Bewegungsgleichungen nur in numerischer Form und far einen 
festen Parametersatz,  der z. ]3. durch die Massen, die Feder- und D~mpferkonstanten be- 
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stimmt wird. Aus den numerischen Bewegungsgleichungen lassen sich dann bei linearen, zeit- 
invarianten Systemen die gewfinschten Ergebnisse durch Integration oder Eigenwertberech- 
nung ffir einen festen Parametersatz gewinnen. Werden die L6sungen for verschiedene Para- 
meterwerte ben6tigt, so muB fiir jede Parameter~nderung der gesamte Formalismus yon 
neuem durchlaufen werden. Bei linearen, zeitvarianten und bei nichtlinearen Systemen liegen 
die Verh~ltnisse noch ungfinstiger. In diesem Fall muB nicht nut bei jeder Parameter~nderung, 
sondern bereits bei jedem Integrationsschritt der gesamte Formalismus durchlaufen werden. 
Dies bedeutet einen groBen Aufwand an Rechenzeit und eine zus~tziiche Verminderung der 
Genauigkeit der Ergebnisse. 

Die Verwendung algebraisch aufgestellter Bewegungsgleichungen ergibt bei der dynami- 
schen Untersuchung yon mechanischen Systemen im Vergleich zum Einsatz numerischer 
Formalismen den Vorteil geringerer Rechenzeiten und h6herer Genauigkeiten. Es soll in dieser 
Arbeit gezeigt werden, dab sich die Bewegungsgleichungen yon Mehrk0rpersystemen in al- 
gebraischer Form mit Rechnerunterstfitzung in tibersichtlicher Weise aufstellen lassen. Dazu 
ist es erforderlich, die Bewegungsgleichungen in einer rechnergerechten Form darzustellen und 
die verbleibenden Operationen auf dem Rechner algebraisch zu verarbeiten. Die Lagrange- 
schen Gleichungen sind durch die zahlreichen Differentiationen wenig rechnerfreundlich und 
kommen ffir die geste]lte Aufgabe nicht in Frage. Es ist vielmehr zweckm~s auf die Newton- 
sche und die Eulersche Gleichung ffir jeden Teilk6rper des Systems zurtickzugehen. Man 
erh~lt dann durch eine geeignete Zusammenfassung der Teilk6rpergleichungen die Newton- 
Eulerschen Gleichungen des Systems. Mit Hilfe des d'Alembertschen Prinzips lassen sich die 
Newton-Eulerschen Gleichungen auf die Bewegungsgleichungen reduzieren, die bei gew6hn- 
lichen Mehrk~rpersystemen stets als eine Vektordifferentialgleichung zweiter Ordnung ge- 
schrieben werden k6nnen. Die dabei auftretenden mathematischen Operationen sind haupt- 
s~chlich dutch Matrizenadditionen und -multiplikationen gekennzeichnet. Diese, bei Systemen 
mit vielen Freiheitsgraden umfangreichen Matrizenoperationen, k0nnen jedoch durch eine 
geeignete Codierung algebraisch mit einem Rechner ausgeffihrt werden. Damit stehen die 
Bewegungsgleichungen fiir die weiteren dynamischen Untersuchungen in algebraischer Form 
zur Verftigung. Im besonderen kann dem Rechner auch die Linearisierung der Bewegungs- 
gleichungen fibertragen werden. 
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Ein Schema ftir die dynamische Untersuchung mechanischer Systeme ist in Bild I zusalnmen- 
fassend dargestellt. Der Einsatz numerischer Formalismen, Bild 1 a, ftihrt zu einem hSheren 
Aufwand an Rechenzeit und eineln Verlust an Genauigkeit. Die algebraischen, rechnergesttitzt 
aufgestellten Bewegungsgleichungen, Bild 1 b, vermeiden die Nachteile der Formalismen. 

2. E lemente  von Mehrk6rpersys temen  

Ein Mehrk6rpersystem ist gegeben, wenn die Bauteile des betrachteten technische11 Systems 
durch starre K6rper, masselose Iredern, masselose D/impfer und masselose Stellmotoren ersetzt 
werden kSnnen, Bild 2. Die einzelnen starren KSrper, die auch zu Massenpunkten entarten 
k6nnen, sollen durch ideale, unnachgiebige Lager miteinander und mit ihrer Umgebung ver- 
bunden sein. 

x l /~ef~O~mpfe r 

B i l d  2. Mehrk6rpersys tem 

Das gegebene MehrkSrpersystem soll aus p starren K6rpern K i, i = l(1)p, aufgebaut sein. 
Die Lage jedes starren TeilkSrpers liil3t sich beztiglich des Inertialsystems x , ,  Yz, z1 durch den 
3 • 1-Ortsvektor 

r~ = [r,i ry~ r~i~ r , i = l(1)p , (1) 

des Massenmittelpunkts C i und die 3 • 3-Drehungsmatrix 

S~ - -  s ~ ( ~ ,  ~ ,  7 3 ,  i = 1(1)p ,  (2) 

zwischen dem Inertialsystem x v Yl ,  z1 und dem kSrperfesten System x i, yi ,  z i beschreiben. 
Die Drehungs- oder Transformationsmatrix S i h/ingt yon h6chstens drei verallgemeinerten 
Koordinaten ab, z. B. den Kardanwinkeln ei, fli, 7i, siehe Magnus [61. Durch Differenzieren 
erh/ilt man aus (1) den 3 • 1-Geschwindigkeitsvektor 

Vi "~- [;xi iyi )zi~ r , i = 1(1)29 , (3) 

des Massenmittelpunkts und nach den Gesetzen der Drehbewegung Iindet man aus (2) den 
schiefsymmetrischen 3 • 3-Winkelgeschwindigkeitstensor 

"~ T [ 0 --01Zi s 
~ i  = S iS i  = ~ozi o - ~ o , i  l ,  (4) 

o J  L --  (.Oyi O)xi 

der in den 3 • l-Winkelgeschwindigkeitsvektor umgeschrieben werden kann, 

~ i  = [ ~ i  wy~ o)~i] r . (5) 

Unter Berficksichtigung des Schnittprinzips gilt ftir ]eden TeilkSrper Ki die Newtonsehe 
Gleichung 

Inii) i = I e + [~, i = l ( 1 ) p  , ( 6a )  

und die Eulersche GleichUng 

I,s + ~ , I ,  oJ, = l~ + l~, i = l(1)fi, (6b) 
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die beztiglich des Massenmittelpunktes C i u n d  im Inertialsystem xi ,  ys ,  zx angeschrieben 
werden sollen. Dabei ist m~ die Masse u n d / i  der 3 • 3-Tr~igheitstensor des K6rpers K i im 
Inertialsystem, der durch den konstanten 3 • 3-Tr/igheitstensor i l  i im k6rperfesten System 
xi, Yi, z~ mit der Transformation 

I, = s~ & s ~  (7) 

bestimmt wird. Weiterhin ist in (6a) die Summe aller/iuBeren Kr~ifte in den 3 • 1-Vektor/o~ 
der eingepr/igten Kr/ifte und den 3 • 1-Vektorf~ der ReaktionskrMte aufgeteilt. Ebenso ist in 
(6b) die Summe aller/iuBeren Momente in den 3 • 1-Vektor l~ der eingepr~gten Momente und 
den 3 • 1-Vektor l~ der Reaktionsmomente aufgeteilt. Die Reaktionskr/ifte und -momente 
werden durch die Lager und die sonstigen Bindungen des Systems hervorgerufen. 

3. Newton-Eulersche Gleichungen 

Die Bewegungsfreiheit von Mehrk6rpersystemen wird durch die Bindungen (Zwangsbedin- 
gungen) eingeschr~inkt, siehe z. 13. [7]- Unter der Voraussetzung von q holonomen, rheonomen 
Bindungen betfitgt die Zahlf  der Freiheitsgrade der Lage eines Systems mit p K6rpern 

/ =  6~ -- q. (8) 

Zur eindeutigen Beschreibung der Lage eines Mehrk6rpersystems geniigen daher f verall- 
gemeinerte Koordinaten, die zu einemf • 1-Lagevektor y(t) zusammengefaBt werden k6nnen. 
Damit lauten der Ortsvektor und die Drehungsmatrix 

ri = r~(y, t), S i = Si(y, t), i ---- 1(1)p, (9) 

wobei die explizite Abh~ingigkeit yon der Zeit t im  Falle holonomer, Skleronomer Bindungen 
verschwindet. Die Geschwindigkeiten lassen sieh nun stets in der Form 

vi = Jr i (Y ,  t) y(t) + i~i(y, t) , 
~ = JRi(Y, t) y(t) + ~ i ( Y ,  t),1 i = 1(1) ~b, (10) 

darstellen, wobei die 3 • f-Jacobi-Matrix der Translation 

JT i (Y ,  t) -= Ori(Y' t) Oy ' (11) 

und die 3 • f-Jacobi-Matrix der Rotation 
osdy, t) 

JR, ( y ,  t) - oy (12) 

eingeffihrt wurden. Der 3 • 1-Vektor 3s~ der infinitesimalen Drehung wird entsprechend (4, 5) 
aus dem 3 • 3-Tensor der infinitesimalen Drehung 

~ = 0s~ s r (13) 

bestimmt. Weiterhin treten in (lO) die ,,lokalen" Gesehwindigkeitsvektoren 

v (y ,  t) - -  ~ t) , N i ( y ,  t) _ Osdy,o~t) o (14) 

auf. 
Durch die holonomen Bindungen des Mehrk6rpersystems wird aueh die virtuelle Bewegung 

des /-ten K6rpers eingeschr~inkt, die durch die ,virtuelle Verschiebung c~r i u n d  die virtuelle 
Drehung dsi gegeben ist, 

dri = d r d y ,  t) •y ,  dsi = J n d Y ,  t) Oy,  (15) 

wobei dy eine beliebige, infinitesimale Anderung des Lagevektors darstellt. 
Die Art eines Mehrk6rpersystems wird durch die Bindungen und die eingepfiigten Kr/ifte 

bestimmt, siehe [7]. Unter der Voraussetzung yon holonomen Bindungen und proportional- 
differentialen eingepr~igten Kfiiften ist ein gew6hnliches Mehrkiirpersystem gegeben. Die 
eingepr~igten Kr~ifte und Momente lauten in diesem Fall 

I f  = ~ ( Y ,  ~], t) , l~ ---- l~(y, y ,  t) , i = l(1)p. (16) 
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Die ReaktionskrMte und -momente lassen sich andererseits durch den q • 1-Vektor y der 
verallgemeinerten ZwangskrMte ausdrficken, 

I~ = F,(,j, t) , j ,  l,~ = L,(y, l) ~a, i : ~(1)p, (~7) 

wobei die 3 • q-Verteilungsmatrix Fi(y, t) und die 3 • q-Verteilungsmatrix Li(y, t) auftreten, 
die die verallgemeinerten Zwangskr~ifte den einzelnen Teilk6rpern zuordnen. 

Setzt mall nun (lO), (16) und (17) in (6) ein, so findet man die Newton-Eulerschen Gleichun- 
gen 

miJriij  + miKri~! + miar = ]'~ + Fig ,] 
~ ~  ~ i = l(1)p. (18) 

Dabei treten die 3 • f-Matrix (Translationsbeschleulligullg) 

K r i ( y ,  y ,  t) - -  Oy 

die 3 • f-Matrix (Rotationsbeschleunigung) 

O(JRi?l) 
Kla(y, Y, t) -- Oy 

und die ,,lokalen" Beschleunigungen 

Oari 
~AY, t) = T i t '  

O(JTi?]) Ov i 
+ 2 0y' (19) 

+ 2 0%5-j (20) 

~2S i 
~ ( y ,  t) = 0-/r (21) 

auf. Mit den Newton-Eulerschen Gleichungen sind 6/5 Gleichungen ftir die verallgemeinerten 
Koordinaten yj, j = 1(1)f und die verallgemeinerten Zwangskr/ifte g~, k = l(1)q, gegeben. 
Dies wird noch deutlicher, wenn man (18) zu einer 6p • 1-Vektorgleichung zusammenfaBt : 

2~(y,/)  y + k-(y, y, t) - e ,  - , (22) = q (y, fl, t) + Q(y, t) ff 

M =  mpJrP , ~ e  ' O :  FpI" 
I1jR ~ :  LL1 ] (23) 

. IpJ~ep_ _ p 

Die 6p • fiMassenmatrix ,M beschreibt die Massenwirkungen, der 6~ • 1-Vektor k stellt eine 
Abkiirzung fiir die Kreisel- und Zentrifugalkr~fte dar, der 6p • 1-Vektor qe beinhaltet 

die eingepr~gten KrMte und Momente und die 6p X f-Matrix Qbesehreibt die Verteilung der 
verallgemeinerten ZwangskrMte. 

4. Bewegungsg le ichungen in veral lgemeinerten Koordinaten 

Die Bewegungsgleichungen fiir die verallgemeinerten Koordinaten Yi' J = 1(1)f, erhglt man 
aus den Newton-Eulerschen Gleichungen durch die Anwendung des d'Alembertschen Prinzips. 
Danach gilt, dab die virtuelle Arbeit der Reaktionskr~tfte und -momente verschwindet, 

~W" = ~yrjr~l '  = ~yr  j r ~ , g  = O, (24) 

wobei die globale Jacobi-Matrix des Gesamtsystems 

j = [ j r  I ... j T p j T  ... O~p]v (25) 

auftritt. Unt'er 13erficksichtigung yon (15) folgt aus (24) die wichtige Beziehung 

JTQ = O, (26) 

d. h. die Matrizen J und Q sind orttlogonaL 
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Multipliziert man nun (22) von vorn mit der transponierten, globalen Jacobi-Matrix (25), so 
ergeben sich unmittelbar die Bewegungsgleichungen in der Form einerf • 1-Vektordifferential- 
gleichung zweiter Ordnung, 

M(y, t) 0 + k(y, ~], t) = q(y, y, t) . (27) 
Die]  • f-Massennlatrix 

M(y, t) = ,iT diag {m 1 ... mp 11 ... lp} d{ (28) 

ist symmetrisch und positiv definit. Derf  • 1-Vektor k(y, y, t) beschreibt die verallgemeinerten 
Kreisel- und Zentrifugalkr~ifte und der f  • 1-Vektor q(y, !1, t) beinhaltet alle verallgemeinerten 
eingepr~igten Kr~ifte des Mehrk6rpersystems. Ist die L6sung der Bewegungsgleichungen (27) 

bekannt, so kann (22) mit Hilfe der verallgemeinerten inversen Matrix yon Q nach den ver- 
allgemeinerten Zwangskrtiften aufgel6st werden, 

9' = ((QrQ)-~ 0 r) [MO + k -- q"], (29) 

womit s~imtliche Unbekannten bestimmt sind. 
Werden die Bewegungsgleichungen (27) linearisiert, oder liegt ein lineares mechanisches 

System vor, so nehmen die Bewegungsgleiehungen im zeitinvarianten Fall die Form 

My(t) + (D + G) "Y(t) + (K + N) y(t) .= h(t) (30) 

an. Neben der symmetrischen, positiv definiten Massenmatrix M treten jetzt die symmetri- 
schen f X f-Matrizen D und K auf, welche die D~impfungs- und Steifigkeitswirkungen kenn- 
zeichnen, und die schiefsymmetrischen f x f-Matrizen G und AT, welche die Kreiselwirkungen 
und die Einfliisse nichtkonservativer Lagekr/ifte beschreiben, Der f x 1-Vektor h(t) bein- 
haltet die/iuBeren Erregungen. 

Werden ftir eine dynamische Untersuchung nur die linearisierten Bewegungsgleichungen 
(30) und nicht auch die nichtlinearen Bewegungsgleichungen (27) ben6tigt, so ftihrt man im 
allgemeinen die Linearisierung bereits bei den Ans~tzen der Kinematik und der eingepr~igten 
Kr/ifte und Momente durch. Dadurch wird viel Rechenarbeit, und im Falle der rechner- 
gestfitzten Aufstellung von Bewegungsgleichungen, viel Speicherplatz eingespart. 

5. Rechnergestfitztes Aufstellen 

W/ihrend die Newton-Eulerschen Gleichungen schrittweise fiir jeden Teilk6rper angeschrieben 
werden k6nnen, erfordert ihre Zusammeniassung zu den Bewegungsgleichungen nach dem 
d'Alembertschen Prinzip sehr umfangreiche Matrizenoperationen. Deshalb wird man in einem 
ersten Schritt des rechnergesttitzten Aufstellens yon Bewegungsgleichungen die Matrizen- 
additionen und -multiplikationen und gegebenenfalls den Linearisierungsprozel3 dem Rechner 
iibertragen. 

Zum algebraischen Rechnen mit dem Digitalrechner bieten sich nach [81 zunitchst die 
besonderen Programmiersprachen fiir das analytische Rechnen an. Es zeigt sich jedoch, dab 
der Interpreter fiir solche Spraehen nur auf grogen Digitalrechnern untergebracht werden 
kann und dab hohe Rechenzeiten anfallen. Damit wird das rechnergestiitzte Aufstellen al- 
gebraischer Bewegungsgleichungen wieder sehr aufwendig und die Vorteile gegeniiber den 
numerischen Formalismen gehen verloren. Deshalb ist eine problemorientierte Programmierung 
von algebraisehen Matrizenoperationen erforderlich. 

Die Indexcodierung, dargestellt in der weit verbreiteten Programmsprache FORTRAN IV, 
ist nach [8] und [9] eine zeit- und speicherplatzgiinstige L6sung fiir die algebl aischen Matrizen- 
operationen Addition, Subtraktion und Multiplikation. 

Bei der Indexcodierung werden die Variablennamen und die Funktionsnamen in der Reihen- 
folge ihres Auftretens in je einem Feld gespeiehert. Die Codierung erfolgt nun dadurch, dab die 
Indizes der Namen in den Feldern verwendet werden. Als Codenummern (Indizes) werden die 
positiven Integerzahlen (Variable) und die negativen Integerzahlen (Funktionen) herangezogen. 
Besehr~inkt man sieh auf die oben genannten Grundrechnungsarten, so entfiillt deren Codierung 
unter den folgenden Voraussetzungen: 
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1. Das Vorzeichen eines Terms -- aufgebaut aus einem Zahlenfaktor, gefolgt von beliebig 
vielen Variablen und Funktionen -- ist durch das Vorzeichen seines Zahlenfaktors bestimmt. 

2. Die Elemente eines Terms sind durch Multiplikationszeichen verknfipft. 
Zur Speicherung und zur Verarbeitung von Ausdrficken -- aufgebaut aus mehreren additiv 

oder subtraktiv verkntipften Termen -- wird ein Arbeitsfeld verwendet, in dem Ausdrticke in 
der in Bild 3 gezeigten Form dargestellt werden. Nach der Eingabe eines Ausdrucks k6nnen 
Variable und Funktionen im Term in beliebiger Reihenfolge angeordnet sein. 

Ausdruck : 8 * A-SIN(X) * PHI1- DF * PHI 1 

I n d e x  . . 7 . . . 1 6  . . . .  2 B  . . . .  3 5  

Voriablenfeld . . A . . .  DF . . . .  PHI I . . . .  X 

Index 1 2 
Funktionsfeld ISIN COS 

Erster lerm Zweiter Term 
Index 64 .  ^ ^ 

Arbeitsfeld . . [ z I~7~_jBT--i--36~,~,~F~8]I 
I I  I Vorioble 

I L--ZahtenfQkt0r 
[ L--L~nge, 2.lerm 
/ - - V o r k ] b [ e  
amFunktion(neg.),Argument 
Voriable 

Zohlenfektor 
L6nge, 1. ]erm 

- - A n z e h (  der Terme 

Bild 3. Darstellung und Codierung eines Ausdrucks 

Ffir verschiedene Rechenoperationen, wie z. B. ftir das Vergleichen yon Termen oder Ver- 
einfachen yon Ausdrticken, ist es zweckm~iBig, in den einzelnen Termen ein Ordnungsprinzip 
anzuwenden. Das Ordnen wird beztiglieh der Codenummern in fallender Folge vorgenommen, 
d. h. die Variable mit der h6chsten Codenummer steht anl Anfang und die Funktion mit der 
niedrigsten Codenummer steht  am Ende des Terms. Beim Ordnen der Terme eines Ausdrucks 
wird deren Lage im Arbeitsfeld nicht ge~indert. Aul3erdem bleiben dadurch Zahlenfaktor und 
LXnge unver~indert. Das Ordnen beansprucht relativ lange Rechenzeiten. Deshalb wird bei der 
Ausffihrung jeder Grundoperation das Ordnungsprinzip beriicksichtigt. 

]3ei der Addition bzw. Subtraktion werden zwei Ausdrficke dadurch miteinander verkntipft, 
dab die Anzahl der Terme addiert und abgespeichert wird. Anschliel3end werden die Terme 
der beiden Ausdrficke hintereinander geschrieben. 

Bei der Multiplikation von zwei Ausdrticken wird die Anzahl der Terme multipliziert und 
dann werden die Terme paarweise multiplikativ verkntipft. Die Multiplikation zweier Terme 
beinhaltet  die Multiplikation der Zahlenfaktoren und das Aneinanderffigen der Termglieder 
unter Beriicksichtigung des Ordnungsprinzips. 

Weiterhin werden nach jeder der drei Grundoperationen Addition, Subtraktion und Multi- 
plikation m6gliche Vereinfachungen, wie das Zusammenfassen von Termen, die bis auf den 
Zahlenfaktor gleich sind, oder Linearisierungen vorgenommen. Bei der Linearisierung werden 
Terme, die mindestens zwei Variable enthalten, die klein yon erster Ordnung sind, Null gesetzt. 

]3ei der Addition, Subtraktion und Multiplikation von Matrizen mtissen die einzelnen 
Matrixelemente -- aufgebaut aus jeweils einem Ausdruck --  gekennzeichnet werden. Die 
Stellung der einzelnen Matrixelemente wird durch die Reihenfolge des Einlesens bestimmt und 
kann beim Rechnen daher nur durch umfangreiche Indexrechnungen ermittett  werden. Ffir 
die zeitoptimale Weiterverarbeitung wird deshalb parallel zu den Codenummern im Arbeitsfeld 
ein Hilfsfeld aufgebaut, in dem die Anfangsindizes der Elemente (Ausdrficke) festgehalten 
werden. 

Das Programm zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen wird zur ErhShung der Zu- 
verl~tssigkeit ~ einer Vielzahl yon Unterprogrammen aufgebaut. Ffir die Matrizenoperationen 
bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen werden unter  anderem die folgenden Unter- 
programme benStigt : 

14 
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Die Multiplikation einer Matrix mit einer Variablen, 
die Matrizenaddition und -subtraktion, 
das Vektorprodukt, 
die Matrizenmultiplikation, 
die Transponierung yon Matrizen. 

Dabei werden zun~tchst die termbezogenen Operationen programmiert. Die termbezogenen 
Operationen werden zum Aufbau der ausdruck- bzw. elementbezogenen Programme verwendet. 
Diese bilden wiederum die Grundlage der Matrizenprogramme. Mit den Matrizenprogrammen 
wird dann das Fertigprogramm zur Berechnung der Bewegungsgleichungen yon Mehrk6rper- 
systemen formuliert. Codierungs- und Decodierungsprogramme erg/inzen die Rechenprogramme. 

6. Beispiel 

Die Aufstellung der Bewegungsgleichungen ffir Mehrk6rpersysteme macht insbesondere im 
Falle h6herer Systemordnung Schwierigkeiten. Dies wurde z. B. bei der Untersuchung eines 
elastiseh gelagerten Rotors mit acht Freiheitsgraden in der Arbeit Ilo~ sehr deutlich. Die 
Bewegungsgleichungen dieses Rotors, Bild 4, sollen deshalb aueh nlit dem in [91 zur Verffigung 
gestellten Fertigprogramm bestimmt werden. Der Lagevektor wird durch die Horizontalaus- 
lenkungen der oberen LagerlIlaSSe m 1, des Rotorschwerpunkts C2, der unteren Lagermasse m 3 
und dutch die Kardanwinkel des Rotors bestirnmt : 

y = ~ x l y l x 2 y 2 o ~ f l x 3 y 3 ]  r . 

/ / ~ / / / ~ f / / / / / / / ( d / / / / / ~  

x "~ "xz 

B i l d  4. E l a s t i s c h  g e l a g e r t e r  R o t o r  

Die Jacobimatrizen der Translation lauten ffir die obere Lagermasse [ oooooo 
J T 1  ~ -  1 0 0 0 0 0 , 

0 0 0 0 0 0 

fiir den Rotor 
o o 

J T 2  = O O 1 O O O 

o o o - - a d  - - o ~ - - $ d  o 

und ffir das untere Lager 

[i o o o o o l  
J T 3  ~ O O O O O 0 �9 

0 O 0 0 0 0 
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Die J a c o b i m a t r i x  der Ro ta t i on  er rechnet  sich zu 

[iooo oot oil J~ = o o o sin sC2~ cos sC2t o �9 

O O O - - f l  O O 

wobei /2 die kons t an t e  Rotordrehzah l  darstel l t .  Die Matr izen der T rans l a t i onsbesch l eun igung  
s ind n ich t  b e s e t z t , / / r i  ---- 0, i ---- 1(1)3, w/ihrend m a n  fiir die Matrix der Rota t ionsbesch leun i -  

gung  des Rotors  

iiooo o il Ir o o o f2cos f2 t  - -  ~ s i n ~ 2 t  o 

O O O O O O 

erh/ilt. Die lokalen Trans la t ionsbesch leun igungen  verschwinden ftir alle Massen, d . h .  es ist 

ai = 0, i = 1(1)3. Der Vektor  der Winkelgeschwindigkei t  des Rotors ergibt  sich zu 

o~---~ = [ o  o t 2 ]  T , 

woraus  sich fiir die Winke lbesch leun igung  ~2 = 0 errechnet .  

Rt4(I.I)-RMI 

RM(2,2)'RMI 

RH(3,5)=RM2 

RH(k,k)-RM2 

RM(5,5)-A*COS(OT)*COS(OT)+A*SIN(OT)*SIN(OT) 

RH(6,6)-A*SIN(OT}*SIN(OT)+A*qOS(OT)*COS(OT) 

RM(7,7)-RH3 

RH(8~8)-RM3 

p(1,1)=DO 

P(2,2)-DO 

p(5,6)--2.*A*OM*CO$(OT)*COS(OT)+C*OM*COS(OT)*COS(OT)-2. 
*A*0M*SIN(OT)*SIN(OT)+C*OM*SIN(OT)*SIN(OT) 

p(6,5)-2.*A*OMt$1N(OT)*$1N(OT)-c*OH*SIN(OT)*SIN(OT)+2. 
*A*OM*COS(OT)*COS(OT)-C*OM*COS(OT)*COS(OT) 

P(7~7)-DU 

P(8~8)=DU 

Q(1,1)-CO+CH 
Q(1,3)--CH 
Q(1,5)--CK*CH*SIN(OT) 
q(1,6)--CK*CH*COS(OT) 

Q(2,2)-CO§ 
O(2,~)=-CH 
Q(2,5)=CK*CH*COS(OT) 
Q(2,6)=-CK*CH*SIN(OT) 

q(3,1)--cH 
Q(3,])-CH§ 
Q(3,5)-CK*CH*SIN(OT)-CW*DKtSIN(OT) 
Q(3,6)-CK*CH*CO$(OT)-CW*DKtCO$(OT) 
Q(3,7)=-CW 

O(4,2)--CH 

Q(k,5)=-CK*CH*COS(OT)*CW*DK*COS(OT) 
q(ksS)-CK*CH*SIN(OT)-CW*DK*SIN(OT) 
QCI~,8)--CW 
Q(5,1)--CK*CH*SIN(OT) 
Q(5,2)-CK*CH*COS(OT) 
Q(5,3)RCK*CH*$1N(OT)-CW*DK*S|N(OT) 
Q(5,k)=-CK*CH*COS(OT)§ 
Q(So5)--RH2*DK*GE§ 

*OM*COS(OT)*CO$(OT)+CK*CK*CH*COS(OT)wCOS(OT)+ 
RN*CK*COS(OT)*COS(OT)r 
C*OM*OMtSIH(OT)*$1H(OT)-A*DM*OM*SIN(OT) 
*SIN(OT)§ 
*$1N(UT)*SlN(OT)+CW*DK*DK*SIN,(OT)*SIN(OT) 

Q(5,7)-CW*DK*SIN(OT) 
Q(5,8)--CW*DKwCOS(OT) 

Q(6,1)--CK*CH*CO$(OT) 
Q(6,2)--CK*CH*$1N(OT) 
Q(6,3)-cK*CH*COS(OT)-CW*DK*COS(OT) 
~(6,k)=CK*CH*SIN(OT)-CW*DK*SIN(OT) 
~(6,6)--RM2*DK*GE+DK*RN*C*OM*OM*SIN(OT)*SIN(OT)-A*0H 

*OH*SIN(OT)*SIN(OT)*CK*CK*CH*SIN(OT)*SIN(OT)+ 
RN*CK*SIN[OT)*SIN(OT)§ 
C*OM*OH*COS(OT)*COS(OT~-A*OH*OM*COS(OT) 
*COS(OT)+CK*CK*CH*COS(OT)*COS(OT)§ 
*COS(OT)*COS(OT)+CW*DK*DK*COS(OT)*COS(OT) 

Q(6j7)-CW*DK*COS(OT) 
Q(6,8)=CW*DK*SIN(OT) 

Q(7,3)--CW 
n(7,5)-CW*DK*SIH(OT) 
~(7,6)-CW*DK*COS(OT) 
Q(7,7)-CU*CW 

Q(8,~)--CW 
Q(8sS)--CWoDK*CO$(OT) 
Q(8e6)-CWtDKtSIN(OT)- 
~(8,8)-CU+CW 

II(1,1)--CH*AK*COS(OT) 

H(2,1)--CH*AK*$1N(OT) 

H(3,1)-CH*AK*COS(OT)§ 

H(k,1)-CH*AK*SIN(OT)*CW*AK*$1N(OT) 

H(5,I)--OM*OM*D*COS(OT)*COS(OT)-OM*OM*D*SIN(OT) 
*SIN(OT) 

H(6,1)-RM2*GE*AK-RN*AK+OM*OM*E*$1N(OT)*SIN(OT)§ 
*AK*SIN(OT)*SIN(OT)r 
*DK*^K*SIN(OT)*SIN(OT)+OM*OM*E*COS(OT)*COS(OT)+ 
CK*CH*AK*COS(OT)*COS(OT)*RN*AK*COS(OT)*COS(OT)- 
CW*DK*AK*COS(OT)*COS(OT) 

H(7,1)--CW*AK*COS(OT) 

H(Sal)--CW*AK*SIN(OT) 

Zuordnunq der Varlablennamen: 

a - AK m I * RM1 du .b DU 

d -- DK m 2 ~ RM2 d O -~ DO 

c * CK m 3 -4- RM3 C o "~ CO 

q ~ GE A "~ A Ch .b CH 
�9 OM C -~ C C w -~ CW 

R t ~ OT D. .b D e u -~ CU 

N w. RN 

B i l d  5. P r o t o k o l l a u s d r u c k  

14"  
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Der  Tr i ighe i t s t ensor  ftir den R o t o r  ist  in [10, (2.30)] angegeben,  ebenso wie die e ingepr / ig ten  
Kr~f te  und  Momente  [lO, (2.17) bis (2.22)J. Nach  der  E i n g a b e  der  oben z u s a m m e n g e s t e l l t e n  
Mat r izen  und  Vek to ren  l iefert  d as F e r t i g p r o g r a m m  die S y s t e m m a t r i z e n  M = RM, (D + G) : 
= P,  (K + N)  : Q und  den E r r e g e r v e k t o r  h = H der  l inear i s ie r ten  Bewegungsg le ichungen  
(3o), die in Bi ld  5 als P ro toko l l  au sged ruck t  sind, wobei  auf die A n g a b e  von Nul l e l emen ten  aus  
P l a t z g r i i n d e n  ve rz ich te t  wurde .  Dieses Ergebn i s  s t i m m t  erwartungsgem/ifJ  mi t  (2.36) in [lOJ 
f iberein.  

Durch  das  rechnerges t f i t z te  Aufs te l len  der  Bewegungsg le ichungen  wird  n ich t  nu r  de r  
Arbe i t s -  und  Z e i t a u f w a n d  erhebl ich  ver r inger t ,  sondern  es werden auch viele Feh l e rm6g l i ch -  
ke i ten  ausgeschlossen.  

7. Z u s a m m e n f a s s u n g  

Die Bewegungsg le ichungen  gew6hnl icher  Mehrk6 rpe r sys t eme  ffihren s te t s  auf  eine Vek to r -  
d i f fe ren t ia lg le ichung  zwei te r  Ordnung.  Diese Vek to rd i f f e r en t i a lg l e i chung  l~tl3t sich aus  den 
N e w t o n - E u l e r s c h e n  Gle ichungen  nach  d e m  d ' A l e m b e r t s c h e n  P r inz ip  durch  eine Mat r izen-  
m u l t i p l i k a t i o n  mi t  der  g loba len  J a c o b i - M a t r i x  des M e hrkSrpe r sys t e ms  gewinnen.  Die Newton-  
Eu le r schen  Gle ichungen  werden  schr i t tweise  ffir j eden  e inzelnen Te i lk6rpe r  b e s t i m m t .  D a n n  
werden  die M a t r i z e n o p e r a t i o n e n  mi t  Hilfe de r  I n d e x c o d i e r u n g  a m  Dig i t a l r echne r  a lgebra i sch  
durchgeff ihr t .  D a m i t  s tehen die Bewegungsg le ichungen  in a lgebra i scher  F o r m  zur  Verff igung,  
wobei  sowohl  l ineare  al~ auch n ich t l inea re  Mehrk6 rpe r sys t eme  zugelassen sind. Die P r o g r a m -  
m i e r u n g s a r b e i t e n  werden  mi t  d e m  Ziel for tgese tz t ,  auch  die N e w ton -E u le r s c he n  Gle ichungen  
mi t  d e m  Dig i t a l r echne r  zu bes t immen .  
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