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Susmmary. In this note we get a simplified and unified proof of MEYER’s section theorems
by introducing a convenient paving which generates the o-field of well measurable sets and
using only elementary results from the theory of analytic sets and capacity.

Dans [1], P. A. MEYER a introduit sur un espace produit £ X R, la notion
d’ensemble bien-mesurable, associée & un espace probabilisé (2, #, P) muni
d’une famille croissante (& );cr, de sous-g-algébres de & et a demontré un impor-
tant théoréme de section: pour tout ensemble bien-mesurable 4 et tout & > 0,

il existe un temps d’arrét 7' dont le graphe est contenu dans A4, tel que
Pprd — {T < oo}) <e.

Plus récemment ([2] et [3]), il a demontré que si 4 posséde des propriétés suplé-
mentaires de mesurabilité, le temps d’arrét T peut étre choisi accessible ou méme
prévisible. Dans ces deux derniers cas, sa démonstration s’appuie seulement sur
la théorie de I'analyticité et de la capacité.

Dans cetite note, en choissant un pavage convenable qui engendre Ia g-algébre
des ensembles bien-mesurables, nous montrons qu'on peut appliquer la méme
méthode de démonstration aussi pour le premier cas. \

Nous allons emprunter & [2] des notations, des définitions, ainsi que les
principaux résultats concernant la théorie de 'analyticité, de la capacité, et des
résultats élémentaires de la théorie des temps d’arrét.

Soit {£2, &, P} un espace de probabilité complet, (F;);c 5, une famille croissante

de sous-g-algébres de F telle que Fy=[")Fs, et que Fo contienne tous les
8>1

ensembles P-négligeables de &. Un temps d’arrét 7' est dit totalement inaccessible,
si P{T'>0}=1, P{T < oo} > 0 et si pour toute suite croissante de temps
d’arrét (Sp)pey, on a
P{limSn =T < 00,8, < T pour tout neN} =0.

n—>o0
Un temps d’arrét T est dit accessible, si pour tout temps d’arrét totalement
inaccessible 8, on a

P{I'=8<eo}=0.

Un temps d’arrét 7' est dit prévisible s’il existe une suite croissante de temps
d’arrét (Sn)pen, telle que

T=Ilm8, et {0<T <oo}c(){Sn<T}

n—>0o n

(voir [2], V1T, 42).
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Soient S, T deux temps d’arrét arbitraires tels que § < 7. Nous désignerons
par [S, T'| ensemble [S, T4] N [S, T’), ot {4, A’} est une partition de {T'<C oo}
telle que 74 soit accessible et 7). soit: totalement inaccessible ou p.s. égal & - oo
(voir [2], VII, 44), et ou les notations [U, V], [U, V), ou U, V sont deux temps
d’arrét tels que U < V, désignent les intervalles stochastiques introduits en
[2], VIII, 13.

Soit £ (respectivement £, respectivement _#’') le pavage formé des inter-
valles stochastiques [S, 7'/ (respectivement [§, 7'] ot § est accessible, respective-
ment [§, 7'} ot § est prévisible). La o-algébre 7 ( ¢'') engendrée par #' est
constituée par les ensembles prévisibles ([3], 203), et de méme J( #’) est formée
des ensembles accessibles ([3], 202). Montrons que J(_¢) est la o-algébre des
ensembles bien-mesurables: comme tout élément de _# est évidemment un
ensemble bien-mesurable, il suffit de montrer ([3], 201) que tout intervalle
stochastique [, 1], out § et T sont deux temps d’arrét tels que § < 7', appartient
& J(7), et cela est évident, car

1
8, 7] = m[s, T+ ;].
n
Si 4 est un sous-ensemble de £2 X R, nous désignerons par pr4 la projection
de A sur Q. Cet ensemble est & -mesurable si 4 appartient a la g-algébre & Q% (R4)
(voir [2], IIT, 9, et [2], 11, 24).

Lemme 1. Pour tout élément A de ¢ (respectivement #’, respeciivement ¢'')
le complémentaire de A est un ensemble analytique par rapport & F (respectivement
a ¢, respectivement & ¢ ).

Démonstration. Pour tout temps d’arrét T, I’égalité

(T,o0) = [T+, o]

nenN

et le fait que, pour tout =, T' + —:L— est prévisible, montre que l'ensemble (7', oo)

est analytique par rapport & chacun des trois pavages.

Si T est prévisible, il existe uns suite croissante (7,),.y de temps d’arrét
telle que Ton ait lim 7, = T, Ty < T' pour tout » sur Pensemble {7 > 0}.
Posons Uy, =061 T, >0, Up,=+o00 i T, =0, et de méme V, = T, si
Tp>0,Vy= +o0si Ty=0.O0n vérifie aussitét que U,, V, sont des temps
d’arrét tels que U, < Vi, que U, est prévisible, et que [0, 7') = U [Un, Val;
[0, T') est done _#""-analytique. 4

Soit maintenant 7' un temps d’arrét accessible. Il axiste une suite de suites
croissantes ((85),.y) de temps d’arrét, tefle que, si I’on pose S? = lim §% et

n—> 00
Kp={8?=1T < o0, 8% < 87 pour tout ne N},
on ait
0<T<eo} =Ky
peEN

(voir Ja démonstration du théoréme 44, VII, [2]). Soit
By = {pour tout neN,82 <82} N (2 —Kp) et Cp=0— B,UK,.
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Evidemment, By € Fg,, Cp€ F g et le temps d’arrét 8% est accessible. On a

[0, Tg,) = JI[0, 851U [8%,, 00) U (8Z,, o0,

nenN

donc cet ensemble est _#’-analytique. Il est aussi Z-analytique puisque les
ensemble
1
0,52 = [0.8 + ]
menN
le sont. Posons U =081 7 > 0,6t U = + o0 si T = 0. Alors [U,e0]e #". De
Pégalité
[0, T) = (M0, Tg,) N [U, o)
peN

on déduit que cet ensemble est & la fois # et #'-analytique.

De ces considérations le lemme pour ¢’ et #" est immédiat. Soient {8, 7/e #,
{4,4'} et {B, B’} les partitions de {7 < oo}, respectivement {§ < oo}, du
théoréme 44, VII [2]. De I’égalité

C([S, T|) = ([0, 88) N [0, 8p)) U (T4, 00) U [Ty, o)
résulte Passertion du lemme pour le pavage #.

Lemme 2. Soit (Hy),ey une suite décroissante d’ensembles de 2 X R.. telle que
Hq soit contenu dans un intervalle stochastique de la forme [0, o], o o est une
constante positive, et que chaque H, soit une réunion finie d’éléments de ¢. Alors
Vensemble

mern — prﬂHn

neN neN

est de probabilité P nulle.

Démonstration. Soit H = an et pour entier », soit 8, le temps d’arrét
neN
qui est le début de H, (voir [2], IV 51). On a 8p = Sp41. Posons 8 = lim S,,.

Alors n—> 00
prHy = {8p < oo} ={8Sy =«}
et

(Yor B = () {82 < o0} = {5 < o}
neN neN
Soit Hy = U [U;, Vi (ou I, est un ensemble fini d’indices) une représentation
ieln

de H,, soit A; le sous ensemble maximal de {V; < oo} pour lequel Vig; est
totalement inaccessible ([2], VII, 44). Alors, d’aprés la définition de #, pour
tout w, la coupe Hy (w) de H, par o est la réunion d’un nombre fini d’intervalles
dont les extrémités sont U;(w), Vi(w), fermés & gauche et ouverts ou fermés &
droite, selon que  appartient & A; ou ne lui appartient pas.

Soit » € {§ < oo} — pr H. Comme on a Sy(w) € Hy(w) pour tous les entiers
n, p, tels que n = p, le nombre S(w) est un point limite de Hy(w). La relation
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o &pr H implique qu’il existe un entier n,, tel que, pour tout » = ng,,
S(w) ¢ Hy(w). Tl résulte de ces considérations, d’'une part que Sp(w) < S(w)
pour tout n, et d’autre part, en tenant compte de la forme de H, (w), qu’il existe
un %, et un ¢ € I, tel que

’

C()EA,L', S(C{)):ViA'i(w).
Alors

te U In
nelN

{S<OO}—pI‘HC< U 8=Tim< w})ﬂﬂ{Sn<S}.

Les temps d’arrét Vi, étant par définition totalement inaccessibles, cet ensemble
a une probabilité nulle et la démonstration est achevée.

Théoréme (P. A. MEYER). Soient A un ensemble de T (F) (respectivement
T(F"), respectivement T (")) et ¢ un nombre réel positif. Il existe un temps
d’arrés (respectivement temps d'arrét accessible, respectivement temps d’arrét pré-
vistble) T, tel que

[T,T1cA
Pprd —pr[T,T]) < ¢.

Démonstration. La démonstration suit exactement la méthode utilisée par
P. A. MeYER pour les cas _#’, ¢ ([2], VIII, 21). Soit " (respectivement 7",
respectivement £™’) le pavage formé des réunions finies d’ensembles de la forme
J N [0,a] ot o est une constante et J € ¢ (respectivement _#’, respectivement
F'). I est facile de voir que les ensembles # (respectivement ¢, respectivement
J'") analytiques, sont aussi 4 (respectivement .4, respectivement ¢"') analyti-
ques. Done, utilisant le lemme 1 et [2], ITI, 12, on déduit que A est £ (respective-
ment %', respectivement 5£"’) analytique.

Soit I la fonction d’ensemble sur £2 X R, , définie par

I'(H) = P*(pr H).

En utilisant le lemme 2 pour le pavage £, [2], II1, 6 pour les pavages ™, ™",
et [2], 11T, 9, [2], 111, 24, on déduit que I" est une capacité de Choquet par rapport
a4 chacun des pavages " (respectivement 7", respectivement 5#”'). Du théoréme
de CmoQUET ([2], 111, 19) on déduit qu'il existe un élément H appartenant &
A5 (respectivement 5, respectivement 45 tel que

Hcd e I'Hyz=I(4)—e¢,
donec
Pprd —prH)<Ze.

Soit 1" le début de H. Du fait que, pour chaque w, H (w) est fermé & gauche et
contient les limites des suites décroissantes contenues dans H (), on a

[T, TIcHcA

et, comme pr[T, T]=prH,ona Plprd —pr[T,T]) < e.

Si H eX” (respectivement 4'), le temps d’arrét T est accessible (respective-
ment prévisible) comme limite d’une suite croissante de temps d’arrét accessibles
(respectivement prévisible) (voir [3], 111).
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