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Summary. In this note we get a simplified and unified proof of ME~Cv.R'S section theorems 
by introducing a convenient paving which generates the a-field of well measurable sets and 
using only elementary results from the theory of analytic sets and capacity. 

Dans [1], P. A. MEYER a introduit sur un espace produit ~Q • R+ la notion 
d'ensemble bien-mesurable, associ6e a u n  espace probabilis6 ([2, ~-, P) multi 
d'une famille croissante (~t)teR§ de sous-g-alg~bres de #-  e t a  demontr6 un impor- 
tant  th6or~me de section: pour tout  ensemble bien-mesurable A e t  tout  ~ > 0, 
fl existe un temps d'arr~t T dont le graphe est contenu dans A, tel que 

P ( p r A  -- {T < c~}) < ~. 

Plus r6cemment ([2] et [3]), il a demontr6 que si A poss~de des propri6t~s supl~- 
mentaires de mesurabilit6, le temps d'arr6t T peut  ~tre choisi accessible ou m6me 
pr~visible. Dans ees deux derniers cas, sa d6monstration s'appuie seulement sur 
la th6orie de l'analyticit~ et de la capacit6. 

Dans cette note, en choissant un pavage convenable qui engendre la a-alg~bre 
des ensembles bien-mesurables, nous montrons qu'on peut appliquer la m~me 
m6thode de d~monstration aussi pour le premier cas. 

Nous allons emprunter ~ [2] des notations, des d~finitions, ainsi que les 
principaux r~sultats concernant la th6orie de l'analyticit4, de la capacitY, et des 
r6sultats ~16mentaires de la th6orie des temps d'arr6t. 

Soit (/2, ~ ,  P} un espace de probabilit6 complet, (~t)ten§ une famille croissante 
de sous-a-alg4bres de ~ telle que ~ t - - - - ( '~  ~ s ,  et que ~-0 contienne tous les 

s : > t  

ensembles P-n6gligeables de ~r. Un temps d'arr~t T est dit totalement inaccessible, 
si P ( T  > O) : 1, P ( T  < oo} > 0 et si pour route suite croissante de temps 
d'arr~t (Sn)ne~v, on a 

P {nlinlooSn = T < oo, Sn < T pour tout  n ~ N / =  0. 

Un temps d'arr~t T est dit accessible, si pour tout  temps d'arr~t totalement 
inaccessible S, on a 

P ( T  = S < oo} : O. 

Un temps d'arr~t T e s t  dit pr~visible s'il existe une suite croissante de temps 
d'arr6t (Sn)ne~-, tclle que 

T - = l i m S n  et ( O < T < o o } c l ' ~ ( S n < T  } 
n--->r ~Z 

(voir [2], VII, 42). 
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Soient S, T deux temps d'arrSt arbitraires tels que S G T. Nous d6signerons 
par [S, T/l 'ensemble IS, TA] n IS, TA,), oh {A, A'} est une partition de { T <  oo} 
telle que TA soit accessible et TA, soit totalement inaccessible ou p.s. @gal s + oo 
(voir [2], VII, 44), et oh les notations [U, V], [U, V), oh U, V sont deux temps 
d'arr~t tels que U ~< V, d@signent les intervalles stochastiques introduits en 
[2], VIIl, 13. 

Soit fir (respectivement fir', respectivement fir") le pavage form@ des inter- 
valles stoehastiques [S, T/ (respeetivement [S, T] oh S est accessible, respective- 
ment [S, T] oh S est pr@visible). La (~-alg~bre Y(f i r")  engendr6e par fir" est 
constitute par les ensembles pr@visibles ([3], 203), et de re@me ~-(fir') est form~e 
des ensembles accessibles ([3], 202). Montrons que Y(fir) est la (r-alggbre des 
ensembles bien-mesurables: eomme tout  ~16ment de fir est @videmment un 
ensemble bien-mesurable, il suffit de montrer ([3], 201) que tout  intervalle 
stochastique [S, T], off S e t  T sont deux temps d'arr@t tels que S =< T, appartient 

~J-(fir), et cela est 6vident, ear 

n 

Si A est un sous-ensemble de D • R+, nous d6signerons par prA la projection 
de A sur s~. Cet ensemble est o~-mesurable si A appartient s la ~-alg~bre o~ @ ~  (R+) 
(voir [2], III ,  9, et [2], III ,  24). 

Lemme 1. Pour tout dldment A de fir (respectivement fir', respectivement fir") 
le compldmentaire de A est un ensemble analytique par rapport d fir (respectivement 
(~ fir', respeetivement 5 fir"). 

D~monstration. Pour tout  temps d'arr@t T, l'@galit6 

I,.J 

et le fair que, pour tout  n, T + 1 est prgvisible, montre que l'ensemble (T, ~ )  

est analytique par rapport & chaeun des trois pavages. 
Si T est pr6visible, fl existe uns suite eroissante (Tn)~s~ de temps d'arrgt 

telle que l 'on air lim Tn = T, Tn < T pour tout  n sur l'ensemble {T > 0}. 
Posons U n = 0  si T n > 0 ,  U n =  + ~  si T n = 0 ,  et de mgme V n =  Tn si 
Tn > O, Vn = + c~ si Tn = O. On v~rifie aussit6t que Un, Vn sont des temps 
d'arr@t tels que Un ~ Vn, que Un est pr~visible, et que [0, T) ~- ~J [Un, Vn] ; 
[0, T) est done fir"-analytique, n 

Soit maintenant T u n  temps d'arr@t accessible. I1 axiste une suite de suites 
croissantes ((SPn)ne~) de temps d'arr~t, telle que, si l 'on pose SP ~- lim Sn p et 

K~ = (S~ = T ~ 0% S~ ~ S~ pour tout  n ~ N ) ,  
on air 

{0 < T < oo} = ~.J g p  
p e n  

(voir la d6monstration du th@or6me 44, VII, [2]). Soit 

B ~ = { p o u r t o u t n e N ,  S ~ < S p } n ( D - - K p )  et C p - - - - D - - B p w K p .  
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Evidemment, Bp e ~z~,  C~ e ffs* et le temps d'~rrSt S ~  est 

S ~ C0, T~,) = U [0, s~] u [ s ~ ,  r u ( ~,  ~1 ,  
nezV 

done cet ensemble est ~ ' -analytique.  I1 est aussi ~-analyt ique puisque les 
ensemble 

access ib le .  On a 

le sont. Posons U ~ 0 si T > 0, et U : + oo si T ---- 0. Alors [U, oo] e f l " .  De 
l'6galit6 

C0, T) = ( ~  [0, TK~) n W, ~ )  
p e n  

on d6duit que eet ensemble est ~ la lois fir et f l ' -analytique.  
De ces considerations le lemme pour f l '  et fir" est imm6diat. Soient [S, T~ e f l ,  

{d, A'} et {B, B'} les partitions de {T < c~}, respectivement {S <c~},  du 
th6or~me 44, VII  [2]. De l'~galit6 

C([S, T/) = ([0, SB) (% [ 0, SB')) U (TA, oo) kJ [TA,, oo) 

r6sulte l'assertion du lemme pour le pavage 2". 

Lemme 2. Soit (Hn)nEN une suite ddcroissante d'ensembles de f2 X R+ telle que 
H1 soit eontenu dans un intervalle stochastique de la /orme [0, ~], o~t ~ est une 
eonstante Tositive, et que chaque Hn soit une rdunion finie d'~Idments de fir. Alors 
l' ensemble 

('~ pr Hn -- pr ( ~  Hn 
n~iV n ~ N  

est de probabilitd P nulle. 

Ddmonstration. Soit H = ('~ Hn et pour entier n, soit Sn le temps d'arrSt 
nezV 

qui est le d6but de Hn (voir [2], IV 51). On a Sn ~= Sn+l. Posons S = lira Sn. 
Alors n~ ~o 

pr Hn -~ {Sn < oo} = {Sn <--_ o:} 

et 
nprH~ = (](~ < oo} = {s < oo}. 
ne!g hen 

Soit Hn -~ [_J [Ui, V~/ (o~ In est un ensemble fini d'indices) une repr6sentation 
i~ I,, 

de Hn, soit A~ le sous ensemble maximal de {V~ < c~} pour lequel V~.A,I est 
totalement inaccessible ([2], VII, 44). Alors, d'apr~s la d6finition de J ,  pour 
tout  co, la coupe Hn (co) de Hn par co est la r~union d'un nombre fini d'intervalles 
dont les extr6mit~s sont U~ (co), V~ (co), ferm6s ~ gauche et ouverts ou ferm~s 
droite, selon que co appartient ~ A~ ou ne lui appartient pas. 

Soit co e {S < oo} -- pr H. Comme on a S~(co) e H,(co) pour tous les entiers 
n, p, tels que n ~= p, le nombre S (co) est un point limite de Hn (co). La relation 
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~o C p r H  implique qu'il existe un entier no~, tel que, pour tout  n ~ no~, 
S(r C Hn(r I1 r6sulte de ces consid6rations, d'une part  que Sn(r S(w) 
pour tout  n, et d 'autre part, en tenant eompte de la forme de H~ (co), qu'fl existe 
un n, et un i ~ In tel que 

~o e A~, S(co) = ViA, i(CO). 
Alors 

U ) -  \ n~A T 

Les temps d'arr6t F~,i 6rant par ddfiuition totalement inaecessib]es, cet ensemble 
a une probabilit6 nulle et la d6monstration est aehev6e. 

Th~or~me (P. A. MEY]~g). Soient A un ensemble de 3 - ( J )  (respectivement 
J - ( J ' ) ,  respectivement Y ( J " ) )  et e un nombre rgel posit#. 11 existe un temps 
d'arrdt (respectivement temps d'arrdt accessible, respectivement temps d'arr$t prd- 
visible) T, tel que 

IT, T ] c A  
P ( p r A  -- p r [T ,  T]) < s. 

D~monstration. La d6monstration suit exactement la mSthode utflis6e par 
P. A. MEY~  pour les cas J ' ,  J "  ([2], VIII,  21). Soit 9ff (respectivement .:C', 
respectivement 3f"") le pavage form6 des r6unions finies d'ensembles de la forme 
J (~ [0, :r oh :r est nne constante et J e j (respeetivement J ' ,  respectivement 
f l " ) .  I1 est facile de voir que les ensembles J (respeetivement J ' ,  respeetivement 
J " )  analytiques, sent aussi d(C (respeetivement X ' ,  respeetivement ~ff") analyti- 
ques. Done, utilisant le lemme 1 et [2], III ,  12, on dSduit que A est o~V (respective- 
ment ~C', respeetivement ~ " )  analytiqne. 

Soit F la fonction d'ensemble sur ~2 • R+, d6finie par 

F(H)  = P*  (pr H) .  

En utilisant le lemme 2 pour le pavage -9C, [2], III ,  6 pour les pavages ~f"', ~ff", 
et [2], III ,  9, [2], III ,  24, on d6duit que/~ est une eapaeit5 de Choquet par rapport  

ehaeun des pavages 5~ (respectivement dV', respeetivement ~ " ) .  Du th6orSme 
de CHOQU~T ([2], III ,  19) on d6duit qu'il existe un 516ment H appartenant s 

/ z l  
J~ff~ (respectivement ~ ,  respeetivement JC~ ) tel que 

H c A  et IP(H)~=I~(A) - - s ,  

d o n e  

P (pr A -- pr H) ~ e. 

Soit T l e  d6but de H. Du fair que, pour chaque r H(r est ferm6 ~ gauche et 
contient les limites des suites d6croissantes contenues dans H (co L on a 

[T, T] c H c A  

et, comme pr[T,  T] = p r H ,  on a P ( p r A  -- pr[T,  T]) ~ e. 
Si H ~ 9if' (respectivement 3if"), le temps d'arrSt T e s t  accessible (respective- 

ment pr6visible) comme limite d'une suite croissante de temps d'arrSt accessibles 
(respectivement pr6visible) (voir [3], 111). 
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