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W/irmespannungen in Hohlzylindern mit temperatur- 
abh/ingigen Stoffwerten 

Von R. Trostel 

1. Allgemeines. Mit dem vorliegenden Aufsatz soll ein Beitrag zum Thema W/irmespannungen 
im Bereich hSherer Temperaturen geliefert werden, wo man yon der Temperaturabh~ingigkeit der 
Materialwerte nicht mehr absehen kann. Eine allgemeine geschlossene L~sung dieses Problem- 
kreises gelingt nur fiir den Spezialfall elastisch-inkompressiblen Materials (v = 1/2), der nachfolgend 
behandelt wird. Er erlaubt eine verh~iltnismaBig einfache und fibersichtliche explizite Darstellung 
der Spannungen durch Integrale, die sich gegebenenfalls, wie die unter Ziff. 4 behandelten Beispiele 
zeigen, geschlossen, im allgemeinen aber sehr bequem numerisch bew~iltigen lassen. Auch der fiir 
die Beriicksichtigung .der Temperaturabh~ingigkeit der Materialwerte charakteristische Sach- 
verhalt, dab die aus einer rein mechanis'chen Belastung herriihrenden Spannungen yon der Ver- 
teilung eines gleichzeitig vorhandenen ungleichm~iBigen Temperaturfeldes abh/ingig sind, l~iBt sich 
gut erkennen. 

In Ziff.2 wird unter der Voraussetzung elastisch-inkompressiblen Materials der Spannungs- 
zustand fiir ein beliebiges ebenes achsensymmetrisches Temperaturfeld @(r) und fiir einen beliebig 
mitt$ ver~inderlichen Elastizit~itsmodul E(v q) und W/irmeausdehnungskoeffizienten at(~ ) angegeben. 
In Ziff. 3 folgt die Bestimmung einer allgemeinen L~sung ffir das Temperaturfeld unter Berfick- 
sichtigung der Temperaturabhangigkeit der W/irmeleitzahl. Die Berechnung eines W~irmespan- 
nungsproblems geht dann, wie in den unter Ziff. 4 abgehandelten Beispielen gezeigt wird, folgen- 
dermaBen vor sich. 

Nach Ermittlung des Temperaturfeldes v ~ = ~(r) sind bei Vorgabe der Temperaturabhangigkeiten 
E ~-- E(~) bzw. a t =at(~ ) die Funktionen E(~(r)) = E(r) sowie at(~(r)) =at(r ) gegeben. Sie k~nnen 
nunmehr, zusammen mit vq(r) in die ffir die Spannungen unter Ziff. 2 gefundenen expliziten Integral- 
16sungen eingesetzt werden, womit nach Integration dann die Spannungen folgen. In den in Ziff.4 
behandelten Beispielen wurde der W/irmespannungszustand in  einem Stahlrohr untersucht, wobei 
jedoch auf den Umstand, dab hier die Querdehnung nicht 1/2 ist, keine Riicksicht genommen 
werden konnte. Trotzdem erlauben diese Beispiele im Vergleich ihrer Ergebnisse mit denjenigen, 
die sich nach der iiblichen Theorie unveranderlicher Materialwerte unter Verwendung yon v --~ 1/2 
ergeben, eine Aussage fiber den EinfluB der Temperaturabh~ingigkeit der Materialwerte 
g e n e r e l l  zu machen. In diesem Sinne kommt man an Hand eines Vergleiches der in Abb. 5 dar- 
ge~tellten Kurven zu dem Resultat, dab die Beriicksichtigung der Temperaturabh~ngigkeit der 
Werkstoffwerte bei Stahlrohren auf grfiBere W~irmespannungen ffihrt, als sie sich unter Ver- 
wendung unver~nderlicher Materialwerte ergeben. Die Unterschiede zwischen den Spannungen sind 
jedoch gering, wenn bei dem zugehfrigen Temperaturfeld die Randtemperaturen vorgegeben 
sind. In diesem Falle ergibt n/imlich die genauere Berechnung des Temperaturfeldes gegen- 
fiber einer Rechnung mit konstanter Warmeleitzahl einen nur kaum merkbaren Unterschied, 
so dab die Ver/inderungen der Spannungsbilder praktisch allein yon der Ver~inderlichkeit yon 
E und a t herriihren. Diese sind jedoch nicht erheblich. Die Verh/iltnisse k6nnen sich jedoch 
erheblich /indern, wenn fiir das Temperaturfeld eine andere Randwertaufgabe vorgelegt ist (z. B. 
W/irmeiibergang am AuBenrande), so dab die genauere Temperaturverteilung yon der mit kon- 
stanter W~rmeleitzahl bestimmten bereits merklich abweicht. Hier zeigt sich an Hand der Abb. 6, 
dab man mit der fiblichen Theorie unver/inderlicher Materialwerte schon merklich kleinere 
W~irmespannungen ermittelt, und dab man nur noch dann mit den Ergebnissen der iiblichen 
Theorie unver~inderlicher Werte E und at auskomnlt, wenn man wenigstens dem tats~chlichen 
Temperaturverlauf Rechnung tr~gt. 

2. Ermittlung des Spannungsfehles. Wit betrachten den mittleren Teil eines sehr langen Hohl- 
zylinders, in dem ein ebenes rotationssymmetrisches Temperaturfeld herrsche und an dessert Mantel- 
fl~ichen r = r~ bzw. r = r a die Drficke p~ bzw. Pa wirken mfigen (Abb. 1). Die l~otationssymmetrie 
der Belastung und des Temperaturfeldes bedingt dann das Entstehen eines achsensymmetrischen 
Spannungszustandes, der dariiber hinaus im mittleren Rohrbereich yon der Zylinderachsenordinate z 
unabh~ingig sein muB. S~imtliche SpannungsgrSBen, und damit im Sinne des Hookeschen Gesetzes 
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auch s~mtliche Verzerrungskomponenten, kSnnen daher nut yon r abhiingig sein. Insbesondere 
erhah man also ffir die Axialdehnungen 

0w 
e: - ~z - -  f ( r )  (la) 

und nach Integration 

w -= w(r, z) -~ z f (r)  -t- g(r). (lb) 

Nun ist jedoch im mittleren Bereich eines sehr langen Rohres kein Rohrquerschnitt z = konst. 
vor einem anderen ausgezeichnet. Daher mfissen diese Rohrquerschnitte wahrend der Deformation 
eben bleiben (Abb. 2), womit 

f (r)  = konst. = A1, g(r) = konst. = A~ (lc) 

verbunden ist und aus (lb) 

w ~. w(z) = A 1 z -[- A 2 (1 d) 

hervorgeht. Die Konstanten A 1 und A2 kSnnen aus den Lagerungsbedingungen des Zylinders an 
seinen Enden bestimmt werden. 

~ach dioser vorbereitenden Betrachtung gehen wir zur Berechnung des Spannungszustandes 
fiber, der im mittleren Rohrbereich und wegen der Rotationssymmetrie des Problems allein dutch 

/ / ' . . ~  - ' -~ / ' \ \  

A b b .  1. 

-I 
b.l 

Ahb .  2. 

Radialspannnngen a~-(r:(r) Ringspannungen (~+-~-a+(r) und Achsialspannungen az~crz(r ) charak- 
terisierbar ist. Zu ihrer Ermittlung stehen die Gleichgewichtsbedingung ffir das KSrperelement 
in Radialrichtung zur u 

d da. 1 (a__%) (2) d~- (r at) - -  o'~ ~ 0 oder d~ -- r 

sowie die dutch die Wiirmeausdehnnngsglieder verallgemeinerten Hookeschen Gesetze, die mit 
v - - 1 / 2  die Gestalt 

dv 
e r -  dr 

V 

Cq~-- r 

d w  
e z -  dz 

l a(O 
1 1 ( % + a ~ )  § f a , ( T )  dT, 

T~O 

1 1 (% § a~) + f at(T ) d T ,  
- -  E ( ~ )  % - - ~ -  T~O 

-- A1 = E(~)) ~ - - 2 -  (% +a~)  + f a t ( T ) d T  
T = 0  

(3 a) 

(3b) 

(3c) 
haben, wenn mit ~(r) die Temperatur gegenfiber dem spannungslosen Ausgangszustand (dessen 
fiberall gleiche Temperatur wir mit ~qull annehmen wollen) bezeichnet wird. 

Zun~chst erMih man nach Addition yon (3 a) his (3 c) 

dv v 1 d ~(r) 
e~ -[- e~ ~ ez~-dr  -~ r -~ A 1 - -  - r dr (rv) -~ A l  = 3  f at(T) d T  

T~O 

woraus nach Integration mit der Integrationskonstanten C1 

�9 ~(r) T) 3f (T!o ~, r C~ v = v ( T ) = ~  ~ d d r - - A l ~ + V  (~) 
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hervorgeht .  Beach te t  m a n  n u n  noch,  dab  aus (3c) 
~(,.) 

1 ( a , . § 2 4 7  f a t ( T  ) d T  (5a) 
T=o 

folgt, so gewinn t  m a n  schlieBlich aus (3a) oder (3b) m i t  (4) u n d  (5a) 
~(r) , ~(r) , 

f ~fr(f__o~tdT)dr-- C s =2~fr2~,(O) dr-- CI (5b) or - -  a~ = 2 E a t ( T  ) d T - -  4 E dt$ 4 E 
" ," ~ -fi . ~ r  ~ ~" 

T ~ O  0 

Hie rmi t  u n d  m i t  der Gle ichgewichtsbedingung (2) folgert  m a n  somit  ffir a ,  die Dif ferent ia lg le ichung 

-dr ~ ~ C 1 - -  2 r2 ~xt(O) dt$ dr  , 
dr 

deren Lfisung mi t  der I n t e g r a f i o n s k o n s t a n t e n  C s 

" E  4 a. = § j Cx -- Z f dr)] dr (6) 

l au te t .  Die K o n s t a n t e n  Cx u n d  C~ werden  aus den  R a n d b e d i n g u n g e n  

a,(r = r~) = - -  p~ u n d  a,(r = r=) = - -  p,~ zu 

r a 

3 C - p l - - p ~  2 *~ § 
r~  r a  

r i r i 

bes t immt ,  so daft le tz t l ieh ffir die R a d i a l s p a n n u n g e n  

r E 

f ~ dr 

r a 

f E  dr 

r i 

u n d  d a m i t  aus (5b) ftir die R i n g s p a n n u n g e n  

% 

- -  d- 2 r2 c~t ~r  d dr  

r i 

E [ 4 E 
= ~r - -  2 r ~ j r 2 t dr d r  d-  y Cl  r 2 - - p* ~- (p* - p~) 

"E "d- r E  

f ~ dr 

r i 

rtt  

dr 

r i 

(7 a) 

rot 

d- 2 7S at drr dr  dr  

r i 

4 f.] 3 C f  ~ d r  (7b) 
r ~ r~ 

r E r E 

r i r i 

f ea r  
r i r t 

r 

r~ ~ dr 

r i + 
r a 

~ dr 

r i 

i" 

f (f r2 drr dr d- ~ r~ ~ drr dr dr 

rs 

r a 

f i  r 2 ~t drr dr dr 

r i 

(8a)  

(8b) 

hervorgeh t  1. Sowohl in  (8a) als auch  in  (8b) ist  die K o n s t a n t e  A1 n ich t  mehr  en tha l t en .  Auch  bei 

1 Fiir eine numerische Integration sind die in den Doppelintegralen auftretenden inneren Integrale jeweils als be- 
stimmte Integrale in den Grenzen rl. . .  r aufzufassen. 
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dieser Betrachtung zeigt sich also, dab die LagerungsverhMtnisse des Zylinders an seinen Enden 
auf die Radial- und Ringspannungen keinen Einflu$ haben, sondern sich nur auf die Achsialspan- 
nungen q~ auswirken. Fiir diese folgt namlich aus (5 a) mit  (8 a) und (8b) 

~(~) ~(~) 
1 (~  § %) _ E f ~t (T)dT § EA 1 = EA 1 - - E  f % ( T ) d T - - P l  § (Pi--Pa) 

T=O T=O 

r 

E oct~dr ) dr +2f (f 
r i 

~r~r~ ~- ~ dr 
r i 

r a 

~ dr 

r i 

2 r ~ q- ra dr 
r i 

r a 

~ dr 

r~ 

E f d~ r 2 ~t d~ J r 2oCtdrdr-~ ~ dr dr dri 
r i 

r a 

f (f ) r2~t drr dr dr 
/ 

r i 

§ 

(8c)  

und man kann nun zwei F~ille behandeln: 

1) Das Rohr ist zwischen zwei starren W~inden gem/iB Abb. 3 eingeklemmt. In diesem Falle 
liegt ein ebener Verzerrungszustand mit 

8w 
e~ - ~ - A ~  = 0 ( 8 d )  

VOF, 

p 

Abb. 3. Abb. 4. 

2) Die Ausdehnung der Zylinderenden werde in Achsialrichtung dutch eine, auf die Zylinder- 
enden wirkende resultierende Kraft  P gemaB Abb.4 behindert. In  diesem Falle mfissen die in 
einem Rohrquerschnitt z ~ konst, wirkenden Achsialspannungen die Resultierende P haben. Dem- 
nach folgt A 1 hierfiir aus der Gleichung 

% 
P 

f r ~ d r  = ~ .  

r i 

Nach Einsetzen yon (8c) fqlgt hieraus mit  Beachtung yon 

schlieBlich 

rt t  

f r(~r §  
r t 

r a r a r a r t t  

dr-=fr~,dr+fr%dr=fr,~Tdr§ 
r i r i r i r i 

r a r a 

- f r ~ § r2 % ' % - -  f r ~yr dr -= p~ r2~ - p~ 
r i r i 

1 
~ 4 1  - -  r a  

f r E d r  
r i 

~+-~(par~--p,~) + rE ~,(T)  d T  d," �9 

r i T ~ O  

(8~) 
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3. Das Temperaturfehl.  Unter  Verwendung des F o u r i e r s c h e n  W~rmelei tungstheorems 
(q ---- - - 2  V v ~) liefert die W~rmemengenbi lanz  am KSrpere lement  im s ta t ionaren  Fal le ,  sofern k e i n e  
Wiirmequellen vorhanden  sind, 

v q  = - -  v(~. vv~) = O, also V(2 Vz~) = V,~ Vz9 + 2  ~ 9  = 0 

bzw. im vorl iegenden ro ta t ionssymmetr i schen  Fal le  

d2 dv ~ ~d~_~_ 1 d v ~ _  1 d ( d ' ~ )  
dV " dV -~-'~ ~ d~r ~ r drr ] r drr r2  d r  ~- 0 

woraus 
d~, C1 

"r;~ d r  ---- CI bzw. 2(z$) dO = --i- dr 

und nach Trennung der Verlinderlichen und In tegra t ion  

f2(v~) dz~ = C I In r q- C a (9) 

folgt. Bei Vorgabe der Tempera tu rabhangigke i t  2-----~(v q) der  Wiirmelei tzahl  is t  Gleichung (9) 
integr ierbar ,  und die Kons tan ten  werden aus den Randbedingungen  des Problems bes t immt .  

4.Beispiele. a) W i t  be t rach ten  ein Stahlrohr  mi t  freien Enden,  dessert Mantelflfichen 
r ---- r~ = 12 cm bzw. r ---- r a ~ 18 cm die Tempera tu ren  z$~ ---- 350 ~ C bzw. van ---- 280 ~ C gegeniiber 
der  Tempera tu r  z$ = 0~ des spannungslosen Ausgangszustandes besi tzen sollen. Die Tempera tur -  
abh~ingigkeit der  Mater ia lkons tan ten  kann  im Bereich bis etwa 400~ nach dem , ,Werkstoff-  
Handbuch  fiir Stahl  un(1 Eisen" ,  3.Aufl . ,  Diisseldorf  1953 mi t  geniigender Genauigkei t  durch 

2(z~) = 20-~ ,1  v~, (10 a) 

at(v~) = ~,0 + at1 vq, (.10b) 
E(v q) = E0 - -  Elvq~ (10c) 

approximier t  werden, wobei z .B.  fiir einen unlegier ten Stahl  an Hand  des in diesem Buche ge- 
gebenen Kurvenmater ia l s  

2 o = 2(v ~ = 0 ~ C) = 0,12 [cal cm -1 sec -x ~ 21 = 0,000.07 [cal cm -1 sec -1 ~  

~Xto = at(z~ -~ 0 ~ C) = 1,2 �9 10 -5 [~ at1 = 0 ,001 .10  -s [~ 

E o = E(v q : 0 ~ C) = 2,1" 106 [kgem-2], E 1 = 3,2 [kgem -2 ~ -q] 

abzulesen sin& 
Zunfichst folgt mi t  (10a) aus (9) nach In tegra t ion  

20~- ~2=Cllnr+C~ bzw. ~(r)=~--V\~,] ~ 

Die In tegra t ionskons tan ten  ergeben sich aus den Randbedingungen  @ ( r : r l ) = ~  und z~(r = ra) 
~ a  ZU 

2 lnra ' 
rl 

so dab letzt l ieh fiir das Tempera tur fe ld  

i 
! / in r~ in r 

r l  r l  
hervorgeht ,  

Selbstverst i indlich erhiilt  man  fiir 21-->0 , d .h.  fiir 20]21--~ cr aus (11) die LSsung fiir das Tem- 
pera turfe ld  bei  kons tan te r  Warmelei tzahl ,  indem man  zuniichst (11) ml t  x~ =20/2 ~ bzw. x~ -~ x~ =:20/2 ~ 
in der Fo rm 

in r~ ln r 
~o ~)~ ~ L  ~ 

~ (/'1 Xl - -  ~i, ~c2 - -  ?9~a) = ~11 - -  ( X l -  -~ (x2 - -  ~a) 2 
In ~ In~ 

ri ri 
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schreibt, und nunmehr fiir x~ >> vqi bzw. x~>> vq~ das Temperaturfeld v~(r, x~--~9~, x~--zg.) nach 
MaBgabe der Taylorschen Formet in der Form 

~ ~ i  
~ ( r ;  xz - -  ~ i ;  x 2 - - v ~ )  ~ zg(r, x l ,  x2) --  t~:i ~x~i . . . .  .,, r - -  ~ a  t~.IC2lr, x,, ,o 

approximiert. Man erh~ilt wegen 

/ ra r 

rl r~ 

sowie 

]n r a In r ~v q' __ r ~ x J  - rl 

r, x~, x~ In r a '  _ ~ ~, x,, ~ In ra 
rl  rl  

schlieflich fiir das Temperaturfeld bei konstanter W~rmeleitzahl die bekannte Belation 

~ In r~ + G In r 
vq 0 (r) -- r r, (12) 

In r~ 
ri 

Ein Vergleich yon (11) und (12) fiir die vorliegenden Zahlenwerte zeigte, dab die genauere Be- 
rechnung des Temperaturfeldes bei v o r g e g e b e n e n  R a n d t e m p e r a t u r e n  kaum nennenswerte 
Abweichungen gegeniiber der N~herungsl6sung v%(r) fiir konstante W~rmeleitzahl ~o ergibt. Die 
Ergebnisse kfnnen jedoch recht verschieden sein, wenn man nicht die Randtemperaturen, sondern 
z. B. eine Aussage fiber die durchfliegende W/irmemenge vorgibt (siehe hierzu das n/ichste Beispiet b). 

Mit Rficksicht auf die geringen Unterschiede zwischen (11) und (12) benutzen wit ffir das 
folgende die N~herungslSsung Vqo(r) fiir das Temperaturfeld, womit die M6glichkeit einer geschlossenen 
Integration der in (8) auftretenden Integrale gegeben ist. Nachdem man (12) sowie (10a) his (10c) 
in (8a) und (8b) eingesetzt hat, gewinnt man mit den Abkiirzungen 

t " l ~  ~' - -  1 
l In r~ 2 In 

~2(r)==r~.Jr'%drdr=--EoO%~i~l~ ~ ] E-E~tv%] ] [ l  + ~to ~21n~ ~[ ' 
\ r I 

i r ~(~' :., ~(f r~'d~dr)dr= f ~ qh(r)dr= 
r i r i 

1 

- -  E0 %0 ~9i~2 In r~ 2 ~t o ln~2 
rl ri / 

r E~ ~ 
rl  E o 

In9 

+ 2r 1 v% l-- ~i)]------ 

fiir die Radial  und Ringspannungen mit Pl ~= Pa : 0 

[~1(o *3(r) 1 G(r) = 2 qSs(r,)l@l(r0 q~s(r,)] ' 

%(0 2 G(~o) [ '  ~(,.o) 

in 9 

3 (1 ~%.] [ 1 /v%~3,~ % -W') ]] 

(140 

(14b) 

(13) 
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wtthrertd man fiir die Achsialspannungen naeh (8c) 

a=(r) ~- -- E f at(T ) dT + A=E + 2 q~=(r.) (14c) 
L ~ 7 ( ~  ~(~.) J T~O 

e rh ih .  Die Kons tan te  A~ ist im Falle des ebenen Verzerrungszustandes ?Cull und folgt f i r  den 
Fall freier Zyl i .derenden,  wenrt die resuhierende Aehsialkraft  P sowie Innen- und Artl]endruck 
p~ und po, NuLL sind 

% / ~(') dT I dr 
/ 

A~ = (14d) 

wobei fiir die tntegrale J~ 

~t L j f"l Ex ~ I j 
J~ + 2~o ~ - - ~  J= 2--~- ~ 

ra ~ OCt 0 . E  1 

y~ Ea, Jo--~ A 
r~ 

1 ( r ] - -  r[) die l~ekursionsformel mit  Jo = f r" dr = -~ 
r i 

r~ ~ In r_a 
r ~ Ti 

gilt. 
Aus (14) erhalt  man  

Theorie mit tels  urtveranderlicher Materialwerte  fiir v = 1/2 folgertden Relationert 
mi t  E1 == c%1~-0, also ffir E = E0, cq ~ at0 die aus der iibliehen 

[ l _  

O~r(r) : - -  EO ~tO (01  - -  ~'~a) ]IX ' 

r~j 

%(r) = - -  EQ ~, o (0~ - -  0~) \ ~ ! 1 + 1~ ~.L (15 b) 

r i  

Die Auswertung der sieben Gleichungen (14) und (15) ffir die Zahleuwerte des gewihltett  Beispieles 
ergaben die in Ahb,5 giargesteliten Kurven.  Dabei  wurden die naeh tier iibtichen Theorie gem~g 
(15 a) his (15 c) ermit te lbaren Spannungen gestriehelt dargestellt.  Die ausgezogenen Linien geben 
den genaueren Spannungsverlauf  nach den Gin. (14) an, und mart erkennt,  dab die tatstiehlichen 
Wirmespannungen  sogar grSB6r sind als die in tiblicher Weise berechneten Werte.  Die Unter-  
schiede sind jedoch nut  geringfiigig, so dab man  sich also im allgemeinen, sofern die Rand- 
temperaturert  vorgegeben sind, mit  der iiblichen Theorie, auch im Bereieh htiherer Temperaturen,  
begniigen ktiuaen wird. 

b) Als weiteres Beispiel be t rachten  wit  dasselbe Rohr  wie unter  a) mi t  dersetben tnnentem-  
pera tur  ~s = 350 ~ C, jedoch soll nunmehr  am AulSenrande Wirmei ibergang in Luft  der Tempera tu r  
VqL -~ 20~ stat tf inden,  die das Rohr  quer mit  einer Geschwindigkeit  w -~ 20 m/see ans t rsmt .  
Die Randbedingurtg am AuBenrande lautet  dann unter  Heranziehung des Newtonschen  Abkiihlungs- 
theorems 

q~(r -~ "a) = - - 2  d~-rO ,,= = O'L, (16) = - -  ~ [0 L - , O ( r ~ )  l also iO(r~) + ~ dOI 
% ' a drlr=~,  

wobei z~(r~)~-0'~ die Rand tempera tu r  des Rohres mad cr die sog. W~rmeiibe~:gangszahl bedeuten.  
Diese folgt z. B, nach Merke l  zu 

-- 0,092 c~L ~,Y ~ .  (17) 

Es ergibt sieh, wenn in erster ~ahe rung  vq a = 310 ~ gesetzt wird, 
~ 1,8. 10 -a [cal cm ~2 sec -1 o C_X] , 

* ~ierhl sind: ~L die Wfirnae]ei~zah], %L die sl0ezifische W~nr~enzenge und 7-b das sp~zifi~che Gewieht 
tier Luft fiir die mittlere Temperatur V~M = ( ~  q-@s 
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7 \  

#~=350~ q-: 72c~ 
#o7280~ r~= l#cm, 

o'~ [kg/cm, a] 

\ \ \  

1000 -- X,( r 

""~, 

F\ 
I-'X 

~N 

Abb,  5, W/ i rmespannungen  zu Beispiel  a :  
- -  genauere  Theor i e ;  

. . . .  i ibl ichr Theo r l e .  

~=3#0~ 
,#L=20~ 

500 

SO0 

Abb. 6. W ~ m e s p a n n u n g e n  zu Beispiel  b :  - - . - - . - -  i ibl iche Theor le  
u n t c r  Verwendung  des genauen  Tempera tu r f e ldes ;  - - - -  genauc  

Theor ie ;  . . . .  i ibl lche Thcor ie ,  

Mit ~(0,a) = 2 0 - - ~ 1 ~ a  erh/ilt man damit  aus (16) 

woraus mit (11) schliel31ich die Relation 

( )' ~ "~ ) C~ ~ "o ) 2 +  2 ~ In r. (~o ,b~ L ~1~~176 ~ - 2  ~1 r lnr~- - -  '#" = - -  ~ r~\X 1 

mit der Lfsung 
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hervorgeht. Bei Zugrnndelegung einer konstanten W/irmeleitzahl2 = 2  o erhalt man dagegen aus (16) 

'~o r~ In r_a 

O. = 0oI I = 0~ ~ r~ ra , "~o ~ -  ~ L  "~o - -  317'5~ C.  (18b) 
r~ In T - -  ra In r~ ~- __ 

rl  ~ ri  

Hier liegt also in den Randtemperaturen eine Differenz yon 7~ vor~ die bereits erhebliche 
Unterschiede in der GrSBe der W~irmespannungen nach sich zieht. Da die W~irmespannungen nach 
der iiblichen Theorie unver~inderlicher Materialwerte bekanntlich proportional der Temperatur-  
differenz/1@ ~ - ~ - - z $ ,  sind, ein Umstand,  der auch bei der genaueren Rechnung noch annahernd 
erhahen bleibt, bedeuten die 7~ Unterschied in der Auflentemperatur bereits eine um 

/lv~ I _ z~i - -  tSai _ 350 - -  310,5 _ 39,5 _ 1,22fache 
Z ~ I I  Z~i - -  t~a i i  350 - -  317,5 32,5 

Steigerung der W~irmespannungen nach der iiblichen Theorie. Diese Steigerung erhSht sich 
noch etwas, da die Beriicksichtigung der Ver~inderlichkeit yon  E und a t (siehe Beispiel a)e ine 
VergrSBerung der W~irmespannungen gegeniiber der The0rie unver~nderlicher Materialwerte 
ergibt. Diesen Sachverhah zeigen die Kurven yon  Abb. 6, worin die gestrichelten Linien die 
W~irmespannungen nach der iiblichen Theorie unter Heranziehung des sich fiir konstantes 2 =20 
ergebenden Temperaturfeldes 

61 In r, _}_ t%iiln r 
0n(r) - -  r r~ (19a) 

I n  - -  ra 
r i  

bedeuten. Die str ichpunktierten Linien stellen die W/irmespannungen nach der iiblichen Theorie 
unver~inderlicher Werte E und a t unter Verwendung des genauen Temperaturfeldes dar, das wieder 
im Sinne des Beispieles a) nahezu exakt durch 

vql In ra + t$~i In r 
0l(r ) : r r~ (19b) 

In - -  r a  
r l  

approximierbar ist. Die ausgezogenen Linien sind die Warmespannungen die sich bei Be- 
riicksichtigung der Veranderlichkeit yon E und a, mit  dem genaueren Temperaturverlauf  (19b) 
ergeben. Man erkennt nun sehr gut, dab die grSBeren Abweichungen dutch die Abweichungen im 
Temperaturfeld bedingt sind. Benutzt  man also in der iiblichen Theorie konstanter  Werte E und 
~t alas genauere, die Ver~inderlichkeit der Warmeleitzahl enthaltende Temperaturfeld, so erh~ilt man 
bei Stahlrohren auch im Bereich .hSherer Temperaturen eine noch zufriedenstellende Uber- 
einstimmung der errechneten Warmespannungen mit den tatsachlichen Gegebenheiten. In  einer 
weiteren Arbeit wird demn~ichst iiber eine a l l g e m e i  n.e Behandl,lng station~irer W~irmespannungs- 
probleme bei beliebiger Temperaturabh~ingigheit yon E ,  a t und 2 sowie fiir beliebige, jedoch kon- 
stante Querkontraktionswerte v berichtet. 

(Eingegangen am 14. Juni 1957.) 
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