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Summary. We give a simple proof of the fact that a Radon gaussian 
measure on a locally convex vector space is carried by a countable union 
of metrisable compact sets, We show that a separable centered gaussian 
process with continuous covariance which is defined on a Polish space X, 
and is a.e. unbounded on any open set, has a.e. dense trajectories in X x IR. 
These results allow us to show that for any set I, any gaussian measure on 
1R I is z-smooth. 

I. Introduction 

Soit X un espace topotogique. On d6signe par Ba(X) la tribu de Baire sur X, 
c'est-/t-dire la tribu engendr6e par les fonctions continues sur X. Soit # une 
mesure de probabilit6 sur Ba(X). On dira [7] que # est z-r6guli6re si pour 
toute famille (U~)~E x filtrante croissante d'ouverts de Ba(X), dont X soit la 
r6union, on a sup #(Ui)= 1. 

i e I  

Soit X un espace vectorieI localement convexe et X'  l'ensemble des formes 
lin6aires continues sur X. Comme dans [2t il est possible de montrer que 
Ba(X) est la tribu engendr6e par X'. Soit I~ une mesure de probabilit6 sur 
Ba(X). On dira que g est gaussienne si la loi de tout x'~X' est gaussienne. Si X 
=IR r, alors X '= IR  m, et Ba(X) est la tribu engendr6e pour les fonctions 
coordonn6es. Une mesure gaussienne sur IR ~ est alors une mesure telle que ta 
loi conjointe toute famille finie de fonctions coordonn6es soit gaussienne. 

Le but premier de ce travail est de montrer  que toute mesure gaussienne 
sur IR res t  z-r6guli~re. Un des aspects les plus marquants de ce r~sultat est qu'il 
semble tr~s abstrait, mais qu'il d~pend de fa~on d6terminante de propri6t6s en 
dimension finie. Un tong travail d 'approche est toutefois n~cessaire. Les 
r~sultats obtenus lors de cette approche ont un int~r~t en sol. Le paragraphe 2 
regroupe ceux qui s'appliquent aux mesures gaussiennes de Radon, et te 
paragraphe 3 ceux qui se rapportent aux processus gaussiens non born6s. Le 
paragraphe 4 donne l'assaut final. 
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La conjecture que toutc mesure gaussienne sur IR ~ est z-r6guli6re est due 
A. Tortrat  il y a quelques ann6es (communication orale). Nous remercions 
chaleureusement celui-ci de nous avoir interess6 ~t ce probl6me, ce qui a 6t6 le 
point de d6part de nos travaux sur les mesures gaussiennes. Les progr~s 
cruciaux sur ce probl~me ont 6t6 acquis lots d'une visite /t l'Universit6 de 
Fukuoka. Nous remercions H. Sato d'avoir arrang6 cette visite et pour la 
stimulation consid&able qu'il nous a apport6. Nous le remercions 6galement 
de nous avoir fourni, alors que ce travail 6tait d6j~ r6alis6, un pr6print de [5], 
dont les id6es nous ont permis de reformuler la proposition 1 de far 
~16gante. 

II. Structure des processus born~s 

Les r6sultats de cette partie sont essentiellement contenus dans [6]. Toutefois, 
comme nous les avons obtenus ind6pendamment, et avec des preuves bien plus 
directes, nous les donnerons pour la commodit6 du lecteur. 

Soit T un ensemble. Un processus gaussien centr6 sur T est une application 
Z de T dans Lz(P), off (f2, Z,P) est un espace probabilis6, tel que la loi 
conjointe de toute famille finie de Z(t), t~T  soit gaussienne centr6e. On dira 
que Z e s t  bornd si la condition suivante est v6rifi6e: 
<<Pour tout ~>0, il existe A~Z, avec P ( A ) > I - e ,  et M > 0  tels que pour tout 
tET on ait 

~oeA P'~'-. [Z(t)(c~)]<=M. >> 

I1 est classique (loi 0 - 1 )  que cette condition est v&ifi6e das qu'il existe A 

avec P(A)>0  et m > 0  tel que pour t s T  on ait coeA p.s .. iZ(t)(co)l<M" 

On dit qu'une application 2 de T dans ~,o2(p) est une version de Z si pour 
tout teT, 2 (0  appartient ~t la classe de Z(t). 

Proposition 1. Soit Z un processus bornd sur T. 1l existe alors une quasi-distance 
d' sur T, telle que l'espace (T,d') soit sdparable, une version 2 de Z, et d e s .  
ensembles mesurables Hp de [2, avec P ( H p ) > I - 2  -p tels que les ensembles 
(2(.) (co))o,~rp soient ~quicontinus sur (T, d'). 

On peut bien stir supposer que pour t4=t', on a Z(t):t=Z(t'), et donc que 
l'application Z e s t  injective. Soit d la distance sur T d6finie par cette injection 
et la norme de LZ(P). On muni T de la topologie induite par d. L'ensemble 
Z(T) est un CB-ensemble au sens de [1]. I1 s'ensuit doric qu'il est s~parable 
pour d. (I1 est m~me pr6compact, mais cela ne nous sera pas utile.) 

Disons qu'un sous-ensemble A de T poss6de la propri6t6 (Sp) s'il contient 
un sous-ensemble d6nombrable dense D, tel que la condition suivante soit 
satisfaite: 

Ve>0, 3c~>0, 

P({co; k, leD, d(k, 1) < c~ ~ IZ(k) (o3) - Z(I) (co)] < 2-  P}) > 1 - e. 

I1 est facile de voir que cette condition ne d6pend pas de l'ensemble dense 
D choisi. 
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1 Ore Etape. On va prouver que pour chaque p, T e s t  r6union d6nombrable 
d'ensembles ayant la propri6t6 (Sp). 

Soit U la r6union de tousles  ouverts de T qui sont r6unions d6nombrables 
d'ensembles ayant la propri6t6 (Sp). I1 suffit de prouver que U =  T. Dans le eas 
contraire, soit T ' =  T \ U ,  et D u n  sous-ensemble dense de T'. 
Pour un ouvert V de T', soit 

e(V) (co) = Iimsup [Z(k) (co) - Z(1) (co)l. 
d(k, 1)~ 0 
k, l e D n V  

On volt comme dans la preuve du th6or6me 3.3.2 de [3] qu'il existe ~(V) tel 
que ~(V)(~o)=~(V) p.s. Si on avait ~(V)>2 -e pour tout ouvert de T', alors en 
tout point t de T' Foscillation de Z(k)(c~) pour k-~t, keD, serait p .s .~2 -p, 
donc infinie d'aprSs le coroIlaire 2 p. 43 de [3]. 

Donc, il existe un ouvert non vide V de T' tel que 

P (U  {co; k, leD, d(k, l) <n -1 =~]Z(k)(co)-Z(1)(co)] _-< 2-P})= 1. 
n 

Mais alors U u V e s t  plus grand que U, et est r6union d6nombrable d'ensem- 
bles poss6dant la propri6t6 (Sv), ce qui est absurde. 

20me Etape. Pour chaque p, on peut donc 6crire T -  U AP,, off A p , poss6de la 
n 

propri&6 (S~) et off les ensembles (A~), sont deux ~t deux disjoints. On peut 
6galement supposer que pour f f > p  chaque A~' est contenu dans A~. 

Pour p > l ,  t, ueT, soit 5P(e,u)=0 si t,u appartiennent au m~me ensemble 
AP,, et 6~(t, u)= 1 sinon. Posons: 

d'(t, u)=d(t, u)+ Y~ 2-~ap(t, u) 
p > l  

Alors l'espace (T, d') est s6parable. En effet, une partie D' de T qui est dense 
pour d darts chaque A v , est dense dans (7~ d'). 

Pour leD', fixons ;2(l)eSf2(P) dans la classe de Z(/). Pour chaques entiers 
n,p, soit ~(n,p)>0 tel que P(H,,p)> 1 - 2  - " -v -* ,  off 

H,,p= {co; k, leD'mAP,, d(k; /) < ~(n, p) 

==> 12(k) (~o)- 2(I) (co)l < 2 - ' } .  

Posons H p = ~  H,,p. Ainsi P ( H p ) > I - 2  -p. Soit teT. Pour chaque p, soit 
n(p) avec teAP,(~). " 

p Soit leO c~A,(p), avec 2d(t, l)<e(n(p),p). 
Puisque HpCHn(p),p , O n  a p.s. 

co e Hp ==:> IX(t) (,co) -a ( I )  (co)] < 2-v 

t p (En effet, Z(t) est limite en mesure d'une suite Z(k) off k~Dc~A,(p) et 
a(< t) < ~(n(p), p)). 

Pour teT, posons 2 ( 0 =  Iimsup Z(/). 
teD, d'(t,t)--* O 
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v Ce qui pr6c6de montre donc que Z(t) est dans Pour d'(t, 1)<=2 -p, on a l~A,(v). 
la classe de Z(t). Cela montre aussi que pour usT, avec d'(t,u)<Inf(2-", 
e(n(p),p)) on a 12(t)(co)-2(u)(co)[<2 -p pour cosHp. La d6monstration est 
termin6e. 

Corollaire 2. Si f2 est un espace topologique, et P une probabilit~ de Radon, 
l'ensemble des Z(t) est uniformOment Lusin-mesurable, au sens qu'il existe une 
suite croissante de compacts (L,) de s tels que P(U L , ) =  1 et que chaque Z(t) 

P 

soit presque surement dgal gt une fonction continue sur chaque L v. 

Preuve. Soit D dense dans (T, d'). I1 suffit de prendre un compact L v ~ H  p tel 
que chaque Z(1), leD soit continu sur L ,  et que P(Lp)> 1 -  2 -v+ ~ 

Corollaire 3. Soit f2 un espace topologique, et P une probabilitd de Radon sur ~2. 
Supposons qu'il existe un ensemble T c  cg((2, IR) possOdant les propri~tds suivantes: 

a) T sdpare f2. 
b) La loi conjointe de route partie finie de Tes t  gaussienne centrde. 
c) Le proeessus sur T ddfini par l'injection canonique de T dans I~(P) est 

borne. 
Alors il existe des compacts mOtrisables L v avec P(U L , )=I .  

P 

Preuve. Soient (H,) les ensembles donn6s par la proposition 1. Soit D dense 
dans (T,d'), et un compact L p c H ,  tel que chaque d~D soit continue sur L,  et 
que P ( L p ) > I - 2  -v+l. On peut supposer de plus que Lp est le support de la 
restriction de P ~t lui-m6me. Chaque t s T  est sur Lp 6gal presque surement ~t 
une limite uniforme de d, deD. Puisque t et cette limite uniforme sont tous 
deux continus, ils coincident sur L v. Ainsi les d~D s6parent Lp, qui est donc 
m6trisable. 

Th6or6me4. Soit X un espace vectoriel localement convexe, et # une mesure 
gaussienne de Radon sur X. Alors # est portde par une r~union ddnombrable de 
compacts mOtrisables. 

Preuve. D'apr~s un r6sultat de C. Borell, on peut supposer # centr6e, c'est-~- 
dire que la loi de tout x 'eX '  soit centrhe. Soit K un compact de X tel que 
#(K)>0.  Soit T l e  polaire de K dans X'. T e s t  absorbant, donc v&ifie a) et b) 
du corollaire pr6c~dent. De plus T v~rifie c) car tout t~T  est born6 par 1 sur 
K. 

IlL Processus non born6s 

Soit T u n  ensemble. On d6finira un processus gaussien n-dimensionel centr6 
sur T comme dans le cas 1-dimensionel, en rempla~ant L2(f~) par Lz(f2) 
=L2(f2, IR"), et on 6tendra la d6finition des processus born6 de la fagon 
6vidente. On va supposer que Tes t  muni d'une distance d qui en fait un espace 
m6trique s6parable, et que Z: T~LZ,(g2) est continue pour d. 
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Soit D une partie d6nombrable  dense de T. Pour  t e T  et coef2 soit A,(co) 
l 'ensemble des valeurs d 'adhhrence de Z(k)(co)-Z(t)(co)  pour  k~D, k-+t. Pour  
ehaque ouvert  U, l '4v4nement At(co ) ~ U -- 0 est asymptotique,  done de probabili-  
t6 0 off 1. Soit (Ui)i~ N une base d 'ouverts  de JR", I={ i ,  P(At(co)c~U~)=O }. On 
a presque surernent A,(co)=A,= IR"\Q) U i. 

iE l  

Th6or6me 6. Si A tes t  born~ le processus est born~ dans un voisinage de t. (c'esta- 
dire que sa restriction dce  voisinage est born&). 

Preuve. On muni  lR" d 'une norme quelconque [!.[(. Soit a > 0  tel que 
a 

u@A,~llull < ~ .  Posons, pour  keD,  Y ( k ) = Z ( k ) - Z ( t ) .  I1 existe un  voisinage V 
de t tel que 

(1) P({co; 3 keD c~ V, l] Y(k) (co)l I e[a, 7a]})<~z- 

et 

(2) Vk~D c~ V, P({co; N Y(k) (co)[I < a})>-~ 

On va mont re r  que l 'on a 

P({r f keD c~ V,, II Y(k) (co)l[ =<a})=>�88 

Sinon il existe une partie finie F de D c~ V telle que 

P({co; V k e f ,  IJ Y(k)(co)ll =<a})<�88 

Soit re lR tel que 
P({co; f k e F ,  {] Y(k)(co)l] ~r})  -3~ - - 4 "  

On a done  r >=a. D'autre  part, il est montr6  dans F3], 1.3 que 

P({co; 3 k e f ,  JJ r(k)(a))ll ~_ 3r})__< ~-~. 
On a done 

(3) P({co; ? keF,  r<_ II YKk)(co)}l < 3r}) >-~. 

Soit B c f2 2 donna par  

f J = ' < B = t(co, co ); q ke F, r < I{ Y(k) (co)I[ < 3 r, (I Y(k) (o0)l[ = a}. 

De (2), (3) r6sulte que P| 
Soit main tenant  c~, fl > 0 avec a2 + f12 = 1 et r a - a fi = a. II est ais6 de v6rifier 

que les variables al6atoires Y'(k) sur /2 2 donnhes par  Y'(k)(co, co')=aY(k)(co) 
+fiY(k)(co') ont les marne lois conjointes que les variables Y(k). Pour  
(co, co')eB, si k e F  est tel que 

r<llY(k)(co)PI<3r, NY(k)(co')rl<=a 
o i l  a 

a = r  c~-a fi <_ Hc~ Y(k) (co) + fl g(k) (co')H < 3c~ r + a fi < 3a + 4a fi <= 7 a. 
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On a donc 

P({co; ~keF;  II Y(k)(co)ll ~[a, 7a]})>-~ 

ce qui contredit (1) et termine la d6monstration. 
Pour appliquer ce r6sultat g pleine force, le lemme suivant sera utile. 

Lemme 7. Soit ts  T et x~lR" avec xeAt .  Alors I - x ,  x] = {e x ; c ~ [ - 1 ,  1]} c A  t. 

Preuve. Pour keD, posons Y ( k ) = Z ( k ) - Z ( O .  On muni ~?z de P |  Pour 
(m, co')e[22, soit B(co, co') l'ensembte des valeurs d'adh6rence de 
(Y(k)(co), Y(k)(d)) dans 11t 2" pour k ~ t .  Cet ensemble n'est pas al6atoire. (Ce 
r6suttat a d6j/t 6t6 utilis6; ici on est darts te cas d'un processus 2n-dimensionel.) 
Soit Bc1R 2" tel que p.s. B(co, e)')=B. Une application du th6or6me de Fubini 
montre que si x~A t, alors (x,O)eB. (En effet, si Y(k,)(co)~a~A~, alors p.s. en co', 
0 est valeur d'adh6rence de Y(k,)(co').) Si maintenant on a ~, flelR avec c~2+ f12 
= 1, les variables al6atoires Y'(k) (co, co') = c~ Y(k) (co) + fi Y(k) (co') on la m~me loi 
conjointe que les variables Y(k). On en d6duit que At~O(B ), off 0: IR2"--~IR" est 
donn6e par O(x,y)=c~x+fly. On a donc c~x~A~ pour tout e s [ - 1 ,  1]. 

Remarque. En g6n6ral toutefois A t n'est pas convexe. 

Corollaire 8. Supposons n = 1 et que Z ne soit born~ sur aucun ouvert de T. Alors 
p.s. l'ensembIe {(k, Z(k)(co)); keD} est dense darts r x IR. 

Preuve. D'apr~s le th6or6me 6, aucun A t n'est born6. D'apr~s le lemme 7, on a 

At=IR pour tout t. On a donc p.s. VkED, {k} xlRc{(l,Z(1)(e3)); leD} ce qui 
suffit. 

Corollaire9. Supposons que n = l ,  et qu'il existe a < b  et BeN avec P(B)>0 tels 
que pour tET on ait p.s. 

co~B ~ Z ( t )  (co)~ [a, b] 

Alors Z e s t  bornd sur T. 

Preuve. On se ramm~ne tout d'abord au cas off la distance sur T e s t  celle 
d6finie par Z et la norme de LZ(P), et off T e s t  complet pour cette distance. 
Comme dans [1], on montre T est compact. D'apr~s le th~or~me6 et le 

b - a  
lemme7, il suffit de montrer que A~:IR pour teT. Soit c = - ~ - .  I1 existe a' 
avec P(C)>0,  off 

C = {coeB; Z(t) (co)e [a', a' + c]}. 

Pour coeC et keT, on a 

Z (k) (co)- Z (t) (co)e]a- a', b - a' - c[ ~ Z ( k )  (co)e]a, b[. 

Ce n'est donc presque jamais le cas, ce qui montre que p.s. pour coe C on a ]a 
- a ' ,  b - a ' - c [  ~A,(co)=O, et termine la preuve puisque At(co)=A~ p.s. doric ]a 
- a ' , b - a ' - c [  c~A~=O. 

IV. Coda 

On muni N" de la norme euclidienne. On d6signe par l/f.  l'ensemble des 
projections orthogonales de IR" sur un sous-espace de dimension n - 1 .  
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Un ouvert basique de IR x d@endant de n fonctionneItes sera un ensemble de 
la forme 

{coelRZ; ]](Zi(co))~<=,-al[ < a - q  

off a~lR", p~N, Z~elR (t) pour i <=n. 
Soit # une mesure gaussienne sur IR z. Supposons que /~ ne soit pas z- 

r6guli6re. I1 existe alors une famille filtrante croissante (U~)~j d'ouverts de 
Ba(1RX), recouvrant IR z, et ~ tel que Vi, #(Ui)<7<1. Soit D c J  une partie 
d6nombrable telle que #(Uu~) soit le plus grand possible. Bien sur 

l e D  

#(U b~)<c~<l, la famille 6tant filtrante croissante. Posons A=IRr\Uui .  Alors 

#(A)>0, et pour tout i6J, on a # (An  U~)=0. 
On consid6rera IR (x~ comme indus dans U(#). Pour n,p~N, as~", soit 

B(n,p,a) I'ensemble des n-uples Z=(Z~, ...,Z,)~(IR(~))" v6rifiant les conditions 
suivantes: 

(4) 

(5) 

(6) 

Posons 

Vi<n, tIZiilz<l, 

#({co~A; ItZ(co)-all <2-~'})=0, 

VM6~//4',,, #({co~A; I]M(Z(co))-M(a)ll <2-~'})>0. 

A(n, p, a) = {co~A; ~Z~B(n, p, a), HZ(co)-atl <2-~}. 

tore Etape. On montre que A c  U A(n,p,a), off la r6union est prise sur tous 
n~ p~ a 

les choix possibles n,p~N, aeQ". Pour co~A, soit n~ le plus petit entier n tel 
que co appartienne ~t un ensemble basique U d6pendant de n fonctionnelles et 
tel que # (An  U)=0. (Un tel entier existe, car il existe i~J avec c~EU~, $~(An U~) 
=0.) I1 existe donc Z~(1R(I)) n, p~N et aeQ" avec [[Z(co)-a[l <2  -p tels que 

/~({COEA; t I i Z(c0)-a  l <2-v})=0 .  

Le fait que ZeB(n~o,p, a) r6sulte sans peine de la minimalit6 de n~. On fixe, 
n, p, a, et on va 6tudier B = B(n, p, a). 

2~me Etape. Best s6parable dans (L2(#)) ". 

Pour tout ensemble d6nombrable D cB,  soit 

Lo={coslR~; VZeD, t[Z(co)-aL[ >2-P}.  

On a A \ L  D n6gtigeable, doric #(LD)>0. Choisissons D de sorte que #(Lo) soit 
le plus petit possible, 

Soit Pi la projection de rang i<n de (L2(#))" sur L2(#), et soit H l'espace 
engendr6 par U Pi(D) �9 On va montrer que B c H  ~. Sinon il existe ZeB avec par 

i<=n 

exemple ZI(sH. Ecrivons Zi=X~+ Y~ avec X ~ H  • Y~eH, pour i<n. Soit D' 
=Du{Z}.  Le choix de D montre que p.s. co~Lv~llX(co)-al] >2 -p. 

Soit E le plus petit sous-espace de IR" tel que X~E p.s. Puisque X + 0 ,  on a 
d i m E > 0 .  Pour chaque ouvert U de E, #({co; X(co)sU})>0. Soit 

L =  {COULD; d(Z(o), a+E) <2-P}. 
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On a #(L zx E) = 0, off 

E = {o)~Lo; d(Y(co), a +E) < 2 - ; } .  

Si # (E)>0 ,  il existe b s a + E  et c < 2  -p tels que si 

E ' - - { o ~ L D ;  IIY(co)-b/I <c} 

on ait # (E ' )>0 .  Si N={co~IRI;  I[X(co)+b-all<2-P-c},  on a #(N)>0.  
Puisque E ' e t  N sont ind6pendants, on a #(E'c~N)>O. Mais pour coeE'nN,  
on a IIZ(co)-all < 2  -p, ce qui est absurde puisque (E'c~ N ) \ A  est n6gligeable. 

On a donc #(L)=0.  Soit M ~ , ,  avec K e r M c E .  On a p.s.: 

co~A ~l lM(Z(co))-  M(a)H >2 p. 

Mais ceci est absurde d'apr6s la condition (6). 

3dine Etape. On fixe une partie dense d6nombrable D de B. Pour tEB, on 
d6signe par A t l 'ensemble de IR" qui est p.s. l 'ensemble des valeurs d'adh6rence 
de k(co) pour k~D, k--+t. On va montrer  que A t e s t  born6 pour tout t. Si ce 
n'est pas le cas, le lemme 7 montre qu'il existe un sous-espace E de dimension 
1 inclus dans A t. Pour coeA, xeAt, p.s. x est valeur d'adh6rence de k(co)-t(co) 
pour k~ t .  Mais puisque p.s. ] lk(co)-al[>2 -p, on a ][x+t(co)-a]l>2-P. On a 
ainsi p.s. o)~A=*d(t(co),E+a)>2 -p. Si M s ~ ,  est tel que K e r M = E ,  alors p.s. 
sur A, on a IIMt(co)-Ma]l >2 -p, ce qui contredit la condition (6). 

Ainsi, le th6or6me 6 montre  que B e s t  r6union d6nombrable d'ensembles 
sur lesquels le processus d6fini par l'injection dans L2(#) est born& 

4Ome Etape. A l'aide de la proposition 1, on a en particulier la situation 
suivante: il existe un ensemble HeBa(lRX), une famille (Ui)i~s d'ouverts basi- 
ques de IR ~ et une partie d6nombrable D de IR (z), de sorte que les conditions 
suivantes soient v6rifi6es: 

(7) He U U~, Vi~J, #(Hm U~) = 0, #(U) >0 .  
ieJ 

(8) "Tout  616merit de N e s t  presque surement 6gal sur H / t  une limite uniforme 
d'616ments de D, off N d6signe l 'ensemble des 616ments de ]R (I) servant 5. d6finir 
Fun des Ui." 

Soit I ' c I  une partie d6nombrable, telle que H ne d6pende que des 
coordonn6es dans I' ,  et que I '  contienne le support  de tout 616ment de D. On 
peut supposer  que si une fonction continue ne d6pends que des coordonn6es 
dans I' ,  et est nulle p.s. sur H, elle est nulle sur H. (En effet, la topologie 
d6finie par les coordonn6es dans 1' poss6de une base d6nombrable d'ouverts.) 
Ainsi pour teN, il existe une unique fonction ~0(t) qui soit limite uniforme sur 
H d'616ments de D, et qui coincide p.s. sur H avec t. Naturellement (p(t) ne 
d6pends que des coordonn6es de I'. Soit cosH, et identifions IR w) de fagon 
naturelle/~ un sous-espace de ]R (I). Soit t 1, ..., t,~N, ~1, ..., c~,~lR, uEIR (r). Si on 
a u +  ~ e i t i = 0 ,  alors sur H la fonction u +  ~icp( t~)  est 6gale p.s. /~ z6ro, est 

i<=n i ~ n  

continue, et ne d6pend que de coordonn6es dans I', donc est nulle. Ainsi u(co) 
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+ ~icp(t l)(co)=0.  Puisque 1111 est le dual alg6brique de IR (z~, it existe co'elR t 
i<n  

avec t(co')=q)(t)(co) pour t e n  et u(co')=u(co) pour uelR (r). Cette dernihre 
condition montre que co et co' ont m6mes coordonn6es pour les indices dans I'. 
Ceci montre que co'~H, et que t(co')=~o(t)(co') pour teN,  puisque ~0(t)(co) 
=(p(t)(co'). Supposons maintenant qu'il existe n, pEN, t=( t l ,  ..., t,)eN", a~q)" 
avec 

c o ' E U = { c o ;  [It(co)--a[[<2 -p} et #(Uc~H)=0.  

Soit U'={co; [ko(t)(co)-at[ <2-P}. On a co'eU'. Mais U' ne d6pends que 
des coordonn6es dans I', doric # ( U ' ~ H ) > 0 .  Mais puisque t(c~)=cp(t)(co) p.s. 
sur H, ceci contredit le fait que # ( U ~ H ) = 0 .  La situation dhcrite par les 
conditions (7) et (8) est donc impossible. On a donc montr6: 

Th6or4me 10. Toute mesure gaussienne sur IR x est "c-rdguliOre. 

Dhsignons par IR le compactifi6 usuel de IR. Une probabilit6 # sur IR ~ 
induit une probabilit6 de Radon/~ sur li~ • Le thhor4me 10 affirme que si # est 
gaussienne, 1R Ies t  de mesure exthrieure 1 pour/7. 

On trouvera dans [4] un exemple de mesure gaussienne non r-r6guli6re sur 
un espace de Banach. 
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Note Added in Proof 

La m~thode de la proposition 1 permet 6galement de montrer qu'nn processus gaussien born6 ~t 
covmiance continue, d~fini sur un espace polonais, poss6de une version dont les trajectoires sont 
p.s. de premi4re classe de Baire. 


