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Summary. We give a simple proof of the fact that a Radon gaussian
measure on a locally convex vector space is carried by a countable union
of metrisable compact sets, We show that a separable centered gaussian
process with continuous covariance which is defined on a Polish space X,
and is a.e. unbounded on any open set, has a.e. dense trajectories in X x R,
These results allow us to show that for any set I, any gaussian measure on
R! is t-smooth.

1. Introduction

Soit X un espace topologique. On désigne par Ba(X) la tribu de Baire sur X,
¢’est-a-dire la tribu engendrée par les fonctions continues sur X. Soit u une
mesure de probabilité sur Ba(X). On dira [7] que u est t-réguliére si pour
toute famille (U)),, filtrante croissante d’ouverts de Ba(X), dont X soit la
réunion, on a sup w{U)=1.

ief

Soit X un espace vectoriel localement convexe et X' Pensemble des formes
lindaires continues sur X. Comme dans [2] il est possible de montrer que
Ba(X) est la tribu engendrée par X’'. Soit u une mesure de probabilité sur
Ba(X). On dira que p est gaussienne si la loi de tout x'e X’ est gaussienne. Si X
=R alors X'=R®, et Ba(X) est la tribu engendrée pour les fonctions
coordonnées. Une mesure gaussienne sur R’ est alors une mesure telle que la
loi conjointe toute famille finie de fonctions coordonnées soit gaussienne.

Le but premier de ce travail est de montrer que toute mesure gaussienne
sur RY est -réguliére. Un des aspects les plus marquants de ce résultat est qu’il
semble trés abstrait, mais qu'il dépend de facon déterminante de propriétés en
dimension finie. Un long travail d'approche est toutefois nécessaire. Les
résultats obtenus lors de cette approche ont un intérét en soi. Le paragraphe 2
regroupe ceux qui Sappliquent aux mesures gaussiennes de Radon, et le
paragraphe 3 ceux qui se rapportent aux processus gaussiens non boraés. Le
paragraphe 4 donne Passaut final.
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La conjecture que toute mesure gaussienne sur IRY est t-réguliére est due 2
A, Tortrat il y a quelques années (communication orale). Nous remercions
chaleureusement celui~ci de nous avoir interessé a ce probléme, ce qui a été le
point de départ de nos travaux sur les mesures gaussiennes. Les progres
cruciaux sur ce probléme ont été acquis lors d’une visite & 1'Université de
Fukuoka. Nous remercions H. Sato d’avoir arrangé cette visite et pour la
stimulation considérable qu’il nous a apporté. Nous le remercions également
de nous avoir fourni, alors que ce travail était déja réalisé, un préprint de [5],
dont les idées nous ont permis de reformuler la proposition 1 de fagon
élégante.

II. Structure des processus bornés

Les résultats de cette partie sont essentiellement contenus dans [6]. Toutefois,
comme nous les avons obtenus indépendamment, et avec des preuves bien plus
directes, nous les donnerons pour la commodité du lecteur.

Soit T un ensemble. Un processus gaussien centré sur T est une application
Z de T dans I*(P), ou (Q,X,P) est un espace probabilisé, tel que la loi
conjointe de toute famille finie de Z(¢), teT soit gaussienne centrée. On dira
que Z est bornési la condition suivante est vérifiée:
«Pour tout £>0, il existe AeX, avec P(4)=1—s¢, et M >0 tels que pour tout
teT on ait

wed == |Z(t) ()| EM. »

Il est classique (loi 0—1) que cette condition est vérifiée dés qu’il existe 4
avec P(4)>0 et M >0 tel que pour teT on ait wed == |Z(t)(w)| <M.

On dit gu'une application Z de T dans #2(P) est une version de Z si pour
tout teT, Z(t) appartient a la classe de Z(t).

Proposition 1. Soit Z un processus borné sur T. Il existe alors une quasi-distance
d' sur T, telle que lespace (T,d’) soit séparable, une version Z de Z, et des .
ensembles mesurables H, de Q, avec P(H,)=1-27% tels que les ensembles
(. ) (@))per, SOient eqmcontmus sur (T, d").

On peut bien slir supposer que pour t=+t, on a Z(t)+Z(t'), et donc que
Iapplication Z est injective. Soit d la distance sur T définie par cette injection
et la norme de I?(P). On muni T de la topologie induite par d. L’ensemble
Z(T) est un CB-ensemble au sens de [1]. Il s’ensuit donc qu’il est séparable
pour d. (Il est méme précompact, mais cela ne nous sera pas utile.)

Disons qu'un sous-ensemble A de T posséde la propriété (S,) s'il contient
un sous-ensemble dénombrable dense D, tel que la condition suivante soit

satisfaite:
Ye>0, da>0,

P({w; k,leD, d(k, ) <a=|Z(k) (w) - Z() (@) =27} =1 —e.

11 est facile de voir que cette condition ne dépend pas de I'ensemble dense
D choisi.
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I ére Etape. On va prouver que pour chaque p, T est réunion dénombrable
d’ensembles ayant la propriété (S,).

Soit U la réunion de tous les ouverts de T qui sont réunions dénombrables
d’ensembles ayant la propriété (S,). Il suffit de prouver que U=T Dans le cas
contraire, soit T'=T\U, et D un sous-ensemble dense de T".

Pour un ouvert V de T, soit

(V) (w)=£i(lglggg 1Z (k) (@) —Z (1) (w)]-

kleDaV

On voit comme dans la preuve du théoréeme 3.3.2 de [3] gu'il existe a(V) tel
que (V) (w)=a(V) p.s. Si on avait a{V)=2"7 pour tout ouvert de 7, alors en
tout point ¢ de T’ Poscillation de Z(k){w) pour k—t, keD, serait ps.2277
donc infinie d’aprés le corollaire 2 p. 43 de [3].

Dong, il existe un ouvert non vide ¥ de T" tel que

P(U{w; k,IeD, d(k, l) <n~ ' =|Z(K) (&)~ Z() (@) <2 7})=1.

Mais alors UuV est plus grand que U, et est réunion dénombrable d’ensem-
bles possedant la propriété (S,), ce qui est absurde.

2éme Etape. Pour chaque p, on peut donc écrire T=1| ) AZ, ou A% posséde la

"
propriété (S ) et ou les ensembles (4%), sont deux a deux disjoints. On peut
également supposer que pour p’=p chaque 4P est contenu dans A42.
Pour pz1, t, uel, soit 6°(t,u}=0 si t,u appartiennent au méme ensemble
A2, et 67(t,u)=1 sinon. Posons:

d'(tuy=d(t,u)+ Y 2778%(t,u)

rzl

Alors Tespace (T,d’) est séparable. En effet, une partie I de T qui est dense
pour d dans chaque A% est dense dans (T, d").

Pour leD, fixons Z(l)eZ*(P) dans la classe de Z(]). Pour chaques entiers
n, p, soit a(n, p)>0 tel que P(H, )>1-2"""#=1 ol

H, ,={w;k 1leD'n AL, d(k,[y<a(n,p)
= [Z(k) (@)~ Z() (@) =277}

Posons H,=()H, ,. Ainsi P(H,)=1—-2"". Sqit teT. Pour chaque p, soit
n(p) avec te A% . "

Soit leD' ~ A2

by avee 2d(t, ) <a(n(p), p).
Puisque H,cH

(p)s p> ona ps.

wel, = |Z(1) (@)~ Z(D) @) £27

(En effet, Z(r) est limite en mesure d'une suite Z(k) ou keD'mnd4f . et

a(p
d(k, h<a(n(p).p). ]
Pour te7, posons Z{ty= limsup Z{I).
1eD,d'(t, 11— 0
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Pour d'(t,[)277, on a leA5 . Ce qui précede montre donc que Z(t) est dans
la classe de Z(t). Cela montre aussi que pour ueT, avec d'(t,u)<Inf(2-?,
a(n(p),p)) on a |Z(t)(w)—Z(u)() <277 pour weH,. La démonstration est
terminée.

Corollaire 2. Si Q est un espace topologique, et P une probabilité de Radon,
Pensemble des Z(t) est uniformément Lusin-mesurable, au sens qu’il existe une
suite croissante de compacts (L,) de Q tels que P L,)=1 et que chaque Z(t)

p
soit presque surement égal d une fonction continue sur chaque L.

Preuve. Soit D dense dans (T,d). 1l suffit de prendre un compact L,=H, tel
que chaque Z(l), [eD soit continu sur L,etque P(L,)z1-2" p+i

Corollaire 3. Soit Q un espace topologique, et P une probabilité de Radon sur Q.
Supposons qu’il existe un ensemble T € (Q,R) possédant les propriétés suivantes:

a) T sépare Q.

b) La loi conjointe de toute partie finie de T est gaussienne centrée.

¢) Le processus sur T défini par linjection canonique de T dans I*(P) est
borné.

Alors il existe des compacts métrisables L, avec P(| JL,)=1.

p

Preuve. Soient (H,) les ensembles donnés par la proposition 1. Soit D dense
dans (T,d’), et un compact L,=H, tel que chaque deD soit continue sur L, et
que P(L,)21-277*' On peut supposer de plus que L, est le support de la
restriction de P a lui-méme. Chaque teT est sur L, egal presque surement a
une limite uniforme de d, deD. Puisque t et cette limite uniforme sont tous
deux continus, ils coincident sur L,. Ainsi les deD séparent L, qui est donc
métrisable.

Théoréme 4. Soit X un espace vectoriel localement convexe, et u une mesure
gaussienne de Radon sur X. Alors u est portée par une réunion dénombrable de
compacts métrisables.

Preuve. D’aprés un résultat de C. Borell, on peut supposer u centrée, cest-a-
dire que la loi de tout x'eX’ soit centrée. Soit K un compact de X tel que
u(K)>0. Soit T le polaire de K dans X'. T est absorbant, donc vérific a) et b)
du corollaire précédent. De plus T vérifie ¢) car tout te€T est borné par 1 sur
K.

I11. Processus non bornés

Soit T un ensemble. On définira un processus gaussien n-dimensionel centré
sur T comme dans le cas 1-dimensionel, en remplagant I*(Q) par L(Q)
=I*(Q,R", et on étendra la définition des processus borné de la fagon
évidente. On va supposer que T est muni d’une distance d qui en fait un espace
métrique séparable, et que Z: T— L2(€2) est continue pour d.
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Soit D une partie dénombrable dense de T. Pour teT et weQ soit A Aw)
Pensemble des valeurs d’adhérence de Z (k) (w)— Z(t) (w) pour keD, k—t. Pour
chaque ouvert U, l'éveénement 4,(w) U =0 est asymptotique, donc de probabili-
t¢ 0 ou 1. Soit (U,),.y une base d’ouverts de R”, I={i, P(4,(w)nU)=0}. On
a presque surement A,(w)=A,=R"\| ) U,.

iel
Théoréme 6. Si A, est borné le processus est borné dans un voisinage de t. (cesta-
dire que sa restriction d ce voisinage est bornée).

Preuve. On muni R” d'une norme quelconque {.[. Soit a>0 tel que

ueA,:llu[lgg. Posons, pour keD, Y(k)=Z(k)—Z(t). 11 existe un voisinage V
de 1 tel que

(1) P({w; IkeD Y, | Y (k) (w)l €la, Tal}) S5
et
) VkeDV, P({o; | Y(k) (0)| £a}) 23

On va montrer que I'on a
P({w;YkeDnV, | Y(k)(w)| Sa}) 22,
Sinon il existe une partie finie F de DV telle que
P({e; VkeF, || Y(k) ()] Sa}) <i.

Soit relR tel que
P({w; VkeF, | Y(K) ()| S7})=1

On a donc r=a. D’autre part, il est montré dans [3], 1.3 que
P({e; IkeF, | Y (k) (w)] Z37}) =75
On a donc
3) P({o; IkeF, r< || Y(k) ()] £37}) 2.
Soit B=Q? donné par
={{o, @); TkeF, r 2| Y (k) ()| 237, [ Y(K) ()| Sa}.

De (2), (3) résulte que PQP(B)=

Soit maintenant o, =0 avec « +[32 letra—af=a. Il est aisé de vérifier
que les variables aléatoires Y'(k) sur Q* données par Y'(k)(w, w)=aY(k)(w)
+pY(k) (@) ont les méme lois conjointes que les variables Y(k). Pour
(w, w)eB, si keF est tel que

r| YRy (@) £3r,  [Y(K) (@) sa
on a

a=ra—afZ|oeYk) (w)+BYk) ()| 23ar+afs3at+4apgTa.
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On a donc
P({w; 3keF; | Y(k)(w)|ela, Tal}) 25

ce qui contredit (1) et termine la démonstration.
Pour appliguer ce résultat a pleine force, le lemme suivant sera utile.

Lemme 7. Soit teT et xeR" avec xeA,. Alors [—x,x]={ox; ac[-1,11} = 4,.

Preuve. Pour keD, posons Y(k)=Z(k)—Z(t). On muni Q> de P®P. Pour
(0, 0)eQ? soit B{w,®) lensemble des valeurs d'adhérence de
(Y(k) (), Y(k) (') dans R*" pour k—t. Cet ensemble n’est pas aléatoire. (Ce
résultat a déja été utilisé; ici on est dans le cas d’un processus 2n-dimensionel.)
Soit BcR?" tel que p.s. B{w, w')=B. Une application du théoréme de Fubini
montre que si xe4,, alors (x, 0)eB. (En effet, si Y{k,)(w)—ac4,, alors p.s. en
0 est valeur d’adhérence de Y(k,)(w’).) Si maintenant on a o, feR avec o+ 2
=1, les variables aléatoires Y'(k)(w, ®Y=0aY(k)(@)+ LY (k) (') on la méme loi
conjointe que les variables Y(k). On en déduit que 4,2 0(B), ou §: R*"—R" est
donnée par 6(x, y)=ax+fy. On a donc e xeA, pour tout ae[—1,1].

Remarque. En général toutefois 4, n’est pas convexe.

Corollaire 8. Supposons n=1 et que Z ne soit borné sur aucun ouvert de T. Alors
p.s. Pensemble {(k, Z(k)(w)); keD} est dense dans T x R.

Preuve. D’aprés le théoréme 6, aucun 4, n'est borné. D’aprés le lemme 7, on a

A,=R pour tout t. On a donc ps. VkeD, {k} xR<{({, Z(l)(w)); IeD} ce qui
suffit.

Corollaire 9. Supposons que n=1, et qu’il existe a<b et BeX avec P(B)>0 tels
que pour teT on ait p.s.
weB=Z(t)(w)¢[a,b]

Alors Z est borné sur T.

Preuve. On se rammeéne fout d’abord au cas ou la distance sur T est celle
définie par Z et la norme de L*(P), et o0 T est complet pour cette distance.
Comme dans [1], on montre T est compact. D’aprés le théoreme6 et le

. b— ,
lemme 7, il suffit de montrer que 4,+R pour teT Soit e=""2 1l existe o

avec P(C)>0, o 2
C={weB; Z(t)(w)eld, a' +c]}.

Pour weC et keT, on a
Zk) ()= Z@) (w)ela—d,b—a —c[ =Z (k) (w)e]a, b[.

Ce n’est donc presque jamais le cas, ce qui montre que p.s. pour weC on a la
—d,b—d ~c[ nA {w)=0, et termine la preuve puisque A4,(w)=4, p.s. donc Ja
—da,b—d —~c[nA,=0

IV. Coda

On muni R” de la norme ecuclidienne. On désigne par .#, lensemble des
projections orthogonales de IR” sur un sous-espace de dimension n—1.
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Un ouvert basique de R? dépendant de n fonctionnelles sera un ensemble de
la forme .
{weR"; I(Z(w));

ign

—alf <277}

ot aelR”, peN, Z.eR?P pour i<n.

Soit u une mesure gaussienne sur RY. Supposons que g ne soit pas t-
régulicre. Il existe alors une famille filtrante croissante (U),., d’ouverts de
Ba(R7), recouvrant R’ et « tel que Vi, u(U)<au<1. Soit DcJ une partie
dénombrable telle que u(lJU) soit le plus grand possible. Bien sur

ieh
u(l ) UyLa<1, la famille étant filtrante croissante. Posons 4=R"\ | ] U,. Alors
ieD iel
u(A)>0, et pour tout ieJ, on a u(4U)=0.
On considérera RY comme inclus dans L?(u). Pour n,peN, ae®”, soit
B(n, p,a) Pensemble des n-uples Z=(Z,, ..., Z,)e(R")" vérifiant les conditions
suivantes:

4 vign, JZJ),=1,

&) m{wed; [Z(w)—al <277} =0,

(6) VMed,, plloed; |MZw)-M@)|=s277})>0
Posons

A(n, p,a)={weAd; IZeB(n, p,a), | Z(w)—all <27 7}.

lére Etape. On montre que A< | ] A(n,p,qa), ou la réunion est prise sur tous

les choix possibles n, peN, ac®@”. pPour weA, soit n, le plus petit entier n tel
que o appartienne & un ensemble basique U dépendant de n fonctionnelles et
tel que u(4nU)=0. (Un tel entier existe, car il existe ieJ avec wel,, u(4AnU)
=0.) Il existe donc Ze(RW)", peN et aeQ" avec |Z(w)—al| <277 tels que

u({wed; |Z(w)—al| 2277} =

Le fait que ZeB(n,,p, a) résulte sans peine de la minimalité de n,. On fixe,
n,p,a, et on va étudier B=B(n, p, a).

2éme Etape. B est séparable dans (I2(u)".

Pour tout ensemble dénombrable D < B, soit
Ly={weR*;YZeD, | Z(w)~a| Z2"}.

On a A\Lj négligeable, donc pu{L;)>0. Choisissons D de sorte que p(L,) soit
le plus petit possible.

Soit p; la projection de rang i<n de (L*(w)" sur L*(u), et soit H I'espace
engendré par U p;(D). On va montrer que B« H” Sinon il existe ZeB avec par

exemple Z ¢H Ecrwons Z,=X,+Y, avec X,eH*, YeH, pour i<n. Soit D
=Du{Z}. Le choix de D montre que p.s. a;eLD=>}|X(co) al| =2k

Soit E le plus petit sous-espace de IR" tel que X€E p.s. Puisque X +0,0n a
dim E>0. Pour chaque ouvert U de E, p({w; X{w)eU}}>0. Soit

L={weL,; d(Z(w),a+E)<2"*}.
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Ona y(LaL)=0, ou
L'={weL,; d(Y(w),a+E)<2™%}.
Si p(L)>0, il existe bea+ E et ¢<27? tels que si
L'={weLy; | Y{w)—b| <c}

on ait pu(L)>0. Si N={weR’; |X(w)+b—a|<27P—c}, on a u(N)>0.

Puisque L et N sont indépendants, on a u(L'nN)>0. Mais pour weL'nN,

on a [Z(w)—al <277, ce qui est absurde puisque (L' n N)\ 4 est négligeable.
On a donc u(L)=0. Soit Me.#,, avec Ker M <E. On a p.s.:

weA=||M(Z(w))—M(@)| =277
Mais ceci est absurde d’aprés la condition (6).

3éme Etape. On fixe une partie dense dénombrable D de B. Pour teB, on
désigne par A4, I'ensemble de R” qui est p.s. I'ensemble des valeurs d’adhérence
de k(w) pour keD, k—t. On va montrer que A4, est borné pour tout ¢. Si ce
n’est pas le cas, le lemme 7 montre qu’il existe un sous-espace E de dimension
1 inclus dans A,. Pour weA, x€A,, p.s. x est valeur d’adhérence de k{w)—t{w)
pour k—t. Mais puisque p.s. |k(w)—a| =277 on a |x+t(w)—al|=27?. On a
ainsi p.s. wed=d(t(w), E+a)=2"*. Si Me.#, est tel que Ker M =E, alors p.s.
sur A, on a |[Mt(w)—Ma)| =277, ce qui contredit la condition (6).

Ainsi, le théoréme 6 montre que B est réunion dénombrable d’ensembles
sur lesquels le processus défini par Iinjection dans L*(u) est borné.

4éme Etape. A Taide de la propositionl, on a en particulier la situation
suivante: il existe un ensemble HeBa(RY), une famille (U),., d’ouverts basi-
ques de R’ et une partie dénombrable D de RY, de sorte que les conditions
suivantes soient vérifices:

(7 Hel U, Viel, uwHAU)=0, u(H)>O0.

ief
(8) “Tout ¢élément de N est presque surement égal sur H & une limite uniforme
d’éléments de D, ot N désigne I'ensemble des ¢léments de RY) servant 4 définir
I'un des U,.”

Soit I'cl une partie dénombrable, telle que H ne dépende que des
coordonnées dans I', et que I' contienne le support de tout élément de D. On
peut supposer que si une fonction continue ne dépends que des coordonnées
dans I', et est nulle p.s. sur H, elle est nulle sur H. (En effet, la topologie
définie par les coordonnées dans I’ posséde une base dénombrable d’ouverts.)
Ainsi pour teN, il existe une unique fonction ¢(tf) qui soit limite uniforme sur
H d’¢léments de D, et qui coincide p.s. sur H avec t. Naturellement ¢(f) ne
dépends que des coordonnées de I'. Soit weH, et identifions RY" de fagon

naturelle & un sous-espace de RY. Soit ¢,,...,t,eN, o, ..., 0,eR, ueRY", Si on
a u+ )y o;t;=0, alors sur H la fonction u+ ) o; @(t;) est égale p.s. & zéro, est
i<n isn

continue, et ne dépend que de coordonnées dans I', donc est nulle. Ainsi u(w)
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+ Y o ¢(t;) (w)=0. Puisque R’ est le dual algébrique de R, il existe o' eR’

i<n
avec t(w)=e¢(t)(w) pour teN et u(w)=u(w) pour uclRY), Cette derniére
condition montre que w et @' ont mémes coordonnées pour les indices dans I'.
Ceci montre que w'eH, et que f(@)=¢() (@) pour teN, puisque ¢(t)(w)
=¢(t) (). Supposons maintenant qu’il existe n,pelN, t=(,,...,1,)eN", acQ"

avec
w'el={w; |tlo)—all<2"?} et wWUnH)=0.

Soit U'={m; et} {(w)—all<277}. On a «'eU’. Mais U’ ne dépends que
des coordonnées dans I', donc u(U' nH)>0. Mais puisque t{w}=o{t){w) p:s.
sur H, ceci contredit le fait que p(UnH)=0. La situation décrite par les
conditions (7) et (8) est donc impossible. On a donc montré:

Théoréme 10. Toute mesure gaussienne sur R” est t-réguliére.

Désignons par R le compactifié usuel de R. Une probabilité x4 sur R’
induit une probabilité de Radon j sur R’. Le théoréme 10 affirme que si u est
gaussienne, R’ est de mesure extérieure 1 pour ji.

On trouvera dans [4] un exemple de mesure gaussienne non t-réguliére sur
un espace de Banach.
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Note Added in Proof

La méthode de la proposition 1 permet également de montrer qu’un processus gaussien borné 3
covariance continue, défini sur un espace polonais, possede une version dont les trajectoires sont
p-s. de premiére classe de Baire.



