
Z. Wahrscheinlichkeitstheorie 2, 69--74 (1963) 

Eine Bemerkung 
zur Kennzeichnung der charakteristischen Funktionen* 

Von 

~IORGIO LETT2t 

Bekanntlich kann die Menge der charakteristischen Funktionen, d .h .  die 
Menge der Fourier-Stieltjes-Transformierten der Verteilungsfunktionen, durch die 
funktionellen Eigenschaften beschrieben werden, die die zu ihr gehSrenden Funk- 
tionen besitzen. 

Von grundlegender Bedeutung ist in diesem Zusammenhang der Begriff der 
,,nichtnegativen Definitheit" und der Satz yon S. BOCH~CE~ (siehe [1], S. 207), nach 
dem eine ftir alle reellen Zahlen definierte komplexwertige stetige und besehrgnkte 
Funktion / dann und nur dann eine charakteristisehe Funktion ist, wenn sie 
niehtnegativ definit und ] (0) = 1 ist. 

Andere Kriterien entstehen hieraus durch Spezialisierung der in der Definition 
von niehtnegativer Definitheit auftretenden unbestimmten Funktion. Zum Bei- 
spiel gilt der Satz, dab eine ffir alle reellen Zahlen definierte komplexwertige 
Funktion / genau dann eine charakteristische Funktion ist, wenn sie die folgenden 
Eigenschaften besitzt (vgl. [2], S. 324): 

(a) / ist beschrgnkt. 

(b) / ist stetig mit /(0) = 1. 

(c) Es ist 
+c~ + c o  

f .f/(u--v)e-l(u-v)x-a(u+v)dudv ~0  
o o 

ffir alle reellen x und genfigend kleine a > 0. 
In einem a,nderen Kriterium wird (e) durch die folgende Bedingung (c') ersetzt 

(vgl. [1], S. 208): 

(c') Es ist 
b b  

.f [. / ( , ,  - v ) e - , ~ - v ) ~  d u ~  > o 
o o  

ffir alle reellen x und genfigend grol~e b > 0. 
In [2] und weniger ausdrficklich auch in [1] wird bemerkt, dal~ die L-mel~bare 

Funktion ] jedenfalls L-fast gleich einer charakteristischen Funktion ist, wenn sie 
die Eigenschaften (a) und (c), bzw. (a) und (c'), besitzt und dabei stetig im Null- 
punkt ist mit /(0) = 1. 

In der vorliegenden Arbeit wollen wir unter Verzicht auf Stetigkeitsforderungen 
notwendige urLd hinreichende Bedingungen ffir die L-fast-l~bereinstimmung einer 

* Herrn Pro:[. Dr. I-I. RICHTER bin ich ffir ttinweise wghrend der Abfassung dieser Arbeit 
dankbar. 
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gegebenen Funktion mit  einer charakteristisehen Funktion und damit  Ergebnisse 
beweisen, die die zwei erw~hnten Kriterien enthalten. 

Zuns betrachten wir ein Kri ter ium (2.1) ffir die L-fast-Ubereinstimmung 
einer gegebenen Funktion mit  einer charakteristisehen Funktion ffir den beson- 
deren Fall, da~ die fragliche Funktion L-summierbar  ist. Dabei wird die Bedin- 
gung ] (0) = 1 dureh die Forderung ersetzt, dab das unbest immte Integral  yon 
im ~qullpunkt links- und rechtsseitigen Ableitungen mit  der Halbsumme Eins be- 
sitzt. Die Verallgemeinerung (2.2) auf  den allgemeinen Fall geschieht dann dureh 
Approximation yon / durch eine Folge (~gn), wobei (gn) eine passende gegen Eins 
konvergente Hilfsfolge yon summierbaren charakteristisehen Funktionen ist. 

Dureh Spezialisierung der Hilfsfolge (gn) fliel~en aus diesem Kri ter inm ver- 
schiedene Spezialkriterien; insbesondere Verallgemeinerungen der zwei eingangs 
erws ffir stetige Funktionen giiltigen Kriterien auf  den Fall der Me~barkeit. 

, 

I m  folgenden bezeichnen wit mit  R die Menge der reellen Zahlen und mit  
den ~-KSrper der Borelschen Teilmengen yon R. 

Es gilt der folgende 

(1.1) Satz. Es sei (hn) eine Folge yon nichtnegativen in R definierten reellen Funk- 
tionen, wobei hn /i~r jedes n an] dem Intervall (-- c~, u) monoton nicht/allend und 
au[ dem Intervall (u, @ c~) monoton nichtwachsend ist mit 

y 

(1.2) lim ~ h n ( t ) d t ~ l  fiir - - c ~ x < u < y ~ + c o .  

Die komplexwertige, in R definierte L-me/3bare Funktion / sei an] der L-me[3baren 
Menge A beschrgnkt und au[ R -  A L-summierbar; weiter besitze die Funktion 

x 

[(x) ~ - . [ / ( t )d t  im Punlct u die Ableitung /(u). Dann gilt 
u 

(1.3) lira ] ](t) hn(t)dt ~- ] (u) .*  

Beweis. Ohne Einschr~tnkung der Allgemeinheit kSnnen wir annehmen, dal~ u 
nebst einer Umgebung zu R -  A gehSrt. 

Gilt nun ]](t)l <=c auf A mit  0 < c  < c~, so liefert (1.2) 

I] /(t)hn(t)dtl <= c ] hn(t)dt-*O. 
A A 

Wit diirfen also A = O, d.h.  / als summierbar annehmen. 
Sind nun a, b fest gew~thlt mit  - -  c~ < a < u < b < c~, so gilt 

a b +co 
(1.4) ] ](t)hn(t)dt -~ ~ /(t)hn(t)dt q- ~ /(t)hn(t)dt -~ ]/(t)hn(t)dt, 

R --oo a b 

so dal~ wir naeh dem Satz yon P. I. Ro~A~ows~I  ([3], S. 317) nur die Beziehungen 
a +~o 

(1.5) lim ]] ( t )hn( t )d t=O,  lira ~](t)hn(t)dt=O 
n - + o o  - - o o  ~ t - - > o o  b 

* Fiir  den Spezialf~ll, dab die Funk t ionen  h n  und  f ~uBerhalb eines festen endlichen In-  
terval ls  verschwinden,  wurde  dieser Sutz bereits yon  P. I .  Ro~A~owsKI  bewiesen. 
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zu beweisen brauchen. Ist a < a ' <  u, so gilt 
a a a ~ a 

l f hn (t) dt. f [ [ (t) [ dt, I f / ( t ) h n ( t ) d t [  g a n ( a ) f [ / ( t ) [ d t  ~ a ' - - ~  
- -  c ~  - -  o o  ~t - - o o  

woraus die erste Beziehung yon (1.5) folgt; die zweite ergibt sich analog. 
Den Satz (1.1) werden wir aueh in der folgenden Gestalt verwenden. 

(1.6) Satz. Wird in (1.1) yon [ lediflich die Existenz der links, und der rechts- 
seitigen Ableitung ge]ordert und wird (1.2) durch die stSrkere Annahme ersetzt, daft 
es zwei Zahlen a, b gibt mit a + b -~ 1 und 

u y 
l i m f h n ( t ) d t = a  ffir - - c ~ g x < u ,  l i m f h n ( t ) d t = b  ffir u < y g + c ~ ,  

n X n u 

so gilt start (1.3) die Beziehung 

(1.7) lim f / (t) hn (t) dt = a / .  (u) + b /* (u) , 
n R 

wobei / ,  (u) bzw. /* (u) die links- bzw. rechtsseitige Ableitung von / in u bedeuten. 

Beweis. Setzen wir 

l(t) f~r t < u  ~/*(u) f~i~ t<=u 
f0(t)=- / . ( u )  ffir t ~ u ,  ]0 ( t )=  [ / ( t )  fiir t > u  

und wenden wit (l.1) auf die Funktionen/0,  hn �9 Z(-~, u), bzw. ~uf]  ~ hn " Z(u, +~) 
an, so erhalten wir zwei Gleichungen, aus denen sich (1.7)durch Addition ergibt. 

2. 

Eine Verteilung ist ein normiertes Ma~ auf ~. Die charakteristische Funktion 
der Verteilung/z ist die komplexwertige in R definierte Funktion 

/ (u) = f e~ux d~ (x). 
/ t  

Eine komplexwertige in R definierte Funktion / nennen wit eine charakteri- 
stische Funktion, wenn es eine Verteflung ~ gibt, so dal3 ] mit der charakteri- 
stischen Funktion yon # fibereinstimmt. 

Es gilt der folgende 

(2.1) Satz. Fiir die komplexwertige in R definierte und L-summierbare Funktion / 
sei definiert 

1 f e  -ux/( t )  dt ffir x E R .  p ( x )  : = 
R 

1. Es ist / dann und nut  dann L-/ast gleich einer charakteristischen Funktion, 
wenn ] die ]olgenden Bedingungen er]i~llt: 

t 
(a) Die Funktion /(t) ~- f / ( x )  dx besitzt im Nullpunkt die links- und die rechts- 

0 
seitige Ableitung / .  (0) und /* (0) mit ~ (/. (0) + / *  (0)) = 1. 

(b) Es ist p (x) ~ 0/i~r jedes x ~ R. 
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2. Sind diese Bedingungen er/i~llt, so gilt f p (x) dx = 1 und ] i s t  L-last gleich 
tt  

der charalcteristischen Funktion der durch die Dichte p definierte Verteilung. 

Beweis. 1. Die l~otwendigkei t  yon  (a) und  (b) ist bekannt ,  so da~ nur  das 
Hinre ichen zu zeigen ist. Dabe i  beachten  wir die Beschr~nkthei t  yon  p .  

2. Es  ist ffir jedes u e R und  jedes natiirl iche n: 

[ ]. .  [efUXp(x)e_~lx[dx=[eiu x 1 [e_ax](t)dt e-,;i Idx 
R It R 

1 1 n (*) - 2~ ] ~ t / ( t )  ]e . . - t~z-~Ixl  gx = ~ ] / ( t )  ~. + ~ _  ~) .dt .  
R R R 

I m  F a l l e u  = 0 bilden die In t eg randen  in (*) links wegen (b) sine nichtfal lende 
Folge von summierba ren  Funkt ionen .  Gemgl~ (1.6) und wegen (a) haben  wir also 

n 

R n--,.oo R n..-+r R 

1 
= y (1, (0) + I*(0))  = 1. 

Somit  dfirfen wir in (*) nach  dem Satz yon Lebesgue unte r  dem Integra l -  
zeichen zu n -+ oo i ibergehen und  dami t  ergibt  sich gemgi~ (1.1) 

f e iux p (x) dx = lim f e ~uz p (x) e-~ Ixl dx =- lira 1 f ] (t) ~y-§ n ( W - -  ~,)~ dt = / (u)  
R n-+oo It n--+co It 

ffir fast  jedes u ~ R * ;  w . z . b . w .  
Aus dem soeben bewiesenen Satz en tnehmen  wit  nun  den folgenden 

(2.2) Satz. Es ssi (gn) sine gegen Eins konvergente Folge yon reellen und summier- 
baren charakteristischen .Funktionen, so daft ]i~r jedes n gn monoton nicht/allend in 
einer linken Umgebung und monoton nichtwachsend in einer rechten Umgebung von 
0 ist. 

Die komplexwertige in R definierte Funktion ~ ist dann und nut dann L-last 
gleich einer charakteristischen Funktion, wenn sie die/olgenden Eigenschalten besitzt: 

(a) ]is t  L-mefibar. 
(b) ] i s t  au/ der L-mefibaren Menge A beschri~nkt und au] R -- A L-summierbar, 

wobei A bis au] sine L-Nullmenge eine Umgebung yon 0 enthSlt. 
t 

(c) Die Funktion ](t) = f ] (x) dx besitzt im Nullpunkt die links- und die rechts- 
0 

seitige Ableitung 1, (0) und /* (0) mit �89 (], (0) -~ ]* (0)) = 1. 

(d) Es ist 
eitX l (t) gn (t) dt ~ 0 

R 

liar jedes x e R und jedes n. 
Beweis. I s t  / L-fas t  gleich einer charakter is t ischen Funkt ion ,  so sind die Be- 

dingungen (a), (b), (c) offenbar erfiillt und  dabei  ist die summierbare  F u n k t i o n / g n  

* Vergleiche hierzu [3], Seite 280, Satz 2. 
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L-fast gleich einer charakteristischen Funktion ([2], (6.22), S. 292), so dab ge- 
m/~l] (2.l) die Bedingung (d) ebenfalls erffillt ist. 

Nun nehmen wir umgekehrt an, daft die Bedingungen (a), (b), (c), (d) erfiillt 
sind. 

Ffir festes n w/~hlen wir a > 0, so daft gn monoton nichtwachsend in (0, a) ist 
und I / (t) I ~< c < c~ f i i r t  e (0, a). 

Bezeichnen wir mit ttn das durch --gn in dem a-K6rper der Borelschen Teil- 
mengen yon (0, a) erzeugte Maft, so haben wir durch zwei partielle Integrationen 
ffir jedes u ~ (0, a) 

f / (t) gn (t) dt = [(u) gn (u) @ f / d#n,  
0 0 

wobei gilt: 
U A ~t ~ 

[fld#~ I ~=c]td~n(t )  = c[ ~gn(t) d t -  ugh(u)]. 
0 0 0 

Hieraus folgt unmittelbar wegen Voraussetzung (c): 

(2.3 a) lira 1 ~] (t) gn (t) dt = / *  (0). 
u~0 0 

VSllig analog ergibt sich die Beziehung 

(2.3b) lim 1 ~/(t) gn (t) dt = / .  (0). 
"t$ u~o o 

Dann folgt aus (2.1) ffir jedes n, dab /gn  L-fast gleich einer charakteristischen 
Funktion ist. Wegen / (t) = lim / (t) gn (t) ffir t E R ist dann auch / L-fast gleich 

n - ~ - r  

einer charakteristisShen Funktion ; w.z.b.w. 

B e m e r k u n g .  Der voranstehende Satz ist auch dann g/iltig, wenn die charak- 
teristischen Funktionen gn komplexwertig sind, sofern die Voraussetzung der 
lokalen Monotonie durch die der lokalen Dehnungsbeschriinktheit der Funktionen 9n 
ira Nullpunkt ersetzt wird. Man daft  in diesem Falle sogar bei Voraussetzung (b) 
die Einschr~nkung ,wobei A bis auf eine L-Nullmenge usw." streichen. 

Man fiberzeugt sich leicht hiervon, wenn man bemerkt, dab unter diesen neuen 
Voraussctzungen die Beziehungen (2.3a) und (2.3b) noch erffillt sind, well ffir 
jedes n und genfigend kleines u # 0 gilt: 

i t  ~ f A  

f l(t)g~ (t) dt = 7(~)g~ (u) --  f / ( t )  g~ (t) dt 
0 0 

mit 
~t A ~ U 

I / ( t )gn( t )d t  ~=Cn-- f l [ ( t ) [ d t ,  
0 U 0 

wobei Cn yon u unabh~ngig ist. 

B e i s p i e l e  10. Es sei 

gn(t) : = e -a~ltl mit 0 < an < oo und lira an = O. 
n 
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Die gn sind charak te r i s t i sehe  Funk~ionen zu Cauchy-Ver te i lungen und  erfiillen 
offenbar die F o r d e r u n g e n  yon  (2.2). Die Bedingung  (d) l au te t  nun  

0 <_ ~ eitx /(t) e-a.ltI dt = an f dt ~ e Itx/'(t) e -ans d8 
a Itl 

d-r162 d-oo 

= I yf(  - 
0 0 

D a m i t  haben  wir  ein Kr i t e r i um,  welches das  erste der  zwei eingangs erwiihnten 
Kr i t e r i en  cnths 

2 o. Setzen wi t  dagegen 

1 -  Itl fi ir ltl < b .  
gn (t) : = ~-~ = m i t  0 < bn < eo und  lira bn = co, 

0 sonst  n 

so b e k o m m t  (d) die F o r m  

b= ( Itl~ 1 fdte i tx / ( t )  f d v +  Idte~tx/(t dv 0 ~ ~e itx / (t) 1 - -  bn ] dt = 7~n o o 
-bn --bn 

l bn bn 
- -  bn ]o ! / ( u - v ) e ~ ( u - v ) x d u d v '  

so dal~ ein K r i t e r i u m  ents teh t ,  das  insbesondere  das  zweite der  eingangs genann ten  
einschliel~t. 
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