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Eine Bemerkung
zur Kennzeichnung der charakteristischen Funktionen*

Von

Gioraro LETTA

Bekanntlich kann die Menge der charakteristischen Funktionen, d.h. die
Menge der Fourier-Stieltjes-Transformierten der Verteilungsfunktionen, durch die
funktionellen Eigenschaften beschrieben werden, die die zu ihr gehérenden Funk-
tionen besitzen.

Von grundlegender Bedeutung ist in diesem Zusammenhang der Begriff der
,»nichtnegativen Definitheit und der Satz von S. BocaNER (siehe [I], S. 207), nach
dem eine fiir alle reellen Zahlen definierte komplexwertige stetige und beschrinkte
Funktion f dann und nur dann eine charakteristische Funktion ist, wenn sie
nichtnegativ definit und f(0) = 1 ist.

Andere Kriterien entstehen hieraus durch Spezialisierung der in der Definition
von nichtnegativer Definitheit auftretenden unbestimmten Funktion. Zum Bei-
spiel gilt der Satz, dall eine fiir alle reellen Zahlen definierte komplexwertige
Funktion f genau dann eine charakteristische Funktion ist, wenn sie die folgenden
Eigenschaften besitzt (vgl. [2], S. 324):

(a) f ist beschrinkt.
(b) f ist stetig mit f(0) =

(c) Es ist
400 +o0
f f}‘(u —p)e-iu-vr-a @) dydo =0
0 0

fiir alle reellen « und geniigend kleine a > 0.

In einem anderen Kriterium wird (¢) durch die folgende Bedingung (c¢') ersetzt
(vgl. [1], S. 208):

(¢} Es ist

b b
fffu——u e~ Hu-vzdydy =0
00

fir alle reellen zund geniigend grofie b > 0.

In [2] und weniger ausdriicklich auch in [7] wird bemerkt, daB die L-meBbare
Funktion f jedenfalls L-fast gleich einer charakteristischen Funktion ist, wenn sie
die Eigenschaften (a) und (c), bzw. (a) und (¢’), besitzt und dabei stetig im Null-
punkt ist mit f(0) = 1.

In der vorliegenden Arbeit wollen wir unter Verzicht auf Stetigkeitsforderungen
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die L-fast-Ubereinstimmung einer

* Herrn Prof. Dr. H. RiceTER bin ich fiir Hinweise wihrend der Abfassung dieser Arbeit
dankbar.
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gegebenen Funktion mit einer charakteristischen Funktion und damit Ergebnisse
beweisen, die die zwei erwahnten Kriterien enthalten.

Zunichst betrachten wir ein Kriterium (2.1) fiir die L-fast-Ubereinstimmung
einer gegebenen Funktion mit einer charakteristischen Funktion fir den beson-
deren Fall, daf§ die fragliche Funktion L-sammierbar ist. Dabei wird die Bedin-
gung f(0) = 1 durch die Forderung ersetzt, dall das unbestimmte Integral von f
im Nullpunkt links- und rechtsseitigen Ableitungen mit der Halbsumme Eins be-
sitzt. Die Verallgemeinerung (2.2) auf den allgemeinen Fall geschieht dann durch
Approximation von f durch eine Folge (fg,), wobel (g5) eine passende gegen Eins
konvergente Hilfsfolge von summierbaren charakteristischen Funktionen ist.

Durch Spezialisierung der Hilfsfolge (g,) flieBen aus diesem Kriterium ver-
schiedene Spezialkriterien; insbesondere Verallgemeinerungen der zwei eingangs
erwahnten fir stetige Funktionen giiltigen Kriterien auf den Fall der MeBbarkeit.

1.

Im folgenden bezeichnen wir mit B die Menge der reellen Zahlen und mit B
den ¢-Koérper der Borelschen Teilmengen von R.

Es gilt der folgende

(1.1) Satz. Es sei (hy) etne Folge von nichtnegativen in R definierten reellen Funk-
tionen, wobet hy fir jedes n auf dem Intervall (— oo, u) monoton nichifallend und
auf dem Intervall (u, - oo) monoton nichtwachsend tst mit

v
(1.2) lim fhn(t)dtzl fir —ccZrx<u<y =+ oo.

n—>c0
Die komplexwertige, in R definierte L-mefSbare Funktion f sei auf der L-mefbaren
Menge A beschrinkt und auf R — A L-summierbar; weiter besitze die Funktion

N z
flx) = f f @) dt im Punki w die Ableitung f(u). Dann gilt

u

(1.3) m [ () b (8) dt == f(u) . %

n—oo R

Beweis. Ohne Einschrankung der Aligemeinheit kénnen wir annehmen, dafl «
nebst einer Umgebung zu R — 4 gehort.
Gilt nun |f(£)| < ¢ auf 4 mit 0 <<c¢ < o0, so lefert (1.2)

{70 ha(®)dt] < ¢ [ha(t)dt—0.
A A

Wir diirfen also A =@, d.h. f als summierbar annehmen.
Sind nun a, b fest gewdhlt mit — oo <a << u << b < o0, 50 gilt

a b +oo
(14)  [fO ha(t)dt = [ [0 R (8 dt + [ F(8) B (£)dE + [f(E) Rn () dt,
R —o0 a b
so daB wir nach dem Satz von P. I. RomaxowsEKr ([3], S. 317) nur die Bezichungen

(1.5) lim fff(t)hn(t)dt =0, lim T;(t) B (£) dt = O

n—>00 —o00 n—>o00 b

* Fiir den Spezialfall, daB die Funktionen %, und f auBerhalb eines festen endlichen In-
tervalls verschwinden, wurde dieser Satz bereits von P. I. RomanowskI bewiesen.
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zu beweisen brauchen. Ist @ << a’' << u, so gilt

| {10k dt] < hnta) 170 W[ 1] de,

woraus die erste Beziehung von (1.5) folgt; die zweite ergibt sich analog.
Den Satz (1.1) werden wir auch in der folgenden Gestalt verwenden.

(1.6) Satz. Wird in (1.1) von ]? lediglich die Existenz der links- und der rechis-
seitigen Ableitung gefordert und wird (1.2) durch die stirkere Annahme ersetzt, dap
es zwet Zahlen a, b gibt mit a + b =1 und

% Yy
lim [hy()dt =a fir —oo<Lz<u, lim[h,()di=0D fiir u<y=+ oo,
n U

n &

so gilt statt (1.3) die Bezichung

(1.7) lim ff(t)hw)dt = afy (u) -+ bf* ),

wobei f, () bzw. [* (u) die links- baw. rechisseitige Ableitung von f ©n u bedeulen.
Bewe@s. Setzen wir

e fir t<wu [y fir t<u
fott) = {f*(u) fir t=u, i = {f(t) fir t>u

und wenden wir (1.1) auf die Funktionen fo, hn * %(—co, ), bzW. auf fO, hy * Y4, +o00)
an, so erhalten wir zwei Gleichungen, aus denen sich (1.7) durch Addition ergibt.

2.

Eine Verteilung ist ein normiertes Mall auf B. Die charakieristische Funktion
der Verteilung u ist die komplexwertige in B definierte Funktion

= fei”v’ﬂ du(x).
R

Eine komplexwertige in R definierte Funktion f nennen wir eine charakteri-
stische. Funktion, wenn es eine Verteilung u gibt, so daB f mit der charakteri-
stischen Funktion von y iibereinstimmt.

Es gilt der folgende
(2.1) Satz. Fiir die komplexwertige in R definierte und L-summierbare Funktion f
sei definiert

p(x): :—21— fe—”xf (f)ydt fir zeR.
1. Es ist | dann und nur dann L-fast gleich einer charakteristischen Funktion,
wenn | die folgenden Bedingungen erfiillt:
- 1
(a) Die Funktion f(8) = f f(x) dx besitzt im Nullpunkt die links- und die rechis-
0

seitige Ableitung f, (0) und f*(0) mit £ (f, (0) + f*(0)) = 1.
(b) Es ist p(x) = 0 fiir jedes x € R.
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2. Sind diese Bedingungen erfillt, so gilt f p(x) de =1 und f ist L-fast gleich

R
der charakteristischen Funktion der durch die Dichte p definierte Verteilung.

Beweis. 1. Die Notwendigkeit von (a) und (b) ist bekannt, so daf nur das
Hinreichen zu zeigen ist. Dabei beachten wir die Beschranktheit von p.

2. Es ist fiir jedes u € B und jedes natiirliche n:

et p () e-nlol do = (etus = =it f (1) dt| e~ %1%l da
2

R R TR

(*)

1 ; L 1
= J‘dt'f(t) fez(u—t)x—nlxl dx = — dt.

K2

Im Falle » = 0 bilden die Integranden in (*) links wegen (b) eine nichtfallende
Folge von summierbaren Funktionen. Gemal (1.6) und wegen (a) haben wir also

f;p () de = lim fp(x)e—‘]x[dw——hm ff(t) 2+t2 5 &t

n—>oo R A0

= 5 (1 (0) + /%(0) =

Somit: diirfen wir in (*) nach dem Satz von Lebesgue unter dem Integral-
zeichen zu n — oo iibergehen und damit ergibt sich gemafl (1.1)

fe”wp () dor = Yim [ efu p(z) ewlalde = lim

n—»o0 R n—>oo

ff t)mdtzf(u)
fiir fast jedes ue B*; w.z.b.w.
Aus dem soeben bewiesenen Satz entnehmen wir nun den folgenden

(2.2) Satz. Hs sei (g,) eine gegen Eins konvergente Folge von reellen und summier-
baren charakteristischen Funktionen, so daf fiir jedes n g, monofon nichifallend in
einer linken Umgebuny und monoton nichtwachsend in einer rechten Umgebung von
0 1st.

_ Die komplexwertige in R definierte Funktion f ist dann und nur dann L-fast
gleich einer charakteristischen Funktion, wenn sie die folgenden Eigenschaften besitzt:

{a) f ist L-mefbar.
(b) fist auf der L-mefibaren Menge A beschrinkt und auf R — A L-summierbar,
wobet A bis auf eine L-Nullmenge eine Umgebung von O enthdlf.

N ¢
(¢} Die Funktion f(t) = f F(x) dx besitzt im Nullpunki die links- und die rechis-
0

seitige Ableitung fy (0) und [*(0) mit §(f (0) + f*(0)) =
(d) Es st
Jeitz (&) gn(tydt = 0
R
fiir jedes x € R und jedes n.
Beweis. Ist f L-fast gleich einer charakteristischen Funktion, so sind die Be-
dingungen (a), (b), (¢) offenbar erfiillt und dabei ist die summierbare Funktion fg,

* Vergleiche hierzu [3], Seite 280, Satz 2.
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L-fast gleich einer charakteristischen IFunktion ([2], (6.22), 8. 292), so dal} ge-
maf (2.1) die Bedingung (d) ebenfalls erfiillt ist.

Nun nehmen wir umgekehrt an, dafl die Bedingungen (a), (b), (¢}, (d) erfillt
sind.

Fiir festes » wahlen wir @ > 0, so dafl g, monoton nichtwachsend in (0, @) ist
und |f()] < ¢ < oo fiir 1€ (0, a).

Bezeichnen wir mit 4, das durch —g, in dem ¢-Kérper der Borelschen Teil-
mengen von (0, a) erzeugte MaB}, so haben wir durch zwei partielle Integrationen
fiir jedes u (0, a)

U

(1O gn(t) &t = F(w) g (w) + [ F dpon,
0 0
wobei gilt:

[N [ u
| [Fdpn| <o [tdun(t) = c[ [gn(t) dt — ugn(w)].
0 0 0
Hieraus folgt unmittelbar wegen Voraussetzung (c):

(2.3a) lim% ff(t) gu(t) dt = f¥(0).
uw}0 0

Villig analog ergibt sich die Bezishung

.1 ¢
(2.3b) lim L [£(¢) gu(t) dt = £, (0).
uto ™ 0
Dann folgt aus (2.1) fiir jedes n, dal} fg,, L-fast gleich einer charakteristischen
Funktion ist. Wegen f(t) = lim f() ¢» (¢) fir t € R ist dann auch f L-fast gleich

n—rcQ
einer charakteristischen Funktion; w.z.b.w.

Bemerkung. Der voranstechende Satz ist auch dann giiltig, wenn die charak-
teristischen Funktionen g, komplexwertig sind, sofern die Voraussetzung der
lokalen Monotonie durch die der lokalen Dehnungsbeschrinktheit der Funktionen gy,
im Nullpunkt ersetzt wird. Man darf in diesem Falle sogar bei Voraussetzung (b)
die Einschrénkung ,,wobei 4 bis auf eine L-Nullmenge usw.** streichen.

Man iiberzeugt sich leicht hiervon, wenn man bemerkt, da$ unter diesen neuen
Voraussetzungen die Beziehungen (2.3a) und (2.3b) noch erfiillt sind, weil fiir
jedes n und geniigend kleines u =+ 0 gilt:

[7(8) gu () dt = f(u) g () — [F(£) g, (6) At
0

St

mit

[f)] dt,

L e dt' <ens
0

O!-.Eg

wobei ¢, von u unabhingig ist.
Beispiele 10. Es sei

gn(t): =e @l mit 0<ay<oo und lima, =0.
n
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Die g, sind charakteristische Funktionen zu Cauchy-Verteilungen und erfillen
offenbar die Forderungen von (2.2). Die Bedingung (d) lautet nun

0 < [eite (1) e~anltl dt = ay [ dt [ ettm f(t) e=ns ds
R R i
400 Foo
=2a,[ [f(u—v)et@-nr-ato) dudp.
0 0
Damit haben wir ein Kriterium, welches das erste der zwei eingangs erwihnten
Kriterien enthélt.

20. Setzen wir dagegen

LI -
gn(t): = {1 ba fir It]:bn mit 0 <byp<<oo und limb, =,
0 sonst n
50 bekommt (d) die Form
bn I¢] [ bu—t 0 ba
0= _fe“xf(t)( —_ T) dt = T[ fdt ez f(¢) J'dv + fdte“f”f(t) jdv

—bn n " 1o 0 —bn —t

1 bl
== f ff(u — ) et dy do,

"0 0

8o dal} ein Kriterium entsteht, das insbesondere das zweite der eingangs genannten
einschlie3t.
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